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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar o transporte atmosférico dos esporos da Ferrugem
Asiatica no estado do Parana, sob a influéncia de frentes frias. O problema proposto
¢ modelado bidimensionalmente por meio da equacao de difusao—advecgao-reagao,
discretizada pelo método das diferencas finitas com aproximagoes de segunda ordem
no tempo e no espago. Como o problema em estudo nao possui solucao analitica
conhecida, propoe-se, inicialmente, o uso de uma solugao fabricada com o objetivo de
analisar o comportamento assintético do erro de discretizacao e verificar a robustez do
codigo computacional. Para aumentar a acuracia das solugoes numéricas, emprega-se a
extrapolagao de Richardson. Adicionalmente, para acelerar a convergéncia na obtencao das
solucoes, utiliza-se o método multigrid, associado ao solver Gauss—Seidel com ordenagao
de 9 cores. Os resultados obtidos na etapa de verificacdo numérica mostraram que o
método multigrid apresentou desempenho superior ao singlegrid, em relagao ao fator de
convergéncia, a reducao do tempo de processamento e ao menor esfor¢go computacional.
Dessa forma, visando maior eficiéncia computacional, o método multigrid foi utilizado nas
simulacoes do caso realista, ou seja, na descricao do transporte dos esporos da Ferrugem
Asiatica no estado do Parana a partir de campos reais de velocidades associados as frentes
frias. Os resultados indicam uma correlagao espacial e temporal entre o transporte simulado
de esporos promovido pelas frentes frias e os casos confirmados da doencga no estado do
Parana durante a safra 2024/25.

Palavras-chave: Ferrugem Asiatica. Analise de erros. Multigrid. Modelagem matematica.

Método das Solugoes Fabricadas.



ABSTRACT

This study aims to investigate the atmospheric transport of Asian Rust spores in the state
of Parana, Brazil, under the influence of cold fronts. The proposed problem is modeled in
two dimensions using the advection—diffusion—reaction equation, discretized by the finite
difference method with second-order approximations in both time and space. Since the
problem under investigation has no known analytical solution, a manufactured solution is
initially employed to analyze the asymptotic behavior of the discretization error and to
verify the robustness of the computational code. To improve the accuracy of the numerical
solutions, Richardson extrapolation is applied. In addition, the multigrid method, combined
with the Gauss—Seidel solver using a 9-color ordering strategy, is employed to accelerate
the convergence of the numerical solutions. The results obtained during the numerical
verification stage showed that the multigrid method outperformed the singlegrid approach
in terms of convergence factor, processing time, and computational efficiency. Therefore,
aiming at greater computational efficiency, the multigrid method was adopted in the
realistic simulations, that is, in the description of the atmospheric transport of Asian Rust
spores in the state of Parana using real wind velocity fields associated with cold fronts. The
results indicate a spatial and temporal correlation between the simulated spore transport
driven by cold fronts and the confirmed cases of the disease in the state of Parand during
the 2024 /25 growing season.

Keywords: Asian Rust. Error analysis. Multigrid. Mathematical modeling.
Manufactured Solutions Method.
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13
1 INTRODUCAO

Diversos fenbmenos que ocorrem na natureza podem ser modelados por meio de
Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs). Em problemas aplicados, € comum que muitas
dessas equacdes, mesmo quando acompanhadas de condi¢des iniciais e de contorno bem
de nidas, ndo apresentem solucdo analitica. Nesses casos, a abordagem numérica constitui
uma alternativa importante para a obtencédo de solu¢des aproximadas. Com 0 avango
tecnolégico e computacional das ultimas décadas, essa abordagem passou a desempenhar
papel fundamental em diferentes areas da Engenharia, especialmente na modelagem de
fendbmenos de transporte.

Entre esses fendmenos, estuda-se, neste trabalho, o transporte atmosférico
de esporos da Ferrugem Asiatica no estado do Paranad sob a inuéncia de frentes
frias. Dependendo da escala de analise e das caracteristicas fisicas dos esporos, esse
problema pode ser estudado em escala microscopica, na qual seria possivel acompanhar
individualmente o movimento de cada particula. Entretanto, nesta pesquisa, ndo se
considera o acompanhamento individual de cada esporo, mas sim a evolugcédo da sua
concentracdo no escoamento atmosférico. Dessa forma, adota-se uma abordagem em escala
macroscoépica, na qual os esporos sdo representados como uma distribuicdo continua de
concentracao, transportada pelo campo de velocidades associado as frentes frias. Em
outras palavras, a dinamica analisada corresponde ao deslocamento de uma nuvem de
concentracdo de esporos pelo uido atmosférico. Nessa perspectiva, assume-se que a
velocidade de deslocamento dessa concentracdo de esporos coincide com a velocidade do
uido transportador, de modo que o campo de velocidades atmosférico passa a governar o
transporte dos esporos no dominio de estudo.

O transporte atmosférico de esporos sera modelado pela equacdo de difusao-
adveccéao-reacdo, resolvida numericamente por meio do método das diferengas nitas
(MDF) como método de discretizacdo. Como forma de reduzir o tempo computacional
das simula¢cdes, emprega-se o método multigrid (MG) como acelerador de convergéncia.
Além disso, veri ca-se a ordem de convergéncia do método numérico adotado e utiliza-se
a extrapolacdo de Richardson (ER) com o objetivo de aumentar a acuracia das solucées
numeéricas obtidas.

1.1 O problema

A Ferrugem Asiatica € uma doenca causada por um fungo do tipo biotr6 co
denominado Phakopsora pachyrhizi, que depende de hospedeiros vivos para sobreviver e
se multiplicar. As plantas de soja sao os principais hospedeiros desse fungo. Entretanto,
existem diversos outros hospedeiros secundarios nas lavouras. De acordo com Rytter et al.
(1984), Misman e Purwati (1985), Fiallos (2011) e Hartman et al. (2015), estima-se que 0
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fungo é capaz de infectar mais de 90 espécies de hospedeiros.

A caracteristica biologica desse patdogeno permite que o fungo sobreviva fora dos
hospedeiros por meio de esporos. Os esporos sdo estruturas microscopicas produzidas
em grande escala por fungos e bactérias com capacidade de gerar novos individuos da
mesma espécie (AMORIM; FILHO; REZENDE, 2018). Os esporos também possuem a
capacidade de se desprenderem facilmente das folhas de soja devido a acéo edlica, podendo
ser carregados para grandes altitudes na atmosfera. Na atmosfera, cam expostos a radiacao
ultravioleta, o que geralmente inibe a sua sobrevivéncia (KOCHMAN, 1979; ISARD et al.,
2006; YOUNG et al., 2012). Aqueles que conseguem sobreviver sdo removidos da atmosfera
e depositados nos hospedeiros por meio da deposicdo seca ou Umida. Para temperaturas
variando entre 15C e 25C (MARCHETTI; MELCHING; BROMFIELD, 1976; BONDE
et al., 2007) e com a presenca de molhamento foliar, os esporos infectam a folha da soja.

Cinco dias ap6s a infeccdo, € possivel visualizar os primeiros sintomas,
caracterizados por minusculos ovoides que aparecem em grande abundancia na parte
inferior da folha. Conforme a doencga evolui, 0os ovoides aumentam de tamanho e formam as
primeiras lesdes nas folhas da soja, necrosando o tecido foliar. Com a evolucdo da doencga,
as lesGes passam a produzir novos esporos, que podem ser liberados e transportados pelas
correntes de ar. Em condicBes favoraveis, esse processo pode ocorrer entre 10 e 21 dias
apo6s a infecgdo inicial. O estdgio nal da doenca é caracterizado pela decomposicao da
folhagem e desfolha precoce, comprometendo a formacdo e o enchimento de vagens e
reduzindo, assim, o peso nal dos graos (FIALLOS, 2011). Ao término do ciclo da cultura,
0S esporos passam a sobreviver em hospedeiros secundarios, iniciando, assim, um novo ciclo
de contaminacdo. A FIGURA 1 apresenta os estagios de desenvolvimento da Ferrugem
Asiatica na folha da soja.

FIGURA 1 Estagios de desenvolvimento da Ferrugem Asiatica na folha da soja.

(a) Estagio inicial. (b) Estagio intermediario. (c) Estagio nal.

FONTE: Fiallos (2011).
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1.2 Progresso temporal da Ferrugem Asiatica

A Ferrugem Asiatica foi identi cada pela primeira vez no Japao em 1902 e entre
1930 e 1950 espalhou-se entre diversos paises do continente asiatico e da Oceania. Em
meados da década de 1990 foi relatada no continente africano e em cinco anos havia se
expandido em areas de cultivo nas regifes sul e oeste desse continente (ISARD; RUSSO;
ARIATTI, 2007).

No continente americano foi identi cada pela primeira vez no Paraguai e no Brasil,
em 2001 (YORINORI et al., 2005). Nos anos subsequentes, espalhou-se para outros paises
vizinhos como a Argentina em 2002, Bolivia, Uruguai e Equador em 2003. No ano de 2004,
foi identi cada pela primeira vez nas regioes litorAneas da América do Norte (FIALLOS,
2011). A FIGURA 2 sintetiza o historico da doenca ao longo dos anos, desde o primeiro
relato em 1902.

FIGURA 2 Historico da disseminacao global da Ferrugem Asiatica ao longo dos anos em
diversas localidades.

FONTE: Adaptado de Li et al. (2010).

No Brasil, a Ferrugem Asiatica foi comprovada pela primeira vez na safra 2001/02,
nas regides oeste, noroeste e norte do estado do Parana. Na safra seguinte 2002/03, a
doenca disseminou-se rapidamente entre os estados do Rio Grande do Sul, Mato Grosso
do Sul, Goias e Minas Gerais. Na safra 2003/04 houve baixa incidéncia da doenca, devido
ao uso intensivo de fungicidas e pela frequéncia de altas temperaturas. Entretanto, novos
estados registraram casos, como a Bahia e o Mato Grosso. Entre as safras 2004/05 e
2010/11, a doenca ocorreu de forma generalizada entre os estados brasileiros que ja haviam
registrado casos da doenca nas safras anteriores (EMBRAPA, 2026). A safra 2011/12
foi afetada pelo fenébmeno La Nifia, responsavel pelo esfriamento das aguas na regiao do
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Oceano Paci co, ocasionando a ocorréncia de chuvas acima da média nas regifes norte e
nordeste, e baixa incidéncia de chuvas na regido sul (CALDERON; BORSATO, 2017), o
gue diminuiu 0 numero de casos dessa doenca na regido sul do Brasil.

Atualmente, a Ferrugem Asiatica encontra-se presente em todas as regides
brasileiras produtoras de soja (EMBRAPA, 2026).

1.3 Motivagao

O Parana gura entre os principais estados brasileiros produtores de soja do pais,
sendo o segundo em volume produzido. Segundo o Departamento de Economia Rural
(Deral), na safra 2024/25, a producéo no estado foi superior a 21 milhdes de toneladas
em uma area de 7 milhdes de hectares (DERAL, 2025). Entretanto, casos de Ferrugem
Asiatica ainda séo identi cados todos os anos no Parana. De maneira geral, o fungo
sobrevive em hospedeiros secundarios na entressafra, que atuam como fonte de indculo
primério 1. No Parana, esses indculos poderiam ser os responsaveis pela contaminacéo das
lavouras de soja durante a safra.

Com o objetivo de reduzir os casos na entressafra e atrasar a ocorréncia da doenca
na safra, foi implantado no Parana, desde 2008, o vazio sanitario, caracterizado por um
periodo de sessenta a noventa dias sem plantas vivas de soja no campo apos a colheita.
De acordo com o Ministério da Agricultura e Pecuaria (MAPA), os estados que fazem
fronteira com o Parana, como S&o Paulo, Santa Catarina e Mato Grosso do Sul, também
adotam esse procedimento. Entretanto, essa pratica ndo é realizada de forma uniforme
em localidades a oeste do estado, no Paraguai por exemplo, onde a presenca continua de
lavouras de soja pode favorecer a sobrevivéncia do fungo ao longo do ano.

Por outro lado, estuda-se, neste trabalho, 0 mecanismo de contaminacao das
lavouras de soja devido as correntes atmosféricas. Sabe-se que os esporos da Ferrugem
Asiédtica séo transportados pela a¢do dos ventos. O regime de ventos que ocorre no Parana
€ in uenciado pela rotacao terrestre, pelos efeitos do anticiclone subtropical do Atlantico
Sul, pelos deslocamentos de massas de ar polares, pela depressao barométrica do nordeste
da Argentina (também conhecida como Baixa do Chaco) e pela passagem das frentes
frias, conforme ilustra a FIGURA 3.

Durante a passagem das frentes frias, as correntes atmosféricas intensi cam-
se devido a interacdo entre massas de ar quente e frio, sendo o ar quente forcado a
ascender sobre o ar frio mais denso (RODRIGUES; FRANCO; SUGAHARA, 2004;
NOGUEIRA; MACHADO; REBOITA, 2024). A chegada de uma frente fria provoca
mudancas signi cativas nas condigdes meteoroldgicas locais, caracterizadas pelo aumento

1 E afonte que vai comecgar uma doenca em uma area onde ainda nio tem a doenca (AMORIM; FILHO;
REZENDE, 2018)
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da precipitacdo média nas areas que atravessa, pelo rapido decréscimo da temperatura e
por mudancas na direcdo dos ventos (CARDOZO; REBOITA; GARCIA, 2015).

FIGURA 3 Mecanismos atmosféricos predominantes no regime de ventos no estado do Parana.

FONTE: COPEL (2007).

A FIGURA 4 ilustra a dindmica da passagem de uma frente fria sobre o estado
do Parana.

FIGURA 4 Dinamica de uma frente fria passando sobre o estado do Parana.

FONTE: COPEL (2007).

As setas vermelhas indicam ventos oriundos das regides norte-noroeste do Brasil.
Esses ventos costumam ser intensos, mas de curta duracdo, transportando muita umidade
e contribuindo para a instabilidade atmosférica. Em contraste, as setas azuis representam
ventos de origem polar que avancam do sudoeste da Ameérica do Sul para o nordeste do
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Brasil. A linha curva azul marca o encontro dessas massas de ar, sugerindo sua trajetoria
e seu deslocamento sobre o estado.

Dessa forma, considera-se a hipétese de que o regime de ventos predominante
durante a passagem das frentes frias pode ser responsavel pelo transporte atmosférico dos
esporos da Ferrugem Asiatica para o estado do Parana, oriundo do Paraguai, uma vez
gue essas frentes percorrem regides produtoras de soja ja afetadas pela doenca e podem
carregar 0s esporos ao longo de sua trajetéria.

A Ferrugem Asiatica € considerada a doenca mais severa que afeta a cultura
da soja, podendo causar perdas que variam de 10% a 90% da producédo, dependendo
da intensidade da infestacdo (MINCHIO et al., 2016). Além dos danos a producéo, a
severidade da doenca também resulta em impactos econdmicos signi cativos. De acordo
com a EMBRAPA (2026), no Brasil, o custo médio para controlar a Ferrugem Asiatica
chega a US$ 2;8 bilhdes por safra.

A TABELA 1 apresenta os custos associados ao manejo da doenca ao longo
das safras de 2001/02 a 2018/19, conforme os dados disponibilizados pelo Consorcio
Antiferrugem (EMBRAPA, 2026). Ressalta-se que a EMBRAPA néao disponibiliza
informacdes referentes aos custos da Ferrugem Asiatica para as safras mais recentes,
de modo que a tabela contempla apenas os dados atualmente disponiveis.

TABELA 1 Custo da Ferrugem Asiética por safra.

Safra Custo em US$

2001/02 0,13 bilhdes
2002/03 1,16 bilhdes
2003/04 2,08 bilhdes
2004/05 1,22 bilhdes
2005/06 2,12 bilhdes
2006/07 2,19 bilhdes
2007/08 2,38 bilhdes
2008/09 1,74 bilhdes
2009/10 2,09 bilhdes
2010/11 2,10 bilhdes
2011/12 1,73 bilhdes
2012/13 1,94 bilhdes
2013/14 2,20 bilhdes
2014/15 2,47 bilhbes
2015/16 2,65 bilhdes
2016/17 2,78 bilhdes
2017/18 2,75 bilhdes
2018/19 2,80 bilhdes

FONTE: EMBRAPA (2026).
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Percebe-se, a partir dos dados apresentados, que a Ferrugem Asiatica tem
provocado impactos expressivos a economia brasileira, alcancando montantes bilionarios
associados ao seu controle e manejo. Esses dados reforcam a relevancia da doenca para a
cultura da soja e justi cam a importancia de estudos voltados a sua compreensao e ao
aperfeicoamento de estratégias de monitoramento e controle.

Nesse contexto, considerando o potencial destrutivo dessa doenga, modelos
matematicos que utilizam EDPs podem ser empregados no estudo da dinamica do
transporte de esporos, tornando possivel representar numericamente a dispersao dos
esporos no escoamento atmosférico e analisar a in uéncia dos principais mecanismos fisicos
envolvidos nesse processo. Portanto, a principal motivacdo deste trabalho consiste em
simular o transporte atmosférico dos esporos por meio das frentes frias, usando ferramentas
computacionais robustas e e cientes para contribuir na previsao antecipada de cenarios
favoraveis a disseminagdo da doenca, auxiliando 6rgdos publicos e agricultores na adoc¢éo
de medidas de monitoramento, controle e manejo no campo, com 0 objetivo de minimizar
0 emprego de fungicidas e as perdas nas plantacdes de soja.

1.4 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral simular numericamente o transporte
atmosférico dos esporos da Ferrugem Asiatica no estado do Parand, considerando a
in uéncia de frentes frias.

Os objetivos especi cos sao:

" Modelar o transporte de esporos por meio da equacao de difusdo-adveccao-reacao.

Empregar o método multigrid (MG) para acelerar a convergéncia das solucdes
numericas.

Utilizar o método das Solucdes Fabricadas (MSF) para realizar a veri cacdo numérica
do codigo computacional.

Estimar o erro de discretizacao utilizando analises a priori e a posteriori das solu¢des
numéricas.

Utilizar a extrapolacdo de Richardson (ER) para aumentar a acuracia das solucées
numericas.

1.5 Revisédo bibliogra ca

Nesta secdo, serdo apresentados alguns trabalhos encontrados na literatura que
estudam o transporte atmosférico dos esporos da Ferrugem Asiatica, o uso de EDPs na
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modelagem da dispersdo de concentracdes em meios uidos, o0 método MG e a andlise
numeérica de erros.

1.5.1 Ferrugem Asiatica

Conforme apresentado nas sec¢fes 1.1 a 1.3, a Ferrugem Asiatica € a principal
doenca que afeta a cultura da soja devido a sua capacidade de disseminacao e ao potencial
de causar perdas signi cativas na produtividade. Além dos impactos agricolas e econémicos,

a dispersado atmosférica dos esporos motivou o desenvolvimento de estudos voltados a
compreensdo dos mecanismos responséveis pela propagacado da doenca em diferentes regides.

No inicio dos anos 2000, com a expansdo da Ferrugem Asiatica nas Américas,
houve um aumento signi cativo de estudos sobre o transporte atmosférico de esporos.
Nos Estados Unidos, por exemplo, foram propostos alguns modelos de previsao para
compreender a disperséo aérea em uma regiao local ou entre continentes ao longo do tempo.
Um desses modelos é o Sistema de Previsdo Aerobioldgica da Ferrugem da Soja (Soybean
Rust Aerobiology Prediction System, SRAPS) que combina dados meteorologicos, pontos
de origem e correntes de ar, para prever a movimentacao dos esporos em escala continental.
Esse modelo foi utilizado por Isard et al. (2005) para estudar como ciclones tropicais
poderiam atuar como transportadores de esporos. As simulagdes apresentadas indicaram
gue as correntes de ar associadas ao furacao lvan, que se formou no Atlantico e deslocou-se
para a América do Norte em setembro de 2004, tinham o potencial de transportar esporos
de regides infectadas do norte da América do Sul para o sudeste dos Estados Unidos.

Estudos posteriores realizados por Krupa et al. (2006) demonstraram que 0s
esporos também poderiam ter sido transportados para as regides central e norte dos
Estados Unidos. Utilizando o modelo SRAPS, os autores coletaram amostras de chuva
durante o més de julho de 2005 e as empregaram como parametro de entrada no modelo.
Os resultados indicaram que os esporos foram transportados na camada livre da troposfera
devido ao deslocamento vertical dos ventos e que as gotas de chuva foram responsaveis
pela sua deposicao nas plantacées de soja.

No estudo feito por Isard et al. (2006) sé&o apresentados outros modelos de previsao:
o modelo de Trajetodria Integrada Lagrangiana Hibrida de Particula Unica (Hybrid Single-
Particle Lagrangian Integrated Trajectory, HYSPLIT) e o0 modelo de Mesoescala de Quinta
Geracéao Penn State/NCAR (Fifth-Generation Penn State/NCAR Mesoscale Model, MM5).
O modelo MM5 considera dados sobre correntes atmosféricas, temperatura e umidade,
gue séo utilizados como parametros de entrada no modelo HYSPLIT. Este Gltimo simula
trajetérias e dispersdo de particulas na atmosfera para prever como essas particulas se
deslocam. As simula¢gdes apresentadas mostraram 0s esporos sendo transportados do
continente africano para a Ameérica do Sul, reforcando que a acédo edlica é o principal
mecanismo envolvido no transporte.
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Li et al. (2010) descreveram como o clima sul-americano contribui para a
proliferacdo dos esporos. Durante os meses de inverno (junho a agosto) a temperatura
média na regido sul do Brasil e no Paraguai é de aproximadamente@0condicéo favoravel
para a infeccao dos esporos em hospedeiros secundarios. Na Argentina, por outro lado, as
temperaturas sdo menos propicias a infec¢do, devido ao frio mais intenso. O regime de
ventos que ocorre na regido sul do Brasil também € in uenciado pela passagem das frentes
frias. As frentes frias se intensi cam no inverno e nos meses de primavera (setembro a
dezembro) coincidindo com o periodo de plantio e desenvolvimento da soja. Geralmente,
as frentes frias sdo acompanhadas de umidade e caracterizam-se pelo deslocamento das
correntes atmosféricas de oeste para o leste. Na auséncia de barreiras montanhosas, esses
fatores favorecem o transporte dos esporos para a regiao sul do Brasil, contribuindo, assim,
para a dispersao inter-regional da Ferrugem Asiatica.

Os efeitos das frentes frias no transporte atmosférico dos esporos também foram
estudados por Belinelli et al. (2022). Na safra 2018/19, apds o periodo de vazio sanitario
(jJunho a setembro), casos de Ferrugem Asiatica foram identi cados no estado do Parana
doze dias ap6s a ocorréncia das primeiras frentes frias. Analises laboratoriais realizadas
pelo Laboratorio de Fitopatologia e simulagcdes realizadas no Departamento de Matematica,
ambos da Universidade Estadual de Londrina (UEL), permitiram a constru¢cdo de um
modelo matematico para estudar a dispersao atmosférica dos esporos por meio de uma EDP
de transporte bidimensional. Como condic¢éo inicial para o problema, considerou-se como
hipotese, que as regides do Paraguai que fazem fronteira com o estado do Parana estivessem
infectadas com essa doenca. Dados coletados do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais
(INPE) sobre as velocidades dos ventos foram utilizados para descrever o comportamento
das frentes frias. Os resultados obtidos mostraram que existe uma correlacdo entre o
transporte dos esporos de regides infectadas do Paraguai e os casos con rmados da doenca
no estado do Parana.

Alves e Ponte (2021) estudaram como o fendmeno El Nifio contribui para casos
epidémicos de Ferrugem Asiatica na regido sul do Brasil. O El Nifio ocorre devido ao
aguecimento anormal das aguas do Oceano Paci co durante os meses de primavera e verao,
sendo responsavel por alteragcdes nos padrdes climaticos de temperatura e precipitacao
de chuva. Durante esse fendbmeno, as regides norte e nordeste do Brasil sofrem com secas
severas, enquanto, na regido sul, os niveis de precipitacdo aumentam acima da média.
Dados sobre casos de Ferrugem Asiatica foram coletados no site do Consorcio Antiferrugem
ao longo de 17 safras (de 2004/05 a 2020/21) e utilizando um modelo bayesiano, os autores
concluiram que durante o periodo analisado, o estado do Parana apresentou o maior
namero de ocorréncias, seguido pelo Rio Grande do Sul e Santa Catarina. Os resultados
também sugerem que o aumento dos casos foi favorecido pelo El Nifio devido ao elevado
volume de chuvas antes da colheita, o que intensi cou a producdo de indculo primario
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para a doenca em hospedeiros secundarios e em plantas voluntarias de soja.

ApOs o transporte atmosférico, os esporos sao depositados nos hospedeiros por
meio das deposi¢des seca e Umida. A deposicdo seca € um processo que transporta gases e
materiais particulados da atmosfera para a superficie terrestre, sem a in uéncia de meios
aquosos. Por outro lado, a deposi¢cdo Umida consiste no mesmo processo da deposicao seca,
porém, com a in uéncia da chuva, neblina ou neve. Estudos realizados por Slinn (1977),
Aylor e Sutton (1992), Loosmore e Cederwall (2004), Ponte et al. (2006), Li et al. (2009),
Barnes, Szabo e Bowersox (2009) e DuFault et al. (2010), demonstraram que a maior parte
da remocéao dos esporos da atmosfera ocorre devido a deposicao Umida, pois as particulas
de agua sao capazes de coletar grandes quantidades de esporos, ao contrario das particulas
gue sao transportadas pela deposicédo seca.

Quando os esporos sao depositados nos hospedeiros, é necessério que condi¢des
ambientais estejam favoraveis para a infeccdo. Nascimento et al. (2012) estudaram o
desenvolvimento da Ferrugem Asiatica no municipio de Campo Mourao, localizado na
regido noroeste do estado do Parana. Experimentos foram conduzidos em condi¢des de
campo durante as safras 2006/07 e 2007/08. Os autores utilizaram um modelo logistico
de crescimento populacional para estimar a severidade maxima da doenca. Os esporos
foram coletados e quanti cados por meio de coletores cataventos durante as duas safras e
entressafras. As andlises apontaram que a maior severidade da doenca ocorreu na safra
2007/08, em funcao de condicbes ambientais favoraveis a infec¢do, como chuvas frequentes,
alta umidade e temperaturas variando entre 1& e 25C.

Fabiszewski, Umbanhowar e Mitchell (2010) utilizaram um modelo composto
por quatro equacdes diferenciais ordinarias para estudar a interacdo da doenca entre
duas espécies hospedeiras: plantas de soja (hospedeiros principais) e plantas de kudzu
(hospedeiro secundario). As hipéteses do modelo consideram que cada patdégeno produz
guantidade imensuravel de esporos e que néo existe competicdo por recursos naturais no
mesmo hospedeiro. Os resultados mostraram que as epidemias de Ferrugem Asiatica sdo
fortemente impulsionadas por fatores ambientais como a chuva, o vento e a temperatura,
juntamente com as espécies hospedeiras que sdo mais abundantes na cultura.

O trabalho realizado por Reis et al. (2021) apresenta uma revisdo sobre a
epidemiologia da Ferrugem Asiatica no estado de Mato Grosso, destacando a trajetoria do
fungo desde sua origem na Asia até a sua chegada na América do Sul. O estudo aborda as
principais fontes de indculo na regido como plantas voluntarias e plantas daninhas, que
favorecem a sobrevivéncia do patégeno durante a entressafra. Também séo analisadas
as condicOes climaticas que in uenciam essa persisténcia, com énfase no dé cit hidrico
entre junho e agosto, além dos efeitos da radiacdo solar e da temperatura do ar sobre a
viabilidade dos esporos. O trabalho ainda ressalta a importancia do vazio sanitario da
soja e discute a possivel entrada de in6culo oriundo de estados vizinhos e paises proximos.
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A revisao contribui signi cativamente para o aprimoramento das estratégias de manejo,
promovendo maior e cacia no controle da doenca e maior sustentabilidade na producéo de
soja no Mato Grosso.

Zagui et al. (2022) também estudaram a vulnerabilidade do Mato Grosso a doenca.
Para a conducédo do estudo, a presenca do patdégeno no campo foi estimada por meio de uma
EDP difusiva-advectiva. Dados coletados dos sites do Instituto Nacional de Meteorologia
(INMET) e do Instituto Brasileiro de Geogra a e Estatistica (IBGE) foram utilizados para
descrever o regime de ventos predominante no estado. Os resultados obtidos pela resolucdo
numeérica da EDP, combinados com as variagfes nas condicdes ambientais e a presenca de
hospedeiros, foram utilizados como dados de entrada em um modelo baseado em logica
Fuzzy. As variaveis de saida forneceram um mapa de disperséo, identi cando as regides do
estado com maior propenséo a infec¢ao, contribuindo para um mapeamento mais preciso
do risco e para a formulacdo de medidas preventivas mais e cazes.

1.5.2 Modelagem da dispersao de particulas em meios uidos

Modelos numéricos que envolvem o uso de EDPs sao ferramentas importantes
para estudar e simular a dispersdo da concentracdo de particulas em meios uidos. Hu, Luo
e Luo (2002) por exemplo, utilizaram equacOes de Navier-Stokes para estudar a dispersao
atmosférica de particulas. Uma abordagem lagrangiana é utilizada para rastrear a origem
das particulas que sé&o introduzidas na atmosfera. Os resultados permitem compreender a
disperséo de particulas por meio de diferentes mecanismos atmosféricos, como a gravidade,
vortices e escoamentos turbulentos.

No trabalho realizado por Pardo et al. (2012) foi utilizado um modelo de qualidade
da agua para estudar os efeitos da descarga de poluentes no lago lgapo I, localizado
no municipio de Londrina, no estado do Parana. Esse lago recebe o despejo de residuos
domeésticos sem nenhum tipo de tratamento. Para modelar o escoamento hidrodinamico
no lago, foram utilizadas as equacdes de Navier-Stokes, fornecendo um campo vetorial
bidimensional de velocidades da agua. A modelagem permite compreender a dindmica
dos processos envolvidos no escoamento e a dispersédo de poluentes no interior do lago,
indicando a necessidade de um tratamento otimizado para a recuperacdo do ambiente
poluido.

Em Saita et al. (2017), os autores utilizaram um sistema de EDPs para modelar
a dinamica da concentracdo de coliformes fecais na superficie do lago Luruaco, na
Colébmbia. O dominio fisico do lago € uma regido nao regular. Para preservar suas
caracteristicas geométricas e mapear com mais delidade as regides de maior interesse, 0s
autores utilizaram o método multiblocos em coordenadas generalizadas, em que a malha
computacional foi obtida a partir da unido de submalhas menores. Um sistema de equacoes
de Navier-Stokes foi utilizado para descrever o uxo hidrodindmico da agua no lago.
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No trabalho apresentado por Ulfah, Awalludin e Wahidin (2018), os autores
utilizaram a equacéao de difusdo-adveccao para estudar a dindmica da dispersao de poluentes
na atmosfera. Com o objetivo de veri car a origem da concentracéo de poluentes, o modelo
considera parametros como per | do vento, difusividade turbulenta e temperatura. Os
resultados mostraram que as condi¢cdes atmosféricas, isoladamente, ndo determinam de
forma conclusiva os niveis de concentracdo dos poluentes, uma vez que os demais parametros
do modelo in uenciam signi cativamente o comportamento da dispersao.

Lin et al. (2023) também utilizaram a equacao de difusdo-advecc¢éo para simular
a dispersao de poluentes emitidos pelo trafego urbano. Os resultados obtidos permitem
analisar o impacto da formacgéo de aerossois secundérios e das emissdes de amonia veicular,
fornecendo uma ferramenta mais precisa para implementar politicas de controle da polui¢cao
atmosférica.

Su et al. (2019) utilizaram as equacdes de Navier-Stokes para estudar o transporte
de particulas em meios porosos. As simulacdes consideraram como variaveis a geometria
dos poros, as propriedades das particulas e as condic6es de uxo. Os resultados evidenciam
a relevancia de compreender 0s processos em escala de poros, especialmente para aplicacdes
praticas, como lItracéo, recuperacdo avancada de petréleo e controle de contaminantes
em solos.

1.5.3 Método multigrid

Os métodos iterativos classicos como Jacobi Ponderado, Gauss-Seidel e Sobre-
Relaxacdo Sucessiva sdo amplamente utilizados na resolugéo iterativa de sistemas lineares,
principalmente aqueles provenientes da discretizacdo de EDPs. Esses métodos, aqui
chamados de solvers, possuem a capacidade de reduzir os modos oscilatérios do erro,
mas apresentam limitacdes na eliminacdo dos modos suaves, 0 que compromete a taxa de
convergéncia. Essa limitagdo torna-se particularmente evidente em malhas nas, de modo
gue o numero de iteracdes necessarias para alcancar uma boa aproximacdo pode aumentar
signi cativamente.

Proposto originalmente por Fedorenko em 1964, o método multigrid (MG) surgiu
como um acelerador de convergéncia, combinando tais métodos suavizadores em malhas
nas com corre¢cées em malhas mais grossas, permitindo a reducéo e ciente de todas as
componentes do erro. Isso ocorre porque, ao serem transferidos para malhas mais grossas,
0S modos suaves passam a se comportar como mais oscilatérios, permitindo que sejam
novamente eliminados de forma e ciente pelos suavizadores. Essa propriedade fundamenta
a e ciéncia do MG na resolucao de sistemas lineares oriundos da discretizacdo de EDPs.

De acordo com Trottenberg, Oosterlee e Schiller (2001), o método MG é
comprovadamente e ciente para problemas de natureza eliptica, sobretudo aqueles
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dominados por efeitos difusivos. Contudo, pesquisas recentes tém demonstrado sua
aplicabilidade em uma gama mais ampla de EDPs.

No trabalho realizado por Chen, Chou e Kao (2015), por exemplo, os autores
apresentam uma nova abordagem do método MG para resolver sistemas lineares resultantes
de problemas hiperbdlicos estacionarios. Ruggiu e Nordstrom (2020) propdem um método
MG também para problemas hiperbdlicos, utilizando técnicas de interpolagcéo do residuo
por meio de esquemas do tipo upwind de primeira ordem. Malacarne, Pinto e Franco (2021),
investigaram a aplicacdo do método MG na solugcdo numérica da equacao unidimensional
da onda, que modela a vibragcdo de uma corda com extremidades xas. Em Margenberg
e Munch (2024), os autores desenvolveram um método MG espaco-tempo baseado em
discretizacdes por elementos nitos para a solucao de equacdes parabdlicas e hiperbdlicas.
A metodologia foi aplicada em problemas governados pelas equacdes do calor e de ondas
acusticas, demonstrando a e ciéncia computacional do MG em simula¢gBes de grande
escala.

Em Gander e Neumdller (2016), os autores desenvolveram um algoritmo MG
paralelo no espaco e no tempo para a solucao de problemas parabdlicos. Franco et al. (2018a)
propuseram um método MG espacgo-tempo com engrossamento padrao para problemas
parabolicos, explorando andlise de Fourier local e técnicas de dupla discretizacdo para
garantir segunda ordem de acuracia. No mesmo ano, Franco et al. (2018b) apresentaram
o primeiro multigrid Waveform Relaxation aplicado as equacfes da poroelasticidade,
fundamentado em analise semialgébrica e demonstrando e ciéncia em problemas acoplados.
Sterck et al. (2023), utilizaram o método MG com redugédo no tempo (Multigrid Reduction-
in-Time) para problemas de adveccéo linear com velocidade constante. Li e Wheeler (2022)
propdem um método MG geométrico espaco-tempo para resolver problemas néo lineares
de adveccéao-difuséo de forma e ciente. Em Drews, Turek e Lohmann (2024), os autores
utilizam o método MG na solu¢do numérica da equacao de transporte advecc¢ao-difusao
unidimensional. George, Williamson e Arm eld (2025) aplicam o MG de forma acoplada
para resolver as equacfes de Navier Stokes em dominios com fronteiras imersas.

Além disso, o grupo Métodos Multigrid do Departamento de Engenharia Mecanica
(DEMEC) da UFPR, certi cado pelo CNPq, tem-se destacado no desenvolvimento e na
aplicacdo avancada do método MG em diversos problemas complexos.

Entre seus trabalhos recentes, Zanatta et al. (2020) investigaram o desempenho
do MG geomeétrico para a solucdo das equacdes de Burgers bidimensionais em malhas
estruturadas curvilineas ndo ortogonais. Oliveira et al. (2023) apresentaram uma abordagem
alternativa que integra o método Full multigrid com o esquema SIMPLEC para resolver
as equacdes de Navier Stokes incompressiveis.

Em problemas multifasicos, Slompo, Pinto e Oliveira (2023) compararam as
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parametrizaces de Van Genuchten e Brooks-Corey na modelagem em meios porosos rigidos
unidimensionais, utilizando o método MG para resolver os sistemas lineares acoplados. O
trabalho de Santiago et al. (2023) apresentou um método numérico e ciente baseado em
Multigrid Waveform Relaxation para resolver a equacao de bioaquecimento de Pennes, que
modela a transferéncia de calor em tecidos bioldgicos. Mais recentemente, Franco e Pinto
(2024) estenderam o método MG espaco-tempo para a poroelasticidade com condutividade
hidraulica aleatoria, utilizando suavizadores do tipo zebra e estratégias com o esquema de
divisdo da tenséo ( xed-stress split scheme), evidenciando robustez e desempenho mesmo
em cenarios com heterogeneidade estocastica. Zen, Pinto e Franco (2025) propuseram um
método para a condugéo de calor ndo linear em uma barra de silicio, empregando MG
espaco-tempo para acelerar a convergéncia e explorar a paralelizacao.

Em estudos de escoamento bifasico, Oliveira et al. (2024) combinaram o método
Picard modi cado com MG para solucionar problemas em meios porosos rigidos. Além
disso, Ales et al. (2025) empregaram o método MG espaco-tempo com o suavizador Uzawa,
demonstrando e ciéncia na resolucéo de sistemas acoplados em poroelasticidade. Por m,
Vassoler-Rutz, Oliveira e Pinto (2025) realizaram uma analise de Fourier local do uso de
técnicas de Fatoracdo Incompleta (ILU) como suavizadores em algoritmos MG geométricos
para malhas triangulares.

Esse panorama evidencia que o método MG, originalmente formulado para
equacdes elipticas, vem se consolidando como uma técnica robusta e versatil para diferentes
classes de problemas.

1.5.4 Andlise de erros numéricos

Com base nos trabalhos de Marchi (2001) e Ferziger e Peri¢ (2002), existem
fontes que in uenciam o erro numérico: erros de truncamento (ou discretizacao), erros
de iteracdo e erros de arredondamento. Para o método das diferencas nitas (MDF), a
parcela mais signi cativa € o erro de truncamento que surge quando os diferenciais das
EDPs séo substituidos por expressdes algébricas. Embora esse tipo de erro ndo possa ser
totalmente eliminado, é fundamental que seja controlado e minimizado. Neste contexto,
serdo apresentados nesta secdo, trabalhos que estudam a convergéncia numérica e a
minimizacao de erros.

No trabalho realizado por Ataie-Ashtiani e Hosseini (2005), os autores investigaram
0s erros numéricos associados a aplicacdo do MDF na equacéao bidimensional de difuséo-
adveccédo. Os autores utilizaram expansdes em séries de Taylor para derivar expressées
do erro de truncamento local e mostraram como esses erros in uenciam a qualidade das
solucBes numeéricas.

Marchi et al. (2013) apresentaram uma base tedrica das multiplas extrapolacdes
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de Richardson (MER) para reduzir o erro de discretizagdo e aumentar a precisdo das
solucdes numéricas de um problema de conducédo de calor. Um exemplo de aplicacéo
para a equacao de Laplace 2D, com condi¢Bes de contorno do tipo Dirichlet, foi resolvido
numericamente pelo MDF em uma malha uniforme. Os resultados demonstram que o0s
erros de discretizagdo diminuiram signi cativamente de;25E 07 para 319E 32 com nove
extrapolacdes, contribuindo positivamente no tempo de CPU e memodria RAM durante o
processamento dos dados.

Em Kroner e Rokyta (2016) sdo apresentadas estimativas a priori do erro
de discretizacdo para esquemas upwind com volumes nitos aplicados a problemas
bidimensionais lineares de difusdo-adveccao. O estudo considera discretizagdes voltadas a
regimes dominados por conveccao e busca estabelecer resultados tedricos que justi quem
a convergéncia e a precisdo do méetodo numeérico empregado. Além disso, os autores
mostraram que, para esquemas de ordem superior € possivel obter estimativas de erro
mais favoraveis do que aquelas associadas aos esquemas classicos de primeira ordem,
contribuindo, assim, para a analise tedrica de discretizacdes upwind em problemas de
transporte.

Em Silva et al. (2019), os autores utilizaram MER para minimizar o erro de
discretizacéo de problemas de escoamentos de uidos compressiveis em malhas com pontos
ndo coincidentes. Foram realizados trés testes para a equacgéo de Euler 1D, de forma que o
processo de discretizacao foi feito pelo método das diferencas nitas do tipo upwind de
primeira ordem. Veri cou-se, a partir dos resultados obtidos, que o uso de MER reduziu
a magnitude dos erros em todos os testes, contribuindo para o0 aumento da precisdo das
solucdes.

No trabalho de Rodrigues et al. (2022), os autores investigaram a reducao e a
estimativa do erro numérico em um problema de poroelasticidade. Para isso, utilizaram
o MDF com aproximacdes espaciais de segunda ordem, discretizacdo temporal de
Crank Nicolson e solucdo dos sistemas lineares por MG com suavizador de Vanka.
Além disso, utilizaram MER como técnica de pdOs-processamento para reduzir o erro
de discretizacdo e melhorar a acuracia das solucdes numéricas. Como a aplicacdo direta
dessa técnica as varidveis com valores extremos ndo se mostrou e ciente, os autores
adotaram uma metodologia complementar baseada em interpolacdo polinomial em um
método de otimizacdo. Os resultados obtidos indicaram que a estratégia proposta foi
promissora na reducao do erro de discretizacdo, além de permitir a obtencdo de estimativas
con aveis e acuradas.

Em Silva, Pinto e Araki (2024), os autores compararam o esquema classico das
diferencas nitas de segunda ordem (CDS-2) com um esquema compacto de quarta ordem
(CCDS-4) e com um método exponencial de quarta ordem (EXP-4). Inicialmente, a
convergéncia das solucdes foi acelerada com o uso do método MG. Em seguida, aplicou-se
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a MER as solu¢des numéricas obtidas. Os resultados mostraram que essa combinacgéo eleva
em duas ordens a acuracia das solucdes.

Alguns trabalhos utilizam a extrapolacéo de Richardson (ER) em problemas de
adveccao com o objetivo de aumentar a ordem de acuracia das solucdes numéricas. Em
Zlatev et al. (2011), por exemplo, os autores empregaram esquemas de segunda ordem para
resolver numericamente a equacéo unidimensional de adveccgéo. Os resultados indicaram
gue, antes da extrapolacdo, o método apresentava convergéncia de segunda ordem, com
erro de 191E-6 na malha mais re nada. Apos a aplicacdo da ER, observou-se aumento da
ordem de convergéncia para quarta ordem, com reducao do erro para 4;97E-12.

De forma semelhante, em Linss e Radojev (2024), a ER foi aplicada a problemas
unidimensionais de adveccao difusdo, utilizando discretizagbes espaciais do tipo upwind de
primeira ordem e o método de Euler implicito no tempo. Os autores veri caram que, antes
da extrapolacdo, o método apresentava convergéncia de primeira ordem. Com a aplicacéo
da ER, a ordem de convergéncia foi elevada para segunda ordem, acompanhada da reducao
dos erros numéricos e da obtencdo de estimativas mais robustas do erro associado as
solucdes aproximadas.

Em Sodano (2024), a ER foi aplicada a problemas parabdlicos de adveccao difusao
com condicéo inicial descontinua, utilizando Euler implicito no tempo e discretizacdes
upwind de primeira ordem no espaco. Os autores mostraram que, antes da extrapolacao,
0 método apresentava convergéncia aproximadamente de primeira ordem, enquanto que,
apos a extrapolacdo, a ordem de convergéncia foi elevada para segunda ordem, promovendo
reducdo do erro numérico e melhoria da acuracia das solucdes.

Por outro lado, Celik et al. (2005) discutem as limitacbes da ER no aumento

da ordem de acuracia de métodos numéricos, especialmente em situagcdes nas quais a
convergéncia da solucdo apresenta comportamento oscilatorio. Os autores estudaram
a equacao unidimensional estacionaria de adveccao difusdo com coe cientes variaveis,
empregando discretizagdes do tipo upwind de primeira ordem no termo advectivo e CDS-2
no termo difusivo. Os resultados evidenciaram que a aplicacdo da ER pode se tornar
limitada quando a convergéncia n&o ocorre de forma monotbnica, comprometendo a
con abilidade das estimativas do erro numérico e da ordem de convergéncia.

1.6 Organizacao do texto

Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta
a fundamentacéo tedrica sobre o método das diferencas nitas, o0 método multigrid, a
andlise de erros, a extrapolacdo de Richardson e os estimadores de erro de discretizagéo.
No capitulo 3 é apresentado o modelo matematico e a teoria do método das Solucdes
Fabricadas. O capitulo 4 sintetiza o0 modelo numérico, apresentando a malha computacional
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e a discretizacdo da equacdo governante pelo método das diferencas nitas. O capitulo 5
apresenta a veri cacdo numérica do codigo computacional em um problema com solucgéo
fabricada. No capitulo 6, discutem-se os resultados numéricos obtidos em um problema
realista. Por m, o capitulo 7 apresenta as considera¢des nais, enfatizando as principais
contribuicbes deste trabalho e os desdobramentos futuros.



30

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta a fundamentacéo tedérica do método das diferencas nitas,
o0 metodo multigrid, a analise de erros, a extrapolacdo de Richardson e os estimadores para
o erro de discretizagéo, que séo conceitos fundamentais para a conducao deste trabalho.

2.1 Método das diferencas nitas

No método das diferencas nitas (MDF), as aproximacOes das derivadas que
compdem as EDPs podem ser obtidas a partir da expansao de funcées em séries de Taylor.
Por simplicidade, serdo apresentadas nesta secao algumas aproximacdes para as derivadas
considerando uma fun¢dd dependente de uma Unica variavel, conforme apresentado em
Fortuna (2012).

Suponha quef = f (x) seja uma funcdo continua no intervaloglj e que possua
derivadas até a ordemN + 1 continuas nesse intervalo, ou sejd, 2 C N*1[a;lj. Pelo
Teorema de Taylor (LIMA, 2007), para todo x 2 [a;b], tem-se

2 42 3 P
F(x) = f(x o)+hi +h d-f +h d°f

dx 2! dx2 31 dx3 N+1 5 (2.1)
0 X0 X0

em que % 2 [a;b], h=(x X o) e otermo de resto R+; € de nido por

hN+1 dN+1f
Ry = (N+ D) dxvt com 2 [Xg;X]: (2.2)

Para obter uma aproximacao para a primeira derivada de em um ponto X;
qualquer, expande-se f(x+ h) com h > 0, da seguinte forma

of h? d’f h3 d3f
far =t h g *2iae, " aiae,

+R N1t (23)

o . . ~
Isolando o termo& da equacédo (2.3), obtém-se uma aproximacdo para a

primeira derivada da funcéo inno ponto x, dada por

d _ f(xi+h) f(x ;) h df h? ot 1
ax h 20, 3aa, prues (24

Xj

A equacao (2.4) indica que
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d _ fxi+h) f(x i),
dx . h :

Xi

(2.5)

mais 0s termos restantes da expansao de Taylor, incluindo o termo de re&gQ.: ,
representados por

h d*f h? df 1 i
ETL = E W . § R . HRN+1 . (26)

Os termos apresentados na equagao (2.6) sdo denominados como Erro de
Truncamento Local (ETL). Esse termo aparece devido a utilizacdo de uma quantidade
nita de termos na expansao da funcadd em séries de Taylor. Note que a série foi truncada
a partir da segunda derivada.

A equacao (2.5) recebe o nome de diferengas nitas progressivas, pois no célculo
da derivada no pontox; € utilizado o pontox; + h. Essa equacao é de primeira ordem,
pois no termo dominante do ETL (equacao (2.6)), o valor de aparece elevado a primeira
poténcia.

De forma analoga,

o h? d*f h3 d3f

f(X i h) = f(X i) h d7 . + 5 @ y 5 w y + + R N+1 (27)
. o
Da mesma forma, isolando o term% , tem-se
Xij
. . 2 2 A3
g =f(x.) f(x i h) +Edf iﬂ N (2.8)
dx % h 2! dx? . 3! dx3 <

| —{z i }
ETL
A equacao (2.8) também é uma aproximacao de primeira ordem para a primeira
derivada def . Como essa equacao utiliza o pontg h , ela recebe o nome de diferencas
nitas regressivas.

Para obter uma aproximacédo de segunda ordem para a primeira derivadafde
subtrai-se a equacéao (2.7) da equacéo (2.3), resultando em

3 A3
f, +h) fx o my=2n 34 20T

- + .
dx 3! dx3 " (2.9)

o
Isolando o termod—x , tem-se

Xi
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. . 2 43
g _fxi+h) fx  h)  h?df (2.10)
dx 2h 3 dx®
' | {z- }
ETL

A equacdao (2.10) € uma aproximacao de segunda ordem para a primeira derivada

def, denominada aproximacéo por diferencas nitas centrais, pois utiliza os pontgs+ h

ex h.

°f

Por outro lado, somando as equacdes (2.3) e (2.7), e isolando o terme,
encontra-se uma aproximagao de segunda ordem para a segunda derivadi, dda por

d?f_ f(xi+h) 2f(x ) +f(x i h)  h?df
dx2 h? 12 dx4
I | ZI }
ETL

Para o caso de funcdes de duas variaveis, dedu¢fes analogas podem ser consultadas
em Fortuna (2012) e Cuminato e Meneguette (2013). As aproximacdes para a primeira e

segunda derivada de funcdes de duas variaveis, sdo dadas por

@, . _fxi+hey) f(xoiy) .
@)f((x,y) (xisyj) ) hy +O(h X)'
@,, _ fxay) f(xoi hoygy) _
@;(X'y) (Xisyj) ) hx +O(h X)’
@ . _ f(xiy; +hy) f(xiy) .
—f(x; = O(h ,);
@V(X & i) hy o)
@ . _ fxisy) f(x iy hoy) .
—f(x; = O(h,);
@y(x ) i) hy o)
@ . . _fxi+hey) fxi h ) 2.
@)‘:(X&/) . = oh, +0(h;);
@ . _ fxayy +hy) fx iy hoy) 2y.
= = h
@y(XaY) (Xi ;yj) 2hy + O( y),
@ . _fxi+hygy) 2f(x y)+fx i h xyy) 2\,
@%f(x’y) xi3yi) ) h F o
@, _ f(xiy; +hy) 2f(x y)+f(X iy hy) o,
—f(x; = O(h 2);
@9 (X y) (xisyi) hszl ' ( y)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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em queO(hy), O(hy), O(h?) e O(hf,) representam a ordem do erro de truncamento
associado a expansao em séries de Taylor. Em outras palavras, esses termos indicam a
taxa com que o erro tende a zero quando os incrementgsenh, tendem a zero.

Estudos complementares sobre o MDF podem ser consultados em Ferziger e Peri¢
(2002), Fortuna (2012), Cuminato e Meneguette (2013) e Burden, Faires e Burden (2016).

2.2 Método multigrid

O erro numérico pode ser interpretado como uma combinacdo de componentes de
Fourier de alta e baixa frequéncia, ou seja, modos oscilatorios e suaves, respectivamente.
As componentes de alta frequéncia s@o caracterizadas por variacdes abruptas entre pontos
consecutivos da malha, enquanto as de baixa frequéncia variam suavemente ao longo
do dominio com mudancas graduais de um ponto para outro. Os métodos iterativos
classicos possuem a propriedade de suavizar as componentes de alta frequéncia, enquanto as
componentes de baixa frequéncia sdo mantidas praticamente inalteradas durante o processo
iterativo. Isso signi ca que, ap6s algumas iteradas, as componentes de alta frequéncia sédo
reduzidas rapidamente e conforme esse nimero aumenta, o erro diminui mais lentamente,
indicando a predominancia das componentes de baixa frequéncia (BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). Para ilustrar
essa caracteristica, a FIGURA 5 mostra a in uéncia das iteragfes do solver Gauss-Seidel
Lexicogra co (GS-LEX) nas componentes de erro para o problema de Poisson.

FIGURA 5 Comportamento das componentes de erro no processo iterativo de GS-LEX.

(a) Erro da estimativa inicial. (b) Erro apés 5 iteracdes. (c) Erro apo6s 10 iteracdes.

FONTE: O autor (2026).

Pode-se observar na FIGURA 5(a) que, inicialmente, o erro apresenta fortes
oscilagdes, mas apods algumas iteracées, embora ndo necessariamente atinja valores pequenos,
torna-se mais suave (FIGURAS 5(b) e 5(c)). De acordo com Trottenberg, Oosterlee e
Schuller (2001), as iteragdes iniciais do método de GS-LEX costumam apresentar uma
boa suavizacéo, reduzindo de forma e ciente as componentes de alta frequéncia do erro.
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