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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacdo detalhada sobre a aplicacdo de técnicas
avancadas de analise numérica na solucao de problemas nao lineares de transferéncia
de calor unidimensional. O modelo matematico estudado descreve a difusao de calor
em uma barra fina e homogénea de silicio, cuja condutividade térmica varia com a
temperatura, sem solucao analitica conhecida. Problemas desse tipo sao comuns na
modelagem de processos térmicos em materiais semicondutores e dispositivos eletronicos,
sendo fundamentais para o entendimento e a previsao do comportamento térmico em
aplicagoes tecnoldgicas. A auséncia de solugoes analiticas para esse modelo nao linear impoe
a necessidade de desenvolver métodos numéricos eficientes que garantam alta precisao
e baixo custo computacional. Apesar do sucesso de métodos classicos, como o Crank-
Nicolson e técnicas de linearizacdo, esses métodos podem apresentar limitagoes na precisao
ou na eficiéncia computacional, especialmente para sistemas altamente nao lineares e
malhas refinadas. Além disso, ainda ha pouca exploracao do uso combinado de técnicas
multigrid e extrapolacao para melhorar a precisao e acelerar a convergéncia em problemas
térmicos nao lineares. O objetivo deste trabalho é propor e avaliar duas abordagens para a
solucao numérica eficiente do problema, combinando métodos multigrid nao lineares com
técnicas de extrapolacdo para aumentar a precisao e a eficiéncia na solucao de sistemas
nao lineares. A solucao numérica foi estruturada utilizando o método das diferencas finitas
centradas (CDS) para a discretizagdo espacial e o método de Crank-Nicolson para a
aproximagao temporal. Duas abordagens foram consideradas no processo de solugao: (i)
a abordagem baseada no esquema de corregao (Correction Scheme, CS) do multigrid,
que lineariza o sistema pelo método de Newton associado a varredura Time-Stepping
(TS); (ii) a abordagem baseada no esquema de aproximagao completa (Full Approximation
Scheme, FAS), que resolve diretamente o sistema nao linear em conjunto com a varredura
Waveform Relaxation (WR), formando o método FAS-MGWR. Para melhorar a precisao
das solugoes, foi aplicada a técnica de Multipla Extrapolagao de Richardson (MER). A
verificacao do cédigo implementado foi realizada comparando os resultados numéricos com
dados da literatura e com a ordem assintotica tedrica esperada. Os resultados indicaram
que ambas as abordagens, CS com TS e FAS-MGWR, associadas a MER, proporcionaram
ganhos expressivos na precisao das solugoes. A abordagem FAS-MGWR apresentou ainda
uma reducao significativa no tempo computacional em relacao aos métodos convencionais,
mantendo um excelente fator de convergéncia e speed-up com a versao singlegrid. Os
resultados obtidos destacam a eficiéncia e a robustez do método FAS-MGWR associado
a MER na solucao de problemas nao lineares de transferéncia de calor, oferecendo uma
abordagem promissora para aplicacoes em sistemas térmicos complexos. A flexibilidade da
abordagem proposta permite sua adaptacao para outros modelos nao lineares encontrados
em modelagem computacional e sistemas termodinamicos, com potencial para aplica¢oes
na Engenharia Térmica e dispositivos eletronicos modernos.

Palavras-chave: Analise de erros. Verificacao. Simulacao numérica. Equacao do calor nao
linear. Multigrid. Método das diferencas finitas.



ABSTRACT

This work presents a detailed investigation into the application of advanced numerical
analysis techniques for solving nonlinear one-dimensional heat transfer problems. The
studied mathematical model describes heat diffusion in a thin, homogeneous silicon bar,
where thermal conductivity varies with temperature and unknown analytical solution
exists. Problems of this kind are common in modeling thermal processes in semiconductor
materials and electronic devices, playing a fundamental role in understanding and predicting
thermal behavior in technological applications.The absence of analytical solutions for this
nonlinear model necessitates the development of efficient numerical methods that ensure
high accuracy with low computational cost. Despite the success of classical methods such
as Crank-Nicolson and linearization techniques, these approaches may present limitations
in accuracy or computational efficiency, especially for highly nonlinear systems and
refined meshes. Furthermore, there has been little exploration of the combined use of
multigrid techniques and extrapolation to enhance accuracy and accelerate convergence
in nonlinear thermal problems. The objective of this work is to propose and evaluate
two approaches for the efficient numerical solution of this problem, combining nonlinear
multigrid methods with extrapolation techniques to improve both accuracy and efficiency
in solving nonlinear systems. The numerical solution was structured using the centered
finite difference scheme (CDS) for spacial discretization and the Crank-Nicolson method for
temporal approximation. Two approaches were considered in the solution process: (i) the
approach based on the multigrid Correction Scheme (CS), which linearizes the system using
Newton’s method combined with Time-Stepping (TS) sweeping; (ii) the approach based
on the Full Approximation Scheme (FAS), which directly solves the nonlinear system in
conjunction with Waveform Relaxation (WR) sweeping, forming the FAS-MGWR method.
To improve solution accuracy, the Repeated Richardson Extrapolation (RRE) technique
was applied. The implemented code was verificated by comparing the numerical results with
literature data and the expected theoretical asymptotic order. The results indicated that
both approaches, CS with TS and FAS-MGWR, combined with RRE provided significant
improvements in solution accuracy. Additionally, the FAS-MGWR approach achieved a
substantial reduction in computational time compared to conventional methods while
maintaining an excellent convergence factor and speed-up relative to its singlegrid version.
The obtained results highlight the efficiency and robustness of the FAS-MGWR method
combined with RRE in solving nonlinear heat transfer problems, offering a promising
approach for applications in complex thermal systems. The flexibility of the proposed
approach allows its adaptation to other nonlinear models encountered in computational
modeling and thermodynamic systems, with potential applications in Thermal Engineering
and modern electronic devices.

Keywords: Error analysis. Verification. Numerical simulation. Nonlinear heat equation.
Multigrid. Finite difference method.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, busca-se desenvolver e aplicar técnicas numéricas para resolver
problemas das Ciéncias e Engenharias. Essas técnicas baseiam-se em modelos matematicos,
frequentemente descritos por equagdes diferenciais cuja solugcdo analitica ndo é conhecida
ou mesmo inexistente. A literatura destaca uma busca constante por métodos con aveis
de resolucdo, intensi cada pelo crescente interesse em pesquisas e pelo desenvolvimento de
métodos mais robustos e e cientes. Esses avancos, aliados ao progresso computacional,
tém gerado melhorias signi cativas em termos de precisao e convergéncia.

Neste capitulo, apresentam-se as motivacdes do trabalho, incluindo uma revisdo
bibliogrd ca sobre métodos de linearizacdo, o acelerador de convergéntialtigrid,
varreduras no tempo e analise dos erros de discretizacdo. Além disso, discutem-se 0s
objetivos deste estudo e a organizacao do texto.

1.1 Generalidades

Para resolver problemas oriundos das Ciéncias e Engenharias, é possivel utilizar
trés abordagens principais: métodos experimentais, métodos analiticos e métodos numéricos
(MALISKA, 2004). Os métodos experimentais em laboratério permitem estudar de maneira
realista determinados fendbmenos. No entanto, a realizacdo de experimentos geralmente
envolve altos custos e, muitas vezes, € inviavel devido as di culdades para reproduzir
condicdes reais ou por questdes de seguranca.

Ao tratar teoricamente os problemas fisicos reais, busca-se resolver as equacdes
diferenciais que os modelam, em geral Equacdes Diferenciais Parciais (EDPSs). Para isso, é
possivel recorrer aos métodos analiticos ou huméricos (MALISKA, 2004).

E necessario ressaltar que os métodos analiticos se aplicam a problemas que
simpli cam muito as hipéteses do fendmeno real, ao passo que exigem condicdes de fronteira
e geometrias bastante simples. Em contrapartida, as simulacdes numéricas possibilitam
resolver problemas com condi¢cdes de contorno mais gerais e de nidos em praticamente
todos os tipos de geometria (BRADIE, 2006).

Segundo Lucet al. (2015), as EDPs oriundas da modelagem de problemas fisicos
apresentam um alto grau de di culdade para serem resolvidas e, por isso, geralmente ndo
possuem solucbes analiticas conhecidas, o que leva a busca por solu¢gdes numéricas. E
importante salientar que os métodos analiticos ndo devem ser descartados, pois fornecem
solucbes exatas que ajudam a veri car a precisdo das solu¢gées numéricas.

Em geral, as EDPs que modelam fendémenos fisicos dependem da variavel temporal.
Conforme Ferziger e Peric (2002), ao buscar solugdes numéricas, € necessario transformar
o dominio continuo (com nimero in nito de pontos) em um dominio discreto (com nimero
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nito de pontos onde as varidveis de interesse serdo calculadas), por meio de uma malha e
de métodos de discretizacdo espacial e temporal.

Para a discretizagdo espacial do modelo matematico, comumente utiliza-se o
Método das Diferencas Finitas (MDF) (STRIKWERDA, 1989; GOLUB; ORTEGA, 1992,
FERZIGER; PERIC, 2002; SAAD, 2003), o Método dos Elementos Finitos (SAAD,
2003), o Método dos Volumes Finitos (GOLUB; ORTEGA, 1992; MALISKA, 2004),
entre outros. A discretizagcdo temporal, por sua vez, pode ser realizada por diferentes
métodos, como o Método de Euler (implicito ou explicito), o Método de Crank-Nicolson
(STRIKWERDA, 1989; BURDEN; FAIRES, 2016), os métodos de Runge-Kutta e os
métodos de passos multiplos, como o de Adams-Bashforth (GOLUB; ORTEGA, 1992;
ALl; ABBAS; ABDELHAKEM, 2024).

A partir da discretizacdo das EDPs, obtém-se um sistema de equagfes algébricas
que precisa ser resolvido para determinar as variaveis de interesse nos pontos da malha.
Em problemas lineares, o sistema de equacdes resultante da discretizacdo também é linear.
A resolucdo de sistemas lineares pode ser feita por métodos diretos ou iterativos, também
chamados desolvers

Na pratica, a matriz de coe cientes do sistema linear resultante é esparsa e
de grande porte, o que torna os métodos diretos computacionalmente custosos e, em
geral, inviaveis (GOLUB; LOAN, 1989). Assim, opta-se por métodos iterativos, que tém
custo computacional mais aceitavel (BURDEN; FAIRES, 2016). Embora esses métodos
apresentem boas propriedades de suavizagdo no inicio do processo iterativo, tendem
a se tornar mais lentos com o aumento do numero de iteragcdes (TROTTENBERG;
OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).

Nos casos em que o modelo é ndo linear, a complexidade do problema aumenta
signi cativamente, pois a discretizacdo gera um sistema nao linear, cuja solugcdo pode ser
bastante complexa. Para lidar com a néo linearidade, pode-se tratar diretamente a nao
linearidade do problema ou aplicar métodos de lineariza¢do, como o Método de Newton
ou o Método de Picard (FILIPOV; FARAGO, 2018; ZARBA, 1988), transformando o
problema em uma sequéncia de problemas lineares.

Por outro lado, para se obter solugcdes numeéricas precisas, Sao0 necessarias
malhas altamente re nadas, o que pode comprometer a e ciéncia dos métodos iterativos
convencionais. Uma forma de contornar essa perda de e ciéncia é o uso do métodiigrid,
gue acelera a convergéncia (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG;
OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

O meétodomultigrid permite diferentes abordagens, como o esquema de correcao
(Correction Scheme CS), que, segundo Briggs, Henson e McCormick (2000), é indicado
para problemas lineares. Nos casos nao lineares, pode-se utilizar esta estratégia aplicando-
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a apos a linearizacdo. Outra abordagem é o esquema de aproximacdo compladd (
Approximation SchemeFAS), considerado e ciente e robusto em diversas aplicacdes, pois
trata diretamente com a néo linearidade (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000;
TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; PINTO; MARCHI, 2007; LUO et

al., 2015). Neste trabalho um método é considerado e ciente quando consegue alcancar
a solucao desejada com baixo custo computacional, ou seja, utilizando menos tempo de
processamento e memaria. Ja a robustez refere-se a capacidade do método de manter sua
estabilidade e precisdo mesmo diante de variagdes nos dados de entrada ou condigcdes
iniciais, além de funcionar bem em uma ampla gama de problemas nao lineares.

Outra questdo que se aborda sdo as simulacbes numeéricas com dependéncia
temporal. Nesse caso, € necessario decidir qual método de varredura no tempo utilizar,
principalmente para ter-se a possibilidade de desenvolver algoritmos paralelizaveis. Os
métodos de varredura temporal mais citados na literatura sdo o métodame-Stepping
(TS) (STRIKWERDA, 1989; LENT, 2006), o método Waveform Relaxation (WR)
(VANDEWALLE; HORTON, 1993; JANSSEN, 1997; LENT, 2006; FRANCO et al.,
2018b), e 0 métodaSpace-Time (ST) (HORTON; VANDEWALLE, 1995; FRANCO,

2017; FRANCOet al., 2018a).

Um dos grandes desa os enfrentados no contexto de equacdes que ndo possuem
solugBes analiticas é garantir a precisdo das solu¢gdes numéricas, especialmente no controle
e na reducdo dos erros de discretizacélg;,), considerados a principal fonte de imprecisédo
em modelos computacionais (ROY; OBEEKAMPF, 2011; MARCHEt al., 2013). Entre
as estratégias investigadas para mitigar esses erros, destacam-se o aumento da ordem
de acuracia das aproximacfes e o uso de técnicas de extrapolacdo. Dentre estas, a
Extrapolacédo de Richardson (ER) sobressai pela simplicidade de implementacéo e pelo
baixo custo computacional, con gurando-se como uma ferramenta e caz para aprimorar a
precisdo em sistemas de equacgdes diferenciais (DAHLQUIST; BJORCK, 2008; SIDI, 2003).
Sua aplicacao recursiva, conhecida como Multipla Extrapolacdo de Richardson (MER),
potencializa a e cacia na reducéo d&;, sendo amplamente empregada em simula¢cdes
que demandam alta precisédo, conforme evidenciado por Maretial. (2016), Silvaet al.
(2021).

1.2 Descricdo do problema

A equagéo do calor néo linear € amplamente estudada na literatura de métodos
numéricos devido a sua importancia na modelagem de diversos fenémenos fisicos. Essa
equacao descreve a evolucdo temporal de processos de difusdo, adveccdo ou mesmo,
conveccao térmica e tem aplicacdes em diversas areas da Ciéncia e Engenharia, incluindo
transferéncia de calor, termodinamica de materiais e processos industriais. Neste trabalho
vamos tratar da equacéo da difuséo térmica com condi¢éo de contorno convectiva (condi¢do
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de contorno relaxante).

Além de sua importancia teorica e pratica, a equacao do calor ndo linear serve
como estudo de caso para avaliar a e cacia de métodos numéricos (INCROPERtal.,
2008). No entanto, a obtencédo de solucbes acuradas para esse tipo de problema ainda
representa um grande desa o, especialmente quando se busca explorar todo o potencial da
paralelizacdo computacional. Esse fator € crucial em aplicacdes que demandam alta ordem
na resolucéo e baixo tempo de processamento para viabilizar as simula¢cdes numéricas.

De acordo com Ozidiket al. (2017), muitas EDPs envolvem ndo linearidades,
gue podem estar presentes tanto nas proprias caracteristicas das equagdes quanto nas
condicdes de contorno impostas. A presenca dessas nao linearidades torna a resolucéo da
equacao ainda mais desa adora, exigindo métodos numéricos robustos e e cientes. Embora
o Métodos das Diferencas Finitas (MDF) seja amplamente utilizado para discretizar tais
problemas, a principal complexidade reside na solucdo dos sistemas de equacdes nao
lineares resultantes, podem demandar um alto custo computacional.

Um exemplo representativo desse tipo de problema é o modelo matematico que
descreve a difusdo do calor em uma barra de silicio com condi¢Bes de contorno relaxantes,
onde a condutividade térmica varia com a temperatura, caracterizando um problema nao
linear (FILIPOV; FARAGO; AVDZHIEVA, 2022).

Para enfrentar esses desa 0s, 0 presente trabalho adota o MDF na discretizacéo
espacial da equacao do calor, enquanto a discretizacdo temporal é realizada pelo método
de Crank-Nicolson. No que se refere a néo linearidade, sdo investigadas duas abordagens
baseadas no métodmultigrid. A primeira, denominada esquema de correcaGdgrrection
Scheme CS), lineariza a equagdo em cada nivel da hierarquia de malhas no método
multigrid, permitindo a solugé&o de sistemas lineares. A segunda, conhecida como esquema
de correcado completaRull Approximation Scheme FAS), resolve diretamente a equacéao,
preservando suas caracteristicas ndo lineares em todos os niveimdtigrid.

Como o problema em estudo é transiente, a implementacéo de diferentes varreduras
no tempo torna-se essencial para o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis que
maximizem a e ciéncia computacional e reduzam o tempo de processamento. Nesse
contexto, serdo investigadas as técnicas de varredura TS e WR, amplamente empregadas
na solucdo de problemas temporais. Além disso, a Extrapolacdo de Richardson (ER) e
suas variantes, como a Mdultipla Extrapolacédo de Richardson (MER), serdo exploradas.
Essas técnicas tém se mostrado altamente e cazes na reducdo de erros numericos e
no aprimoramento da precisdo das solucdes, permitindo superar 0s desa 0S impostos
pela necessidade de alta resolucédo e pela complexidade da discretizagcdo (DAHLQUIST;
BJORCK, 2008; SILVA et al., 2021; MARCHI et al., 2016).

A aplicacdo das técnicas investigadas neste trabalho permitird avancos expressivos
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na e ciéncia computacional e na precisdo da solucdo de problemas né&o lineares de
transferéncia de calor. A combinacdo de métodasultigrid com varreduras temporais e
extrapolacdo numérica tem se mostrado uma abordagem promissora para a resolucéo de
EDPs transientes, especialmente em sistemas com alta complexidade numérica e auséncia
de solucBes analiticas. A integracdo da ER e da MER amplia o potencial de obtencéo de
solucdes de alta ordem de preciséo, oferecendo ferramentas robustas para o aprimoramento
da qualidade das simulacdes. Além da transferéncia de calor, espera-se que a abordagem
proposta possa ser facilmente estendida para problemas em meios porosos deformaveis,
fendmenos acoplados e sistemas com condi¢cbes de contorno nédo lineares (CHEMEDA;
MERGA, 2021; RODRIGUES et al., 2022; SILVA et al., 2021). Dessa forma, este trabalho

ndo apenas contribui para o desenvolvimento de métodos numéricos e cientes, mas também
estabelece uma base sélida para a aplicacdo dessas técnicas em diversas areas da Ciéncia e
Engenharia.

1.3 Revisédo bibliogra ca

Nesta secdo, apresenta-se uma breve revisdo bibliogra ca sobre os problemas
relacionados a equacéo do calor ndo linear, seguida por uma descricdo do méatadbgrid,
diferentes estratégias de varredura no tempo e andlises de erro baseadas em extrapolacdes
de Richardson.

1.3.1 Equacé&o do calor nao linear

A equacao do calor ndo linear descreve a propagacao de calor em um meio onde
a condutividade térmica depende da temperatura de forma né&o linear. Essa equacao
generaliza o modelo classico ao permitir que a condutividade térmica varie conforme
a temperatura do meio. Como sera detalhado na secao 3, ela modela véarias aplicacdes
importantes em diferentes ramos das Ciéncias e Engenharias, incluindo a analise de
transferéncia de calor em estruturas de Engenharia (BECKER, 2000; MOHAMMADI;
RAISEE, 2017; KARIMI et al., 2019; WANG et al., 2021), seguranca no armazenamento
de alimentos (SONGet al., 2019; KARTHIKEYAN et al., 2015), uxo em meios porosos
(PARLANGE et al., 1998; GASPAR; RODRIGO, 2016), e ondas de calor por radiacao
(ZEL'DOVICH; RAIZER, 2002; VANDEWALLE; PIESSENS, 1991).

No campo da tecnologia de semicondutores, Schaetnal. (2022) estudaram a
temperatura da superficie devafersde silicio durante processos de producao, aplicando
equacdes de calor ndo lineares em uma dimensao e coordenadas cilindricas. Essa abordagem
contribuiu para a otimizacéo térmica em processos industriais. Por sua vez, Sea d (2007)
propds um algoritmo para modelar a transferéncia de calor radiativa em materiais
semitransparentes, resolvendo o problema como um ponto xo nao linear por meio de
diferencas nitas e 0 método de Newton.
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Problemas de transferéncia de calor em contextos néo lineares sdo particularmente
desa adores, devido a dependéncia das propriedades de condutividade térmica e capacidade
térmica em relacdo a temperatura (BECKER, 2000). Por exemplo, Filipov, Farago e
Avdzhieva (2022) e Zen, Pinto e Franco (2024) estudaram modelos para a convecc¢ao de
calor em barras de silicio, onde a condutividade térmica varia com a temperatura, e as
condicBes de contorno sao relaxantes.

O estudo numérico da equacdo do calor unidimensional com condutividade térmica
dependente da temperatura foi realizado por Filipov e Farago (2018), utilizando o método
de Euler implicito para a discretizacao temporal e o Método das Diferencas Finitas (MDF)
para a discretizacdo espacial. Para lidar com a néo linearidade, aplicaram o método de
Newton e resolveram os sistemas lineares resultantes com métodos diretos. Essa abordagem,
baseada em dados fisicos aproximados, apresentou resultados satisfatorios, esclarecendo os
efeitos da temperatura na condutividade térmica dos semicondutores.

Para aprimorar o tratamento da néo linearidade, Igbal e Zegeling (2020) adaptaram
o método de Newton para um esquema denominado Newtonltigrid (Newton-MG), que
combina a linearizacdo pelo método de Newton e com a resolucao dos sistemas lineares pelo
método multigrid CS. Nesse mesmo artigo houve uma comparacao do CS com a técnica
FAS, que néo faz uso de lineariza¢cdes. Nesse caso, 0 FAS mostrou desempenho superior na
maioria dos casos. Vale destacar que o método Newton-MG foi empregado anteriormente
por Vandewalle e Piessens (1992) na solucéo da equacédo do calor quase linear com condicao
de contorno de radiacdo nao linear, apresentando resultados satisfatorios com os ciclos
V e W do multigrid. Adicionalmente, Zhuang, Xiong e Ding (2021) aplicaram o método
de Newton para resolver problemas de conducdo de calor em otimizag¢ao topolégica com
restricbes mais gerais. Os resultados demonstram que a abordagem proposta € capaz de
obter detalhes topoldgicos intrincados e reduzir as temperaturas regionais em problemas
de conducéo de calor nao linear, melhorando signi cativamente a e ciéncia térmica das
estruturas otimizadas.

1.3.2 Métodomultigrid

Proposto inicialmente por Fedorenko (1964), o métodmultigrid tornou-se uma
técnica numérica amplamente reconhecida por sua e ciéncia na aceleracdo da convergéncia
de processos iterativos, especialmente na resolucéo de sistemas de equacdes lineares e
nao lineares oriundos da discretizacdo das EDPs. Pertencente a classe dos solucionadores
iterativos, o multigrid destaca-se como uma das abordagens mais e cazes e difundidas, sendo
amplamente aplicavel em problemas numeéricos gerais (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; WESSELING; OOSTERLEE,
2001).

A principal caracteristica domultigrid é a utilizacdo de uma hierarquia de malhas,
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que permite suaviza¢des em diferentes niveis (malhas nas e grossas), tornando as iteracdes
mais e cazes e acelerando signi cativamente a convergéncia em compara¢do com métodos
iterativos convencionais (BANK; DUPONT; YSERENTANT, 1988; GHIA; GHIA; SHIN,
1982; MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022a). Essas opera¢des otimizam a resolugcao
iterativa, combinando a e ciéncia de métodos de suavizagcdo com a capacidade de lidar com
erros em diversas escalas (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG;
OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; WESSELING; OOSTERLEE, 2001). A sequéncia com
que essas malhas sao visitadas caracteriza ciatogltigrid, que podem ser do tipo V, W

ou F, entre outros. Os sistemas lineares associados a cada nivel de malha s&o suavizados
com meétodos iterativos que reduzem rapidamente 0s erros oscilatorios, aproveitando
as propriedades de suavizagdo (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001;
WESSELING; OOSTERLEE, 2001).

O desempenho do métodoultigrid € particularmente notavel em problemas
elipticos, onde ha predominancia de efeitos difusivos (WESSELING, 1992; TROTTEN-
BERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). Contudo, em problemas dominados pela
adveccdo, os resultados ainda ndo alcancaram o mesmo nivel de e ciéncia, especialmente
em aplicagBes realisticas de Dinamica de Fluidos Computacion@lofnputational Fluid
Dynamics CFD) (FERZIGER; PERIC, 2002; BRANDT, 1977; STUBEN, 2001). Além
disso, pequenas modi cacdes em seus parametros podem resultar em grandes variagdes no
tempo computacional (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

Embora inicialmente focado em dimensfes espaciais, 0 meétoaltigrid
demonstrou sua versatilidade ao ser adaptado para problemas mais complexos, incluindo
dimensdes temporais. Estudos recentes exploraram sua e cacia em problemas espaco-
tempo, como elastodinamica (HUGHES; HULBERT, 1988), poroelasticidade (FRANCO,
2017; LUO et al., 2015; BAUSE; RADU; KOCHER, 2017) e uxos multifasicos em
meios porosos (LI; LEUNG; WHEELER, 2020; OLIVEIRAEet al., 2024). Esses avancos
reforcam a exibilidade e a e ciéncia do método na solugcédo de problemas fisicos complexos,
consolidando-o como uma técnica indispensavel para a modelagem de fenbmenos governados
por EDPs (SUEROet al., 2012; MARCHI et al., 2013; PINTO et al., 2016; FRANCO;
PINTO, 2024).

No contexto de problemas nao lineares, o métoduultigrid oferece duas estratégias
principais: a primeira combina um meétodo de linearizacdo, o método de Newton por
exemplo, com o métodanultigrid CS para problemas lineares. Neste caso, chamado
de Newton-MG. Essa abordagem destaca-se por sua precisao e estabilidade que pode
utilizar a inversa da matriz jacobiana no processo iterativo (HENSON, 2003; BRABAZON,;
HUBBARD; JIMACK, 2014; OLIVEIRA et al.,, 2024). Por outro lado, o FAS aplica
0 método multigrid diretamente ao sistema néo linear, eliminando a necessidade de
linearizacdo prévia. Esse esquema € particularmente util em problemas de grande escala



Capitulo 1. Introducéo 26

devido a menor demanda de meméria e a maior exibilidade na escolha dos algoritmos de
suavizacao (BRANDT, 1977; HENSON, 2003).

Comparacdes entre Newton-MG e FAS evidenciam vantagens distintas de
cada abordagem. O Newton-MG destaca-se por sua menor demanda computacional e
maior estabilidade em problemas elipticos e parabdlicos discretizados pelo Método de
Elementos Finitos (BRABAZON; HUBBARD; JIMACK, 2014). J4 o FAS demonstra
maior exibilidade, tornando-se mais adequado para aplicacdes em larga escala, como na
modelagem da poroelasticidade de uidos incompressiveis. Nessas situacfes, a combinacao
do FAS com o suavizador Gauss-Seidel de ordenacao lexicogra ca mostrou excelente
desempenho na convergéncia (LUé al., 2015).

Enquanto o Newton-MG é amplamente preferido por sua robustez e alta taxa de
convergéncia, o FAS se sobressai na resolucéo de problemas com néo linearidades locais,
oferecendo um controle mais re nado dos erros em diferentes niveis de malha (BRANDT,
1977; IQBAL; ZEGELING, 2020). Estudos como os de Brabazon, Hubbard e Jimack (2014)

e Vandewalle e Piessens (1991) indicam que ambas as estratégias sdo complementares,
sendo a escolha do método dependente das caracteristicas especi cas do problema e das
exigéncias computacionais envolvidas.

Os métodos FAS e Newton-MG sdo bem estabelecidos como solucionadores rapidos
para EDPs néo lineares elipticas (BASTIANet al., 2007; DONATELLI; SEMPLICE;
SERRA-CAPIZZANO, 2013; GASKELL et al.,, 2004; GREENet al., 2011). Quanto a
e ciéncia entre os referidos métodos, Igbal e Zegeling (2020) concluiram que uma iteracao
com o método Newton-MG pode ser mais rapida comparado com uma iteracdo FAS padrao
para uma discretizacdo em elementos nitos. Além disso, Brabazon, Hubbard e Jimack
(2014) demonstraram que para problemas elipticos e parabdlicos, o Newton-MG apresenta
menor tempo de execucdo e maior estabilidade na convergéncia das iteracdes.

1.3.3 Varreduras no tempo

Para superar as di culdades associadas ao grande namero de incognitas de um
problema e com o avanco da arquitetura paralela, diversos métodos de varredura no tempo
foram investigados para permitir a solugdo simultdnea de multiplos niveis temporais,
reduzindo o custo computacional (GANDER; NEUMULLER, 2016). Esses métodos tém
sido objeto de estudo e aprofundamento nas ultimas décadas, com foco no aumento da
e ciéncia computacional (VANDEWALLE; HORTON, 1993; GANDER; NEUMULLER,
2016; FRANCOet al., 2018a; FRANCOet al., 2018b; MALACARNE; PINTO; FRANCO,
2022b; ZEN; PINTO; FRANCO, 2024) .

O estudo pioneiro de Nievergelt (1964) introduziu a ideia de substituicdo de
algoritmos sequenciais por métodos paralelizados para Equacdes Diferenciais Ordinarias
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(EDOs), permitindo que mdltiplas sub-tarefas fossem resolvidas de forma independente.
Essa abordagem abriu caminho para os métodos modernos de varredura no tempo. Entre
as principais estratégias, destacam-se trés abordagensne-Stepping (TS), Waveform
Relaxation (WR) e Space-Time(ST), cada uma com caracteristicas especi cas para acelerar
a convergéncia e viabilizar a paralelizagcdo computacional (GASPAR; RODRIGO, 2015;
FRANCO et al., 2018b; FRANCO et al.,, 2018a; VANDEWALLE; PIESSENS, 1992;
HORTON; VANDEWALLE, 1995; GANDER; NEUMULLER, 2016).

O método TS, conforme descrito em Tannehill, Anderson e Pletcher (1997), utiliza
algoritmos que abordam equacgdes parabdlicas como uma sequéncia de equagdes elipticas
em cada passo de tempo, resolvendo o sistema discretizado de forma sequencial até alcancar
o tempo nal. Em cada passo de tempo, aplica-se um método para resolver o problema
estacionario. O TS foi inicialmente estudado por Bakhvalov (1966) para problemas elipticos
na equacao de adveccgao-difusdo e aprimorado por Tannehill, Anderson e Pletcher (1997)
para problemas parabdlicos, como a equacao do calor transiente. Além disso, Horton e
Vandewalle (1995) destacam que quando combinado conmaltigrid, o TS pode alcancar
taxas de convergéncia superiores, pois aproveita a hierarquia de malhas para suavizar erros
em diferentes escalas e em cada passo de tempo, apesar de seu potencial para paralelismo
no tempo ser restrito.

Diferente do TS, o método WR permite a solucdo de todo o intervalo de tempo
como um unico sistema global, possibilitando maior paralelizacdo e melhor adaptacéo a
equacdes acopladas (GANDER, 2015). Esse método tem se mostrado e caz na modelagem
de transferéncia de calor (LIU; JIANG, 2011) e, mais recentemente, tem sido aplicado em
problemas biomédicos, como a modelagem térmica para diagnostico precoce de melanomas
(SANTIAGO et al., 2023).

O WR também tem sido combinado com a técnicaultigrid para outros problemas
dependentes do tempo. A combinacdo dos métodos foi estudada inicialmente por Lubich
e Ostermann (1987) e, posteriormente, por outros autores, incluindo Lent e Vandewalle
(2002), que mostraram a robustez desse método, especialmente em problemas anisotrépicos.
A anadlise de Fourier-Laplace foi utilizada para demonstrar a e cacia do método de
Waveform Relaxation(WR) em problemas que envolvem grande variabilidade espacial e
temporal, como os problemas de difusdo e calor. Conforme destacado por Gander (2015), a
aplicacdo da transformada de Fourier-Laplace permitiu avaliar a convergéncia do método
WR em equacdes de calor e de onda, evidenciando sua e ciéncia em cenarios com multiplos
subdominios.

Recentemente, avan¢os no meétodoultigrid com redugéo no tempo (MGRIT) tém
permitido a paralelizacdo mais e ciente de equagdes diferenciais em varias dimensdes, como
descrito por Falgoutet al. (2014). Esses desenvolvimentos proporcionam uma solugcdo mais
rapida ao resolver multiplos passos de tempo simultaneamente, ao invés de um processo
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sequencial, como ocorre com o TS. Falgoet al. (2017) realizaram uma comparacgao
entre o desempenho do método tradicional TS e os métodos que operam simultaneamente
no espaco e no tempo, como pace-Time(ST) multigrid. A pesquisa mostrou que 0s
métodos que utilizam paralelismo no tempo, como o MGRIT ou ST, sdo mais e cientes
em termos de tempo computacional, especialmente quando combinados com técnicas de
suavizacao por blocos. Esses avancos ilustram a e cacia das abordagens que fazem uso da
paralelizagéo, proporcionando um desempenho superior em comparagdo com 0s metodos
sequenciais.

Esses desenvolvimentos no campo dos métodos numeéricos para a solucao de
equacdes diferenciais tém sido impulsionados pelo avanco das arquiteturas computacionais,
como os processadores multi-core, que oferecem novas oportunidades para a aplicacao
de paralelismo no tempo. Isso leva a uma crescente e ciéncia nos métodos de solucéo,
permitindo a resolucéo de problemas complexos em menos tempo e com maior preciséao.

1.3.4 Mdltipla Extrapolacdo de Richardson

Em problemas numéricos complexos, a precisdo das solucdes é frequentemente
limitada pelos erros de discretizacao. Para mitigar esse efeito, técnicas de extrapolacao tém
sido amplamente estudadas, com destaque para a Mdultipla Extrapolacédo de Richardson
(MER), que permite aumentar a ordem de acuracia sem custo computacional excessivo.

A MER tem se destacado como uma técnica e caz para a reducao de erros
de discretizacdo e aumento da ordem de acuracia em problemas numéricos complexos,
incluindo os modelos de transferéncia de calor. Em particular, a combinacdo da MER
com esquemas numéricos para resolver as equagdes do calor tem demonstrado resultados
signi cativos, melhorando tanto a precisdo quanto a e ciéncia computacional das solugdes.

A Extrapolagcao de Richardson tradicional baseia-se na combinagao de solucdes
obtidas com diferentes tamanhos de malha para reduzir os erros de discretizacao
(RICHARDSON; GAUNT, 1927). J4 a Mdltipla Extrapolacdo de Richardson (MER)
estende essa abordagem, aplicando-a de forma iterativa para alcancar ordens de preciséo
ainda mais elevadas (MARCHlet al., 2016).

Quando aplicada de forma iterativa, como na MER, a técnica pode alcancar
uma ordem de precisdo muito superior a dos métodos base (MARTINS; MARCHI, 2008;
RODRIGUES et al., 2022; SILVA et al., 2021).

Marchi et al. (2016) mostraram que a MER, combinada com interpolacéo
polinomial, melhora signi cativamente a precisdo numeérica e reduz o erro de discretizagao
em problemas lineares e néo lineares, como as equagdes de Poisson 1D, Burgers 2D e
Navier-Stokes 2D. Os resultados numéricos evidenciaram que a MER ndo apenas reduz o
erro de discretizacdo, mas também aumenta a ordem de precisdo das solu¢des. Em um dos
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experimentos, partindo de um esquema de segunda ordem com errdde 1 (sem o

uso de MER), a aplicacéo de seis extrapolagdes resultou em um err2de 10 2’ (com o

uso de MER), com uma ordem de precisédo de5. Essa abordagem também demonstrou
uma reducéao signi cativa no esforco computacional, minimizando o tempo de CPU e o
uso de memoria para alcancar um nivel de erro numérico desejado em grades especi cas.

A MER tem sido particularmente util na resolucdo das equacdes do calor, um
conjunto de EDPs que modelam a transferéncia de calor em sistemas fisicos. A combinacao
da MER com métodos numéricos de alta ordem, permite uma reducéo signi cativa dos
erros de discretizagdo associados as condi¢cdes de contorno e ao processo de discretizacao
espacial e temporal. Por exemplo, estudos de Chemeda e Merga (2021) demonstraram
como a aplicacao da ER em combinacdo com o esquema de Crank-Nicolson melhorou
signi cativamente a precisao e a estabilidade de solu¢cdes numeéricas para a equacao do
calor unidimensional, alcangando uma ordem de precisdo de quarta ordem. A equacéo do
calor € amplamente utilizada para modelar processos térmicos em Engenharia e Ciéncias
aplicadas. A aplicacdo da MER nesse contexto permite minimizar os erros de discretizacao
e aprimorar a estabilidade numérica, especialmente quando combinada com o MDF e o
método dos volumes nitos (CHEMEDA; MERGA, 2021).

Além disso, a MER tem sido aplicada com sucesso em problemas de escoamento e
transferéncia de calor em meios porosos e uidos viscoelasticos. Em um estudo realizado
por Rodrigueset al. (2022), a MER foi utilizada para reduzir o erro de discretizacdo em
problemas de escoamento em meios porosos deformaveis, com a combinagdo do método
das diferencas nitas de segunda ordem e o método de Crank-Nicolson para discretizacédo
temporal. Os resultados mostraram que a MER foi e caz na reducao do erro de discretizacao
e na melhoria da precisdo das solu¢des, com 0 aumento da ordem de preciséo.

Este aumento na precisdo também foi demonstrado por DA SILV&t al. (2022),
que mostraram que a MER pode alcancar até a décima sexta ordem de precisdo, sendo
uma técnica promissora para discretizacdes sem malha e modelos multidimensionais.

Além disso, Silvaet al. (2021) aplicaram a MER em conjunto com o método
multigrid FAS para resolver a equagédo de Poisson 2D, um problema frequentemente
associado a simulacdes de transferéncia de calor, observando uma melhora signi cativa na
precisdo e na aceleracdo da convergéncia das solucbes em malhas nas. Essa abordagem se
mostrou e caz em esquemas de diferencas nitas de alta ordem (compacto e exponencial),
proporcionando solugBes mais precisas para problemas que exigem altos niveis de acuracia.

A aplicacdo da MER a sistemas de EDPs, como as equagdes de transferéncia de
calor e massa em meios heterogéneos e nao lineares, tem se mostrado uma metodologia
promissora para aprimorar a precisao das solu¢cdes numéricas, especialmente em cenarios
onde os métodos tradicionais de discretizacdo podem apresentar limitacdes signi cativas
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(MARCHI et al., 2016). A implementacdo de MER em conjunto com outras técnicas
avancadas, como os métodanultigrid e de otimizacao polinomial, continua a ser uma
area de pesquisa ativa, buscando superar os desa 0s associados a problemas complexos e
de grande escala (MARCHEt al., 2016; SILVA et al., 2021; RODRIGUESet al., 2022).

Com base nas contribuicdes de Marchi e Germer (2013) e Marehial. (2016), que
enfatizaram o uso de MER para reduzir o erro de discretizacdo em problemas complexos de
transferéncia de calor, bem como as investigacdes de Rodrigetes. (2022), que exploraram
a aplicacdo da MER em problemas de poroelasticidade e escoamento incompressivel
(BAOKU; OLAJUWON; MUSTAPHA, 2013; FAZIO; JANNELLI; ROTONDO, 2018),
pode-se concluir que a MER é uma técnica robusta e e ciente para a melhoria da acuracia
de solucdes numéricas.

Com esta revisdo bibliogra ca, observamos a complexidade envolvida na resolucao
acurada de problemas de difusdo de calor néo linear com condi¢cbes de contorno relaxantes
(condicbes de contorno convectiva), destacando a lacuna existente na literatura para
esse tipo de problema. A principal di culdade reside na necessidade de resolver sistemas
esparsos e de grande porte, 0 que exige estratégias e cientes para garantir precisao e
viabilidade computacional. Para enfrentar esses desa o0s, este trabalho propde aprimorar a
solugéo deste tipo de problema combinando trés estratégias principais.

Primeiramente, utiliza-se MER permitindo minimizar erros de discretizacao,
especialmente em problemas que envolvem malhas altamente re nadas. Para isso, método
multigrid serd empregado para acelerar a convergéncia das solu¢cdes numéricas, utilizando
tanto o esquema CS quanto o esquema FAS. Em seguida, varreduras no tempo serao
analisadas para aprimorar a estabilidade e e ciéncia computacional (no intuito de se
utilizar arquiteturas paralelas), considerando abordagens como TS e WR. Dessa forma,
buscamos superar as limitac6es dos métodos tradicionais e oferecer uma abordagem mais
e ciente para o tratamento de problemas complexos e de grande escala.

1.4 Objetivos

Diante dos desa os na solu¢cdo numérica de equacgdes diferencias néo lineares
transientes, este trabalho tem por objetivo principal, o aprimoramento de métodos
numeéricos na solucéo de problemas de difusédo de calor transiente e nao linear em uma barra
de silicio com condi¢des de contorno relaxantes (condi¢cdes de contorno convectiva); equacao
com ampla aplicacdo na industria de semicondutores e em sistemas térmicos avancados.
Para isso, explora-se abordagens avancadas, como o0 métodtiigrid, varreduras temporais
e extrapolacdo de erro, garantindo maior e ciéncia e precisdo na obtencdo das solucdes.

Como objetivos especi cos, temos:
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Estudar a equagéo do calor n&o linear em regime transiente considerando condi¢des
de contorno relaxantes, aplicando-as a uma barra de silicio com o intuito de avaliar
seu comportamento térmico.

Desenvolver um cddigo computacional e ciente para resolver a equacéo do calor nao
linear transiente, assegurando precisdo e bom desempenho nas simula¢gdes numéricas.

Comparar os métodos CS e FAS, analisando sua e ciéncia em diferentes con guracées
de malhas e condi¢cfes de contorno.

Avaliar o desempenho das varreduras no tempadlime-Stepping e Waveform
Relaxation), com base em critérios de estabilidade, convergéncia e precisao.

Aplicar a técnica de Multipla Extrapolagédo de Richardson (MER) para reduzir erros
de discretizacdo nos problemas propostos aprimorando a qualidade das solucbes
obtidas.

Organizagéo do texto

A organizacdo do texto segue uma estrutura l6gica e progressiva para facilitar a

compreensao dos conceitos e métodos abordados e esta dividido em mais 5 capitulos, como

segue. O Capitulo 2 explora os principais métodos numeéricos utilizados, como o MDF, o
método de Crank-Nicolson e o métodmultigrid, além de discutir erros de discretizacao e
estimadores de Richardson. O Capitulo 3 apresenta os modelos matematicos e numeéricos,
explicando os modelos que regem o problema fisico e as abordagens numéricas aplicadas
para soluciona-los. O Capitulo 4 descreve os métodos de varredura no tempo, detalhando os
métodosTime-Stepping e Waveform Relaxation O Capitulo 5 apresenta testes numéricos,

como: a veri cacao do cédigo, analise da convergéncia dos métodos, a ordem do erro e

as estimativas de erro de discretizacdo. Por m, o Capitulo 6 sintetiza as conclusdes do
estudo, destacando as contribuicbes da pesquisa e possiveis dire¢des futuras.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo € dedicado a descri¢éo dos principios que fundamentam este trabalho.
Inicialmente, apresentamos o método de discretizacdo espacial e os métodos de discretizacédo
temporal. Em seguida, descrevemos os métodos de linearizagdo e, por m, o método
multigrid.

2.1 Método das Diferencas Finitas

De acordo com Ferziger e Peric (2002), o Método das Diferencas Finitas (MDF)
€ amplamente utilizado na discretizacdo de Equacbes Diferenciais Parciais (EDPS),
permitindo sua transformacgédo em sistemas algébricos solucionaveis numericamente. Seu
principal objetivo é aproximar cada termo do modelo matemético por meio de expressdes
algébricas em cada n6 da malha. O processo inicia-se com a discretizagdo do dominio, onde
os valores da variavel dependente sao aproximados em pontos de tal malha.

Nos métodos numéricos, a malha € composta por nos internos, onde as equacoes
diferenciais sédo discretizadas, e nés de contorno, onde sdo aplicadas as condi¢fes de
contorno do problema. A correta de nicao dessas regides in uencia diretamente a preciséo
e estabilidade da solucéo.

No caso unidimensional, cada n6 onde o modelo matemético ser& discretizado é
representado pol e seus vizinhos sdb 1lei+1, como é apresentado na Fig. 1. Para uma
malha unidimensional uniforme, a distancia entre nds consecutivos é dada por ﬁ
ondeL é o comprimento do dominio de célculo My, é o nimero de nés da malha. Nesta e
em outras guras desta sec¢do, o simbolo) denota os nés sobre os contornos e o simbolo
( ) denota os nos internos da malha.

FIGURA 1 Malha uniforme unidimensional.

Fonte: A autora (2025)

Para ilustrar o principio do método MDF, sera feito a sua deducdo. Esse método
baseia-se na utilizacdo de uma expansédo em série de Taylor para uma variavel genérica
centrada emx;, com o objetivo de aproximar a derivada (KREYSZIG, 1999).

| | |
d (x x)? d® (x x)° &
dx . 2! dx2 .+ 3! dx3 + (2.1)
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d

emque  representa (x), ;representa (X)e g

emx;.

_Tepresenta a derivada de aplicada

O valor de  é exato se forem considerados todos os termos da série de Taylor.
Para aplicar a Eq.(2.1) aos néss  1ei+1 a partir do ponto i (veja Fig. 1, com o valor
de h sendo constante (malha uniforme), pode-se fazer

X= Xjs1 =) (X xi)=(Xi+x  Xi) = h;

assim para o nd + 1 tem-se:
] 1 1

d h? o h® o
i+1 = i+0h &i+5 Wi"'g Mi‘"---a (2.2)
e parai 1
X=X 1 =) (X x)=(xi1 x)= h
| | |
d h? o hd o
LI T I 23)

De acordo com Marchi (2001), Burden e Faires (2016) e Tannehill, Anderson e
Pletcher (1997), as expressdes para a primeira derivada podem ser obtidas por combinagéo
das Eq.(2.2) e EQ.(2.3). A escolha de quais equacdes usar de ne o tipo de esquema e a
ordem do erro de truncamento cometido. A seguir serdo apresentados alguns dos esquemas
mais comuns e que serdo usados no decorrer deste trabalho.

Subtraindo-se a Eqg. (2.3) da Eq. (2.2) e manipulando os termos, tem-se

| | |
d _  ia i1 h?t & h* &
- - E ﬁ I {]-70 ﬁ I PR (2-4)
4

| —fz—1} |

considerado desprezado (erro de truncamento)

Assim, a primeira derivada de é aproximada de forma centrada Gentral
Di erence Scheme CDS) para o pontoi, através de:

_ i+1 i1 2\,
bl == !- h 2.
> s+ O(h%); (2.5)
e o erro de truncamento é dado por
| | |
A R O R |
&i = 5 Wi 120 ﬁi 1= O(h?): (2.6)

A aproximacao de diferencas nitas centradas para a primeira derivada apresenta
um erro de truncamento deO(h?), o que signi ca que a precisdo da solugdo melhora
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guadraticamente conforme o re namento da malha. Esse erro decorre da omissédo dos
termos de ordem superior na expanséao de Taylor.

A deducédo da segunda derivada segue um raciocinio semelhante ao da primeira
derivada. Somando-se as expansdes de Taylor para os pomtosl ei + 1, obtemos uma
aproximacao simétrica para a segunda derivada.

Somando-se a Eq. (2.2) e a Eq. (2.3), e manipulando os termos, tem-se
|

|
2 . . . 2 4 4 6
32 = 11 ;+ I+l 22 34 3‘hGO 36 D (2.7)
X | i& b x4 2 X6 }
considerado desprezado (erro de truncamento)

Assim, a segunda derivada de é aproximada de forma centrada com 3 pontos
(CDS) para o pontoi, através de

@ P 20+ g 2.
e | = hZ + O(h); (2.8)
e 0 erro de truncamento é dado por
| | | |
> * CDS 2 5 4 4 6 6 8
- & - hPd o v d i= O(h?):  (2.9)
dxz . 12 dx* . 360 dx® . 20160 dx® .

Vale destacar que existem outras aproximacdes para essas derivadas na literatura
(KREYSZIG, 1999; BURDEN; FAIRES, 2016; FERZIGER; PERIC, 2002).

O Método das Diferencas Finitas (MDF) € uma ferramenta fundamental na
discretizacdo de EDPs, permitindo transformar problemas diferenciais continuos em
sistemas algébricos. A escolha da discretizacdo adequada, considerando a ordem de erro e
a estabilidade do método, € essencial para a precisao e e ciéncia da solugdo numérica. No
proximo tépico, exploraremos como a discretizacao temporal pode ser combinada ao MDF
para resolver problemas transientes.

2.2 Meétodo de Crank-Nicolson

O meétodo de Crank-Nicolson (CN) é uma das abordagens mais utilizadas para a
solucdo de Equacgdes Diferenciais Parciais (EDPs) dependentes do tempo. Sua principal
vantagem € ser incondicionalmente estavel, permitindo o uso de passos de tempo maiores
sem comprometer a estabilidade. Neste trabalho, 0 CN serd empregado para a discretizacao
temporal da equacao do calor, garantindo uma solucao precisa e e ciente para problemas
transientes e preciséo de segunda ordem no tempo (BURDEN; FAIRES, 2016; FERZIGER,;
PERIC, 2002; FORTUNA, 2000). Essas propriedades o tornam adequado para a resolugcéo
de equacOes diferenciais parciais, independentemente da relacdo entre o tamanho do passo
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de tempo () e a discretizacdo espaciahj (TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER,
1997; HIRSCH, 2007).

O método de Crank-Nicolson é baseado na combinagdo das abordagens explicita e
implicita, utilizando uma média ponderada entre os valores do passo de tempo atual e do
passo anterior. Isso resulta na seguinte formulacéo geral

:

g Vo= Yo h i (2.10)

" Vit = Vnt 3 f (Vs itne) + F(Vaitn) 5
paran=0;1;:::;Ny 1, ondev, representa o valor da solucdo no instante, t,, € o passo
de tempo, e os subindicas+ 1 e n correspondem aos passos de tempo atual e anterior,
respectivamente.

Comparado ao método de Euler Implicito, que é de primeira ordem no tempo,
o método de Crank-Nicolson se destaca por sua precisdo de segunda o@ém). Isso
signi ca que, para um mesmo re namento da malha temporal, o CN proporciona menor
erro numérico, tornando-se uma opcao mais e ciente para simulacfes de longo prazo
(TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997; HIRSCH, 2007).

2.3 Esquema de linearizacéo

A discretizagdo da equacao do calor ndo linear gera um sistema de equacdes
algébricas nao lineares, cuja solucao direta pode ser computacionalmente custosa e complexa.
Para contornar esse desa o, aplicam-se métodos de lineariza¢do, que aproximam a equacgao
ndo linear por uma sequéncia de problemas lineares mais faceis de resolver.

Dentre os métodos apresentados na literatura, destaca-se o méetodo de Newton,
amplamente utilizado devido a sua convergéncia quadratica (HENSON, 2003). Isso signi ca
gue, se a aproximacao inicial for su cientemente préxima da solug¢do exata, o erro diminui
rapidamente a cada iteracdo. No entanto, sua e ciéncia depende da qualidade da estimativa
inicial e da inversdo da matriz jacobiana (OZI3IKet al., 2017; FILIPOV; FARAGG, 2018),
gue pode ser computacionalmente custosa para sistemas de grande porte. Trata-se de um
processo iterativo para encontrar as raizes de sistemas de equacdes algébricas néo lineares.

Dessa forma, considerando a importancia do método de Newton na resolucéo de
sistemas néo lineares, aplicamos essa abordagem para encontrar a solucdo do sistema
discretizado. SejaG(u) = 0 o sistema de equacdes algébricas nao lineares resultante
da discretizacdo. O objetivo € encontran tal que G(u) = 0. Para isso, aplicamos uma
abordagem iterativa baseada no método de Newton, expressa na forma geral:

Gu* =0 (2.11)
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h it h it
emqueG "' = GGGyt eu ™t = uthu i ut e +1 passo
de linearizag&o atual.

Dada uma estimativa inicial u®, o sistema néo linear da Eq(2.11) pode ser
resolvido por

utt=u (L)'G); =012 :::; (2.12)

ondelL é a matriz jacobiana deG com respeito au, de nida por

2 %Q @@Q
[¢] Wy
L @B@;”):g : : z: (2.13)
G, @G,
@u @i

A Eg. (2.12) de ne o método iterativo de Newton (BURDEN; FAIRES, 2016).
Esse processo é repetido até que a norma do resi#t@(u *')k seja menor que um valor
de tolerancia ou até que a variacdo entre dois passos de linearizagcdes consecutivos seja
Su cientemente pequeno, garantindo a convergéncia da solucéo.

Apenas com o intuito de ilustrar o método, a seguir apresenta-se um exemplo com
Ny, = 2, assim
Gi(xyy) = O;

(2.14)
Ga(xjy) = O
Usando a Eq. (2.12), tem-se
. 3 2 3
+ G :
4X+15:4X5 L Y(x ;y)4 1(xy)5; (2.15)
y y Ga(x 5y )
onde a matriz jacobiana é dada por
2 3
— X .
L=4 & &s: (2.16)
@x @y

Neste caso, introduzindo a inversa explicita da matriz jacobiana, pode-se reescrever
a Eq. (2.15) da seguinte forma

1 30 2 @G @G 32 3
4X 54X 5 @ls o @y 54 C1lX ;y)SA; (2.17)
yr P70y T % S e ey

onde oD = det(L).

Para o casoNy = 1, especi camente, 0 método se reduz a

A _ G(x ) .
x "= x X ),

(2.18)
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Uma boa aproximacéo inicial & essencial para a convergéncia bem-sucedida desse
método. Segundo Golub e Ortega (1992), é bastante dificil encontrar bons valores de
estimativa inicial na vizinhanca da solucao, portanto, a convergéncia da solucdo apresenta
um problema sério. Se a estimativa inicial estiver longe da solucdo exata, a matripode
car mal condicionada. O problema de encontrar bons valores iniciais para o0 método de
Newton tem sido objeto de inUmeras investigacdes. Além disso, a medida que o sistema
torna-se grande, a montagem e a inversao tetornam-se mais complexas.

Inicialmente, a proposta deste trabalho é utilizar apenas o método de Newton.
Em trabalhos futuros seréo investigados/estudados outros métodos de linearizagao, tal
como o método de Picard.

2.4 Método multigrid

O métodomultigrid é amplamente utilizado para a solucéo e ciente de sistemas
lineares de grande porte, especialmente aqueles provenientes da discretizacdo de equacdes
diferenciais parciais (FEDORENKO, 1964; WESSELING, 1992; BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). Neste estudo,
ele sera aplicado para acelerar a convergéncia de problemas térmicos transientes, garantindo
maior e ciéncia computacional em comparagdo aos metodos iterativos convencionais,

O meétodo multigrid torna-se uma abordagem comum para resolver muitos tipos
de problemas lineares da forma

Au=f, (2.19)

onde A é a matriz de coe cientes,u € o vetor de incégnitas € é o vetor de termos
independentes. Denotando pov uma aproximacao para a solucdo exatae pore=u Vv
seu erro, de nem-se o residuo como

r=Ff Av; (2.20)
e a relacdoAe = r, conhecida como equacéo residual.

O sistema dado pela Eq(2.19) pode ser resolvido utilizando-se métodos diretos
ou iterativos (aqui chamados desolverg para obter sua solu¢do. Em nosso caso, por se
tratar de sistemas esparsos e de grande porte, é inviavel a utilizacdo dos métodos diretos,
pois demandam custo computacional elevado. Ja os métodos iterativos, possuem custo
computacional aceitavel (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2023).

Os métodos iterativos convencionais, como Gauss-Seidel e Jacobi ponderado, sédo
e cientes para reduzir erros oscilatérios, mas tendem a perder desempenho a medida
gue o re namento da malha aumenta. Essa limitacdo ocorre porque, em tais métodos, as
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componentes oscilatérias do erro (modos de Fourier de alta frequéncia) sédo rapidamente
reduzidas nas primeiras iteracdes, enquanto as componentes suaves (modos de Fourier de
baixa frequéncia) persistem, tornando a convergéncia mais lenta.

O métodomultigrid resolve esse problema ao combinar calculos em uma hierarquia
de malhas, transferindo componentes de erros suaves para malhas mais grosseiras (com
uma quantidade menor de pontos), onde estas componentes tornam-se mais oscilatorias,
reduzindo assim todas as componentes do erro e cientemente (BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). Esse processo
pode ser repetido até a malha mais grossa possivel e faz com que o método iterativo
usado nao perca a e ciéncia, pois 0 processo agira em todas as componentes dos erros
(TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001)

Para haver a transferéncia de informacgdes entre as malhas na e grossa, existe uma
relacdo entre os tamanhos de seus elementos, aqui chamada de razdo de engrossamento,
dada por

re = l;; (2.21)
em queh e H séo os tamanhos dos elementos da malha na e grossa, respectivamente. A
Fig. 2 mostra uma sequéncia de trés malhas, para o caso bidimension 2"; 4" com
razdo de engrossamento padrde = 2, ou seja,H = 2h. Durante todo este texto, sera
usada apenas a razdo de engrossamento padmie 2, por ser a mais recomendada para
os problemas que seréo tratados nesta pesquisa (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,

2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

No contexto dos métodosnultigrid, os métodos que usam apenas uma malha
serdo chamados deinglegrid

Devido a sua estrutura iterativa, o métodanultigrid demonstra grande e cacia
na resolugdo de problemas néo lineares, nos quais a necessidade de um processo iterativo €
inerente. Assim como seu desenvolvimento permitiu aprimorar os métodos convencionais
de relaxacao linear, ele também fornece um arcabouco tedrico e pratico para a construcao
e aprimoramento de algoritmos voltados a solucdo de sistemas néao lineares (BRIGGS;
HENSON; MCCORMICK, 2000).

Com isso o métodanultigrid também pode ser uma alternativa para resolver
problemas néo lineares da forma
A(u) = f; (2.22)
onde a notacéao diferenciada, com o uso de (), ressalta a presenca da nao linearidade no
sistema.

Uma das estratégias para resolver tal sistema néo linear, é aplicar um esquema de
linearizagdo, como o método de Newton, e empregaultigrid para a solugcédo do sistema
Jacobiano em cada linearizacao.
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FIGURA 2 Esquema de engrossamento de malhas.

Fonte: A autora (2025)

Outra estratégia € aplicarmultigrid diretamente ao problema nao linear. Para
isto, o conceito de erro, residuo e equacédo residual merecem ser revistos. Neste caso, 0
erro e residuo sdo dados, respectivamente ppr u v er = f A(v). Subtraindo a
equacéao original do residuo, obtemos a equacéao residual para o caso nao linear (BRIGGS;
HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

A(u) A(v)=r: (2.23)

Note que, comoA é um operador nao linear e geralment&(e) 6 r, ndo pode-se
determinar o erro resolvendo uma equacdo linear simples na malha grossa, como no caso
linear.

2.4.1 Operadores de restricao e prolongacao

Os operadores de restricdo sdo responsaveis pela transferéncia de informacdes
das malhas nas para as malhas imediatamente mais grossas e esses operadores sao
genericamente representados pof' .

Entre os operadores de restricdo, os mais conhecidos sdo os operadores por
injecdo, meia ponderacéo e ponderacdo completa (WESSELING, 1992; BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000).

Na Fig. 3, segue um exemplo do operador por injecdo, coar 2 (H = 2h), para
0 caso unidimensional. Nota-se que os dados sao transferidos integralmente (note o peso
1).
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FIGURA 3 Operador de restricdo por injecdo unidimensional.

Fonte: A autora (2025)

O operador de restricdo por ponderacao completa, como ilustrado na Fig. 4, utiliza
informacdes dos pontos vizinhos ao ponto calculado na malha na para o correspondente
na malha grossa (note os pesds2 e 1=4).

FIGURA 4 Operador de restricdo por ponderacédo completa unidimensional.

Fonte: A autora (2025)

Os operadores de prolongacéo (ou interpolacéo) sao responsaveis pela transferéncia
de informagcdes das malhas grossas para a malhas imediatamente mais nas e sao
genericamente representados pdt}. Na Fig. 5 segue um exemplo do operador de
prolongag&o por interpolacdo linear conme = 2 para o caso unidimensionall ! = 15
(note os pesod=2 e 1=4).

FIGURA 5 Operador de prolongacéo por interpolacao linear unidimensional.

Fonte: A autora (2025)

2.4.2 Ciclos e esquemas

No método multigrid, um ciclo de ne a sequéncia de visitagdo das malhas,
controlando como os erros sédo suavizados e corrigidos em diferentes niveis de resolucéao.
Os ciclos V e W sdo os mais comuns, sendo escolhidos de acordo com a complexidade do
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problema e os requisitos de convergéncia (WESSELING, 1992). Eles séo classi cados dessa
forma devido ao formato que adquirem quando realizam as visitacdes as malhas. Estes
percorrem as malhas partindo da mais na " até a mais grossa possivel, ou desejada.
Outros tipos de ciclos também sao conhecidos, como por exemplo, o ciclo F ou o ciclo
dente-de-serra, mas néo serdo tratados nesta pesquisa. Mais detalhes, ver em Briggs,
Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Oosterlee e Schiiller (2001).

Na Fig. 6 esta representado um ciclo V com 5 niveis de malhas. De nimos

FIGURA 6 Estrutura do ciclo V.

\ / \ Restricdo
\ 4h
/ o /Prolongac;éo

FONTE: Franco (2017).

como o numero de pré-suavizacdes (suavizacdes aplicadas no processo de restricgo) e
como o numero de poOs-suavizacoes (suavizacdes aplicadas no processo de prolongacéao).

O processo de suavizagcdo desempenha um papel essencial na reducdo dos
componentes de erro oscilatério. No métoduaultigrid, utilizamos:

Pré-suavizacdo ( ;): aplicada para eliminar erros de alta frequéncia.

Pés-suavizacdo ( »): aplicada para corrigir erros remanescentes de baixa frequéncia.

O ajuste adequado desses parametros in uencia diretamente a taxa de convergéncia
do método.

Para problemas lineares, o esquema de correcdo CS € uma abordagem e ciente,
pois transfere apenas o residuo entre as malhas, reduzindo o custo computacional sem
comprometer a precisdo da solucdo. No entanto, essa estratégia pode nao ser ideal para
equacdes nao lineares, uma vez que nao considera corre¢des globais na solugcéo (BRIGGS;
HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).
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O Alg. 1 (FRANCO, 2017) apresenta a implementacdo do esquema CS para o

ciclo V.
Algoritmo 1: MG-CS ciclo V(l)
1 if 1 = Lmax € 0 nivel de malha mais grossien
2 | Resolva sistema v = f ) na malha grossa 2 '
3 else
4 Suavize ; vezes o sistem#v() = f ) na malha 2 'h
5 Calcule e restrinja o residuof ™9 = 13", (f O Av0)
6 Resolva no préximo nivelMG-CS ciclo V(I +1)
7 Corrija usando interpolaggov® v + 13 *hy(*)
8 Suavize , vezesAv() = f ) na malha 2 'h
9 end
10 end

Embora o método Newton-MG seja e ciente para resolver sistemas nao lineares,
ele ainda depende da solucdo de um sistema linear a cada passo de linearizacdo. Em
problemas altamente ndo lineares, a convergéncia pode ser prejudicada, exigindo esquemas
como o de aproximacgéo completa FAS, que trata a ndo linearidade diretamente em todos
0s niveis de malha.

Suponha uma aproximacde" na malha na A"(u") = f". Como no caso linear,
objetiva-se usar a equacao residual na malha mais grossa e aproxiefacom o erro em
v, assim a equacéo residual para a malha grossa € dada por:

A2h(v2h + eZh) AZh(VZh) — r.2h; (224)

P .

onde A?" é o operadorr?" residuo,v?" é a aproximacdo parav" e e o erro, todos na
malha grossa.

Sejavy a solugdo aproximada na malha na @, o erro associado. A equagédo do
residuo restrito a malha grossa € de nida como

PP =t =i E AN (): (2.25)

Essa Eq.(2.25) representa a diferenca entre a solucdo exdta’” + €") e a numérica
(v®"), propagada para a malha imediatamente mais grossa. O métoahaltigrid utiliza
essa informacéo para corrigir iterativamente a solucao.

Utilizando v" = 12'v", tem-se que a equac&o residual pode ser reescrita como:

2h 2h,,h 2hy — 2h sy 2h,,h 2h¢h hzy,h\y -
ATV - €)= AT + 10" AT (2.26)

O lado direito da equacéo é conhecido na malha grossa e do lado esquerdo supomos
u?" a solugdo desse sistema. Assim, o erro pode ser obtido @8r= u?" 12'v" e que
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deve ser interpolado e usado para corrigir a aproximacao na malha na, como em

vl v+ ) e (2.27)

Como pode ser visto, este esquema é um esquema que transfere informacdes
relacionadas tanto do residuo como das solu¢fes para as malhas grossas. Como o problema
na malha mais grossa possivel, ou mais grossa desejada, € resolvido completamente,
e nao sO o erro, este esquema é chamado de esquema de aproximacdo complgta (
Approximation SchemeFAS). Por este motivo, tal esquema é mais adequado para problemas
nao lineares (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE;
SCHULLER, 2001).

O Alg. 2 apresenta 0 esquema FAS para o cic. De forma geral, tanto o
algoritmo MG-CS ciclo V (Alg. 1) quanto o0 MG-FAS ciclo V (Alg. 2) ser&o tratados como
MG-ciclo V.

Nota-se que, sé\ € um operador linear, entdo o esquema FAS reduz-se diretamente
ao esquema CS. Assim, o0 método FAS pode ser visto como uma generalizacdo do esquema
de correcao para problemas néo lineares.

Independentemente do tipo de ciclo (V, W ou F) ou do tipo de esquema (CS ou
FAS), existe também o métodamultigrid completo (Full Multigrid , FMG) que se inicia
numa malha grosseira e vai transferindo informacdes para as malhas mais nas até que se
atinja a malha mais na desejada para entédo iniciar o processoultigrid padrdo. Esta
estratégia é responsavel por acelerar a convergéncia do método de forma satisfatoria por
fornecer excelentes estimativas iniciais aaultigrid (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; FRANCO, 2017).

Os ciclos e esquemas no métodaultigrid desempenham um papel fundamental
na e ciéncia do algoritmo. O CS é e ciente para problemas lineares, mas para equagdes ndo
lineares, esquemas como 0 FAS sdo mais adequados (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). O ciclo V é mais e ciente,
mas o ciclo W é mais robusto (FRANCCet al., 2018b). A escolha correta do ciclo e do
esquema de correcdo impacta diretamente a rapidez e precisdo da solugcao, assim como
outros parametrosmultigrid, como: solver, nimero de pré e pos-suavizacdo, operadores de
restricdo e prolongacao, entre outros.
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Algoritmo 2: MG-FAS ciclo V(l)

1 if | = Lmax € 0 nivel de malha mais grossien

2 | Resolva o sistema, (V") = f ) na malha grossa 2 "
3 | Calcule a correcdo na malha grossa{) = v(  y()

4 else

5 Suavize ; vezesA (V)= f M namalha 2 'h

6 Calcule e restrinja o residuoR(*D = 3, [f O A (vD)]
7 Restrinja a solugaov(*V = 12", vO

8 Atualiza o lado direito f ("D = R(*D + A, v(*D

9 Resolva no proximo nivelMG-FAS ciclo V(1 + 1)
10 Interpole a corregdow( = 13 "Pw(+D

1 Corrija a solugao:v® v + w

12 Suavize , vezesA,(v() = f M namalha 2 'h

13 Calcule a corregaow( = v(h g

14 end

15 end

2.5 Erro numérico e erro de discretizagcao

O erro numeérico (E) é a diferenca entre a solucdo exata da equacdao diferencial e a
solugcédo aproximada obtida numericamente. De forma geral, pode ser expresso como

onde e , sdo respectivamente, solucdo numérica e solucao exata.

Diversas fontes contribuem para o erro numérico, sendo as principais: erro de
truncamento (E+), erro de iteracédo E,) e erro de arredondamentoE ) (FERZIGER,;
PERIC, 2002).

O erro de truncamento ocorre quando uma equacao diferencial continua é
aproximada numericamente. Esse erro esta associado a substituicdo de derivadas exatas
por aproximagdes numéricas, geralmente utilizando séries de Taylor (ROACHE, 1998).
Quanto menor o espacamento da malhdn), menor o erro de truncamento, mas ele nunca
€ totalmente eliminado, exceto em problemas lineares.

O erro de discretizacaoK,) € uma consequéncia direta do erro de truncamento,
surgindo quando se aproxima uma equacao diferencial continua por uma formulacao
discreta. A analise da convergéncia da solucdo numérica geralmente se baseia na avaliacao
de En. Quando os erros de iteracaoE|) e arredondamento E ) sdo despreziveis ou
inexistentes, o erro de truncamentoHEy) € conhecido como erro de discretizaca&y)
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(FERZIGER; PERIC, 2002).

A expansdo em série de Taylor permite expressar o erro de discretizacdo como
uma soma de poténcias dh,

En = coh™ + ¢ hP* + chP? + = ? cy h?v: (2.29)
V=0

onde ¢y; ¢;; Cy; 11 ordem dominantep.. Como h tende a zero, o termocyhPe torna-se
dominante em E;,, permitindo estimar a taxa de convergéncia do método numeérico
empregado. Os coe cientesy; ¢;;::: Sao coe cientes reais dependentes da variavel
dependente e de suas derivadas, mas independente$d®s expoentegy; py;::: indicam
as ordens verdadeiras dEy, sendopy a ordem dominante, chamada de ordem assintética
e aqui denotada pomp, .

Em gr& cos bilogaritmicos deEy, versush, a inclinagcdo da reta re etep, . Estimar
p. permite prever comoE;, se comporta com o re namento da malhah(). A relagéo entre
os erros em diferentes malhas pode ser expressa como

En

En2
onder = % € a razao de re namento é; e h, sdo, respectivamente, 0s espacamentos das
malhas na e grossa. Essa equacao é usada para estimaosteriori p. e veri car se a

solugdo numeérica converge conforme esperado.

=rP; (2.30)

De outro modo, a analisea posteriori da ordem de convergéncip, da solucéo
numérica pode ser realizada de duas formas distintas. Quando a solugdo analitica é
conhecida, utiliza-se o calculo da ordem efetivgpg). No entanto, nos casos em que a
solucado analitica ndo esta disponivel, calcula-se a ordem apareng)( obtida a partir
das solugcdes numéricas em diferentes niveis de re namento da malha, dada por

Pu = Lg s

log(r)
onde ;; , e j3representam as solucbes numeéricas obtidas, respectivamente, nas malhas

h1 (grossa), n2 (na) e 3 (superna). A partir dessas solucdes, obtém-ga,, que

fornece uma estimativa da ordem assintéticgy(), ou seja, da taxa de convergéncia da
solucdo numérica. Essa abordagem é particularmente atil quando a solucdo exata nao esta
disponivel, pois permite avaliar o comportamento do erro e a precisdo do método numérico
adotado, garantindo uma analise mais robusta da con abilidade dos resultados.

; (2.31)

Outro tipo de erro numérico envolvido na solu¢cdo dos nossos problemas, € o erro
de iteracdo €,). Tal erro € a diferenca entre a solucdo exata do sistema algébricq,j e
a solucado numérica apons iteracdes ( n):
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El = e n- (2.32)

Esse erro ocorre devido ao uso de métodos iterativos para resolver sistemas
algébricos, tratar com nao linearidades ou resolver sistemas acoplados com mudltiplas
equacdes. Em gerak;, diminui com o aumento do niamero de iteracdes, ou seja,!

1 =) E;! 0. No entanto, a taxa de convergéncia do erro depende do método iterativo
adotado e de suas caracteristicas, como fator de relaxacdo ou critério de parada.

Além do erro de iteracdo, outro tipo de erro que afeta a precisdo numérica é o
erro de arredondamentd , que decorre da representacdo nita de niumeros nos célculos
computacionais. Sua magnitude depende das caracteristicassbftware e do hardware
utilizados. Maior precisdo reduz& , mas aumenta 0s requisitos de memoria e tempo
computacional.

Segundo Silveet al. (2021), Rodrigueset al. (2022), entre todas as fontes de erro
numeérico, o erro de discretizagdo é geralmente a mais signi cativo, portanto, neste trabalho
vamos focar neste tipo de erro.

2.6 Estimativas para o erro de discretizacao

Quando a solucéo analitica exata de um modelo matematico ndo é conhecida,
o erro da solugcdo numérica,, para uma variavel de interesse ndo pode ser calculado
diretamente. Nesses casos, uma estimativa para o erro, ou incerteza da solugdo numérica
pode ser obtida. Essa incerteza é de nida como a diferenca entre a solucéo analitica estimada
( 1) e a solugdo numeérica correspondente(CHAPRA; CANALE, 1994; MEHTA, 1996):

u()= , (2.33)

A estimativa do erro de discretizagdo, ou incerteza da solugdo numérica, é
fundamental para avaliar a precisdo de métodos numéricos aplicados a equacdes diferenciais.
Diferentes estratégias podem ser utilizadas para quanti car esse erro. Entre os principais
estimadores utilizados estdo o estimador, o estimador de Richardson e o estimador.

O estimador baseia-se na diferenca entre solucbes numéricas obtidas em duas
malhas distintas, , € n, ,. Para solugbes 4 & 4 i1, respectivamente, a incerteza da
solucéo é calculada como (MARCHEt al., 2016)

U(g=]g ¢ (2.34)

onde 4 e 4 1 sdo as solugdes numéricas obtidas nas malhas na, e grossa n, ,,
respectivamente. Esse estimador fornece uma estimativa simples para o erro de discretizacgéo,
como um intervalo em torno da solugéo g, baseada apenas na diferenga entre solugdes de
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malhas adjacentes, sem incorporar a taxa de convergéncia esperada do método e a razédo
de re no entre as malhas.

Por outro lado, o estimador de Richardson fornece uma estimativa mais precisa
do erro de discretizacdo. Sua expressado é dada por (RODRIGU&Sal., 2022):

Uri( o) = —5 (2:35)

O estimador de Richardson permite uma aproximagao mais re nada do erro de
discretizacédo, pois incorpora a ordem assintotica do métodp_j e a razdo de re namento
da malha () em sua expresséo. Esse estimador € amplamente utilizado na andlise de erros
de métodos numéricos.

O estimador (MARTINS, 2013) utiliza a extrapolacdo de Richardson para
fornecer uma estimativa mais precisa do erro de discretizacéo, permitindo a obtencéao de
solu¢cdes com maior precisdo ao eliminar ordens inferiores do erro, descrita por meio da
série de Richardson:

1 1 1
Ry = —+ S+ <+ ; (2.36)

onde 2 R é denominado razdo de convergéncia da série. Quandp> 1, a soma da
série pode ser escrita como:

1
R, = 1: (237)
Admitindo r e P como niimeros reais positivos, de ne-gej = r”, e a soma da série é
ajustada para: 8
R_ Lt se > 1
Ry =_" ! : (2.38)
- 1. se< 1

rP+1

Substituindo P = p_, a solugdo estimada ; pode ser expressa como:
1= g+tRi(g4 g 1) (2.39)
Assim, a incerteza baseada no estimador é dada por:

U (= 97911: (2.40)

Esses estimadores fornecem ferramentas Uteis para avaliar e reduzir a incerteza
associada as solu¢gées numéricas, permitindo maior con abilidade nos resultados obtidos
em simulacbes computacionais.

2.7 Mdltipla Extrapolacdo de Richardson

A Extrapolacao de Richardson (ER) (BURDEN; FAIRES, 2016) € um método
amplamente utilizado para reduzir o erro de discretizacdo em simulacées numeéricas,
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especialmente quando esse erro pode ser previsto e expresso em funcédo de um parametro,
como o espacamento nod&l. Esse método permite aumentar a precisdo das solugdes sem

a necessidade de re namento excessivo da malha, reduzindo, assim, o custo computacional
e melhorando a e ciéncia dos calculos.

Inicialmente, a ER foi proposta para combinar solu¢gdes numeéricas de forma a
obter uma solugdo com maior ordem de acuragm, considerando parametros especi cos,
comop. =2, pp =4 e razdo de renor = 2. Essa abordagem cou conhecida como
ER padrdo. Posteriormente, o0 método foi generalizado para valores arbitrarios desses
parametros, sendo entdo denominado ER generalizada (OBERKAMPF; ROY, 2010).

A ER pode ser vista como um processo de pés-processamento aplicado a solugdes
numéricas (h) obtidas em diferentes malhas ;,, levando em conta a razéo de re no
r= h:—gl ondeg+1 egindicam as malhas na e grossa, respectivamente. A forma original
da ER (RICHARDSON; GAUNT, 1927) é dada por:
h2

h2
+1 +
V= e e, YR (2.41)

onde ; é a solugéo analitica estimada, enquantq,.; € 4 séo solugbes numeéricas nas
malhasg+ 1 e g, respectivamente. A generalizacdo para qualquer ordem assintotiga ) e
razdo de re no () € expressa como:

1 = g+1 + %, (242)

gue é efetiva se as solu¢cdes numéricas contém apenas erros de discretizacao.

A Multipla Extrapolacdo de Richardson (MER) estende o método tradicional ao
aplicar sucessivamente a ER sobre soluctes obtidas em diferentes malhas. Cada iteracao
reduz o erro residual e melhora a convergéncia da solucdo numérica. Esse procedimento
iterativo permite alcancar ordens de precisdo mais altas, sendo especialmente util em
problemas que exigem precisdo extrema, com o objetivo de aumentar a ordem de acuracia
do erro de discretizacdoHy). A abordagem recursiva € de nida por (MARCHlet al.,
2016)

o(hg) = (hy); (2.43)

1(hg+1) = o(hgs1) + O(hg:;) 10(hg) ;

(2.44)
ondeg=1;2;:::.
A generalizacdo desse processo, apresentada por Marchi e Germer (2013), de ne a

solugéo re nada 4., por meio da combinacéo de multiplas solu¢des em diferentes malhas.

A formulacéo geral param niveis de extrapolacdo g malhas |, ondem e g sao
ndimeros naturais ndo nulos, é dada por:
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— gm 1 g Im 1,
gm= gm 1t oy 1 (2.45)
com m=1;2:::;e g=m+1;m+2;:::;G malhas. Embora teoricamente possam

ser realizadas iteracdes in nitas, na pratica o nimero de malhas é limitaddGa(inteiro
positivo).

A Tab. 1 apresenta uma representacdo esquematica da aplicacdo da técnica de
Multipla Extrapolacdo de Richardson (MER). Observa-se que a estrutura recursiva, quando
aplicada em mdltiplos niveis, permite a obtencédo de solugbess 1 com elevada preciséo.

2

Essa abordagem é implementada pamg= 3;:::;G em = 1;:::;Int %= , conforme

descrito na Eq. (2.46), onde Int ) representa a parte inteira do namero real.

Cada linha da tabela representa um nivel de discretizacdo, enquanto as colunas
indicam a progresséo da extrapolacao, evidenciando a evolugao da precisdo numérica com
0 aumento dos niveis de re namento. Paran = 0, obtém-se a solu¢gdo numeérica sem
gualquer extrapolacéo. Ja paran = 1, é aplicado um nivel de extrapolacéo; pama = 2,
dois niveis de extrapolagdo; e assim por diante, até o valor maximo permitido pamana
malha ,, que € dado pom = G 1. Teoricamente, ¢ 1 apresenta o maior nivel de
acuracia entre todas as solugées;:m.

Supondo que 0 processo recursivo aumente progressivamente a ordem de preciséo,
a ordem aparentepy do erro de discretizagdo pode ser calculada a partir de:

|Og g 1m g 2;m

(Pu)gim = |(gn;‘;(|’)g = (2.46)

Como pode-se perceber, para calculpy, € necessario o uso de pelo menos trés
malhas. Isso ocorre porque, para cada valor obtido dg,gy, séo requeridas pelo menos trés
malhas distintas(g;g 1,9 2).

Nessa perspectiva, quando a solugdo analitica ndo € conhecida e, consequentemente,
as ordens verdadeiras também néo sdo conhecidas, o calculo de MER, realizado por meio
da Eq. (2.45), pode ser efetuado considerando os valores(g@g)qsm 1 €m substituicéo a

p(m 1)-

As estimativas do erro de discretizacéo sao frequentemente realizadas com base em
estimadores como por exemplo: Delta (), Estimador de Richardson U,n,) € Estimador
Psi (U ), que oferecem diferentes perspectivas sobre a magnitude do erro remanescente
apo6s a aplicacao da MER.

O estimador (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009), é utilizado para estimar o erro
de discretizacade,,, apos o emprego de MER cor® malhas distintas E, com aplicacéo
de MER). Ele fornece uma estimativa do erro na malha mais na adotada por meio da
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TABELA 1 Representa¢do esquematica do emprego de MER.

m=0 m=1 m=2 m=G 2 m=G 1
1,0~ 1
&
20= 2 !
&
30— 3 31 ! 3;2
G 10— G 1 G 11 G 1;2 G 1G 2
&
GO0~ G Gi1 G2 GG 2 ! GG 1

Fonte: Adaptada de Martins (2013).

expressao
U(em)=jem1 ¢ 1m 1 (2.47)
ondem = G 1representa o ultimo nivel de extrapolacdo considerada®e 1 é o nivel
imediatamente anterior. Assim,U ( .m) fornece uma estimativa paréE,, associada a
Gm, considerando os valoresg.,, 1€ 6 1m 1-

Para as solucdes obtidas com MER, é conhecida uma extensédo do estimador de
Richardson, dado por Marchiet al. (2013)

Upm ( gm) =~ o3 (2.48)

onde g representa o nivel de malha en o nivel de extrapolacédo, sendo valido para
m=[0;G 2]eg=[m+2;G]. O estimadorU,, € aplicado as solugGes obtidas com MER,
sendo conhecido como estimadpr, (MARTINS, 2013).

Entretanto, o estimador Uy, ndo € adequado para estimar o erro de discretizacéo
associado ay = f 21; 32;::1; g9 1,555 & 10. Ele € aplicado a solugdes com um
nivel a menos de extrapolacéo, ou sejm = g 2, sendo o erro de discretizagdo associado
denotado porEn,. Para estimarE;, com base no estimadod,,, utiliza-se a relagéo:

Em
= rPm, 2.49
e (2.49)
e o estimador corrigido, denotado poUymc, € de nido como:
Upmc( gm) = Tom UPT( ge1:m); (2.50)

ondem = g 1. Devido a introducéo do fator de correcdo®™, este estimador € denominado
pm corrigido.

O estimador também pode ser empregado para estimé&t,,. Este estimador é
de nido como:

U ( g;m): g:m gll;m 1; com :( M)g: g Lm 1 g 2m 2; (2'51)
g;m g Im 1
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convergéncia de , e a reducao do erro de discretizacao.

Uma corregdo para o estimador , denotada por , € introduzida considerando a
razdo de convergéncia em trés malhas consecutivas. A correcdo é descrita por (MARCHI,

2001) 8
g—gﬂ;mj g g=2;3:::;G 1
"3 2 (2.52)
> ( g 1m 1 g 2m 2) . g - G

(gm g 1m 1)( g 2m 2 g 3m 3)’

Com a determinacdo de , a estimativa do erro numérico € realizada por:

U (gm)= 07— (2.53)

Essa abordagem corrige a ordem de convergéncia estimada e fornece uma estimativa
mais robusta para o erro de discretizagdo nas solugdes obtidas por MER.

A MER é, portanto, uma ferramenta poderosa para a melhoria da preciséo de
solugdes numéricas. No entanto, sua e cacia depende da natureza do erro de discretiza¢éo
e da escolha adequada dos parametros de re namento. Em alguns casos, a presenca de
instabilidades numéricas pode limitar os beneficios da extrapolacao, exigindo ajustes nos
critérios de re namento.
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3 MODELOS MATEMATICO E NUMERICOS

Nesta secdo, sdo apresentados o modelo matematico e os modelos numéricos
empregados na formulacéo e resolucdo de um problema néo linear de difusdo de calor
unidimensional em uma barra de silicio, considerando condi¢cdes de contorno relaxantes
(condicdes de contorno convectiva). Inicialmente, descreve-se a equacao diferencial parcial
gue governa o fendmeno fisico, acompanhada das condi¢c6es de contorno e iniciais associadas.
Em seguida, séo introduzidos os métodos de discretizacdo utilizados para a aproximacao
numérica das solucdes: o método de Newton, baseado no esquema de correc¢ao (CS); e o
esquema de aproximacao completa (FAS).

3.1 Modelo matematico

O modelo matematico adotado neste trabalho, considera uma barra de silicio
homogénea unidimensional com propriedades termofisicas dependentes da temperatura,
com condi¢cdes de contorno relaxantes (FILIPOV; FARAGO; AVDZHIEVA, 2022; ZEN;
PINTO; FRANCO, 2024). Suponha tal barra de silicio posicionada ao longo do eixo
comx 2 [a; b, conforme Fig. 7, com sua temperatura ao longo do tempo representada por
u(x;t), isolada lateralmente e em contato térmico com um reservatério preenchido com
liguido a uma temperaturaT (t). Neste material, a condutividade térmica é dependente
da temperaturau(x;t), tornando o modelo matematico nao linear.

FIGURA 7 Esquema da barra de silicio em contato com o reservatério térmico.

Fonte: Adaptacédo de Filipov, Farago e Avdzhieva (2022)

Essa EDP parabodlica descreve a evolugcdo da temperatura em um meio,
considerando os efeitos de difusédo térmica e um possivel termo fdn{€ILIPOV; FARAGO,
2018)

|
@u @ @u

Cp—. — — = 3.1

ondeu(x;t) é a temperatura na posi¢cax e no instantet 2 [to;t;], ondety e t; sdo os

tempos inicial e nal respectivamente, € a densidade da barra de siliciog é a capacidade
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térmica sob pressao constante. A distribuicdo de temperatura na barra no tempo inicial,
t = 0, é dada poru(x;0) = up(x);x 2 [a;h: Nesta formulagéo, assume-se quee ¢, séo
constantes, enquanto a condutividade térmica = (u) depende da temperatura.

Considerando que a temperatura inicial do tanque (Fig. 7), en= 0, seja dada
por Tp e que a temperatural, do liquido de entrada for diferente dd, a temperatura no
tanque T (t) sofrera variagcdes ao longo do tempo. Essas mudancas decorrem da transferéncia
convectiva de energia pelos tubos, conforme ilustrado na Fig. 7, onde o liquido com uma
determinada densidade de energia substitui o liquido com uma densidade de energia
diferente, alterando a energia total do tanque.

Sob essas condicOes, a temperatura na frontexa= a, varia gradualmente,
aumentando ou diminuindo ao longo do tempo até se aproximar de um valor nito.
Utilizando a condicao inicial Ty, obtemos

T(t) =T, +(To Te vi (3.2)

ondeQ eV representam, respectivamente, a taxa de uxo do liquido de entrada e o volume
do tanque. Observa-se que a temperatura desta fronteira evolui suavemente ao longo
do tempo, convergindo para um valor nito de forma exponencialmente relaxante. Esta
condicao de contorno enx = a, denominada condi¢cdo de contorno convectiva, equilibra o
uxo de energia resultante da condutividade térmica e do gradiente de temperatura na
barra de silicio com 0 uxo de energia associado as propriedades de transporte do sistema
liquido. Isso é expresso pela equacao

@ux;t)
@x .,

ondec € o coe ciente de transferéncia de calor convectivo. Essa condi¢do € adequada para

(u(ast)) =o(T(t) u(at), t>0; (3.3)

superficies de contato soélido-liquido nas quais a conveccdo predomina na transferéncia de
calor.

Nesse tipo de condi¢do de contorno, a temperatura na superfig{@;t) difere da
temperatura T (t) no interior do tanque. Conforme mostrado na Eq3.2), a medida que
0 tempo avanca,T (t) se aproxima do valor constantd,. Por esse motivo, a Eq(3.3) é
denominada condi¢cdo de contorno relaxante por conveccéo (FILIPOV; FARAGO, 2018).

Para o contorno direito, emx = b, imp6e-se uma condi¢éo de contorno de Dirichlet

ub;)=; t> 0O (3.4)

onde é uma constante.
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3.2 Modelos numéricos

Como ja visto na secao 2.4, o esquema de correcao (CS), utiliza apenas o
residuo no processo de correcdo e é indicado para problemas lineares, e 0 esquema de
aproximacao completa (FAS), mais adequado para problemas néo lineares, emprega
tanto o residuo quanto a solugdo aproximada em sua estratégia de correcao (BRIGGS;
HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

No contexto de problemas nao lineares, os modelos numéricos adotados nesse trabalho
baseiam-se nessas duas abordagens (HENSON, 2003): a primeira usa o esquema FAS
para incorporar diretamente a ndo linearidade dentro do conceito do métoduultigrid. A
segunda abordagem consiste em realizar uma linearizac&o global, seguida da aplicacdo do
esquema CS danultigrid para resolver os problemas linearizados. Para ambos 0s métodos,

€ necessario discretizar a equacao de difusdo do calor nao linear transiente, expressa na
Eq. (3.1), utilizando o Método das Diferencas Finitas (MDF), com esquema de diferencas
centradas para aproximacdes espaciais e 0 método semi-implicito de Crank-Nicolson para
aproximacao temporal.

Agora sera detalhada a primeira abordagem numérica adotada neste trabalho,
gue é baseada no esquema FAS.

Partindo da Eq. (3.1) ao isolar o termo de condutividade térmica, que depende
da temperaturau, aplicando a regra do produto e considerando= 0, obtem-se

|
@u_ @k) @u° @u.
et au ax Wax (3:5)
Em Filipov e Farago (2018), foi considerado
k(u) = koe" ; (3.6)

onde ( é a condutividade térmica do meio e constante usada para a distribuicdo da
temperatura.

Como &) = kge U = k (u), podemos reescrever a E¢3.5) da seguinte forma

)
ou ) @ +k(u)gl;(:

cp@t— @x (3.7)

A discretizacdo espacial € realizada usando MDF, utilizando o esquema de

Diferencas Centrais (CDS), que apresenta precisdo de segunda ordem. Para isso, considera-

se 0 espagamento uniformie = ﬁ ondeL = b arepresenta o comprimento da barra

e Ny € o numero total de pontos nodais na malha espacial.

A aproximacao temporal é realizada pelo método de Crank-Nicolson (CN), um
esquema semi-implicito que combina solu¢cées em dois passos de tempo distintos, garantindo
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maior estabilidade numérica e precisdo de segunda ordem. O passo temporal € de nido
por t ,% ondet; é o tempo nal da simulacdo eN; € o numero total de passos de

tempo. A partir dessas de ni¢des, temos

2 I
ntl 0 q n+el N+l 2 N+l on+l 4o n+l
Cpul u| :54 Kk (uin+l) l'I|+1 2hu| 1 + k(uin+1)u| 1 ukll2 u|+l 5
1 ut,  uh, 2 ut 20!+ Ul # (38
n 1+ | n | | 1+
+ 5 k (u') oh + k(up") 2 :
ondeu; representa a temperatura no ponte e no instante de tempa.
Reorganizando
n+l n k (utt k(unt?
CpUI U; — (8l:]|2 )(u:'\++11 n+1)2 (;il‘]2 )(uln+% 2uin+1 + uin++11 .
< (un) e kWD) 49)
+ ah2 (U um )™+ oh2 (U’ 207 + Uiy
Simpli cando ainda mais:
Ut 2K g KW g ez, KT e
p : + h|2 ur 1= 8h2 (UP+11 n 1)2 2;,]2 (un ! + u:‘]+1l
k (uf') k(u') i
+ 8h2| (Ul Ul )+ 2h|2 Uy 20!+ uly)+ cp—
(3.10)
De nindo os coe cientes auxiliares:
1 .
ay = on2’ (3.11)
a2 an? =0:25a (3.12)
a,= P (3.13)

obtemos a forma nal da equagéo:

ap + ZaWk(un+1)un+1 —_ aW2k(un+1 )(uln++11
+ ayk(u)(uly

n+l)+ awk(un+1)(un+1 + u|n++1l

U 1) + awk(ui)(ui o

2ui + ui+1)+ a'puin:
(3.14)
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O contorno esquerdo, enx = a, atende a condi¢cao de contorno relaxante, dada
por

@ux; t)
@DX X=a

Considerando a aproximacgdo central de segunda ordem no Método das Diferencas
Finitas (MDF), no ponto i =1 (x = a), temos:

k(u(a;1))

= o(T(t) u(a;t); t> 0 (3.15)

n+l n+l

ul 1

k(un+t )t S LGN (3.16)
ou
U2+1 U8+1
k(ui*t) °h = o(T(t) ui™); (3.17)
assim,
2hc T(t) uf*?
up*t = up*t . . 3.18
0 2 k(UT 1) ( )
e
n
up = uh + 2he(Tt ) up). (3.19)

k(ui)

Calculandouj*™ eu] dados nas Eq(3.18) e Eq.(3.19) e substituindo na Eq.(3.14)
parai =1, temos:

n+l n+l
ap + 23, k(U] )UT™ = ak(Ul) L0+ a k(U + )
P (3.20)

+ auk(ul) + auk(up(uy  2u] + ud) + apus:

2

Para 0 método FAS k(u") e k(u'*!) sdo calculados com base nas estimativas de
u obtidas na iteracdo anterior. Essas estimativas sdo utilizadas para aprimorar a solucao
ao longo das iteracfes, garantindo uma melhor convergéncia do método.

Para a outra abordagem numeérica, propomos a utilizagdo da linearizacdo de
Newton e, portanto, adotaremos o esquema de correcao (CS).

Partindo da Eq. (3.9), este sistema néo linear sera resolvido numericamente
pelo método de Newton. Para isso, introduzimos o vet@" = [G]; ;G!; ;Gp.I",
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1 n Ny denido por
8
_ 1 1 c?(Tn uf)? (uf) oT" uf).
361= cot(u Wl Y Sogmt P u) T
EGP: cpt(ul ul Y éaiz) ULy Ul )P+, 20+t 2 0 N 1
Gp, = up,

(3.21)
onden representa 0 passo de tempo atual.

O sistema nao linear completo pode ser reescrito coi®d(u") =0, ondeu" =
[uf;  ;ul; 5uR, ™1 n o N;eOéo vetor nulo de dimensad,. As iteragbes de
Newton sdo entdo de nidas, a partir de uma estimativa iniciali™® como

@I’]
@n

onde representa o passo da linearizacaaleé a matriz Jacobiana.

TR TL A LI WETe LTI PR L (u™); 00 1 n N (322

De nindo u™ **  u"™ = e" *! e multiplicando ambos os lados pod™ , temos:
Jmet = G" (u™): (3.23)
Nota-se que, dessa forma, evita-se a necessidade do calculo direto da inversa da

matriz Jacobiana, o que torna o método computacionalmente mais e ciente e estavel,
especialmente em sistemas de grande porte.

Os coe cientes ndo nulos da matriz jacobiand™ , validos paral n N; e

0, sdo
8 . (uﬂi ) . . .
%Ji?i' 1= g (U Ut 152 0 Ny L
EJi?i; = (;ﬁé) 2 (Ul 2 +ul )+ Ul Ut + 22 2 0 N L
o= ) ol U+l 2 0 Ne L
(3.24)
Enquanto que parai = 1, tem-se
8 ; n; n; . .
9 = Ler gy o) o S () Wy W ));
S N 1 (3.25)
n,  _ (ug' ).
' Jl;z - hZ
e parai = Ny, tem-se:
J,Q;X;Nx =1: (3.26)

De nimos a estimativa inicial comou™® = u" % ¢ ondeu™ % ¢ é a solucédo do
passo de tempo anterior convergida apog passos de linearizagdo de Newton. Quando
n=1e =0, utiliza-se a condicao inicial dada pou(x;0) = uy(x);x 2 [a;h.
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4 METODOS DE VARREDURAS NO TEMPO

Nesta secdo, sao apresentados os métodos de varreduras no tempo empregados
para a resolucdo numérica do modelo transiente. Esses métodos sédo fundamentais para a
integracao temporal de EDPs, especialmente em problemas com dependéncia temporal
signi cativa. Serdo abordadas duas técnicas amplamente utilizadas na literatura: a
varredura tradicional no tempo, denominadarime-Stepping (TS), e a abordagem de
Relaxacdo por Formas de Onda, conhecida cordéaveform Relaxation(WR).

4.1 Time-Stepping

O método Time-Stepping (TS) € um dos mais antigos e amplamente utilizados
para a resolucdo de problemas transientes (VANDEWALLE; HORTON, 1993; LENT,
2006; FALGOUT et al., 2017). Esse método transforma uma equacao diferencial parcial
parabdlica em uma sequéncia de equacdes elipticas estacionérias a cada passo de tempo,
facilitando a solucdo numérica. Ele consiste em resolver espacialmente o sistema de equacdes
discretizado em cada passo de tempo, até que se atinja o tempo nal. Para isso, é usado a
solugéo do passo de tempo anterior como estimativa inicial para resolver o sistema de
equacdes correspondente no passo de tempo atuall, conforme presente em Vandewalle
e Horton (1993) e apresentado na Fig. 8 para um caso bidimensional. Dessa forma, o
método TS discretiza o tempo e resolve o sistema de equacdes em cada instantessa
abordagem permite o uso de técnicas e cientes de solu¢cdo para cada um desses problemas
elipticos, como o métodanultigrid, que acelera a convergéncia da solucdo em cada passo
(TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997; LENT, 2006).

FIGURA 8 Esquema Time-Stepping bidimensional.

Fonte: (MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022b)
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A implementagédo do TS segue uma estrutura de laco duplo: um lago externo que
percorre 0s passos de tempoaté Ny, e um laco interno que varre as variaveis espaciais
(indicesi;j ). Em cada iteracédo, o sistema de equacdes resultante do passd é suavizado
até atingir um critério de convergéncia adequado. Neste trabalho, a implementacdo do
método TS sera realizada utilizando o métodmultigrid, no qual diferentes niveis de malha
sdo empregados para acelerar a convergéncia da solucdo. Essa estratégia sera detalhada no
Alg. 3.

Algoritmo 3: Time-Stepping - multigrid

1 Entre com os dados de entrada, condicédo inicial e condi¢cdes de contornos.
2 for n=1: N; do
3 while Nao alcancar algum critério de paradalo

4 Um ciclo multigrid com MG-CS ciclo V (1)
5 end
6 end

4.2 Waveform Relaxation

O meétodo de relaxacdo de forma de ond&veform Relaxation WR), também
conhecido como método de iteragdo dinamica, € um esquema iterativo continuo no tempo
amplamente utilizado para resolver grandes sistemas de Equac@es Diferenciais Ordinarias
(EDOs). Seu principio basico consiste em resolver cada equagéo diferencial de forma
independente ao longo do tempo, permitindo a decomposi¢éo do problema em subproblemas
menores e facilitando a implementacao paralela.

Suas primeiras pesquisas foram apontadas por Lelarasmee, Ruehli e Vincentelli
(1982), Lubich e Ostermann (1987), Vandewalle e Piessens (1991) e estudadas em detalhes
para diferentes problemas (VANDEWALLE; PIESSENS, 1992; VANDEWALLE; HORTON,
1993; TA-ASAN; ZHANG, 1995; FRANCO et al.,, 2018b; SANTIAGO et al., 2023;
MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022b; MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2024).

Além de sua aplicacdo em EDOs, o método WR também pode ser estendido para
Equaces Diferenciais Parciais (EDPs) dependentes do tempo. Inicialmente, é realizada
uma discretizacdo somente espacial do problema, transformando uma EDP em um conjunto
de EDOs. Nessa abordagem, o dominio espacial € decomposto em um conjunto de pontos,
e para cada um deles, uma EDO é resolvida em todos os instantes de tempo, permitindo a
paralelizacdo de algoritmos para EDPs transitérias, como apresentado na Fig. 9 para um
caso bidimensional.

Conforme apresentado em Vandewalle e Horton (1995), a principal caracteristica
do método WR é a conversdo de EDPs em um sistema de EDOs, descrito pela equacao
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FIGURA 9 Esquema Waveform Relaxation bidimensional.

Fonte:(MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2024)

dZVi L

de2 = Gi(Vi ,t), (41)
onde G; representa fungdes ou vetores que contém informacfes temporais para cada
coordenada espacial, calculadas a partir dos valores; = (Vvi;Vo;Vs;:::;Vy, ). Dessa

forma, para cada no,x; da discretizacdo espacial, uma EDO temporal é resolvida de
maneira independente até o tempo nal. Cada componente do sistema, conforme indicado
na Eq. (4.1), pode ser expresso como:

8

2
?dtvzl = Gu(ViiVaiva i)y va(0) = v 4 = gf;

2

G2 = Go(ViiVai v i W, i) Vo(0) = V3, S = o 4.2)
gdzva — (> [\ N\JN\Jt e dVN

5 = G (Vi Vi va i W) W (0) = VR T = Q)

Aqui, N, representa a dimenséo do sistema, enquantg0) = v? e &4 = ¢?,
paral i Ny, correspondem as condi¢des iniciais e velocidades associadas a cada
ponto da discretizacdo espacial. Cada equacao do sistema Eg2) pode ser resolvida
individualmente, utilizando um nucleo de processamento dedicado para cada linha temporal,

como ilustrado na Fig. 10 paraNy = 12.

Cada EDO temporal pode ser resolvida de maneira independente em todos os
nds espaciais, permitindo que a atualizacéo das variaveis desconhecidas ocorra ao nal de
um ciclo WR. Dessa forma, o método € iterativo e repete esse procedimento até que um
critério de convergéncia seja satisfeito. Além disso, a abordagem pode ser completamente
paralelizavel no espac¢o ao utilizar esquemas de ordenamento colorido, como o método
Gauss-SeideRed-Black (GSRB) (MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022b).
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FIGURA 10 Esquema Waveform Relaxation unidimensional.
Fonte: (MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022b)

A combinacédo do método WR com o métodmultigrid também é viavel, aplicando
0 re namento apenas na direcado espacial, visto que WR & continuo no tempo. Assim,
0 numero de pontos de discretizacdo temporal permanece constante (FALGOE¥fTal.,
2017). Por exemplo, para uma grade na " comN, N; =33 33pontos, as malhas
mais grossas, obtidas com taxa de re namento= 2, sdo 2", 4 8 e 16" contendo
respectivamentel7 33,9 33 5 33e3 33pontos. Em seguida, um ciclonultigrid é
aplicado a todos os pontos espaciais ao longo dos passos de tempo.

O Alg. 5 apresenta a estrutura do WR commultigrid para a solu¢do do sistema
ANtV (t) = f (1), conforme adaptado de Francet al. (2018b).

A convergéncia do método WR foi estudada por Miekkala e Nevanlinna (1996), que
demonstraram que sua taxa de convergéncia pode ser lenta para EDPs do tipo parabdlico,
como a equacao do calor. Isso ocorre devido a propagacédo lenta da informacédo dentro da
malha, resultando em um erro que nao é dissipado rapidamente entre 0s pontos espaciais.

A di culdade do WR em corrigir rapidamente tais erros no interior da malha
pode ser solucionada pela combinacdo com métodosltigrid acelerando a dissipacéo
do erro ao longo da malha ao permitir a transferéncia de informac6es entre diferentes
niveis de re namento. Esse acoplamento cria um método hibrido que combina a e ciéncia
paralela do WR com a rapida convergéncia dmultigrid, resultando em um algoritmo
mais robusto e escaléavel para grandes dominios espaciais (HACKBUSCH, 1985; LUBICH,;
OSTERMANN, 1987; VANDEWALLE; VELDE, 1994). Isso torna o método WR uma
técnica poderosa para lidar com sistemas de EDOs de grande porte. Para uma visdo mais
completa dos métodos paralelos no tempo, veja Vandewalle e Piessens (1991), Janssen
(1997), Gander (2015), Francet al. (2018b), Hu, Rodrigo e Gaspar (2020).

Os algoritmos Alg. 4 e Alg. 5 apresentam o esquema WR para os casioglegrid
e multigrid, respectivamente. Nota-se que € realizado um laco externo para as iteracges
um laco intermediario para percorrer os pontos da discretizacdo espadia por m, um
lago interno para os passos de tempu
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Algoritmo 4: Waveform Relaxation - singlegrid

1 Entre com os dados de entrada, condic¢éo inicial e condi¢cdes de contornos.

2 while N&o alcancar algum critério de paradalo

3 for i=1: N, do

4 Resolva a EDO discretizada correspondente a posicao espacidb sistema
de equacdes.

5 end
6 end

Algoritmo 5: Waveform Relaxation - multigrid

1 Entre com os dados de entrada, condicédo inicial e condi¢cdes de contornos.

2 while N&o alcancar algum critério de paradalo

3 Um ciclo multigrid com MG-FAS ciclo V()  considerando engrossamento
apenas no espaco em todos os passos de tempo. Para o processo de suavizacao,
em cada nivel de malha use o método descrito no Alg. 4

4 end
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5 RESULTADOS

Este capitulo tem como objetivo apresentar os resultados das simulac6es numéricas
realizadas com os métodoBime-Steppingcom Newton-MG (TS Newton-MG) eWaveform
Relaxation com Full Approximation Scheme WR FAS, aplicados a equac¢éo do calor ndo
linear unidimensional. Os problemas abordados foram detalhados no Capitulo 3, enquanto
os métodos de solucéo foram descritos no Capitulo 4.

Para a andlise dos resultados, consideraram-se diversos critérios, tais como o
nimero médio de linearizacdest(;, ), 0 nimero médio de ciclo¥ (1;1) considerando todas
as linearizacBes e todos os passos de tempg ¢ ), o fator de convergéncia médio ¢,), a
ordem de complexidade), o speed-up(S), o tempo de processamentd{py ), andlise de
erros e estimadores de erros para os métodos TS Newton-MG e WR FAS.

Os resultados apresentados foram obtidos utilizando os métodsiaglegrid e
multigrid com os esquemas TS Newton-MG e WR FAS, ambos com civlfl;1) ( 1 = , =
1), razdo de engrossamento padraeg = 2), suavizador Gauss-SeiddRed-Black operador
de restricdo por ponderacédo completa e operador de prolongacédo por interpolagéo linear,
precisdo dupla para as simulacées que envolvégpy € quadrupla para as simulagées que
envolvem a analise de erros, e o critério de parada até atingir a tolerancia estabelecida.
Além disso, foram apresentados gra camente os resultados de cada critério analisado, a
m de permitir uma avaliacdo mais clara e precisa da robustez e e ciéncia dos métodos
empregados.

Neste trabalho, comparam-se diferentes valores de condutividade térmica de
referéncia (o) e coe ciente de dependéncia de temperatura Y com o objetivo de avaliar
a e ciéncia dos métodos propostos sob diversas combina¢des de parametros, ou seja,
demonstrar sua robustez e a adaptabilidade, considerando sua aplicabilidade em contextos
sicamente realistas. Em relacdo ao trabalho de Filipov, Faragé e Avdzhieva (2022),
as combinac¢des aqui estudadas foram ampliadas, com variagdes mais abrangentes nos
parametros analisados. A Tabela 2 apresenta as combinac¢des utilizadas ao longo do corpo
do texto, as demais combinacdes entre os casos de estdo reunidas no Apéndice A.

TABELA 2 Combinag@es de valores para o e

Caso 0

1 01 05
2 01 20
3 10,0 0,5
4 10,0 2,0
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5.1 \Vericacao do codigo

Para veri car o cédigo implementado, comparam-se os resultados numéricos
obtidos com aqueles apresentados no estudo de Filipov e Faragé (2018). Uma haste
homogénea na sera considerada ao longo do exantre 0os pontosx =1 ex =3, sem
fontes de calor e sem radiagéo. A densidadg € capacidade calori ca ¢,) sdo consideradas
constantes unitarias. Além disso, consideraram-se 0s seguintes valores adicionas);1
(coe ciente médio de transferéncia de calor),o = 0;1 (condutividade térmica do silicio) e

= 0,5 (coe ciente de dependéncia de temperatura). As condi¢des de contorno, do tipo
Dirichlet, serdo dadas powu(1;t) =2 eu(3;t) =1, t> 0. A condi¢ao inicial foi de nida
como
ux;0)=2;0 05 ZL0)+(x ZL0)(x 30); (5.1)

enquanto as estimativas para os pontos internos foram calculadas para 0. Essas

con guracdes foram escolhidas com base nas condi¢c6es do problema e no estudo prévio
realizado pelos autores referenciados. As simulagdes foram implementadas em Fortran,
compiladas no ambiente Visual Studio 2022 da Microsoft e executadas em um sistema com
processador Intét Core™ i7 10510, com CPU Central Processing Unitoperando a

1;80 GHz e 16 GB de memoria RAM.

Para as lineariza¢des, empregou-se o método de Newtaultigrid, adotando um
critério de parada baseado na diferenca entre os valores das solu¢des consecutivas ao longo
do processo iterativo. Esse critério é de nido pela seguinte expressao:

P—. . N
hjju(itin) u(itun  1)jj2 "1 (5.2)

ondejj:jj. representa a norma euclidianay(it i, ) € o valor deu no passo de linearizagao
itn, e"1 & o critério de tolerancia adotado.

O critério de parada para os ciclos do métodmultigrid foi baseado no residuo
adimensionalizado em relagéo ao residuo da estimativa inicial. Esse critério é descrito pela
equacao: o )

jrtme)iis _. .
T AN 2
jir(0)jj1
ondejj:jj; denota a norma in nito, r(ityg) € o residuo na estimativat i , r (0) é o residuo
correspondente a estimativa inicial, €, € o critério de tolerancia adotado.

(5.3)

Nesta secao, os parametrds e", foram con gurados para valores su cientemente
pequenos, permitindo que o erro atingisse o limite imposto pelo erro de maquina reduzindo
ao maximo os erros de iteracdo e de arredondamento.

O primeiro teste realizado foi a analise comparativa entre as solu¢des numeéricas
obtidas neste trabalho e os resultados apresentados por Filipov e Faragé (2018). Para essa
analise, foram considerados diferentes tempos nais, variando je= 1;0 s at; = 15;0 s.
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As comparagdes foram realizadas utilizando os parametros de nidos em Filipov e
Faragd (2018), incluindo uma malha espacial composta pdl, = 31 pontos e uma
malha temporal comN; = 41 pontos. Além disso, foram mantidos os valores das
constantes apresentadas no Caso 1 da Tab. 2 usandorsgtigrid (MG-Casol), assegurando
consisténcia com as condi¢des originais do problema.

Com base na andlise ilustrada na Fig. 11, observa-se que a temperatura
varia signi cativamente ao longo do tempo para tempos nais préximos dg = 1,0 s,
evidenciando que o sistema encontra-se em regime transiente. Com o aumenta; de
observa-se uma reducao progressiva dessas variacoes até qué; em5;0 s, ha in ma
variagdo de temperaturau com relagdo ao tempo, o que indica que o sistema esta muito
proximo de atingir o regime permanente.

FIGURA 11 Solugéo para diversos tempos nais

Fonte: A Autora (2025)

Como um dos objetivos desse trabalho é a andlise de desempenho de diversas
varreduras no tempo, para nossas simulacdes, adota-se o valortide 2;0 s, onde o
processo encontra-se nitidamente regime transiente.

As simulacdes foram conduzidas em um dominio de comprimento= 2;0,
utilizando uma malha comN, = N, onde Ny, e N; representam, respectivamente, o
nimero de pontos no dominio espacial e no dominio temporal.

O principal objetivo desta analise foi veri car o codigo desenvolvido, e isto foi
comprovado por meio da Fig. 12, onde comparou-se os resultados deste trabalho com os



Capitulo 5. Resultados 66

resultados fornecidos por Filipov e Farag6 (2018). Nota-se que os resultados sédo consistentes
e satisfatorios.

FIGURA 12 Comparacao dos métodos TS Newton-MG e WR FAS com a solucdo de Filipov e
Farag6 (2018) parat; = 2,0 s.

Fonte: A Autora (2025)

Apesar de visualmente o gra co nao permitir distinguir claramente as curvas das
solu¢cdes numéricas, uma analise utilizando-se norma in nito revela diferencas quantitativas
importantes. De nindo-se

KUFiipov ~ Uwrras ki =2 10 >

con rma-se a alta precisédo dos métodos numeéricos avaliados, Onifyoy € Uwr-ras S&O,
respectivamente, as solucdes apresentadas em Filipov, Faragé e Avdzhieva (2022) e no
presente trabalho.

Apbs a de nicao dot; que melhor representa o problema e a veri cacdo da solucao
com os resultados da literatura (FILIPOV; FARAGO, 2018), a proxima etapa do trabalho
serd o estudo dos métodos numeéricos utilizando o métoehiltigrid em conjunto com as
estratégias TS Newton-MG e WR FAS objetivando avaliar sua e ciéncia e robustez, além
de e apresentar uma analise de erros relacionada a tais abordagens utilizadas.

Para tanto, optou-se por aprofundar a analise considerando os estudos de Filipov,
Farago e Avdzhieva (2022). Nesse trabalho, os autores usam uma variacdo na condicao
de contorno, considerando uma condi¢ao de contorno convectiva (condicdo de contorno
relaxante) dada pela Eq(3.3), o que torna o problema mais realista ao modelar com maior
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precisdo a transferéncia de calor na barra de silicio. Essa adaptagao permitird investigar o
desempenho dos métodos numéricos em um cenario mais préximo das aplicacdes praticas.

5.2 Time-Stepping Newton-MG

O método Time-Stepping(TS) utiliza a solucéo obtida no passo de tempo anterior
como estimativa inicial para o préximo passo de tempo, resolvendo o sistema de equacdes
a cada instantet,. Uma de suas principais vantagens é a transformacdo da equacéo
diferencial parabdlica em uma sequéncia de equacdes diferenciais elipticas, ou seja em
um problema estacionario a cada passo de tempo, o que possibilita 0 uso e ciente de
técnicas numéricas avancadas, como o métoamltigrid. Como o métodomultigrid CS
tem e ciéncia comprovada na resolucdo desse tipo de equacéo, ele reduz signi cativamente
0 numero de iteracdes necessarias para a convergéncia (TROTTENBERG; OOSTERLEE;
SCHULLER, 2001), otimizando o desempenho computacional e tornando a solugcéo do
sistema mais e ciente.

O método Newton-MG € amplamente empregado na solucdo de sistemas de
equacgdes nao lineares em problemas complexos. Sua abordagem baseia-se na técnica de
linearizacdo, que transforma equacdes nao lineares em um conjunto de equacdes lineares,
permitindo sua resolucao e ciente pelo métodmultigrid CS. Como omultigrid CS é
especialmente adequado para sistemas lineares, a combinacdo dessas técnicas melhora
signi cativamente a e ciéncia computacional. Porém, o numero de linearizacbes necessarias
para obter a solucao in uencia diretamente o desempenho do método e a precisdo da
solugéo, pois cada etapa de linearizagéo adiciona um custo computacional relevante.

A integracéo entre o TS e 0 método de Newton-MG é estratégica para a resolucao
e ciente de equag0es diferenciais parabdlicas néo lineares. Como jé foi dito, o método TS
reformula o problema parabdlico em cada espac¢o de tempo, tornando-o eliptico, enquanto
0 método de Newton-MG lineariza as equacdes resultantes. Como o métaudtigrid
acelera a solucao de sistemas lineares, melhora a convergéncia e garante maior preciséo e
desempenho na solug¢ao do problema.

Os testes apresentados nesta secéo foram realizados considerando os parametros
listados na Tab. 2. Resultados adicionais, incluindo planilhas e gra cos que exploram
diferentes combinacfes dey e , estdo disponiveis no Apéndice A.

5.2.1 Numero médio de linearizagbes

O nimero médio de linearizagcfe§t i, ) necessarias para resolver os sistemas
gerados pelo método de Newton-MG foi determinado como a média das linearizactes
realizadas em cada passo de tempo, conforme a equacgao
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Xt it Lin (t)
t=1 N

ityn = : (5.4)

O critério de parada para as linearizacdes foi estabelecido pela E52), adotando-
se"; = 10 8. Para os ciclos no métodanultigrid, o critério de parada foi estabelecido
pela Eq. (5.3), com", = 10 8 como limite para o erro residual, garantindo a precisdo
da solugdo numérica. No método TS Newton-MG, como critério de parada adicional, foi
determinado um nuamero maximo de ciclosultigrid, it ;, = ity = 50, caso ndo ocorra
convergéncia com o critérid; para a Eq. (5.2) ou", para a Eqg. (5.3).

Na Tab. 3 é apresentado o numero médio de linearizacfes utilizadas em todos os
passos de tempo no método TS Newton-MG, considerando um re namento de malhas
maximo correspondente para os parametros adotados.

TABELA 3 Numero médio de lineariza¢cdes no método TS Newton-MG

Casos NUmero de Malhas
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

33 30 30 30 30 30 25 20 20 20 20 20 20 20

40 31 30 30 30 30 26 20 20 20 20 20 20 20

30 30 30 30 30 25 20 20 20 20 20 20 20 20

30 30 30 30 28 23 20 20 20 20 20 20 20 20
Fonte: A Autora (2025)

A OWDNPREP

Observa-se que em malhas grosseiras (com menor nimero de malhas), o0 método
requer um maior nimero de linearizagbes, porém essa necessidade diminui com o
re namento da malha, estabilizando-se en2;0, independentemente dos valores deg
e . Isso demonstra a robustez do método, mesmo quando se inicia com malhas grosseiras,
assegurando que seu desempenho ndo seja signi cativamente afetado por alteragées nesses
parametros fisicos analisados. Essa caracteristica reforca a e ciéncia do método Newton-
MG, demonstrando sua capacidade de resolver problemas de alta complexidade com um
numero limitado e previsivel de linearizagbes, mesmo em malhas altamente re nadas.

5.2.2 Numero médio de ciclos

No contexto do métodomultigrid, o namero médio de ciclo¥ (1;1) necessarios
€ calculado como a média aritmética do numero de ciclos realizados em cada passo de
tempo. Para resolver um sistema, aplica-se o método de Newton, que pode necessitar de
um determinado niumero de ciclosnultigrid. Assim
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i§(_in
itme (1 ):

ondeityg = -
It Lin =1

(5.5)

Nesta formula, ityg corresponde ao numero de ciclog(1;1) utilizados para
resolver cada sistema linearizaddt, i, € o nimero de linearizages realizadas em um dado
passo de tempoit yc € 0 nimero médio de ciclo¥ (1;1) por linearizac6esN; representa
o nUmero total de passos de tempoityg € a média do niimero de ciclosultigrid por
linearizagbes ao longo de todos os passos de tempo.

Este procedimento permite avaliar a robustez do métoduoultigrid em relacdo ao
re namento da malha e aos parametros fisicos analisados.

A Tab. 4 apresentaﬁMG do método TS Newton-MG em funcao dos parametros

o € , para diferentes niveis de re namento de malha, variando de 2 a 15 malhas. Cada
valor indica a quantidade de ciclosnultigrid necessarios para a convergéncia da solucéo,
considerando as diferentes con guracfes de parametros e resolucdes de malha.

TABELA 4

itme no método TS Newton-MG

NUmero de Malhas

Casos| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 61 73 89 104 115 122 12,0 11,7 12,0 123 125 12,7 13,0 13,0
2 72 92 100 110 118 12,3 119 116 11,8 12,1 123 126 12,8 125
3 241 195 143 89 85 103 115 119 122 125 124 120 11,8 11,7
4 293 271 229 181 139 98 80 105 116 11,8 113 11,3 11,3 11,8

Fonte: A Autora (2025)

Os resultados descritos na Tab. 4 mostram que o nimero médio de cidfdg;1)
demonstra uma leve variagdo em malhas mais grosseiras; contudo, a medida que ocorre 0
re namento, essa quantidade tende a se estabilizar. Essa estabilidade indica que o método
€ robusto, apresentando independéncia tanto em relagdo ao nimero de malhas quanto aos
parametros fisicos analisados. Esse comportamento € semelhante ao observado na Tab. 3,
reforcando a e cécia e robustez do métodmultigrid frente as variagbes de re namento de

malha e parametros fisicos.

Os demais valores considerados parg e estdo detalhados no Apéndice A.
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5.2.3 Tempo computacional, complexidade peed-up

O tempo computacional {cpy) € um dos parametros fundamentais para avaliar a
e ciéncia de métodos numéricos, especialmente aqueles baseadomaeitigrid, que sao
projetados para resolver sistemas lineares de grande porte de maneira otimizada. E ele
crucial a ser considerado durante a andlise de desempenho dos métodos.

Para a avaliacdo do tempo computacional, foi utilizada a func&onef do Fortran-
R 2022, que mede o tempo de execucdo em segundpsd@ tcpy compreende todas as
etapas do processo de resolucéo, incluindo a geracédo das malhas, a atribuicdo das condicdes
iniciais, o calculo dos coe cientes e a solucéo do sistema linear gerado pela discretizacao
das equacdes diferenciais parciais (EDP), até que a tolerancia estabelecida pelo critério de
convergéncia seja alcancgada.

Como o problema utiliza condi¢cdo de contorno relaxante (E¢3.3)), que possue
uma variavel temporal, 0 tempo computacional € avaliado em relagcdo ao numero total de
incognitas do problema, dado poN =(Nyx 1)(N; 1), ondeNy e N; representam as
dimensfes da malha nas direcdes espacial e temporal, respectivamente. Esta abordagem
permite compreender como tcpy Vvaria com a escala do problema e analisar o impacto
dos parametros fisicosg € na e ciéncia do método.

A Fig. 13 apresenta os resultados d&-py para o0 método TS Newton-MG,
considerando as combinacdes dos parametros listadas na Tab. 2. As demais combinacfes
desses parametros realizadas nesse trabalho estéo disponiveis no Apéndice A.

FIGURA 13 Tempo computacional para o método TS Newton-SG/MG.

Fonte: A Autora (2025).

Podemos notar pela Fig. 13 que, ao utilizar o métodsinglegrid observa-se uma
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variacao signi cativa no tempo computacional com relacdo a variacdo dos parametros
fisicos, especialmente em situacdes onde a nao linearidade torna-se mais forte. Por exemplo,
na malha 12 (16777216 incognitas), o caso SG-Caso4 requegpy 125000 s de
processamento, enquanto o SG-Casol é resolvidotmy 397s. Em contrapartida, o
método multigrid apresenta tempos praticamente iguais, girando em torno éesegundos,
independentemente das variaces dos parametros fisicos pelos casos MG-Casol e MG-
Caso4. Isso evidencia a robustez do métoduultigrid, que oferece tempos computacionais
semelhantes para diferentes parametros fisicos e sua e ciéncia, por apresentar um
desempenho muito superior asinglegrid Note ainda a inclinacdo mais acentuada das
curvas para o metodosinglegrid em comparacdo aonultigrid, evidenciando a maior

e ciéncia do métodomultigrid.

Esse comportamento impacta diretamente speed-updo métodomultigrid em
relacéo aosinglegrid Como o tempo de resolucéo nmultigrid permanece praticamente
constante para uma mesma malha em todos os casos (variagdo dos parametros fisicos),
0 speed-upsera maior nos cenarios em que o métodmglegrid apresentatcpy elevado,
como nos casos SG-Caso3 e SG-Caso4, casos onde hd alta ndo linearidade. Por outro
lado, quando osinglegrid converge em menos tempo, speed-updo multigrid tende a ser
menor. Os resultados evidenciam a vantagem daultigrid, especialmente nos casos mais
desa adores, onde ®inglegrid apresenta maior tempo computacional.

Com o objetivo de avaliar o desempenho destes métodos numériaasilfigrid
e singlegrid) em relagéo ao numero de incognitas, foi realizado um estudo da ordem de
complexidade do métoddp).

Para determinar esse parametro, foi efetuado um ajuste nédo linear conforme
descrito em Burden, Burden e Faires (2016)

tcpu(N) = cNP; (5.6)

ondec é o coe ciente do métodop representa a ordem de complexidadeM é o nimero
total de incognitas do problema.

Usando uma escala bilogaritmica, tal ajuste dos dados resulta em uma reta, na qual
0 coe ciente linearc representa o valor inicial da relacdo entre tempo de processamento
e 0 numero de incégnitasN, enquanto o coe ciente angulamp indica a tendéncia de
crescimento dessa relacdo (WESSELING, 1992; BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000;
TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001) caracterizam o métodamultigrid
como ideal quandgp 1,0ec 0;0.

A Tab. 5 apresenta os valores de e p para os casosnultigrid e singlegrid e que
na pratica representam uma medida da quantidade de recursos computacionais necessarios
para resolver o problema.
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TABELA 5 Ordem de Complexidade - TS Newton-MG

multigrid singlegrid

Casos C p c p

1 6,87E-07 0,9719 2,88E-08 1,3870
8,49E-07 0,9597 4,70E-08 1,4601
2,23E-07 1,0323 5,51E-07 1,4825
3,83E-07 1,0359 1,21E-06 1,5229

Fonte: A Autora (2025).

A WN

Os resultados apresentados na Tab. 5, derivados dos dados da Fig. 13, demonstram
que o métodamultigrid apresenta um crescimento linear em relagdo ao nimero de incognitas
(N). Observa-se que, para o métodmultigrid temos os valores do expoente 1,0 e
c 0, o que esta de acordo com a literatura. Por outro lado, os métodsmglegrid
exibem um crescimento mais acentuado do tempo de execucao, com valorgs del;5,
tendéncia esperada quando utilizado o método de Newton para linearizacdo, podendo
chegar até2;0 quando aplicados a problemas lineares resolvidos por métodos como o
Gauss-Seidel (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; FRANCO, 2017;
OLIVEIRA; FRANCO; PINTO, 2018; ALES et al., 2025).

Essa diferenca no valor de destaca a vantagem do métodmultigrid, que, além
de ser mais e ciente em termos de tempo de execuc¢do, também demanda menos recursos
para resolver problemas de grande escala. Informac8es adicionais sobre as variacdes dos
parametros encontram-se no Apéndice A.

Outra métrica importante na avaliacdo dos nossos métodos, épeed-up Tal
métrica quanti ca o ganho de desempenho do métoduoultigrid em relacédo acsinglegrid
Essa métrica € calculada por meio da seguinte equacdo (GALANTE; RIZZI; DIVERIO,

2008; FRANCO, 2017)

tSG (N)
S(N) = &5y (5.7)
&y (N)
ondet2$,, et¥S, representam respectivamente o tempo computacional dmglegrid e do
multigrid.

Na Fig. 14 € apresentado os resultados paraspeed-up(S). A andlise desta gura
revela uma forte dependéncia d8 em relacdo a combinacdo dos parametros fisicqse
Tais curvas apresentam um comportamento semelhante ao observada g, dado pela
Fig. 13: enquanto o métodasinglegrid sofre variagcdes signi cativas com a variagdo dos
parametros, o métodamultigrid mantém desempenho praticamente constante com relacéo
a essa variacdo dos parametros. Portanto, o que vai determinar maior ou mespeed-up
sera somente 0 maior ou menor tempo denglegrid

Por exemplo, para um problema xo comN = 2048 2048incégnitas e para 0s
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FIGURA 14 Speed-uppara o método TS Newton-MG.

Fonte: A Autora (2025).

Casos 1 e 2, egpeed-upcresce consideravelmente com o aumento dg atingindo S 61

no Casol eS 4097para Caso2. Esse efeito se intensi ca para o Caso3, chegando a
S 21400 Isso signi ca que o métodanultigrid é cerca de21:400vezes mais rapido que

o singlegrid conforme ilustrado na prépria gura. Tais resultados indicam uma relacdo
nao linear entre ospeed-upe os parametros fisicos, ressaltando a vantagem maltigrid

em determinadas con guracdes. Note também que em todos os casospeed-upssao
crescentes com relacédo ao re no de malha, propriedade altamente desejada.

Deve-se frisar que esses resultados sjgeed-upestao diretamente relacionados
aos parametros fisicos adotados nas simulagdes e, portanto, sdo especi cos das condicdes
estabelecidas neste trabalho.

5.2.4 Fator de convergéncia médio

O fator de convergéncia médi¢ ) € uma métrica amplamente utilizada para
avaliar a e ciéncia e estabilidade dos métodos, pois indica a taxa média de reducédo do erro
residual durante todo o processo iterativo. Portanto, valores proximos de zero indicam
rapida convergéncia e menor esforco computacional.

Nesse estudo, tal métrica sera avaliada apenas para o caso do métoddigrid.

Segundo Briggs, Henson e McCormick (2000), o fator de convergéncippode
ser estimado numericamente pela razdo entre os residuos sucessivos

: jir(itme )i
it = — — 5.8
(tne) = fritue L ©.8)
onde ityc € 0 numero da iterada (ciclosV(1;1)) do método multigrid. O fator

de convergéncia meédio () € calculado a partir da média geométrica dos fatores
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de convergéncia individuais em cada cicloultigrid. Portanto, tal fator € calculado
por (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE;
SCHULLER, 2001)

q
m= "Me (1) (2)::::: (itme): (5.9)

A Fig. 15 apresenta a evolucédo do fator de convergéncia meédjp em funcéo
do namero de incognitas\ = (Nx 1)(N; 1), considerando as diferentes combinagdes
dos parametros fisicosy, e , como descrito na Tab. 2. Os resultados indicam que, para
todas as con guracfes analisadas, o fator de convergéncia médio estabiliza-se em valores
inferiores a0;102com o re no de malha. Além disso, nota-se que a variacdo dos parametros
fisicos ¢ e inuencia levemente a taxa de convergéncia até se estabilizar.

De acordo com Briggs, Henson e McCormick (2000), a e ciéncia de esquemas
multigrid esta diretamente relacionada ao valor de,,, assegurando que a solu¢do numeérica
permanece com uma taxa de convergéncia desejada mesmo sob diferentes condicdes fisicas e
re no de malha. Portanto, os resultados reforcam a con abilidade da abordagemultigrid
empregada, destacando sua e ciéncia e robustez.

FIGURA 15 Fator de convergéncia médio para o método TS Newton-MG.

Fonte: A Autora (2025).

5.3 Waveform Relaxation e Full Approximation Scheme

Nesta secao, investigamos o desempenho da varredf@veform Relaxation(WR).
Esse método permite a atualizacdo progressiva das variaveis ao longo do tempo.
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A varredura WR é particularmente util para problemas de grande escala, pois
reduz a rigidez do sistema ao tratar cada variavel em sua prépria escala temporal. Esse
recurso torna o método adequado para uma ampla gama de aplicacdes, especialmente
guando combinado com o esquentall Approximation Scheme(FAS) do multigrid, pois
trabalha diretamente com a néo linearidade na estrutura do método, utilizando solucdes
e residuos em diferentes niveis de malha para melhorar a convergéncia da solucdo de
problemas néo lineares.

Os testes apresentados nesta secdo foram realizados para as combinacfes de
parametros o e apresentados na Tab. 2. No caso do método WR, os vetores séo alocados
tanto no espago quanto no tempo, o que resulta em um maior uso de memoaria. Por essa
razdo, as simulacdes foram limitadas fam = 14. No Apéndice B, encontram-se tabelas
e gra cos adicionais com outras combinacfes de parametragse , permitindo uma
andlise mais abrangente do método. As demais especi cacdes dos testes aqui realizados se
comparam com os testes realizados na secéo 5.2.

5.3.1 Numero de ciclo¥/(1;1)

Diferentemente do método TS Newton-MG (CS), que depende da linearizacao,
0 método baseado nd-ull Approximation Scheme(WR FAS) lida diretamente com a
nao linearidade incorporada na estrutura donultigrid. Para isso, ele utiliza solucdes
aproximadas e residuos em diferentes niveis de malha, o que acelera a convergéncia na
resolucédo de problemas néo lineares sem a necessidade de linearizacéo prévia.

Na Tab. 6, encontram-se os resultados do nimero de cicMél;1) necessarios,
utilizando o critério de parada dado pela Eq(5.3) com", = 10 8. Neste experimento,
consideram-se 0s parametrog e listados na Tab. 2.

TABELA 6 Numero de ciclos V(1;1) no método WR FAS.

NUumero de malhas

Casos|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 4 6 6 5 5 4 4 3 2 2 2 1 1
2 5 5 5 4 4 3 2 2 2 1 1 1 1
3 3 32 2 2111 1 1 1 1 1
4 2 21 1 1111 1 1 1 1 1

Fonte: A Autora (2025)

Na Tab. 6, ao utilizar o método WR FAS, observou-se que, em malhas mais
grosseiras, sdo necessarios até seis citl@$;1) para a convergéncia, como no MG-Casol.
Com o re namento da malha, a quantidade de ciclos necessarios diminui progressivamente,



Capitulo 5. Resultados 76

até que o problema seja resolvido ja no primeiro cichaultigrid. Em casos onde a nédo
linearidade é mais acentuada, como no MG-Caso4, malhas mais grosseiras requerem
duas iteracbes para a convergéncia. Isso ocorre porque 0 métoalatigrid reduz

signi cativamente o residuo ja no inicio do processo iterativo.

Esses resultados indicam que o método € robusto em relacdo aos parametros fisicos
e ao re namento da malha.

Outras variacfes dos parametros podem ser encontradas no Apéndice B.

5.3.2 Tempo computacional

Para a analise do tempo computacional, serdo considerados 0S mesmos critérios
utilizados em TS Newton-MG, permitindo uma comparacéao direta entre o0 desempenho dos
métodos, essencial para avaliar a e ciéncia do método WR FAS em diferentes con guracgdes.

A Fig. 16 apresenta a relacdo entre o tempo computacionaty) despendindo
na solucéo do problema o nimero de incognitall J comparando os métodosultigrid
(MG) e singlegrid (SG), ou seja, os métodos WR FAS e WR SG, respectivamente.

FIGURA 16 Tempo computacional nos métodos WR FAS e WR SG.

Fonte: A Autora (2025).

O métodomultigrid demonstra uma vantagem expressiva em relagéo siaglegrid
no tempo computacional {cpy) da simulacdo. Por exemplo, no MG-Casol (também
analisado em Filipov, Faragd e Avdzhieva (2022)), parbly = N; = 1025, totalizando
N =1:048576incognitas, omultigrid levou aproximadamented;33 s para atingir o critério
de parada, enquanto singlegrid necessitou cerca dd802s.

Outra evidéncia da e ciéncia domultigrid pode ser observada no MG-Caso3, onde
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temos parametros que intensi cam a nao linearidade do problema. Para a mesma quantidade
de incégnitasN = 1:048576 o multigrid atingiu a convergéncia em aproximadamente
0:16 s, enquanto osinglegrid demandou cerca d®892s. Esse resultado demonstra que, a
medida que a néo linearidade aumenta, o método WR FAS torna-se ainda mais e ciente,
reduzindo signi camente o tempo computacional. Esse comportamento sera analisado com
mais detalhes nos dados de fator de convergéncia apresentados posteriormente.

Dessa forma, os resultados apresentados nesta se¢cao destacam a superioridade do
método multigrid em relacdo acsinglegrid Além de reduzir signi cativamente os tempos
de execucao para diferentes parametros fisicosmalltigrid demonstra maior robustez,
tornando-se uma abordagem mais e ciente para a solugéo da equacao do calor nédo linear
1D. A medida queN aumenta, a diferenca de desempenho entre os dois métodos se
acentua, reforcando a adequacao duultigrid para problemas de maior complexidade
computacional.

5.3.3 Speed-up

O speed-usS € uma métrica que avalia a razdo entre agpy dos métodossinglegrid
e multigrid, ou seja, 0 ganho de desempenho computacional, comparando o tempo de
execucao destes métodos sob diferentes condi¢cdes.

A Fig. 17 ilustra o comportamento dospeed-up(S) versus N, considerando
diferentes valores dos parametros. Pode-se ver nesta gura que, ho MG-Casol (com
0S mesmos parametros utilizados em Filipov, Faragé e Avdzhieva (2022)), p&ta=
1025 1025 tem-seS 11512 Isso indica que o métodanultigrid € cerca del1512vezes
mais rapido que osinglegrid conforme ilustrado na prépria gura.

FIGURA 17 Speed-uppara o0 método WR FAS.

Fonte: A Autora (2025).
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