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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento, a implementacdo e a verificagdo de uma
metodologia numérica eficiente para a simulagdo de um modelo de crescimento tumoral na
fase avascular. O modelo mateméatico é composto por um sistema transiente de quatro
equagoes diferenciais parciais, sendo duas delas nao lineares, que descrevem as interacoes
entre células tumorais, matriz extracelular, enzimas degradadoras da matriz e inibidores.
Para a discretizacao do modelo, empregou-se o método das diferencas finitas, utilizando
diferencas centrais no espago e o esquema de Crank-Nicolson no tempo. Os termos
nao lineares foram tratados por meio da linearizacao via expansao em série de Taylor.
A solugao numérica foi obtida com o uso do método das diferencas finitas associado ao
método multigrid, buscando aliar alta acuracia a um desempenho computacional eficiente.
A verificagao do codigo foi realizada com base em solugoes analiticas fabricadas, e a técnica
de multipla extrapolacao de Richardson foi utilizada para reduzir o erro de discretizacao,
sendo os erros estimados por meio de estimadores confidveis. Os resultados demonstram
a superioridade do método multigrid em relacdo ao método singlegrid, com reducao
significativa no tempo de simulagdo e preservagao da precisao numérica. A aplicacao
da técnica de extrapolacao mostrou-se eficaz na diminuicdo dos erros e na robustez das
estimativas, inclusive em problemas realisticos sem solugao analitica conhecida. A analise
das variaveis do modelo também permitiu avaliar o papel da haptotaxia na dinamica de
invasao tumoral e demonstrar a influéncia de pardmetros como o coeficiente y na evolucao
espacial do tumor. As simula¢bes numéricas obtidas contribuem para a compreensao
dos mecanismos envolvidos na progressao tumoral e reforcam o potencial da modelagem
matematica como ferramenta de apoio em contextos biomédicos.

Palavras-chave: Analise de erros. Verificacao. Simulacao numérica. Crescimento tumoral.
Multigrid. Método das diferengas finitas.



ABSTRACT

This work presents the development, implementation, and verification of an efficient
numerical methodology for simulating tumor growth in the avascular phase. The
mathematical model consists of a transient system of four partial differential equations, two
of which are nonlinear, describing the interactions between tumor cells, the extracellular
matrix, matrix-degrading enzymes, and inhibitors. The model was discretized using the
finite difference method, applying central differences for spatial variables and the Crank-
Nicolson scheme for temporal discretization. The nonlinear terms were treated through
linearization via Taylor series expansion. The numerical solution was obtained using the
finite difference method combined with the multigrid technique, aiming to achieve high
accuracy with efficient computational performance. Code verification was carried out
using manufactured analytical solutions, and the Repeated Richardson Extrapolation
technique was applied to reduce discretization error, with reliable estimators used to assess
the accuracy of the solutions. The results demonstrate the superiority of the multigrid
method over the singlegrid approach, showing a significant reduction in simulation time
while maintaining numerical accuracy. The application of extrapolation technique proved
effective in minimizing errors and enhancing the robustness of the estimates, even for
realistic problems without known analytical solutions. The analysis of the model variables
also enabled the evaluation of the role of haptotaxis in tumor invasion dynamics and
highlighted the influence of parameters such as the coefficient y on the spatial evolution of
the tumor. The numerical simulations contribute to the understanding of the mechanisms
involved in tumor progression and reinforce the potential of mathematical modeling as a
support tool in biomedical contexts.

Keywords: Erros analysis. Verification. Numerical simulations. Tumor growth. Multigrid.
Finite difference method.
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1 INTRODUCAO

Nas Ciéncias e nas Engenharias, percebe-se a necessidade em compreender
fendmenos naturais, particularmente os que envolvem a dindmica dos uidos em movimento,
nos quais, em alguns casos, a biomatematica tem um papel fundamental. Pois, muitos destes
fenbmenos relacionam formulacées de equacdes e modelos mateméticos, proporcionando a
compreensao das dinamicas e interacdes em sistemas biologicos. Entretanto, problemas
reais, normalmente, ndo apresentam solu¢cfes analiticas conhecidas, sendo necessario um
tratamento computacional para gerar resultados aproximados.

Dentro deste contexto, a area da Dindmica dos Fluidos Computacional
(Computational Fluid Dynamics CFD) estuda métodos computacionais para simulacao
de fenbmenos que envolvem uidos em movimento, com ou sem trocas de calor e tem
por objetivo principal reduzir o nimero de experimentos e explorar fendbmenos que nao
poderiam ser estudados em laboratério de forma pratica (FORTUNA, 2000).

Modelos matematicos em CFD requerem o uso de métodos que fornegcam solugdes
numéricas acuradas e con aveis. Devido a alguns desses modelos ndo apresentarem solucéo
analitica conhecida, aproximac¢des numéricas sdo usadas para transformar o modelo continuo
em um modelo discreto.

Essas equacdes sao resolvidas usando diferentes técnicas numeéricas para a
discretizacéo espacial, como o método dos volumes nitos (GOLUB; ORTEG&# al., 1992;
MALISKA, 2017), elementos nitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005; REDDY,

2006), método das diferencas nitas (MDF) (GOLUB; ORTEGAEet al., 1992; FERZIGER,;
PERI,; STREET, 2002; PLETCHER; TANNEHILL; ANDERSON, 2012; CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013), entre outros. A aproximacao temporal também pode ser realizada
por meio de diferentes métodos, como o de Euler e o de Crank-Nicolson, além de outras
estratégias classicas (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016).

A discretizacéo das equac0Oes diferenciais resulta em grandes sistemas de equacoes
algébricas que podem ser resolvidos utilizando métodos iterativos, visto que, para problemas
de grande porte, tais métodos sdo mais adequados (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016).

Os métodos iterativos mais usados para aproximar a solucdo sdo o método
de Jacobi, Jacobi ponderado, Gauss-Seidel, entre demais técnicas (BURDEN; FAIRES,;
BURDEN, 2016). Porém, esses métodos geralmente perdem a e ciéncia quando o nimero
de iterac6es aumenta ou a malha é re nada (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).

Para isso, busca-se métodos e cientes para a obtencao das solu¢cdes numéricas. Uma
maneira de acelerar o processo de obtencdo da solucdes € aplicar o métndtmrid (MG),
que é amplamente difundido na literatura, uma vez que melhora signi cativamente os
fatores de convergéncia no processo de solucao de sistemas de equacdes.
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Além de buscar um método que resolva os sistemas lineares de forma e ciente,
com baixo custo computacional, € importante que as solucées sejam acuradas, visto que
sistemas lineares discretizados e resolvidos por métodos iterativos séo afetados por erros
numéricos. Embora estes erros ndo possam ser totalmente eliminados, € imprescindivel que
sejam controlados, ou minimizados, em simulagdes numéricas computacionais (MARCHI,;
SILVA, 2002).

Segundo Roy (2005), de todas as fontes de erros numéricos, o erro de discretiza¢éo
€ considerado como o mais signi cativo. Pode-se reduzir o erro de discretizagdo com o
re namento de malhas; entretanto, aumenta-se o custo computacional. Outra alternativa é
a utilizacdo de técnicas de extrapolacdo, as quais sdo consideradas um pOs-processamento
de facil implementacdo com baixo custo computacional (MARCHit al., 2013).

A utilizacao de técnicas de extrapolagdo como ferramentas computacionais e cazes
€ cada vez mais reconhecida no meio cienti co, sendo a extrapolacdo de Richardson
(ER) um dos métodos mais conhecidos. Segundo Zlatetval. (2017), a extrapolacdo de
Richardson é um procedimento numérico muito poderoso e popular, que pode ser utilizado
de forma e ciente nos esforcos para melhorar o desempenho de programas que lidam com
grandes problemas cienti cos e de engenharia dependentes do tempo em computadores
Ao se aplicar a ER de forma recursiva, é possivel potencializar a sua e cacia, e esse
processo € denominado mdultipla extrapolacdo de Richardson (MER) (RICHARDSON;
GAUNT, 1927). Estudos que exploram a técnica MER podem ser vistos em Marétial.
(2016), Silvaet al. (2021), Rodrigueset al. (2022), Silvaet al. (2022), Foltran, Marchi e
Moura (2023).

De acordo com Marchi (2001), além de minimizar os erros, € importante estima-los,
pois quando o erro € maior do que o aceitavel, compromete a con abilidade do uso da
solucdo numérica e, quando é menor do que o necessario, ha desperdicio de recursos
computacionais. Com o uso de estimadores, é possivel prever quantitativamente o erro de
discretizacdo. Alguns estimadores disponiveis na literatura sédo conhecidos como estimadores
de Richardson, delta e &srid Convergence IndexGCI) (ROACHE, 1998).

Com base nessas consideracdes, pretende-se neste trabalho solucionar um modelo
matematico relacionado a CFD de forma e ciente e precisa. Para garantir a e ciéncia
nos resultados, sera utilizada a técnica daultigrid para acelerar a convergéncia. Além
disso, busca-se reduzir e estimar os erros de discretizagdo por meio da aplicacdo do MER,
otimizando a acuracia e a con abilidade das simulacdes de um sistema biolégico.

1.1 O problema

O cancer é considerado um problema de saude publica mundial. Para o ano de
2030, a Organizacdo Mundial da Saude (OMS) estima que havera 27 milhdes de casos
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novos, 17 milhdes de mortes de cancer e 75 milhdes de pessoas vivendo com este problema.
Portanto, compreender os mecanismos que atuam é cada vez mais importante para a
prevencao e o tratamento da doenca (INCA, 2019).

Segundo Oncoguia (2017), o cancer € uma doenca que resulta da multiplicacéao
anormal de células no corpo. Normalmente, as células do nosso corpo crescem, se dividem
e morrem de forma ordenada. No entanto, as células cancerosas ndo seguem este plano
e continuam a crescer e se dividir sem parar, formando tumores. Estas células anormais
também podem invadir outros tecidos e 6rgaos, o que pode levar a propagacdo da doenca
para outras partes do corpo, conhecido como metéastase.

De acordo com Byrne (1999), inicialmente os tumores sélidos sdo avasculares,
OuU seja, NAo possuem suprimento sanguineo préprio, contam com a difusdo de vasos
proximos para fornecer oxigénio, nutrientes e para remover residuos. A medida que o tumor
cresce, a demanda de nutrientes aumenta, mas como 0 uxo de nutrientes é pequeno para
fornecer toda a massa de células, o tamanho do crescimento do tumor torna-se limitado.
O crescimento pode ser retomado somente se o tumor tornar-se vascularizado, isto &, se
for permeado por uma rede de capilares. Nessa fase, fragmentos de tumor que invadem
0 suprimento de sangue sao transportados para outras partes do corpo em que, se as
condi¢bes forem favoraveis, estabelecem tumores secundéarios ou metastases. Para fazer a
transicdo do crescimento avascular para o vascular, o tumor sofre um processo conhecido
como angiogénese.

A invasao local e o desenvolvimento de metastases estao diretamente associados a
matriz extracelular (MEC), que constitui 0 ambiente localizado entre as células. A MEC
oferece suporte estrutural e bioquimico, fornecendo condi¢ées adequadas para o crescimento,
migracao e diferenciacdo celular. Sua estrutura é constituida por bras, proteinas e colageno.

A degradacdo da MEC torna-se fundamental para o crescimento de tumores
malignos, invasdo, metastase e angiogénese. Esta degradacao ocorre por acdo de enzimas
degradativas da matriz (EDMs), como as metaloproteinases (MMPs), que atuam
desorganizando a matriz por meio de processos que afetam as interacdes célula-célula
e célula-matriz (PEREIRA et al., 2005). Em contrapartida, os inibidores teciduais das
metaloproteinases (TIMPs) regulam essa atividade, neutralizando as EDMs. A homeostasia
entre MMPs e TIMPs, isto €, o equilibrio funcional entre degradacao e inibicdo da matriz
extracelular, é essencial para a manutencéo dos tecidos. Alteracdes na homeostasia tém
sido associadas a doencas relacionadas a renovacao ndo controlada da MEC, como cancer
e doencas cardiovasculares (RIBEIR®t al., 2008).

Conforme Rodrigues, Pinho e Mancera (2012), devido a complexidade do céncer, a
construcdo de modelos matematicos da doenca ainda permanece um grande desa o.
Por outro lado, é através do desenvolvimento e evolugcdo dos modelos matematicos
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gue descrevem diferentes aspectos do crescimento tumoral e da aplicacdo de técnicas
computacionais para simulacdo que algumas caracteristicas e detalhes da evolucdo do
tumor podem ser descritos, bem como efetivamente utilizados em laboratérios clinicos.

Nesse sentido, o presente trabalho busca solucdes e cientes e acuradas para resolver
um sistema de equacgdes que descreve o crescimento tumoral.

1.2 Motivagao

Modelos matematicos que representam um fendmeno fisico, como a invaséo de
tecido celular por células cancerosas, geralmente sdo expressos por sistemas de equacdes
diferenciais parciais (EDPs). Por se tratar de casos mais complexos, podem envolver mais
de uma equacéao e apresentar equacdes nao lineares; sendo assim, solu¢des analiticas séo
dificeis de serem determinadas ou ndo séo conhecidas.

O modelo apresentado neste trabalho, de Kolev e Zubik-Kowal (2011a), foi
desenvolvido a partir do modelo continuo de crescimento tumoral avascular, investigado
por Andersonet al. (2000). Este modelo consiste em um sistema de quatro EDPs acopladas,
sendo duas nao lineares. As trés primeiras equacfes descrevem a densidade das células
tumorais e do tecido hospedeiro (matriz extracelular) e a concentragdo das enzimas
degradativas da matriz. A quarta equagéo do modelo foi proposta por Chaplain e Anderson
(2003) e descreve a acdo dos inibidores de tecido que sdo produzidos pela matriz extracelular
(MEC) como resposta as enzimas degradativas da matriz (EDMs). A solugcéo analitica do
modelo é desconhecida; dessa forma, ele é solucionado apenas numericamente.

Ao solucionar numericamente um modelo matematico, € importante realizar a
veri cacdo da acurécia da solu¢do, a m de garantir a constru¢do de um modelo numérico
livre de erros ou inconsisténcias. Portanto, deve-se buscar a con abilidade nos resultados
numericos; para isso, empregam-se ferramentas como a veri cacéo e a validacao (ROY,
2005).

De acordo com Thackeret al. (2004), a validacdo é um processo que busca
determinar o grau em que o modelo representa com precisdo o mundo real, dentro da
perspectiva do uso pretendido do referido modelo. Pode-se encontrar na literatura trabalhos
gue comparam resultados dos modelos com observacdes clinicas reais, como pode ser visto
em Andersonet al. (2000). A validacdo ndo sera tratada neste trabalho, pois estd aquém
do objeto desta pesquisa.

A veri cagao, por sua vez, é dividida em duas etapas: a veri cacdo do codigo
computacional e a vericacdo da solucdo. A vericacdo do cdodigo constitui-se na
assercao, tanto quanto possivel, de que ndo existem erros ou inconsisténcias no algoritmo
implementado. Enquanto a veri cacédo da solucao consiste no processo de quanti cacéo
dos erros decorrentes da simulacdo numérica (ARAKI, 2007).
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Em particular, em problemas relacionados com a modelagem tumoral, a veri cagéo
numeérica ndo se apresenta consolidada na literatura. Alguns trabalhos como Wise,
Lowengrub e Cristini (2011), Ng e Frieboes (2018), Wisst al. (2008) simulam modelos de
crescimento tumoral, utilizando o métodanultigrid para aceleragdo de convergéncia, mas
ndo apresentam uma andlise de veri cagao.

Dentro deste contexto, a motivagcdo para o desenvolvimento desta pesquisa
relaciona-se com a necessidade de resolucdo do sistema de equacgdes que descrevem o
crescimento tumoral, de forma mais e ciente, robusta e acurada, em comparacdo com 0s
métodos conhecidos na literatura, aliados a um baixo custo computacional.

1.3 Objetivos

O objetivo geral do trabalho é a simulagdo do crescimento tumoral dado pelo
modelo bidimensional proposto por Kolev e Zubik-Kowal (2011) através de um método
e ciente, robusto e acurado. Os objetivos especi cos sao:

Desenvolver uma metodologia numérica e ciente para simulacdo do crescimento
tumoral.

Implementar o métodomultigrid para acelerar a convergéncia das solugbes numéricas
do modelo proposto.

Aplicar a multipla extrapolagdo de Richardson (MER) para aumentar a acuracia
das solucBes numéricas.

Utilizar o método das solucdes fabricadas para veri car o cdigo computacional.

Avaliar estimadores de erro de discretizagdo quanto a sua precisdo em diferentes
niveis de malha.

Validar o modelo computacional em cenarios realistas, analisando alguns parametros
na progressao tumoral.

1.4 Revisdo bibliogra ca

Nesta secao € detalhada uma revisdo bibliogra ca de forma geral sobre simulacao
tumoral, método multigrid e andlise de erros.

1.4.1 Simulacao tumoral

A simulagcéao tumoral € uma técnica de modelagem computacional utilizada para
estudar o crescimento e a dispersao do cancer. A modelagem matematica da progressao
do cancer, incluindo seu microambiente associado, fornece uma visdo importante sobre
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a evolucdo do tumor. Além disso, a modelagem matematica € uma ferramenta para
prever a dinamica do crescimento tumoral, contribuindo para a interpretacdo de dados
experimentais e clinicos, bem como para a avaliacdo de estratégias de tratamentos mais
e cazes. Embora o foco historico tenha sido estudar esses eventos por meio de observagfes
experimentais e clinicas, a modelagem matematica e a simulacdo permitem a analise em
multiplas escalas temporais e espaciais (WISHE al., 2008; LOWENGRUB et al., 2009).

Na década de 1990, observou-se um avango signi cativo nos estudos sobre tumores
sélidos, com o desenvolvimento de modelos continuos e discretos que abordaram desde o
crescimento avascular e vascular até fendbmenos mais complexos, como invaséao tecidual,
metastase, tensdes residuais e mecanica multifasica tumoral (ARAUJO; MCELWAIN, 2004).
Dentre as contribuicdes relevantes, destacam-se os trabalhos de Gatenby e colaboradores,
que introduziram modelos inovadores baseados em equacdes de Lotka Volterra para
descrever a competicdo entre células tumorais e normais (GATENBY, 1991; GATENBY,
1995), bem como sistemas de equacdes de reacao difusdo para simular a dinamica espacial
do tumor (GATENBY; GAWLINSKI, 2001; GATENBY; GAWLINSKI, 2003). Por sua vez,
Perumpanani e Byrne (1999) propuseram um modelo que incorpora a motilidade celular,
isto é, a capacidade de as células se moverem ativamente, para descrever a migracao dirigida
de células tumorais invasivas ao longo de gradientes da matriz extracelular, evidenciando
mecanismos de invasdo nao tratados por abordagens anteriores.

Andersonet al. (2000), Chaplain e Anderson (2003), Byrne (2010), Chaplain e Lolas
(2005) discutiram varios estagios de crescimento tumoral, apresentando uma variedade
de ideias matematicas, como 0 crescimento tumoral avascular, angiogénese, invasao e
interacdes tumor-hospedeiro; fundamentais no estudo das varias fases da progressao do
cancer.

A maioria dos modelos de simulacdo tumoral propostos na literatura se enquadram
em duas grandes categorias, com base na representacdo do tecido tumoral: modelos
continuos e modelos discretos baseados em células.

Modelos continuos, baseados em EDOs ou EDPs, sdo amplamente utilizados
para descrever densidades de células tumorais, matriz extracelular, enzimas degradativas
e concentracdes de substratos como oxigénio e fatores de crescimento. Esses modelos
permitem discretizacao e ciente e uso de solucionadores rapidos, sendo mais viaveis em
larga escala do que modelos baseados em células individuais (LOWENGR&1Rl., 2009).
Entretanto, sistemas discretos sao Uteis para capturar processos celulares detalhados,
porém podem ser limitados por seu alto custo computacional quando modelam um grande
numero de células.

A sequir, sdo apresentados alguns exemplos de trabalhos que utilizaram modelos
continuos baseados em EDPs para simulacdo de crescimento tumoral, com diferentes
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estratégias numéricas de resolucao.

Em Andersonet al. (2000), os autores propuseram dois modelos, um continuo

e outro discreto, para descrever a invasdo de tecido saudavel por células tumorais. O
modelo continuo, que serve como base para o desenvolvimento do modelo apresentado
nesta tese, é formulado por meio de um sistema de equacdes diferenciais parciais (EDPS)
que considera trés variaveis principais: a densidade de células tumorais, a concentragao
de matriz extracelular e a concentragao de enzimas degradativas (MDES). As simulacbes
foram conduzidas em uma e duas dimensdes, utilizando o método de Gear e o método de
linhas para o caso unidimensional, e diferengas nitas no caso bidimensional.

A partir desse modelo, diversas extensdes foram propostas para incorporar novos
mecanismos biologicos e variaveis regulatorias associadas a invaséo tumoral. Entre elas,
destaca-se o trabalho de Chaplain (2003), que introduziu o papel do oxigénio como nutriente
essencial ao crescimento celular e acrescentou uma equacéao para os inibidores enddégenos das
MDEs, representados pelas metaloproteinases inibidoras de tecidos (TIMPS), responséaveis
por limitar a degradacdo da MEC. Em seguida, Chaplain e Lolas (2005) e Chaplain e
Lolas (2006) re naram o modelo ao incluir termos de quimiotaxia, proliferacéo celular e
remodelamento tecidual, ampliando o entendimento sobre a interacéo entre crescimento
tumoral e microambiente.

Dando continuidade a essa linha, Kolev e Zubik-Kowal (2011a) apresentaram uma
extensdo numerica robusta do modelo continuo de Andersenal. (2000), incorporando
as variaveis propostas em trabalhos posteriores, como as TIMPs, e analisando de forma
detalhada o comportamento espaco-temporal do sistema. O modelo proposto por Kolev e
Zubik-Kowal (2011a) € composto por quatro EDPs acopladas, descrevendo as interacdes
entre células tumorais, MEC, MMPs e TIMPs, e foi resolvido numericamente por meio de
métodos de diferencas nitas com controle de passo e condi¢cdes de contorno de Neumann.
Essa formulacdo, além de estabilizar a solugdo numérica, serviu de base para estudos
computacionais subsequentes, como o de Lépez, Ruiz e Castafio (2018), que implementaram
0 modelo em uma e duas dimensdes utilizando uma abordagem mista com o método dos
elementos nitos (MEF) e diferencas nitas no tempo.

Diversos trabalhos subsequentes buscaram estender ou re nar aspectos da dinamica
tumoral, especialmente no contexto de invasdo e metastase. Por exemplo, Fransteal.
(2019) desenvolveram uma estrutura hibrida que incorpora tanto a invasédo local quanto a
disseminagcdo metastética, combinando elementos continuos e discretos e empregando o
método multigrid para maior e ciéncia computacional. Ainda nesse contexto, destaco o
trabalho que desenvolvi em Maganiet al. (2020), no qual o modelo continuo de crescimento
tumoral foi implementado em uma geometria bidimensional n&o regular, representando o
contorno de uma mama. A discretizacao foi realizada por meio do método de diferencas
nitas, sem a utilizacdo de esquemasultigrid, com énfase na analise da dinamica tumoral
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em dominios mais realistas. Ja Katsaounét al. (2024) propuseram um modelo multiescala
hibrido em trés dimensdes, com maior detalhamento bioldégico, mantendo como referéncia a
formulagcéo de Andersoret al. (2000). Por sua vez, Szyma«sket al. (2024) apresentaram

um modelo continuo com énfase na plasticidade fenotipica das células tumorais, destacando
como essa caracteristica pode in uenciar tanto a morfologia da frente invasiva quanto a
formacédo de focos multiplos de tumor.

Por m, Sakariya, Prasad e Kumar (2025) propuseram um modelo inovador para
descrever o crescimento de tumores cerebrais em dominios bidimensionais irregulares,
incorporando derivadas fracionarias de ordem variavel no tempo. A discretizagdo temporal
foi realizada por meio do método das diferencas nitas, enquanto a discretizacao espacial
empregou funcdes de base radial gaussianas, destacando-se pela analise de existéncia,
unicidade e estabilidade da solucédo, além de explorar a inuéncia dos parametros
fracionarios na dindmica tumoral.

Esses estudos evidenciam a diversidade de abordagens numeéricas e a constante
evolucdo dos modelos mateméaticos aplicados a simulagao tumoral. Dando continuidade
a essa perspectiva, observa-se que o avanco dos métodos computacionais em areas
como a biomedicina é fundamental, pois as ferramentas de simulacdo oferecem grande
potencial para prever comportamentos tumorais e auxiliar no planejamento de intervencées
(SANTIAGO et al., 2023). Assim, a modelagem mateméatica do crescimento tumoral
torna-se essencial, especialmente nas fases iniciais da doenca, fornecendo percepc¢des sobre
a dindmica do cancer, como a interagdo entre células tumorais e 0 microambiente, o papel
de substancias reguladoras e os fatores que in uenciam o processo de invasao.

O estéagio avascular do tumor é amplamente modelado com base na proliferacéo
celular e na degradagdo da matriz extracelular. Varidveis como densidade celular,
concentracdo de enzimas degradativas e inibidores sdo essenciais para entender essa fase
inicial do cancer (ANDERSONet al., 2000; CHAPLAIN; ANDERSON, 2003; CHAPLAIN;
LOLAS, 2005; BYRNE, 2010). Um destaque é a haptotaxia, que € a migracao celular
orientada por gradientes na matriz extracelular, na qual direciona as células tumorais para
o tecido saudavel.

Estudos recentes como Tao e Winkler (2019), Pekmen e Yirmili (2024) e Lorenzi,
Macfarlane e Painter (2024) destacam a in uéncia da dinamica das enzimas e da haptotaxia
na progressao tumoral. Compreender essas interacfes é essencial para desenvolver modelos
capazes de prever o comportamento tumoral em aplicagdes clinicas e experimentais (WU,
2025).
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1.4.2 Métodomultigrid

O métodomultigrid (MG) surgiu na década de 1960 como uma técnica promissora
para acelerar a convergéncia de métodos iterativos na resolucdo de sistemas oriundos da
discretizacdo de equacdes diferenciais parciais (EDPs). Foi introduzido por Fedorenko em
1962, com estudos iniciais aplicados a equacédo de Poisson e posteriormente estendido por
Bakhvalov para problemas elipticos com a equacao de adveccao-difusdo (FEDORENKO,
1962; FEDORENKO, 1964; BAKHVALOQOV, 1966).

O método MG foi empregado por outros autores como Astrakhantsev (1971),
Frederickson (1975), Wachspress (1975), Wesseling (1977), Hackbusch (1978), mas sua
consolidagéo se deu com os trabalhos de Brandt, que além de introduzir os conceitos
fundamentais da técnica, como a andlise local de Fourier e 0s esquemas de correcao
(Correction Scheme CS) e de aproximacao completaHull Approximation Scheme FAS),
também demonstrou sua e ciéncia em problemas lineares e néo lineares (BRANDT, 1973,
BRANDT, 1977). O esquema CS é mais apropriado para problemas lineares, enquanto o
FAS é recomendado para problemas néo lineares (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

Diversos estudos contribuiram para a maturidade do método, abordando sua
aplicacdo em diferentes tipos de problemas e malhas. Wesseling (2004) destacou a e cacia
do método em problemas elipticos, enquanto Ferziger, Peri¢ e Street (2002) mostraram
limitacdes em casos dominados por adveccédo. Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001)
enfatizaram que o desempenho do método depende da escolha adequada dos parametros,
como o tipo de ciclo, nimero de niveis de malha e operadores de transferéncia entre malhas.
Segundo Roache (1998), o uso e ciente do método MG permite a obtencéo de solucbes
mais precisas em menos tempo, viabilizando simula¢cées em malhas mais re nadas com
menor erro de discretizacao.

Estudos como os de Pinto e Marchi (2006) analisaram o impacto do nimero de
iteracdes internas e niveis de malha no tempo de CPU para os esquemas CS e FAS, na
equacao de Laplace bidimensional. Outros autores também investigaram con guracdes
otimas para o método MG (OLIVEIRA et al., 2006; SANTIAGO; MARCHI, 2007; PINTO;
MARCHI, 2007; SUERO et al., 2010; RUTZ; PINTO, 2016; ZANATTA et al., 2018).

Em especial, Santiago e Marchi (2007), Santiago, Marchi e Souza (2015) mostraram
que o acoplamento de equacdes ndo compromete a e ciéncia do método, além disso,
Santiago (2010), Santiago, Marchi e Souza (2015) reforcaram que nao ha vantagens em
aplica-lo isoladamente em problemas que envolvem o acoplamento de equagdes, como nas
formulacbes funcdo de uxo vorticidade e nas equacdes de Burgers.

Duas abordagens principais do método MG séo destacadasnaltigrid geométrico,
adequado para malhas estruturadas (WESSELING; OOSTERLEE, 2001), enaultigrid
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algébrico, voltado a malhas ndo estruturadas (STUBEN, 2001). Briggs, Henson e
McCormick (2000) compararam ambas as abordagens e mostraram quenoltigrid
geomeétrico é geralmente mais e ciente em termos de memoéria e tempo computacional,
sendo o algébrico indicado quando o geométrico ndo é aplicavel.

Nos ultimos anos, os métodosultigrid com acoplamento espaco-tempo tém sido
amplamente investigados, dada sua capacidade de explorar paralelismo em simulacdes de
larga escala envolvendo equacdes diferenciais parciais dependentes do tempo. Notay (2022)
apresentou uma formulacdo com multiplos passos temporais e engrossamento espacial,
destacando melhorias na e ciéncia computacional. Falgowt al. (2014) propuseram
um multigrid espaco-tempo voltado para arquiteturas modernas, enquanto Chaudet-
Dumas, Gander e Pogozelskyte (2023) desenvolveram uma analise tedrica detalhada da
convergéncia de algoritmosnultigrid espaco-tempo aplicados a problemas parabdlicos.
No campo da poroelasticidade, Francet al. (2018) introduziram o algoritmoWaveform
Relaxation multigrid para o modelo de Biot, combinando técnicas de analise semi-algébrica
com suavizadores do tipo Vanka. Posteriormente, Franco e Pinto (2024) estenderam
essa abordagem com uma formulagéwultigrid space-timee ciente para problemas com
condutividade hidraulica.

Método multigrid com aplicacdes na bioengenharia térmica também tem sido bem-
sucedido, como demonstrado por Santiags al. (2023), que resolveram a equacao de Pennes
em malhas 2D com o métodowaveform Relaxation Adicionalmente, Benedusi, Minion
e Krause (2021) realizaram uma comparacéo experimental entre diferentes estratégias
espaco-temporais em equacoes reacao-difuséo, ressaltando as vantagens relativas de cada
abordagem em termos de robustez e desempenho.

No que diz respeito ao desempenho, Oliveist al. (2012) mostraram que, no
problema especi co por eles estudado, o método MG foi até sete mil vezes mais rapido que o
método singlegrid (SG), que utiliza uma Unica malha, em simula¢des de conducéo de calor.
Mais recentemente, Zen, Pinto e Franco (2025) aplicaramroultigrid em um modelo
nao linear de transferéncia de calor unidimensional em silicio, com condi¢cdes de contorno
relaxantes, obtendo ganhos ainda maiores, mais de 20.000 vezes mais rapido que o SG,
devido a combinacao das técnicas FASM&aveform Relaxation(uma varredura temporal ndo
classica), aliada a utilizacdo de malhas temporais e espaciais adequadas para maximizar a
e ciéncia do método. No mesmo contexto, Malacarne, Pinto e Franco (2025) combinaram o
multigrid com oWaveform Relaxationcom subdominios no tempo para resolver problemas
de propagacgéo de ondas bidimensionais, alcangando melhor convergéncia, menos oscilagoes
e uma grande reducgao no tempo de simulacéo.

Na literatura, poucas sédo as aplicacdes do método MG envolvendo simulacfes
tumorais. Em Wise, Lowengrub e Cristini (2011), o método foi utilizado para resolver um
sistema tridimensional de advecc¢ao-difusdo-reacdo altamente ndo linear com discretizacao
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por diferengas nitas. O estudo evidenciou o desa o computacional na resolugdo dessas
equacbes acopladas, demonstrando que o MG é uma alternativa viavel. De forma
complementar, Santiagoet al. (2023) apresentaram um meétoddultigrid Waveform
Relaxation para a resolucdo da equacéo de Pennes, empregada na modelagem do transporte
de calor em tecidos bioldgicos, obtendo ganhos expressivos de desempenho e precisdo, o
gue reforca o potencial do MG em aplicacdes biomédicas. Em continuidade, Ng e Frieboes
(2018) detalharam a aplicacdo de um algoritmmultigrid n&o linear totalmente adaptativo,

com discretizacdo temporal por Crank-Nicolson, obtendo simulacdes realistas de tumores
ricos em matriz extracelular, como o adenocarcinoma pancreatico.

Para uma compreensdo mais aprofundada dos fundamentos do métaudtigrid,
com detalhes na aplicacéo, suavizacdo e correcdo na malha grossa, os esquemas CS e
FAS, complexidade, tipos de ciclos, analise de Fourier, técnicas avancadas comdigrid
adaptativo e paralelo, entre outros, podem ser encontrados em livros como Wesseling
(2004), Briggs, Henson e McCormick (2000), Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001).

1.4.3 Andlise de erros

A andlise de erros em solugcdo numérica refere-se ao estudo dos erros que surgem
durante o processo de calculos numéricos aproximados. Quando apresentam-se problemas
matematicos complexos ou sistemas de equacdes que ndo podem ser resolvidos de forma
exata, muitas vezes recorre-se a métodos numéricos para obter solu¢cdes aproximadas.
No entanto, essas solu¢des podem conter erros numéricos devido as limitacdes dos métodos
utilizados e a representacdo nita dos numeros em um computador.

Martins (2013) destaca que a simulagdo numérica, amplamente fundamentada em
equacdes diferenciais, tem-se tornado cada vez mais importante em aplicacfes cienti cas e
de engenharia. Em geral, as simulacdes numéricas em CFD destacam-se pela sua robustez
e e ciéncia. Contudo, conforme Sterret al. (2001) e Karimi et al. (2012), um dos grandes
desa os encontrados diz respeito ao nivel de acuracia das solu¢des numéricas. Logo, deve-se
tentar reduzir os erros numeéricos e, sempre que possivel, fazer uma estimativa do erro
envolvido nas solugdes apresentadas.

Varios autores analisaram erros em diferentes contextos. Gonetsal. (2012)
estudaram como o tipo de malha afeta a precisao na simulacdo da propagacéo de ondas.
Kwiatkowski Jr. et al. (2022) compararam a ordem efetiva de diminuicdo do erro com
o re namento de malha em processos de aeracdo em gréos. Para o crescimento tumoral,
Mohammadi, Dehghan e Marchi (2021) utilizaram uma solucéo re nada como referéncia
para medir a acuracia dos métodos.

Uma técnica amplamente utilizada para reduzir erros de discretizacdo é a
extrapolagdo de Richardson (ER), que elimina termos dominantes de truncamento
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(BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016; GRASSELLI; PELINOVSKY, 2008). Essa técnica

tem sido aplicada com sucesso em diversos problemas, como equacdes de difusdo-reagao e
vibracdo massa-mola (SUN; ZHANG, 2004; SOROUSHIAN; WRIGGERS; FARJOODI,
2009; WANG; ZHANG, 2009). Modi cacbes na ER também permitem gerar estimadores

de erro. Roache (1997), Marchi (2001), Novak (2012) e Mara#t al. (2016) propuseram
novos estimadores, avaliando sua acuracia e con abilidade.

A multipla extrapolagdo de Richardson (MER) aplica ER recursivamente para
aumentar a ordem de convergéncia. Estudos como Mardaiial. (2010) mostraram que
MER reduz signi cativamente erros em malhas triangulares, enquanto Martins (2013),
Marchi et al. (2016) a aplicaram com sucesso a equacdes de Poisson e Burgers, adaptando
a metodologia a diferentes tipos de variaveis.

O trabalho de Rodrigueset al. (2022) aplicou a técnica MER para melhorar a
precisdo em simulacdes de escoamento em meio poroso deformavel. Usando diferencas
nitas e o método de Crank Nicolson, os autores resolveram grandes sistemas com o
método multigrid e o suavizador Vanka. Com a metodologia empregada, reduziram
signi cativamente o erro de discretizacdo; em alguns casos, 0 uso da MER (com 6 niveis
de extrapolacdo) reduziu o erro de discretizacdo em mais de 62 mil vezes, aumentando a
acuracia e a con abilidade das solugées.

No contexto de degradacéo tumoral, desenvolvi em Maganin, Pinto e Romeiro
(2022) uma anélise de veri cacdo numérica para um modelo unidimensional, avaliando as
ordens aparente e efetiva do erro de discretizacdo e comprovando a e cacia dos estimadores
de Richardson. Nesta tese, esses conceitos sao estendidos para um modelo bidimensional de
crescimento tumoral e para a aplicacdo da técnica MER, com o objetivo de desenvolver um
método e ciente, robusto e acurado, capaz de lidar com as complexidades multiescalares
desse fendmeno. A escolha por duas dimensdes se justi ca pela correspondéncia com
exames clinicos predominantemente bidimensionais e pela viabilidade computacional em
estudos de veri cacéo.

Para uma visdo abrangente sobre tipos de erros, técnicas de estimativa e praticas
de veri cacdo computacional, destacam-se os trabalhos de Ferziger, Peri¢ e Street (2002).

1.5 Organizagéao do texto

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 é descrito o modelo
matematico adotado para a simulacao do crescimento tumoral. O Capitulo 3 apresenta a
fundamentacéo teorica sobre analise de erros, técnicas de estimativa e reducéo do erro de
discretizagédo, incluindo a técnica de mdltipla extrapolagéo de Richardson, além de métodos
de discretizacao e o métodmultigrid. O Capitulo 4 detalha o modelo numérico e 0 processo
de discretizacdo empregado, abrangendo tanto os aspectos espaciais quanto temporais. O
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Capitulo 5 trata da veri cacdo dos cddigos computacionais implementados usando um
modelo com solucdo analitica conhecida. Este capitulo também inclui a analise da ordem
do erro de discretizacdo e a e cacia dos estimadores de erro. No Capitulo 6, discutem-se
os resultados numéricos obtidos, incluindo a e ciéncia do método MG e a aplicacdo da
MER a um problema realista. Também sdo exploradas simula¢g6es tumorais bidimensionais,
destacando a in uéncia da haptotaxia. Por m, o Capitulo 7 apresenta as consideracdes
nais, enfatizando as principais contribuicdes do trabalho e os desdobramentos futuros.
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2 MODELO MATEMATICO

Desenvolvido em Kolev e Zubik-Kowal (2011a), o modelo matematico descreve o
crescimento de tumores solidos genéricos no estagio avascular, com o objetivo de analisar
as interagfes entre o tumor e o tecido circundante. Neste estagio, o tumor ainda n&o
desenvolveu vascularizacdo propria, mas processos de invasao local e degradacéo da matriz
extracelular (MEC) ja estéo presentes.

O modelo é baseado em um sistema acoplado de equacfes diferenciais parciais
(EDPs) dependentes do tempo, envolvendo quatro variaveis principais: a densidade de
células tumorais (), a densidade da matriz extracelularf(), a concentracdo de enzimas
degradativas da matriz (n) e a concentracao de inibidores teciduais de metaloproteinases
(TIMP) ( u), também chamados de inibidores enddgenos. O sistema é dado por:

@n_

at fi:{zn_} l:([r;r f}+ | 1n(1 {7n f}; (2.1)
difuséo haptotaxia proliferacéo
et foo+ of(1 n f), (2.2)
et By T2l Ty |
degradacéo renovagao
@m_ :
@t Mt ol 4, (3)
difusio  producdo  neutralizagdo  {ecaimento
@u_ :
ot MLt 112} @ @4

difusdo  produgdo de inibidor ~ neutralizagdo  gecaimento

Considera-se o dominio espacial R?, onde representa o operador Laplaciana, é o
operador gradiente & denota o divergente. O intervalo de temp¢t) considerado €0;t; ].

As condicdes iniciais genéricas associadas ao sistema de equag¢fes sdo dadas por:

n(xy;0) = no(X;y); (2.5)
f(xy;0) = fo(xy); (2.6)
m(x;y;0) = mo(X;y); (2.7)
u(x;y;0) = uo(xy); (2.8)

em que(x;y) 2 , com func¢des dadas, fo, Mg, Uy de nidas em

As condi¢des de contorno, do tipo Dirichlet, sdo descritas genericamente por:
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N(Xp;t) = by; (2.9)
f(Xp;t) = by (2.10)
m(Xp;t) = bs; (2.11)
U(Xp;t) = by (2.12)

parax, 2 @ , sendo@ o contorno do dominio assumido 6<t t;, ondeby, by, bz e
by sdo valores reais conhecidos de nidos conforme o cenario fisico adotado.

As condicdes iniciais e de contorno especi cas utilizadas nos testes numéricos
serdo detalhadas nos Capitulos 5 e 6. No Capitulo 5, sera empregada uma solucao analitica
fabricada para validacdo da implementacdo numérica, assumindo condi¢Bes de Dirichlet
homogéneasl{ =0 parai = 1;2;3;4). J& no Capitulo 6, sera investigado um cenario mais
realista, no qual considera-se a presenca de um nodulo tumoral inicial ene a matriz
extracelular intacta nas bordas. Nesse caso, adotam-se condi¢des de Dirichlet nulas para
n, m e u, e valor unitario paraf no contorno, representando um tecido saudavel ainda
nao degradado.

Tais condicdes sdo amplamente adotadas na literatura, conforme apresentado
em Kolev e Zubik-Kowal (2011a), Lopez, Ruiz e Castafio (2018), Magarenal. (2020),
podendo ser adaptadas a diferentes contextos biomédicos conforme o problema a ser
modelado.

2.1 Modelagem tumoral

Segundo Andersonet al. (2000), o modelo, Egs. (2.1) (2.4), descreve o
comportamento acoplado entre células tumorais e o microambiente extracelular. O termo
de difusdod, n representa 0 movimento aleatério das células tumorais, enquanto o termo
de haptotaxia r (nr f) modela o movimento direcionado ao longo de gradientes de
adesividade ou concentracdo da MEC. Esse mecanismo re ete a tendéncia das células
tumorais a migrarem em direcéo a regides com maior concentragdo de moléculas de adeséo,
como bronectina, laminina e colageno, substancias que resultam da degradacéo parcial
da MEC e gque facilitam a motilidade celular.

A taxa de proliferacdo n(1 n f) limita o crescimento celular em funcdo da
densidade local e da fragcdo ocupada pela matriz. O termo de renovacab(l n f)
atua de forma analoga a MEC, representando a regeneracéo tecidual.

A concentracao de enzimas degradativas da matriz (EDMin), que séo produzidas
localmente pelas células tumorais, difunde-se no tecido e sofre decaimento natural com
taxa . Além disso, as enzimas sdo neutralizadas por inibidores enddgenos (TIMPsi .
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O termo n modela a taxa de producdo de enzimas, assumida proporcional a densidade
de células tumorais.

A variavel u representa a concentracao dos inibidores TIMP, produzidos pela MEC
em resposta a degradacédo tecidual. Assim, o termio expressa essa producao regulatoria.
Os inibidores difundem-se com coe cientd,, sofrem decaimento natural com taxa e
reagem com as enzimas degradativas, impedindo que essas enzimas continuem degradando
a matriz extracelular.

Assim, o movimento das células tumorais combina difusdo aleatéria e migracéo
direcionada (haptotaxia), estimulada por gradientes de MEC degradada. As EDMs)
promovem a invasao tecidual, degradando localmente a matriz e criando espaco para a
proliferagcéo celular. A MEC § ) é simultaneamente degradada e renovada, controlando a
resisténcia mecanica e estrutural do tecido. E, os inibidores) (regulam a atividade das
enzimas, estabilizando o microambiente e retardando o avanco do tumor.

Os parametrosd,, d,, e d, correspondem aos coe cientes de difusdo da densidade
de células tumorais, das enzimas e dos inibidores, respectivamente. As taxa® »
representam a proliferacéo das células e o crescimento da MEC, enquanto, , , e
séo constantes positivas associadas aos processos de degradacao, producao, neutralizagéo e
decaimento. Os valores numéricos utilizados estdo apresentados no Capitulo 5, TABELA 1.

O modelo proposto pode ser facilmente estendido para incluir efeitos de angiogénese
ou tratamentos quimioterapicos, por meio da adicdo de novas variaveis e termos de
acoplamento. No entanto, neste trabalho o foco permanece no estagio avascular, de modo a
compreender em detalhe as interagdes locais entre o tumor e o tecido saudavel circundante.

2.2 LimitagBes e validade biologica do modelo avascular

Embora o modelo descrito pelas Egs. (2.1) (2.4) forneca uma representacao
matematica consistente dos mecanismos iniciais de invasao tumoral, ele apresenta limitacées
inerentes a suposicdo de um crescimento puramente avascular. Nesse estagio, o tumor
depende exclusivamente da difusdo de nutrientes e oxigénio provenientes do tecido
circundante, o que restringe seu tamanho. A auséncia de vascularizacdo impede o transporte
e ciente de oxigénio e substratos metabdlicos para o interior da massa tumoral.

Esse tipo de limitacdo é reconhecido, por exemplo, em Maganin (2020), onde
0s autores destacam que modelos avasculares sao indicados apenas para representar as
fases iniciais do crescimento tumoral. O trabalho enfatiza que, a medida que o tumor
se desenvolve, esse mecanismo se torna ine ciente, exigindo a consideracéo de processos
angiogénicos para garantir o aporte adequado de substancias essenciais ao crescimento
continuo. Assim, reforca-se a necessidade de modelos mais complexos para descrever
estagios avancados da progresséo tumoral.
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Outra limitacdo do modelo continuo esta relacionada a suposicdo de que 0s
parametros biolégicos, como coe cientes de difuséo, taxas de producéo e degradacéao, sédo
constantes em todo o dominio espacial e durante toda a simulacéo. Essa abordagem, embora
simpli cadora, € comum na literatura e permite analises mais controladas e e cientes do
ponto de vista computacional. Trabalhos como Chaplain (2003), Kolev e Zubik-Kowal
(2011a) e Lopez, Ruiz e Castafio (2018) utilizam coe cientes de difusdo constantes para as
variaveis tumorais, 0 que serve como base para a escolha feita nesta tese.

Por outro lado, alguns estudos mais recentes adotam coe cientes de difusdo néo
constantes, buscando representar de forma mais realista a heterogeneidade do meio biolégico.
Em Ganesan e Lingeshwaran (2017), a difusividade das células tumorais depende da
densidade da matriz extracelular. Ja em Ptashnyk e Venkataraman (2025), o coe ciente de
difusédo das enzimas degradativas € modelado como func¢ao néo linear da fracédo volumeétrica
da matriz, destacando a in uéncia do microambiente na propagacao tumoral.

Apesar dessas simpli cacbes, o modelo possui validade biologica qualitativa
comprovada, sendo amplamente aceito na literatura como uma base soélida para a
compreensao da dinamica inicial da invasao tumoral. Estudos como o de Kolev e Zubik-
Kowal (2011b) demonstram que o modelo reproduz comportamentos coerentes com
observacOes experimentais, tais como a formacdo de frentes invasivas, a degradacéo
localizada da matriz extracelular e a migragéo celular dirigida por haptotaxia. Os autores
mostram, por meio de simula¢cdes numeéricas, que a interacado entre células tumorais, enzimas
degradativas e inibidores endégenos gera padrdes espaciais complexos e biologicamente
plausiveis de invasao tecidual, reforcando a aplicabilidade qualitativa do modelo para
representar 0s estagios iniciais do cancer.



34

3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta os fundamentos tedricos necessarios para este trabalho.
Sao abordados os principais conceitos relacionados a discretizacdo de equacdes diferenciais
parciais (EDPs), ao método proposto para a aceleracdo da convergéncia na solugédo de
sistemas lineares, a andlise de erros numeéricos e a técnica empregada para a reducéo dos
erros de discretizacao.

3.1 Meétodo das diferencas nitas

Segundo Fortuna (2000), obter a solugdo de uma equacéo diferencial em uma
regido continuaR implicaria determinar o valor da variavel dependente em cada ponto
desse dominio. Computacionalmente, isso s6 é possivel de forma exata quando existe uma
solucdo exata para o problema. Nos casos em que tal solucédo ndo esta disponivel, recorre-se
a métodos numéricos para calcular aproximag6es da solu¢cdo em pontos discretos dentro do
dominio. Como o método numérico opera sobre um conjunto nito de pontos, a regido néo
pode ser tratada como verdadeiramente continua. O processo de selecionar esses pontos e
resolver o problema apenas neles € denominado discretizagdo do dominio, sendo o conjunto
resultante conhecido como malha.

Apés a discretizagdo do dominio, é necessario converter as equagdes diferenciais
em formas discretas, substituindo as derivadas presentes por expressfes algébricas que
incluem a funcédo desconhecida. Esse procedimento € conhecido como discretizacdo das
equacdes (MARCHI; SILVA, 2002). Na sequéncia, um método numérico tem a funcgao
de resolver as equacgdes resultantes da discretizagdo para estimar a solu¢do numeérica do
problema original, obtendo assim uma solucdo aproximada.

Um dos métodos mais utilizados para discretizar as equagfes diferenciais € o
método das diferencas nitas (MDF) (FERZIGER; PERI,; STREET, 2002; BURDEN,;
FAIRES; BURDEN, 2016), porém métodos como elementos nitos (MEF) e volumes nitos
(MVF) também sdo muito utilizados. Neste trabalho, o MDF sera empregado.

O principio fundamental do MDF é aproximar, através de expressoes algébricas,
cada termo do modelo matematico para cada ponto ou né da malha (FERZIGER; PERI,;
STREET, 2002).

As aproximac¢des numéricas por diferencas nitas podem ser obtidas através da
expansao em série de Taylor, a qual permite expressar cada tipo de aproximacéo e a
respectiva ordem do erro.

Por simplicidade, s&o apresentadas algumas aproximacdes para as derivadas
utilizando a expansao de Taylor, considerando uma uUnica variavel. No entanto, de
maneira analoga, podem ser obtidas aproximag¢fes ao considerar duas ou mais variaveis.
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Assim, sejaf (x) uma funcéo continua no intervalda; j e que possua derivadas continuas
até ordemn nesse intervalo, ou sejaf, pertenceC"[a;j. Com isso, a aproximacdo de
Taylor é dada por:

o h? d?f h3 d3f

f(x)=f(Xo)+ h& X + 5 G + BT + Ry; (3.1)
0 Xo X0
em queh = x Xq, R, é o resto, de nido como
h" d"f
Ry = () axn 2 [Xo;X]: (3.2)

Para determinar a primeira derivada de uma funcébd no ponto x; = ih, ao qual

. o
sera denotada po

rd—X , expande-s€ (x; + h) em série de Taylor em torno do pont;

of h? d’f h3 d3f
P =100+ hy * Zime ¥ 3iae

Isolando a primeira derivada na Eqg. (3.3), pode-se escrever

d _f(xi+h) f(x) .
- : + ETL; (3.4)

+ 0+ Ry (3.3)

em que
h d*f h? d°f

ETL= ——— ———
2!dx2i 3! dx3i

(3.5)

Ao conjunto dos termos da Eq. (3.5) da-se o nome de erro de truncamento local
(ETL), que surge da utilizacdo de um numero nito de termos da série de Taylor. Observa-
se que o termo dominante do ETL € proporcional i, pois a menor poténcia dd que
aparece na expansio do errohé. A essa poténcia dominante, associada ao comportamento
assintético do erro de discretizacdo quando! 0, d4-se o nome de ordem assintotica do
erro, denotada porpa. Neste caso, temos que o ETL é de primeira ordem, pqis = 1.
Mais detalhes sobre esse conceito serdo apresentados na Secédo 3.4.1.

Para simpli car a notacdo dada pela Eq. (3.4), utiliza-sé;  paraf(x; kh),
com isso
— (3.6)

A aproximacédo dada pela Eq. (3.6) € uma equacdo de diferencas nitas que
representa uma aproximacao de primeira orden@(h), para a primeira derivada def ,
utilizando um ponto a jusante Qownwind Di erencing Scheme DDS).

Uma segunda aproximacgao de diferencas nitas pode ser obtida a partir da
expansao dd (x; h) em série de Taylor em torno de;, resultando em

2 A2
foi h)=fq) ho + Cdf

o 3y.
o, 2ige O (3.7)
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Isolando a primeira derivada na Eg. (3.7), tem-se
(3.8)

gue é outra aproximacao de primeira orden@(h), para a primeira derivada de , utilizando
um ponto a montante Upwind Di erencing Scheme UDS).

Para obter uma aproximacdo de segunda orde®(h?), para a primeira derivada
de f, manipula-se convenientemente as expansdes em série de Taylor, descritas nas

Egs. (3.3) e (3.7)
f(xi+h) f(x; h)= 2h;fX + O(h3); (3.9)
assim,
o five fia

Tem-se que a aproximacao obtida em Eg. (3.10) é denominada como sendo a
aproximacao por diferenca central de dois ponto€éntral Di erencing Scheme CDS).

Ainda utilizando as expansodes Egs. (3.3) e (3.7), manipula-se para que a primeira
derivada seja eliminada e desta maneira, encontra-se a aproximacdoQi&?) para a
derivada segunda, dada por

2
fOq+ )+ 0 M) =2f(x)+ W50+ Om); (3.11)
i
assim, tem-se
d?f fimn 2fi+ 1 1
dx? . h2 i

(3.12)

Para obter uma expresséo que relacione a variacéo fdeom incrementos em

X, dado porhy, e emy, dado porhy, deve-se utilizar a expansdo em série de Taylor de
funcbes de duas variaveis. Supondo que a fungaseja continua e que apresente derivadas
parciais continuas até orderm, com n maior que a derivada de maior ordem utilizada.
A série de Taylor, entdo, é dada por
of +(hy)@f N (hx)zg
@Xi:j @yi;j 2! @x isj
(hathy) @ (hy)?@f

2! @X@M 2l @y .

F(xi+ heiy + hy) = T(xiy) + (hy)

(3.13)

2 + Ry

em queR, é o resto.

Apoés algumas manipulacdes algébricas, utilizando a Eq. (3.13), que podem ser
encontradas em Fortuna (2000), tem-se as formulas de diferencas nitas centradas, utilizadas
para aproximar as primeiras e segundas derivadas de fun¢fes de duas variadveis, como sendo
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@f fivng i 1 >
— = — =+ 0O(h?); 3.14
@f fijer fij 1 >
— = == = ~+ 0O(h?); 3.15
@y, 2h, (hy) (3.15)

@f _ fi+1;j 2‘I:i;j +
@% iij - (hX)2

N3y ogm); (3.16)

@f  fijea 2f + fi
@gl ij (hy)z

Ly O(h?): (3.17)

Para um estudo mais detalhado, consultar Ferziger, Peri¢ e Street (2002), Fortuna
(2000), Burden, Faires e Burden (2016).

3.2 Meétodo de Crank-Nicolson

Métodos numeéricos e cientes sdo essenciais para a resolucdo de equacdes
diferenciais, em particular, equagdes diferenciais em regime transiente. O método numérico
de Crank-Nicolson (CN) se destaca por sua estabilidade e precisdo, sendo amplamente
utilizado para a aproximacao dos termos temporais das equacdes diferenciais parciais
(EDPs), como a EDP unidimensional descrita por:

!
u u@u
@ =F uxt; @@i ; (3.18)
@t @xX @X
em quet e X representam as variaveis temporal e espacial, respectivamentéx;t) é a
funcéo solucdo & € uma fungcédo que depende de x;t e das derivadas espaciais dena
EDP.

Considerandou(x;;tx) = uk como a solugdo numérica da equagdo no dominio
espacial discretax; em um instante de tempdk, o termo espacial é discretizado utilizando
a média das diferencas entre os instant&st 1 e k, resultando em:

k+1 k
U U 1
i i Fik+1 + Fik

t 5 : (3.19)

em queu*! ¢é a solugdo no tempo atuak + 1, t & o passo de tempo, X e F*!

representam as funcbes que dependemude;t e das derivadas espaciais deno ponto X;
nos temposk e k + 1, respectivamente.

O método CN, conforme mostrado na Eq. (3.19), € um método implicito de
segunda ordem no tempo, com erro global de truncamento @t 2) (BURDEN; FAIRES;
BURDEN, 2016), € considerado incondicionalmente estavel para problemas de difuséo, no
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sentido de que ndo imp&e um limite estrito para o tamanho do passo de tempoem
funcdo do passo espaciat . No entanto, a escolha det deve ser feita de forma a manter
uma boa relacdo comx , garantindo precisdo e evitando perda signi cativa de acuracia
na solugcao numérica.

3.3 Sistema linear e 0 método multigrid

A discretizacao de equacg@es diferenciais parciais (EDPsS) por métodos numericos,
como diferencas nitas, resulta em sistemas lineares de grande porte, que exigem técnicas
e cientes para sua resolucao. Um exemplo geral desse sistema € dado por

Au = f; (3.20)

em queA é a matriz de coe cientesu € o vetor de incognitas  é o vetor de termos
independentes.

Sejav uma aproximacao para a solucdo exata. De ne-se 0 erro associado como
e=u v, (3.21)
e o residuo, uma medida calculavel usada para monitorar a convergéncia do método, como

r=Ff Av: (3.22)

O erro e o residuo estédo relacionados pela chamada equacéo residual:
Ae=r,; (3.23)

a qual constitui a base para o funcionamento de métodos iterativarultigrid, nos quais
aproximacgdes sucessivas sao corrigidas a partir da solucdo de problemas residuais em
diferentes niveis de malha.

Existem diversos métodos para resolver os sistemas dados pela Eq. (3.20),
aqui chamados desolvers Dentre eles, os métodos diretos e os métodos iterativos.
De acordo com Burden, Faires e Burden (2016) os meétodos iterativos sdo mais e cientes
computacionalmente que os métodos diretos para resolver tais sistemas lineares de grande
porte gerados da discretizacdo de EDPs.

Para encontrar a solucdo desses sistemas de equac¢des por meio de métodos
iterativos, € necessario fornecer uma estimativa inicial para a solucdo. A partir dessa
aproximacao, novas solucbes sdo geradas iterativamente. Caso 0 processo seja convergente,
a aproximacdo melhora a cada iteracdo. O processo € encerrado quando um critério de
parada € satisfeito, o qual pode estar baseado no erro, no residuo, no nimero maximo
de iteracdes, entre outros. A literatura apresenta diversos métodos iterativos, tais como
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Jacobi, Jacobi ponderado, Gauss Seidel, Sobre-Relaxagéo Sucessiva (SOR), Fatoracéo LU
incompleta.

Neste trabalho, adota-se o0 método de Gauss Seidel commalver padrdo, pois,
segundo Briggs, Henson e McCormick (2000), Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001), esse
método apresenta boas propriedades de suavizacdo (propriedade de reduzir rapidamente
0s modos oscilatorios do erro, deixando apenas os modos suaves).

Em particular, utiliza-se a versdo com ordenacaed-black (GSRB) do método de
Gauss Seidel, conforme descrito em Wesseling (2004), Trottenberg, Oosterlee e Schuller
(2001). Nessa abordagem, os nos da malha sdo organizados segundo um padrdo de tabuleiro
de xadrez: primeiro, atualizam-se todos os nos vermelhos utilizando os valores antigos dos
nos pretos adjacentes; em seguida, 0s nos pretos séo atualizados com os novos valores ja
computados nos nés vermelhos.

Essa ordenacdo permite que os calculos em cada subconjunto de nés (vermelhos
ou pretos) sejam realizados independentemente e de forma paralela, promovendo maior
e ciéncia computacional. A FIGURA 1 ilustra essa organizacdo para o caso bidimensional,
destacando a distribuicdo alternada dos pontos vermelhos e pretos na malha.

FIGURA 1 Ordenacéo red-black em malha 2D.
¢ S © o o

¢ o o o o ®Red

i T T ® Black
¢ o @ o { [
¢ @ o L 0
¢ ¢ ¢ ¢ o

FONTE: A autora (2025).

O solver Gauss-Seidelred-black tem sido bastante utilizado em trabalhos
envolvendo o métodamultigrid, como: Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001), Briggs,
Henson e McCormick (2000), Wesseling e Oosterlee (2001), Pinto e Marchi (2006),
Malacarne, Pinto e Franco (2025), entre outros.

3.3.1 Meétodomultigrid

Nesta secdo sera abordado o estudo proposto originalmente por Fedorenko (1964),
conhecido por métodamultigrid (MG). O método surgiu da necessidade de reduzir o
tempo de processamento na obtencdo de solu¢cdes numéricas para equacdes diferenciais,
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mostrando que a velocidade de convergéncia com o uso da técnica é superior a dos métodos
iterativos puros, ou seja, aos métodasinglegrid (SG), que utilizam uma Unica malha.

O método MG tem origem na propriedade de suavizacdo dos métodos iterativos
convencionais. Um método iterativo convencional possui bom fator de convergéncia somente
nas primeiras iteracdes, onde os modos dos erros sdo mais oscilatorios, caracterizando a
presenca de modos de alta frequéncia. Porém, apos algumas iteragdes, quando os modos
dos erros tornam-se mais suaves, a convergéncia passa a ser mais lenta, sinalizando
a predominancia de modos de baixa frequéncia (TROTTENBERG; OOSTERLEE;
SCHULLER, 2001). Para ilustrar este procedimento, pode-se observar na FIGURA 2,

0 comportamento das componentes do erro no processo iterativo do método de Gauss-Seidel
para a equacao de Poisson.

FIGURA 2 In uéncia da iteragdo do método de Gauss-Seidel no erro.

FONTE: A autora (2025).

A FIGURA 2 apresenta o efeito da suavizagdo do erro. Conforme observado,
inicialmente o erro apresenta oscilagdes acentuadas, porém, apos algumas iteragdes, ndo
necessariamente ca pequeno, mas torna-se suave. De acordo com a literatura, as primeiras
iteracdes do método de Gauss-Seidel geralmente apresentam bom fator de suavizacao,
reduzindo rapidamente os modos oscilatérios do erro. No entanto, apos algumas iteragdes,
0 processo torna-se lento, indicando a predominancia dos modos suaves.

O método MG visa melhorar a taxa de convergéncia dos métodos iterativos em
todas as faixas dos modos dos erros (oscilatorios e suaves). Segundo Briggs, Henson e
McCormick (2000), os modos suaves tornam-se mais oscilatérios em malhas mais grossas.
Com base nisso, a ideia é utilizar uma hierarquia de malhas e alternar suavizacfes
em cada nivel de malha e as aproximacdes destas solu¢des em uma malha mais grossa
(com uma certa razéo de engrossamento) através de operadores que transferem informacdes
da malha na para a malha imediatamente mais grossa (operador de restricdo), e em
seguida, transferir informagdes da malha grossa para a malha imediatamente mais na
(operador de prolongacao), desta forma reduzindo todo o espectro de erros (erros de
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alta e baixa frequéncia) (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG;
OOSTERLEE; SCHULLER, 2001; WESSELING, 2004).

Como o MG é composto por uma hierarquia de malhas, € preciso utilizar alguma
razao de engrossamentie = H=h entre elas. AquiH e h referem-se ao espacamento entre
0s nés das malhas grossa e na, respectivamente. Segundo Briggs, Henson e McCormick
(2000) e Brandt (1977),re = 2 (ou seja,H = 2h) é a razdo de engrossamento mais utilizada
e mais recomendada, e sera utilizada neste trabalho. Entdo pode-se formar a sequéncia de
malhas apenas dobrando o tamanho do espacamento da malha sucessivamente. Assumindo
gue essa sequéncia termina com a malha mais grossa possivel ou a mais grossa desejada.
Na FIGURA 3 pode-se visualizar uma sequéncia de malhas coen= 2, para o caso
bidimensional.

FIGURA 3 Uma sequéncia de engrossamento de malhas utilizandoe = 2.

FONTE: Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001).

3.3.2 Operadores de restricdo e prolongacéo

Os operadores que transferem informacdes da malha ifa™) para a malha
imediatamente mais grossa 2") sdo denominados operadores de restricdo e S&o
representados genericamente pog". Os mais conhecidos s&o: inje¢cdo, meia ponderagéo e
ponderacdo completa. Neste trabalho, sera utilizado o operador de ponderacdo completa.

A restricdo por ponderagdo completa, no caso bidimensional, é feita através de
uma média ponderada entre o ponto central (P) e todos os pontos vizinhos (N, S, E, W,
NW, SW, NE, SE) (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000). A FIGURA 4 apresenta
este processo de transferéncia de informacdes d& para a malha 2", indicando os
respectivos pesos.

Os operadores que transferem informac6es da malha groésd') para a malha
imediatamente mais na( ") sdo denominados operadores de prolongacéo (ou interpolagéo)
e sdo representados genericamente ddy. Sera empregado neste trabalho o operador
de interpolagdo bilinear, um dos mais utilizados na literatura, e que pode ser visto na
FIGURA 5, que apresenta a malha correspondente a este processo de transferéncia de
informacgdes da malha 2" para a malha ", indicando os pesos.
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FIGURA 4 Operador de restricdo por ponderacdo completa para o caso 2D.

2h

FONTE: Franco (2017).

FIGURA 5 Operador de interpolacdo bilinear para o caso 2D.

2h

FONTE: Franco (2017).

Outras informacdes sobre o operador de restricdo completa, operadores de
interpolacao bilinear e demais operadores, podem ser vistas em Briggs, Henson e McCormick
(2000), Wesseling (2004), Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001), Ferziger, Peri¢ e Street
(2002). A escolha pelos operadores de restricdo por ponderacdo completa e interpolacéo
bilinear baseia-se na facil implementacdo e por excelentes resultados encontrados na
literatura (FRANCO; PINTO, 2024).

3.3.3 Ciclos domultigrid

As diferentes formas de percorrer as malhas no métoohultigrid dao origem a
diferentes tipos de ciclos. Os ciclos mais utilizados sdo o ci®oe o cicloW, sendo
selecionados conforme a complexidade do problema e as exigéncias de convergéncia
(WESSELING, 2004). Neste trabalho, adota-se o cicM( 1; ») (veja a FIGURA 6, para o
caso de cinco niveis), em que e , representam o niumero de pré e pés-suavizagoes, isto €,

o numero de iteragBes deolver realizadas durante os processos de restricdo e prolongagao,
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respectivamente. A escolha do cicld deve-se a sua comprovada e ciéncia computacional
e robustez na resolucédo de EDPs do modelo proposto nesta tese.

FIGURA 6 Estrutura do ciclo V para cinco niveis ere = 2. O simbolo”™ representa suavizacao
e o0 simboloz a solucéo exata.

2h
\ / \ Restricdo
\ 4h
/ o /Prolongagéo

FONTE: Franco (2017).

Como discutido em Briggs, Henson e McCormick (2000), o métodaultigrid
apresenta convergéncia e ciente em problemas elipticos. Para outros tipos de EDPs, como
as de natureza parabdlica ou hiperbdlica, o uso deultigrid ainda constitui objeto de
pesquisa, especialmente no que diz respeito a escolha dos operadores e a robustez da
convergéncia.

A quantidade de suavizac¢des por nivel, representada pqrin uencia diretamente

a e cacia do método. Em geral, apos a diminuicdo dos componentes oscilatorios do
erro, ndo € vantajoso continuar aplicando o suavizador, pois 0 método tende a estagnar.
Dessa forma, o numero de iteragfes do suavizador deve ser ajustado de acordo com a
analise do comportamento do erro em cada nivel de malha, podendo variar entre as
etapas de pré e pos-suavizacdo e também entre diferentes niveis. Para problemas que
apresentam di culdades de convergéncia, como 0s que envolvem anisotropias e malhas
ndo uniformes, pode ser necessario adotar um nimero maior de suavizagfes ou utilizar
estratégias complementares para assegurar a taxa de convergéncia desejada.

O Algoritmo 1 descreve, para um determinado nivel de malhla> 1, com

iteracdes de pré-suavizacdo @ de poOs-suavizacdo em cada nivel. Uma anéalise comparativa
dos efeitos da escolha dg e , na precisédo e desempenho da solugao numérica € apresentada
na Secao 5.2.1.
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Algoritmo 1: MG- V-Ciclo (I) Algoritmo ciclo V do métodomultigrid
Input: Nivel atual I; nivel maximo L ax; NUmero de suavizacoes; e

Output: Aproximacdov() da solucéo deav() = £

1 1f | = Lmax ; /I nivel mais grosso
2 then

3 Resolva diretamenteAjv(®) = £ ();

4 end

5 else

6 | Pré-suavizacdo: aplique; iteracdes de suavizagdo edyv() = £ O,

7 Compute o residuor® = O A0,

s | Restrinja o residuo:f (* = [3h, r®;

9 Inicialize v(*Y) = 0 na malha grossa;

10 MG- V-Ciclo (I +1); /I chamada recursiva
11 | Interpole a corregiov® v + 13 Thy(+D)

12 Pés-suavizagao: aplique, iteracdes de suavizagdo edyv() = £ O;

13 end

3.4 Analise de erros

Segundo Marchi (2001), trés tipos de métodos podem ser empregados na solucéo
de um problema: experimentais (onde existem erros experimentais), analiticos (com erros
de modelagem) e numéricos (com erros de modelagem e numéricos).

Neste trabalho o interesse sera pela analise de erros numéricos, em que 0 erro
numérico (E) corresponde a diferenca entre a solucdo analitica exdta) de uma variavel
de interesse e a sua solucdo numérica) (FERZIGER; PERI,; STREET, 2002), ou seja,

E= (3.24)

De forma geral, o erro numérico pode ser gerado por trés fontes principais: erros de
truncamento, erros de iteracao e erros de arredondamento (FERZIGER; PERI,; STREET,
2002; MARCHI, 2001). A seguir, cada fonte de erro sera descrita com mais detalhes.

3.4.1 Erro de truncamento

O erro de truncamento ocorre quando se aproxima um modelo matematico continuo,
gue contém informag¢des em um conjunto in nito de pontos, por um modelo discreto que
possui informagdes em um conjunto nito de pontos. Conforme Roache (1998), o erro de
truncamento € o resultado obtido ao interromper um processo in nito.

Segundo Pletcher, Tannehill e Anderson (2012), o erro de truncamento se origina
das aproximacGes numéricas empregadas na discretizacdo de um modelo matematico.
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Em uma equacao diferencial, o erro de truncamento € o residuo que resulta quando se
substitui a solucdo analitica exata da variavel dependente na equacéo discretizada do
modelo matematico. Em geral, este erro se reduz com a diminuicdo do tamanho da malha
(MARCHI, 2001).

Dentre as fontes de erro numérico, o erro de truncamento € 0 mais signi cativo
(ROY; OBERKAMPF, 2011). Quando os erros de truncamento representam a principal
fonte do erro numérico, ou seja, quando os erros de iteracdo e de arredondamento sdo
desprezados ou minimizados, 0 erro numeérico € denominado de erro de discretizé€ad
(FERZIGER; PERI,; STREET, 2002) e pode ser de nido a partir da série de Taylor por

*®
Eh = E( )= chP + ¢;hP* + ohP2 + czhP + 110 = cy hPv; (3.25)
V=0
em que os coe cientesy;V =0;1;2;3;::: sdo numeros reais obtidos em funcao da variavel
dependente do problema e de suas derivadas, mas independerh.de

Por de nicdo, as ordens verdadeirag)y, sao os expoentes de, e sao inteiros
positivos que seguem a relacdm < pi <p. <ps:::.. A primeira ordem verdadeira,py, €
chamada ordem assintotica, conhecida na literatura por ordem de acuracia, e € denotada
por pa. A ordem assintética € um resultado tedrico que pode ser obtidopriori das
solucdes numéricas a partir dos tipos de aproximacdes utilizadas na discretizacdo do
problema, de forma analoga ao realizado nas Secdes 3.1 e 3.2. Assim, antes de se obter
gualquer solugdo numeérica, é possivel prever o comportamento assintotico do erro de
discretizacéo.

Através das chamadas estimativaa posteriori, € possivel veri car se a ordem
assintética do erro de discretizacéo, calculadapriori, coincide com a obtida pelo modelo
numeérico desenvolvido. A analise dp, a posteriori da solucdo numérica é baseada no
célculo da ordem efetiva(pg ), quando a solucdo analitica € conhecida; caso contrario,
baseia-se no calculo da ordem aparentpy), nos quais sao dadas por

E( )
9 ()
log(r)

(3.26)

Pe =

log

F G

log(r)

pu = , (3.27)

onde f, g € sc Sa0 as solu¢cbes numéricas obtidas nas malhas na (com espacamento

he), grossa fig) e super grossal(sg), respectivamente, geradas com razao de re no
G _ hSG

"The T he

. Teoricamente, as ordens efetiva e aparente tendem a ordem assintética
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com o re namento da malha, ou sejaps;py ! pa quandoh ! 0 (MARCHI; SILVA,
2002).

3.4.2 Erro de iteracao

Os erros de iteracao estdo associados a utilizacdo de métodos iterativos na solugao
dos sistemas de equacdes algébricas obtidas do processo de discretizacdo das equacdes
diferenciais governantes do fendmeno fisico estudado (ARAKI, 2007).

De acordo com Ferziger, Peri¢ e Street (2002) de ne-se o erro de itera¢gq) da
solucédo numéricq ,) de uma variavel de interesse, na iteracam como

E(n)= e (3.28)

no qual .« representa a solucdo exata do sistema de equacdes algébricas.

O erro, E( ), pode ser originado por diferentes fatores, como: o emprego de
meétodos iterativos para a solucdo das equacdes discretizadas, modelos constituidos por
varias equagoes diferenciais sendo resolvidas separadamente, ou ainda pela existéncia de
linearizagcdo no modelo matemético. De forma geral, o erro de iteracdo se reduz com o
aumento do numero de iteracdes (MARCHI, 2001).

3.4.3 Erro de arredondamento

Os erros de arredondamento estao relacionados a capacidade nita de representacao
de um certo nimero por um computador. Desta forma, os humeros sdo armazenados levando-
se em consideracdo um numero limitado de digitos, que varia de acordo com a linguagem
de programacéo, o tipo de variavel utilizada e o processador empregado (ARAKI, 2007).

Segundo Marchi (2001), quanto maior € a precisao utilizada para representar
as variaveis, menores sao os erros de arredondamento; entretanto, maior € a memoria
computacional necessaria para o armazenamento dessas variaveis.

3.5 Erro de programacao

Os erros de programacao sao inerentes ao processo de desenvolvimento de codigos
computacionais e ndo devem ser confundidos com erros numeéricos. Enquanto os erros
numéricos surgem de trés principais fontes: erros de truncamento, erros de iteracdo e erros
de arredondamento, os erros de programacao estao relacionados a implementagéo e uso do
codigo.

Os erros de programacao podem ocorrer devido a diversas razdes, incluindo: (i) uso
incorreto de um modelo numérico na aproximacgcao de um modelo matematico; (ii) falhas
na implementacdo do modelo numérico no codigo computacional; (iii) uso inadequado do
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cadigo durante a solucdo numérica; (iv) outras fontes inesperadas de erro na programagao
(ROACHE, 1998).

Para minimizar erros de programacao, a literatura apresenta diversas estratégias
(FERZIGER; PERI,; STREET, 2002; ROACHE, 1998; MARCHI, 2001), tais como:
(a) iniciar a implementacdo com um programa especi co e, posteriormente, generaliza-lo;
(b) desenvolver o codigo em etapas, facilitando a deteccdo de erros; (c) testaplver em
sistemas de equacgdes simples com solugdo analitica conhecida; (d) utilizar uma malha
pequena para veri car se a solucdo converge adequadamente, ou seja, se o erro de iteracao
atinge o nivel do erro de maquina; (e) resolver um problema "fabricado” e veri car se, para
h! O, ocorreE,! Oepy;pe! Pa-

No presente trabalho, todas essas estratégias foram adotadas, com especial
atencao a veri cagcdo numeérica, visando garantir a correta implementagéo e evitar erros de
programacdao. Essa veri cacdo é detalhada no Capitulo 5.

3.6 Mdltipla extrapolacédo de Richardson

A extrapolacao de Richardson (ER) € uma ferramenta amplamente utilizada na
estimativa e reducao do erro de discretizacdo em simulagbes numéricas. Seu uso € indicado
quando a solu¢do numérica(h) apresenta erro com comportamento previsivel em funcéo
de um parametro real, geralmente o espacamento A técnica consiste em combinar
solugdes obtidas em malhas com diferentes resolucéed € ™, comr > 1), com o
objetivo de obter uma solucdo extrapolada; (solu¢do analitica estimada) com ordem de
erro mais elevada.

A formulacgéo clédssica da ER é dada por (RICHARDSON; GAUNT, 1927):

(h)y  (rh)
= h) + : 2
L= () (3.:29)
o hg ~
no qual p representa a ordem assintética do err(pa) er = n 9_ ¢ araz&o de re no entre
g+1

as malhas, ondey é uma malha grossa g+ 1 é a malha imediatamente mais na.

A multipla extrapolacéo de Richardson (MER) é uma técnica numérica baseada
na aplicacao recursiva da ER, visando aumentar a ordem de acuracia das solucdes
numeéricas obtidas em diferentes malhas (DAHLQUIST; BJORCK, 2008; MARCHit al.,
2016). Essa abordagem permite elevar progressivamente a ordem de precisao do erro de
discretizacdoEh, especialmente em métodos iterativos. A técnica pode ser considerada
como um pos-processamento que requer apenas solucées numeéricas obtidas em diferentes
malhas, sem necessidade de alteragdes no codigo original.

Portanto, a MER realiza varias iteracdes de um método numérico e depois combina
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essas iteracdes de maneira especi ca para obter uma estimativa mais precisa, elevando a
pa do erro de discretizacddEh). No contexto do MDF, o erro de discretizacdo decresce
conforme a ordem verdadeirdp, ) da equacédo de diferencas empregada, ou seja, a taxa
com que o erro diminui quando a malha é re nada segue a ordem esperada do método
(por exemplo,pp =2, p1 =4, p» =6, :::, para o caso do CDS nas variaveis espaciais e
Crank-Nicolson na variavel temporal na Eq. (3.25)). Porém, se ndo se conhece a ordem
verdadeira, pode-se trabalhar com ordens aparentes estimadas numericamente (SIEVA

al., 2022).

Seja ¢ a solugdo numérica na malhg sem extrapolacdo. A MER ¢é de nida de
forma recursiva pela expressao:

— gm 1 g Lm 1,
m= g + ; 3.30
gim gm 1 ] ( )

comg=m+1;:;Gem=1;::;9 1, em queG € o niumero total de malhas disponiveis.
A cada aplicacdo da MER, o termo de erro dominante é cancelado, elevando a ordem da
aproximacao.

Os valores depy, obtidos a priori podem ser con rmados a posteriori com o conceito
de ordem efetiva pg) do erro de discretizacdo, o qual, generalizado para a extrapolacao
de Richardson repetida, € dado por (MARCHEt al., 2013)

log EEhﬁ Lm log — 9t
_ gm_ _ gim
(Pe)g:m log(r) log(r) (3.31)

Em contextos no qual a solucdo analitica exata ndo € conhecida, a ordem
aparente de convergéncipy pode ser estimada por:

Iog g 1Im g 2;m
- g:m g Im .
(Pu)g:m log(r) ; (3.32)

exigindo-se, portanto, no minimo trés malhas distintas para sua aplicacao.

Um exemplo de representacdo gra ca da aplicacdo da MER considerar@e 9,
para o caso da ordem aparentg,, é apresentado na FIGURA 7. As linhas representam os
niveis de malhag (isto é, diferentes re namentos do dominio computacional), enquanto as
colunas indicam os niveis de extrapolacao.

Cada n6 4, corresponde a uma solugdo numeérica obtida no nivglaposm
etapas sucessivas de extrapolacdo de Richardson. As setas direcionais indicam a construcao
hierarquica da extrapolagéo: a cada novo valor,,, séo utilizadas trés solugdes consecutivas
da coluna anterior(m 1), asaber, 4 om 1, ¢ 1m 1€ gm 1. ESSe padréo é evidenciado
pelas setas convergentes que apontam para cada extrapola¢cdo computada.
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O processo avanca até o ponto destacade,, que representa a solucdo extrapolada
com maior nivel de acuracia possivel, considerando o total de malhas disponiv@is=(9)
€ 0 re namento progressivo permitido pela estrutura da MER, sendm = 4 extrapoladas.
Quanto maiores os valores dg e m, menor sera o erro de discretizacdo associado a variavel
extrapolada.

FIGURA 7 Esquema préatico do MER da solugdo numérica paraG = 9 com 4 niveis de
extrapolacéo.

m=0 m=1 m=2 m=3 m=4

g=1 1,0

g=3 30— 31

g=4 40 4;1\
\

g=5 50 51 —> 52

g=6 60 61 6;2\

g=7 70 71 70— 73

g=8 8o 8:1 8:2 8;3\
g=9 oo 9.1 9.2 93 —>| 94

FONTE: Adaptado de Silva et al. (2021).

3.7 Estimadores para o erro de discretizagéo

Nesta secdo, sdo discutidos aspectos relacionados a estimativa do erro de
discretizacao, considerando o uso de MER. Inicialmente, apresenta-se o estimador de
Richardson para o erro de discretizagdo. Em seguida, sdo explorados dois estimadores
disponiveis na literatura, cujas expressdes sdo adaptadas para aplicacdo em MER.

3.7.1 Estimadores

Quando a solucao analitica € desconhecida, o erro de discretizacdo ndo pode
ser calculado. Assim, é utilizado o conceito de incertezd) A incerteza de uma solugéo
numeérica é calculada pela diferenca entre a solucéo analitica estimada Y para uma
variavel de interesse e sua solucdo numérica) (CHAPRA; CANALE, 1994), ou seja,
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u()= , (3.33)

Uma maneira de estimar o erro de discretizacdo € utilizar os estimadores de
erro de Richardson baseados na ordem aparelftig;) e na ordem assintoticgpa), pois
sdo amplamente relatados na literatura, servindo assim como estimadores de referéncia
(MARCHI; SANTIAGO; CARVALHO JR, 2021).

Os estimadores de erro de Richardson sdo dados por

(F o). (F o).

Uri (pu) = m, Uri (pa) = m, (3.34)
em que g e g sao as solugdes numericas obtidas nas malhas &) e grossa (i),
. N h
respectivamente, geradas com razéo de re mo= h—G e py dada pela Eq. (3.27).
F

Para obter a estimativa do erro de discretizacdo levando em consideragéo o emprego
de MER, utiliza-se dois estimadores presentes na literatura, que sédo eles, estimador
de Richardson corrigido(pmc) e estimador corrigido () (MARCHI et al., 2016;
RODRIGUES et al., 2022).

O estimador de Richardson, denotado pgom, é uma extensédo da formulacéo
classica (Eq. 3.34) e se aplica as solucdes intermediarias obtidas com MER. Conforme
apresentado em Martins (2013), Marchét al. (2013), é de nido como:

Upm( gm) = 270 S5 (3.35)

em queg representa o nivel de malha e o nivel de extrapolac@o. Esse estimador é valido

de discretizacdo para o ultimo nivel de extrapolacdo com maximo. Como alternativa,
a utilizacdo de umfator de correcdorP», de modo que o estimador passa a assumir a
forma:

Upme( gim) = "™ Upm( g+1:m); (3.36)
comm = g 1. O fator de correcdorP ajusta a estimativa original, ampliando sua
aplicabilidade.

Outra estimativa do erro de discretizacdo com MERE,,) é conhecida como
estimador , que é dada por:

U(gm=-30 9imi com = 9Im?i 92m2 (3.37)
' 1 g;m g Lm 1
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j ] > 1for satisfeita. Tal condicdo assegura a convergéncia.

Com base na Eq. (3.32), a ordem aparente é associada a estimativa do erro de
discretizacdoE,, na malha "¢. No entanto, como essa estimativa depende de solucbes
obtidas em trés malhas re nadas consecutivamente, considera-se guerepresenta a
inclinagdo média do gra co deE,, re etindo a taxa de convergéncia local em um intervalo
de discretizacao.

Partindo dessa abordagem, propde-se que a razdo de convergéncia calculada
a partir de trés malhas consecutivas, isto é,"s 1; Nhe: hea | geja atribuida & malha
intermediaria ", considerando-se quiy 1; hg; hg+1 satisfaz uma razéo de re no constante
r = hg 1=hg = hg=hgs1, no qualg 1€ uma malha supergrossay a malha grossa @+ 1

é a malha na.

Para isso, uma correcao do estimador, denominada , é introduzida de forma
a incorporar informacdes de trés niveis consecutivos de extrapolacdo da MER. O objetivo
€ melhorar a estabilidade e a precisdo da estimativa do efg,. A correcdo € descrita por
Marchi et al. (2013), como:

U (gm)= -2 92m L = ¢1;0=2;056 (3.38)

g;m g Im 1,

; g=2;3,:::,G 1,

g+l;m+1 g;m (3 39)
( g Im 1 g 2;m 2)2 '

VW AR 00

( g;m g 1m 1)( g 2m 2 g 3m 3), 9" ©

Esse estimador € especialmente (til nas etapas nais da extrapolacdo, em que o
erro de arredondamento comeca a in uenciar os resultados. Ao considerar trés malhas
consecutivas, a razao permite suavizar utuagOes e fornecer uma estimativa mais
robusta do erro de discretizacédo, sobretudo quando os valoresj dese aproximam de 1
OU 0S erros se tornam muito pequenos.

3.7.2 E cécia da estimativa de erro

Em situacdes nas quais a solucdo analiticado problema nao é conhecida, torna-
se fundamental avaliar a qualidade das estimativas de erro numérico, denotadas por
Para isso, calibram-se os estimadores de erro nos casos que se conheca a soluc¢édo analitica,
ou seja, onde o erro é acessivel. Uma métrica amplamente utilizada com essa nalidade
€ a efetividade da estimativa, representada por, a qual € de nida pela razéo entre a
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incertezaU e o erro realE (MARCHI, 2001; RODRIGUES et al., 2022):

= Z. (3.40)

O caso ideal ocorre quando =1, isto €, quando a incerteza estimada corresponde
exatamente ao erro real cometido pela solugdo numérica. No entanto, esse cenario € raro
em aplicacbes computacionais reais.

Quando a magnitude da incertezd) é superior a do erroE, a estimativa é
classi cada como con avel:
> 1 (3.41)

Por outro lado, quando esta su cientemente proximo del, a estimativa é
considerada acurada, o que signi ca que o valor d¢ reproduz com boa delidade o valor
deE:

1 (3.42)

Por isso, busca-se, de forma prética, que a estimativa seja acurada, indicando que
a incerteza estimada representa, com boa aproximagdo, o erro numerico verdadeiro.

A de nicdo quantitativa de quao proximo  deve estar da unidade para que se
considere a estimativa precisa pode variar conforme o contexto do problema, os critérios
de veri cacao/validacao adotados e o nivel de tolerancia a incerteza exigido na analise.

A andlise da e cacia da estimativa de erro, por meio da efetividade é portanto,
uma ferramenta importante na veri cacdo de codigos numéricos, especialmente em
problemas em que néo se disp6em de solu¢des analiticas de referéncia.
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4 MODELO NUMERICO

A solucdo do modelo matematico de interesse, Egs. (2.1) - (2.4), € obtida através
da aproximacdo numeérica em cada um dos seus termos, usando o MDF. O método
numérico tem a nalidade de resolver as equacgdes resultantes da discretizacéo para estimar
a solucdo numérica do problema original. Para isto, considerafde F, M e U como
uma aproximacao das solucdes das equacdes do modeln,de m e u, respectivamente.

Os termos espaciais sao discretizados utilizando uma aproximagao de segunda ordem do
tipo CDS, Egs. (3.14)-(3.17). Para discretizar os termos temporais, utiliza-se o0 método
de Crank-Nicolson (CN), que consiste em um método das diferencas nitas implicito no
tempo e numericamente estavel. Este método € obtido através da média aritmética entre
0s métodos explicito e implicito (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013).

4.1 Malha utilizada

A primeira etapa da aplicacdo do MDF consiste em de nir o dominio discreto
onde a solucdo sera aproximada. Para realizar a discretizacdo, de ne-se uma malha, que é
um conjunto nito de pontos pertencentes ao dominio, chamados nos da malha.

A malha geométrica no MDF € geralmente estruturada localmente, ou seja, cada
né pode ser considerado como a origem de um sistema de coordenadas local, cujos eixos
coincidem com as linhas da malha. A FIGURA 8 mostra um exemplo de malha cartesiana
bidimensional (2D) usada no MDF, em que o simbolo denota os nds sobre os contornos
e 0 simboloz denota os nos internos da malha. Considera-Bk pontos na dire¢céax, Ny
pontos na direcdoy e espagcamento igual para cada intervalo e em ambas as dire¢des, ou
seja,h = hx = hy. Neste caso, a malha é denominada uniforme e com espacamento entre
0s nos dado poh.

Cada no é unicamente de nido pela intersecdo das linhas de malhas na posicao
(i;j ). Os nos vizinhos séo de nidos aumentando-se ou diminuindo-se uma unidade de cada
indicei ouj. Assimo né(i 1;j) representa a posicao oesté,+ 1;]) representa o nod
na posicao leste(i;j 1) representa 0 n6 na posicao sul(&j + 1) representa o né na
posicao norte.

Para resolver a equacao diferencial numericamente, faz-se necessario encontrar,
para os termos que aparecem no modelo, as respectivas expressoes escritas em funcao
dos pontos da malha. Essas expressdes, neste caso, sdo denominadas de aproximacoes
por diferencas nitas. O resultado nal deste processo é uma equacao algébrica, chamada
equacdes de diferencas nitas, que é descrita para cada ponto da regido discretizada, em
que se deseja calcular a solucdo do problema. Resolvendo-se as equacdes de diferencas
nitas, encontra-se a solugao aproximada do problema (FORTUNA, 2000).
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FIGURA 8 Malha computacional bidimensional uniforme com tamanhos dos espagos de
malha h.

FONTE: A autora (2025).
4.2 Linearizagao

Uma forma de resolver sistemas de equacgdes néo lineares é utilizar algumas técnicas
de linearizagao, transformando-as em sequéncia de equacodes lineares e assim aplicar os
métodos tradicionais de resolucdo de sistemas lineares.

Observa-se que as Egs. (2.1) e (2.2) apresentam termos quadraticos nas variaveis
n ef, assim, para a discretizacdo destas variaveis, denotadas pbre F, respectivamente,
tem-se que linearizar o termdi;j ) quadratico no nivel de tempdk+1, resultando no célculo
de um sistema néo linear implicito em cada passo de tempo. Para evitar a necessidade da
resolucéo do sistema n&o linear, lineariza-se o terrf@?)<

ij » aplicando a expansao em
série de Taylor, ou seja

@) =(Q) + S(@f +:::

— 2\ k k @ k e
=(Q%)iy *+2Qj @t + 0
em que ¢€ o tamanho do passo temporal, dado por = t;=(N; 1). Aqui, Q é uma
representacao genérica dd ou F; i;j indicam a posicao espacial k+ 1 o tempo atual.

(4.1)

Utilizando diferencas progressivas na derivada temporal da Eq. (4.1), ou seja,

k+1 k
Qe+ i A jem.se

k+1 k !

(Q2 :(;j+1 1 (Q2 :fj + ZQEJ i;j i;j

L) +2Q5 QT 2@

(4.2)
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logo

@)™ (@i +2Q Qi (4.3)

Desta forma, trata-se o problema linearizado. Mais sobre essa técnica pode ser
visto em Sheu e Lin (2004, 2005), MATSUBARA JR (2017).

4.3 Discretizagdo da variavel N

Por questbes didaticas, repete-se a Eq. (2.1),

@n_ . .
@t fjﬂ{zn-} |L({rz]1;+|1n(l 2] f}'

difuséo haptotaxia proliferagéo

Aplicando os operadores de forma adequada, pode-se reescrever a Eq. (2.1), como

! !
@+ @ @@f+ @+ @@f+ n@ + (1 n f)+sy; (4.4)
@%x @y @x@x @% @yay @y
ondes, é um termo fonte que sera agregado a esta equacédo a depender da solucdo do
problema (mais detalhes no Capitulo 5) &n sua aproximacao.

@n_
@t

dn n

Discretizando a Eq. (4.4), utilizando diferencas centrais (CDS) no espaco,
considerando o comprimento destas discretizagdes espaciais nas diregbey iguais
ahy = hy = h, e utilizando o método Crank-Nicolson (CN) no tempo, tem-se:

. ,
k+1 k k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 *
N~ N _ 1, N7y 2Ng™ + Nigy  Ng™s 2Ng™ + N

— i +1
=3 h2 h2
Nik++11;j Nik+11;j Filfil;j Fik+1l;j LNk Fik+1l;j 2Fi|;(j+l + Filfil;j +
2h 2h H h2
!
NS NE™ FETS FE™ N Fi™  2FRE™ + RS
2h 2h H h2
+ 1Nil;<j+1 1(NZ ik;j+1 1Nil;<j+1 Fi|;<j+1 + Snik;j+1_:_
q Ny 2N+ NEy N Nij 1 2N+ N, (4.5)
" h2 h2
Ny, NSy Ry By + NK Fry 2R + Fiyy +
2h 2h "l h2 '
N N§ o Ffa F + NK Fi 1 2FE +F.
2h 2h L h2 4

+ N (NP N FS + Snf
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Pode-se perceber que na Eq. (4.5) h4 o termo quadrétiﬁuz)}fj”, gue pode ser

linearizado usando a expansdo em série de Taylor, como visto na Eqg. (4.3). Assim,
(NZ)SE T (NP + 2N NS (4.6)

Substituindo o termo quadratico linearizado pela Eg. (4.6), pode-se reescrever a
Eq. (4.5) como

" [
NE§™ N _1 d. NG 2NE™ + N N NE§™ 2NE™ + N§
2 h2 h2
Niifll;j NFL Filfil;j FE N Fik+11;j 2FE + I N
2h 2h b h?
!
Ni|§+_ﬂ_1 Ni|§+11 F||j++:—|_1 Fi5+ll .\ N.k'+1 Fil;(j+ll 2Fllj+l + F||j++:—|_1
2h 2h b h2
+ 1Ni|§+1 1 (N2 :<J + 2Ni|§ Ni|§+1 1Nii;<j+1 Fil;(j+l + Snik;j+1':'
d Ny 2N§ + NfSyy N Ni 1 2N+ N, (4.7)
n
h2 h2
N, i N 1 Fi'il;j F Ly, Nikj F 1 2Fi|;(j + Ffy i
2h 2h ; h?
!
Nil:(j +1 Nil;(j 1 Filﬁ +1 Fil;(j 1, NK Fil;(j 1 2Fi|;(j + Fi|;<j +1
2h 2h ] h2 .

k 2\k k =k k
N (N9 NG Ry + Sy
IsolandoN;$**, tem-se

hl 2dn k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
-+ W + 2h2 Fi;j 1t Fi;j a7t Fi 1; + Fi+1 i 4Fi;j
i
1 K k+1 k+l —
T2 Ny +Fym 1 Ny™ =
dﬁﬂ Nik+1l;j + Nik++ll;j + Ni|§+1l+ Nil;(j++11. B Nik++11;j Nik+1l;j Filfil;j Fik+11;j 4
2 h2 h2 2| 2h 2h
NET NS RS RS 1 1 1
. 2h : . 2h . ¥ E(NZ 'kJ ¥ 7Nil?<j * ésn!§1+l+
|
: 4.8
dn Nifay 2N+ NSy Ni oo 2N+ Ny “9
2 h2 h2
_ I\Iik+1 i Nik Lj I:ilil i I:ik L 4 Nk Fik 1 2Fi|;(j + Filil i
2 2h 2h ") h2 |
N N o Fia F o + Nk FS o 2F§ + R
2h 2h bl h2
+ 1 1 NKOEK Nk 4 }Snk.
2 ij i i 2 -
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Considerando

1
doa = —;

dn
dn1 = oh2’
dn2 = oh2’
dyz = ?1;

l 2dn 1

= —+ - _-

adn4 h2 5
ans = @nat anz BT+ FETL 4+ FL o FRTL O OARET +oans 2N+ R

pode-se reescrever a Eq. (4.8) como

k+1l _— k+1 k+1 k+1 k+1
ansNij™ = @1 Nitgy + Nivgy + Ny + Nigy

an2 h k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 :
2 Nty N7 Fay R + N Ny Ry Ry
1 d
+Ni|;(j an3Ni|;(j + apy + EISIn!fj” + ZTTZ N 1t Nik+1;j + Nil;(j 1t Nil;(j 1 4Ni|§
k k k k k k (4.9)
ah2 Niva; Ny Fiay Ry + Ny N
#
Fia  Fij 1 +4NG Ry + Rl + B o+ R 4R
1
ou ainda, fazendo
d
Fn:(;j+l = Nil;(j an3Ni|;(j + 8pa + 7n2 N/ t Nik+1;j + Nilfj 1t Nilﬁ +1 4Ni|;(j
h 2h
anz Nik+1;j N/ L Filil;j F 1t Ni'ﬁ +1 Nil;(j 1I (4.10)

Fi!} +1 Fil;(j 1 +4Ni|;(j I:ik it Filil;j + l:il;(j 1+ FiEJ' +1 4Fit<i
1
+aps 1 Nilﬁ I:il;ﬁ Nil;(j + > Sn!(;j + Sn!(;jJr1 ;

tem-se:

h
k+1l _— k+1 k+1 k+1 k+1 . k+1 k+1
ansNK™ = anr NF'L o+ NS+ N+ NEL 0,25 a, NS NKL

i
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 .
Fig R + N N Ry R +Fnimo (4.11)
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4.4 Discretizacdo da variavel F

Dada a Eq. (2.2), referente a variavef ,

@f
— = mf. + f(1 n f);
@t gy Al o
degradacao renovagao
podemos reescrevé-la como,
f
%f mf + (1 n f)+ s; (4.12)

ondes; € um termo fonte agregado a esta equacadGé sua aproximacao.
Realizando as discretizagbes com 0os mesmos métodos da sec¢do anterior, tem-se,
k+1 k
|:i;j |:i;j 1h

- k+1 £ k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
=5 METEET+ GRS NETF )”Sfi:ii (4.13)

MEFS + oF§@ N§  Ff)+ St

Linearizando (F2)§"* da Eq. (4.13) com

(FASt (FA +2FSFE™ (4.14)
tem-se:
Fil:(J'Jr1 Fiﬁ - 1h k+1 = k+1 k+1 k+1 p k+1 2\k
T2 M i I:i;j + 2Fi;j ZFi;j Ni;j + oF i i (4.15)

2 R FET + Sf 5;1 MEFS + RS (@ Nf  F¥)+ Sf ﬁj :

Isolando F§*™,

1 k+1 2 k+1 k k+1 _— 1 k 1h 2\ k k+1
2 2 ’ ’ ’ b2 ’ " (4.16)
MEFE + RS NE  FE)+ Sl
De nindo

1

QPa = —;
a1 = E;
_ 2,
af2 - 2!

— k+1 k .
ars = @t anMy +a N +2F] 1]
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fazendo

A A aMiR AR N R
1 k+1 k. .
2 Stij ™ + Sty

pode-se reescrever a Eq. (4.16) como

arsFit = P (4.18)

4.5 Discretizacdo da varidvel M

Dada a Eq. (2.3),

@m
@t oyt 1423 oo

difusdo  Produgdo  neutralizagdo  gecaimento

que, aplicando os operadores de forma adequada, pode-se reescrever como

@m_ @m@m!
@t @x @y

onde s, é um termo fonte agregado a esta equacadsen sua discretizacao.

dm + n um m + Sp; (4.19)

Realizando as discretiza¢gGes da Eq. (4.19), equacéao referente a variavelem-se

Mgt ME

!
M M+ ME | MG MG+ M
h2 h2
+ N _|§+1 Uil§+1Milﬁ+l M '|;<.+l + Smk’+1
|
MK 2ME + M .\ ME | 2Mf + ML, (4.20)
h2 h2

Om

NI

+dm

+ N UM M+ Ssmy

IsolandoM §**,

1+ 2dm

' |
TR gt U M = g MICh ¢ I ¢ M i
+ ENiE-‘-l + }M |Ij + ;Sm:(’;—l
d I (4.21)
+27I:12 Mikl;j+Mi|:'1;j+Mi|§ 1+ Mi|§+l 4M||j
1
k k nak K K .
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Considerando,

tem-se,

pa

am1

am3

Am4

ams

ams + amsUy™ M = ami M

1
+agaMj + SSMT + amy My

2

fazendo,

K+l _ k k k k k
Fmi™ = @aMjj + ans M7 g + Ml + My 1+ My

I

am4Ni|§
pode-se reescrever a Eq. (4.22) como
ameMil;(j+l = Aam1 Mik+1l;j

4.6 Discretizacdo da variavel

Dada a Eq. (2.4),

@u

at fu

difuséo

que pode ser escrita como,
@u_

@t

ondes, € um termo fonte agregado a esta equacade sua discretizacao.

+ M

Ame = Ams * amSUil;(j+1

am3Uil;(j Milﬁ

U

producéo de inibidor

@u, @
@x

k+1
+ M+ M
K K
+ My 1+ My

amSUilﬁ Mil;(j

1 +
amoMij + 5 SMT + Smy

k+1 k+1 +1 k+1 .
i1y T Mg+ M St Emyt

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Realizando as discretizacfes da Eq. (4.26), equacdo referente a variayéém-se

Ll —

|
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 °
Uy 205 + Uty | Ugs 205 + U,
h2 h2
Fil-(j+1 Ui|§+1MiI_<j+1 U il'(j+l + SU!(.J-+1+

!
Uk 20K + UKy . Uk, 2uf + Uk, . (4.27)

dy

NI

A h2 h2
Fi  USME UL + suf
Isolando U™,
|
1 2d + . + d + + + +
-+ h72“+ é"‘ éMil;(j ! Uil;(j L= ZTlIJZ U 11, + Uik+11;j + Uil;(j o Uil;(j+11 +
1 1 d
é':it(jJr1 + *Uilﬁ + ésuﬁjﬂ + ZT:Jz U 1t Uik+1;j + Uil;(j 1t Uilﬁ +1 4Ui|;(j + (428
1
k k k k k .
oFi UMy SU + 5Suy:
Considerando,
1
dQpa =
— dU .
aLI:I. - 2h21
A = E;
dm3z = é;
3 = é;
1,2
aU4 - h2 21
tem-se,

Aua t am3|V|i|§+1 Uilﬁﬂtl = an Uik+11;j + Uilj-;_l;j + Uil;(j+11 + Uil§++11 + aU3Fi§+l+
aanil;(j +ay Uf 1 T Uik+1;j + Ui'ﬁ 1t Uil;(j +1 4Ui§ + aU3Fi!<j am3Uil§ Mi'ﬁ (4.29)
k

1
U + 5 SUjT + Suj

fazendo

aus = aus + amsM ™ (4.30)
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k+1 — k k k k k k
Fui™ = apaUij + @ Ui gy + Uiy + Uy o+ Uy 405 +

k k nak k 1 k+1 K (4.31)
asFy  amaUy My awUy + 5 Suy™ + Suy
pode-se reescrever a Eq. (4.29) como
aisUR'™ = agr UL + UK + US™ + UKL + agsFRl™ + Fuls: (4.32)

Portanto, no processo de discretizacdo das equacdes do modelo (2.1) (2.4), adotou-
se 0 método das diferencas nitas, utilizando o esquema de diferencas centrais para as
derivadas espaciais e o método de Crank-Nicolson para a discretizacado temporal. Essa
combinacéo garante precisdo de segunda ordem, tanto no espac¢o quanto no tempo.

A aplicacdo desses esquemas as equacfes do modelo resulta em um sistema
acoplado de equacdes lineares que descreve a evolucao temporal das varMydis M e
U em cada ponto da malha espacial. O sistema discreto completo, expresso ponto a ponto,
€ representado pelas Egs. (4.11), (4.18), (4.25) e (4.32), dadas por:

isj
[
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 .
(Fioy RO (N N )(Fi R + Fng s

8 h
ansNi™ = an1 Nf3y + NETY + N™ + NS 0i25a0, (NS NEL)
i5j

k+1 — g k+l.
asFij ™ = Ffg,
k+1 — k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 .
ame Mij™ = @m1 M{Tr; + My + M™o + My + ama Ngg™ + Fmy™
K+l _ k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 K+1 .
ais U™ = aun Uiy + Uiy + U+ Ui +awsky ™ + Fug™:

A equacéo discreta da variaveN envolve termos de difusdo, advecgéo acoplada
com F e fontes. Para auxiliar na visualizacdo da estrutura local da equacdo em torno
do ponto (i;j ), utiliza-se a notacéo esténcil (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000),
gue representa 0s coe cientes associados a cada ponto da vizinhanca imediata. Para isso,
reorganiza-se os termos em funcdo 8", Nf*E, NfSTL , Ni™, e N, conforme abaixo

an5Ni'§+1 [a,1 +0 ;25an2(Fili+11;j Fik+1l;j )]Nik+11;j
[An1 O;ZSanZ(Fik;il;j Fik+11;j )]Nik++11;j
[@,1+ 0 ;25an2(Fi|;(j++11 Fi5+11)]Nil§+ll
[an1 0J25an2(|:il;(j++11 Fil;(j+11)]Ni|§+-|:-Ll = Fn!fj‘“l;
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Denomina-se porAy a matriz local dos coe cientes do sistema linear associado a

equacao deN, cuja estrutura esténcil correspondente a Eq. (4.11) é dada por:
0 1

e
An = ay ik+i;j aNiI:<j+1 A k+1

i+1 3

a k+1
Ni;j 1

Substituindo os coe cientes conforme os parametros do modelo, obtém-se a
expressao explicita do esténcil:

0 8n2 k1 k+1 !
Any + T(Fi;j a Figa)
Ay = % an1 a%‘fz(Fikﬁl;j Fik+11;j) ans an1 + a%‘fz(Filfll;j Fik+1l;j) %
an1 a%z(':il;(ﬁl Fi|;§+11)
De modo anélogo, é possivel construir as estruturas esténcil para as variaveis
F, M e U, considerando as respectivas equacdes discretas. Embora algumas dessas
equacOes apresentem menor complexidade estrutural, todas seguem o0 mesmo principio de
representacao local dos coe cientes, o que facilita tanto a implementacdo computacional
guanto a analise das propriedades numéricas do sistema.

Tendo descrita a estrutura espacial do sistema discreto, é fundamental agora
considerar os aspectos relacionados a discretizacdo temporal e a estratégia de solucao
numérica ao longo do tempo. O método de Crank-Nicolson apresenta ordem de preciséao
temporal igual a dois p, = 2) e é incondicionalmente estavel no tempo (THOMAS, 1995).

No entanto, o sistema de equacdes oriundo da discretizagdo deve ser resolvido por meio de
um método iterativo adequado, como sera descrito no Algoritmo 2. Ressalta-se ainda que
o0 solver precisa ser aplicado a cada passo de tempo.

Para as simulagdes numéricas envolvendo a variavel temporal, é necessario utilizar
um meétodo de varredura no tempo. Dentre diversos métodos de varredura no tempo para
resolucd@o de equacdes diferenciais, seré utilizado o métdduoe-Stepping(STRIKWERDA,

2004). Este método consiste em resolver espacialmente o sistema de equacdes discretizado
em cada passo de tempo. Para isso, € usada a solucéo convergida do passo de tempo
anterior k como estimativa inicial para resolver o sistema de equacdes correspondente
no passo de tempo atuak + 1, e esse processo se repete até que se atinja o tempo
nal (VANDEWALLE; HORTON, 1993).
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Algoritmo 2: Solugcdo numérica com Crank-Nicolson e Gauss-Seidel
red-black
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Input: Ny, Ny, Ny, iter
Output: Solucdes numéricas para, f, m e u via Crank-Nicolson e Gauss-Seidel
red-black
De na as constantes e parametros do modelo;
Etapa 1: Aplicacdo das condic¢des iniciais e de contorno
for k=1 do
for i =1 to Ny do
for j =1 to Ny do
Atribua as condic¢des iniciaisNg(X;y), Fo(X;¥), Mo(X;y), Uo(X;y);
end
end

end

for k=2 to N; do

Atualize as condi¢des de contorno para= ty;

Etapa 2: IteracOes de Gauss-Seidel red-black ;

for itr =1 to iter do

(a) Atualizacao dos pontos vermelhos (  red);

fori=2to Ny 1do

forj =2to Ny 1do

Atualize N{§™, F™, M{™ e US™ usando Egs. (4.11), (4.18), (4.25)
e (4.32):

end

end

(b) Atualizacdo dos pontos pretos ( black);

fori=2to Ny 1do

forj=2to Ny 1do

Atualize N{§™, F™, M™ e US™ usando Egs. (4.11), (4.18), (4.25)
e (4.32);

end
end

end

end
Imprima N, F, M, U
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES: PROBLEMA COM SOLUCAO
ANALITICA

Neste capitulo, realiza-se a veri cagdo do modelo numérico implementado por meio
de um problema com solucéo analitica conhecida. S8o analisados o erro de discretizacdo, a
ordem de convergéncia e a e cacia dos estimadores aplicados. Também se comparam o
desempenho e a e ciéncia dos métodemglegrid e multigrid.

5.1 Veri cacdo numérica

Esta secdo € dedicada ao processo de vericacdo do codigo computacional.
O objetivo da veri cagéo € determinar em que medida um modelo matematico € resolvido
adequadamente através de um método numérico, dado que um dos desa 0s na simulacao
numeérica é o nivel de acuracia das solucdes.

A m de se encontrar uma soluc¢ao analitica com o intuito de veri car o cédigo
e realizar a analise dos erros, aplica-se o método das solu¢cdes fabricadas (em inglés,
Method of Manufactured Solutions (OBERKAMPF; BLOTTNER, 1998; SANTIAGO,
2010; AYCOCK; REBELO; CRAVEN, 2020). Tal método tem como objetivo gerar uma
solucao analitica exata, sem levar em consideracao a realidade fisica do problema. Para
isso, uma funcéo analitica é de nida e utilizada como a variavel dependente na equacao
diferencial, sendo suas derivadas calculadas de forma analitica. A equacgéo € construida
de tal maneira que todos os termos adicionais que nao satisfazem a EDP original sdo
agrupados em um termo fonte. O termo fonte € posteriormente incorporado a EDP original
para satisfazer a nova equacdo (ROY, 2005; RIGONI; PINTO; KWIATKOWSKI JR.,
2022).

Para o caso considerado neste trabalho, com R?, assume-se que a condigdo
inicial da variavel u(x;t) é dada por

u(x;0) = sen(2x)sen2y); (5.1)

noqualu=[n;f;myu],x2 , =1[0;0;5] [0;05], comx = (x;y). As condi¢cdes de
contorno sao do tipo Dirichlet, ou seja,

u(xp;t) =0; (5.2)

comxp 2 @ , sendo@ o contorno do dominio assumido 8<t  t;.

Os termos fontes,, S¢, Sm € Sy, respectivamente dados nas Egs. (4.4), (4.12),
(4.19) e (4.26), sdo obtidos de forma que as Egs. (2.1)-(2.4) satisfacam as solucdes analiticas

u(x;t) = €ser2x)sen2y); (5.3)
f(x;t)= e 'sen2x)ser2y); (5.4)
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comu=[n;m;u],x2 ,0 t t.
Logo, os termos fonte sdo dados por

ss(x;t) =[((( 8 2+ 1)sery)’+4 cos(2y)? ?)ser(2x )+

4 cos(2x)? ?sen2y)d)e '+(1+8d, 2 1+ €A)AJE; (5.5)
ss(xit)=( + )AZ+( 1 L+ LAe YAe (5.6)
Sm(Xx;t)=(L+8 dy 2 + + Ae')Ae'; (5.7)
su(x;)=(1L+8d, 2+ + Ae' e ?)Ae; (5.8)

x2 ,0<t t;,comA = ser2x)sen2y).

Para a veri cacdo do codigo com a solucéo analitica, consideranmps= 0;25 e 0s
parametros fisicos apresentados na TABELA 1, conforme Kolev e Zubik-Kowal (2011a),
Lopez, Ruiz e Castafio (2018) e Maganiet al. (2020).

TABELA 1 Valores dos parametros fisicos.

Parametros dn;dn;dy 1 2 :
Valores 0,01 Q001 02| G1 | 10| Q05| @QO7| Q03

A veri cacao de solugbes numéricas para o modelo bidimensional de crescimento
tumoral (Capitulo 2) é um dos objetivos deste trabalho. Para isso, serdo abordadas as
técnicas de veri cacao de cddigo, a partir de simulagdes numéricas e analsgssteriori
dos resultados encontrados com os métodaslltigrid (MG) e singlegrid (SG), utilizando
0 suavizador Gauss-Seideéd-black

Portanto, neste capitulo sera veri cado o comportamento do erro de discretizacédo
mediante o re no de malha computacional e o comportamento do erro numérico (diferenca
entre a solucéo analitica e a solucéo aproximada) para os métodos SG e MG. Serd veri cado
também se as ordens apareni®, e efetivape dos erros de discretizacdo, associadas as
variaveis fisicas de interesse, convergem para as suas ordens assintgticagiando h
tende aO0.

As simulagdes foram realizadas em um computador com processador Intel(R)
Core(TM) i7-7700 3.60 GHz, 32 GB de memdria RAM e sistema operacional Windows 10,
com 64 bits. Os algoritmos foram implementados na linguagem Microsoft Visual Studio
2022 - Versédo 17.6.0, Fortran Compiler 2023.1, com precisdo dupla.

No intuito de se isolar o efeito do erro de truncamento, procura-se minimizar o
efeito das demais fontes de erro. Para isso, 0 processo iterativo das simulacdes é interrompido
guando se obtém o erro de maquina, ou seja, quando os erros de iteracao forem minimizados
e levados ao nivel dos erros de arredondamento, obtendo-se assim o erro de discretizacao.
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5.1.1 Erro de discretizagao

Inicialmente, realiza-se a veri ca¢do do codigo computacional por meio da norma do
maximo kEk; , conforme apresentado na TABELA 2, considerando os métodsiaglegrid
(SG) e multigrid (MG), utilizando o esquema de Crank Nicolson para a discretizacao
temporal e diferencas nitas centradas para o espaco. A norma do maximo é de nida
como:

Un(X; T)j s

KEnk, = mngu(x;T) (5.9)

em queu(x;T) representa a solucao analitica e,(x; T) a solucdo numérica no tempo
nal T, avaliadas nos pontos da malha espacial.

Em relacdo ao numero de pontos nas discretizacdes espacial e temporal, considera-
seN = Ny = Ny = Ny = 2" + 1, conforme Tabela 3, em qu&m, no caso do MG,
representa o niumero de niveis de malhas nas direc&es y, sendo a malha mais na

associada ao maior nivel.

TABELA 2 Valor de jjEhjj; das quatro variaveisN, F, M e U, para os casosinglegrid (SG)
e multigrid (MG).
nm JJEh_Nji.  JJEh_Fji.  JJER_Mjj.  JIEh_Ujj

7,902279E-03
3,755129E-03
1,021323E-03
2,795458E-04
7,091295E-05
1,787442E-05
4,473987E-06
1,118960E-06
2,798253E-07
7,008128E-08

3,633945E-04
9,302706E-05
2,339453E-05
5,857294E-06
1,464867E-06
3,662601E-07
9,156143E-08
2,284805E-08
5,666782E-09
1,315573E-09

9,143686E-04
2,326785E-04
5,842830E-05
1,462334E-05
3,656855E-06
9,142863E-07
2,285566E-07
5,702435E-08
1,414388E-08
3,272801E-09

1,001792E-03
2,545726E-04
6,390354E-05
1,599220E-05
3,999069E-06
9,998186E-07
2,499295E-07
6,233529E-08
1,545448E-08
3,569934E-09

Ry g )
PBoo~onrwNz| REo0oo~Noaswnd

7,902280E-03
3,755129E-03
1,021323E-03
2,795458E-04
7,091295E-05
1,787443E-05
4,473924E-06
1,118741E-06
2,795454E-07
6,980147E-08

3,633945E-04
9,302707E-05
2,339455E-05
5,857294E-06
1,464865E-06
3,662432E-07
9,156519E-08
2,288140E-08
5,656381E-09
1,359111E-09

9,143686E-04
2,326785E-04
5,842832E-05
1,462334E-05
3,656851E-06
9,142557E-07
2,285752E-07
5,712724E-08
1,415277E-08
3,429498E-09

1,001792E-03
2,545726E-04
6,390354E-05
1,599220E-05
3,999067E-06
9,997995E-07
2,499653E-07
6,248654E-08
1,552303E-08
3,799326E-09

FONTE: A autora (2025).
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TABELA 3 Numero de pontos nas discretizagfes espacial e temporal.

nm 23| 4| 5] 6] 7 8 9 10 11
Ny=Ny=N; | 5|9 17| 33] 65 129 25 513 1025 2049

Pode-se observar que os resultados mostrados na TABELA 2, referentes aos erros
de discretizacao relacionados aos métodos SG e MG, séo praticamente iguais, exceto por
erros de arredondamento. Para uma melhor compreenséo, pode-se observar na FIGURA 9
a variagéo dos erros, onde os erros diminuem consideravelmente com o re namento da
malha. Os simbolos no gra co representam os resultados obtidos com o0 método SG para
as quatro variaveis do modelo, enquanto as linhas pontilhadas correspondem as solucdes
obtidas com o método MG.

FIGURA 9 Erro numérico jjEpjj1 de SG e MGversush.

FONTE: A autora (2025).

5.1.2 Ordens efetiva e aparente

Com base nos resultados apresentados na Secao 5.1.1, em particular na TABELA 2
e na FIGURA 9, veri ca-se que os métodos SG e MG produziram erros de discretizacao
similares para todas as variaveis analisadas. Dado esse comportamento equivalente em
termos de acuracia, opta-se por utilizar exclusivamente o método MG nesta Secéo 5.1.2
para o estudo das ordens efetiva e aparente.
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Para essa investigacdo, consideraram-se trés métricas distintas na estimativa
das ordens efetivafge, EqQ. (3.26)) e aparente oy, EQ. (3.27)): 0 erro de discretizacdo na
norma do maximo {Ehjj; , Eq. (5.9)), o valor da variavel de interesse no ponto central
do dominio ao nal da simulagdo(Pc) e o valor médio da variavel no tempo nakVy ).

As analises foram aplicadas as quatro variaveis do model, F, M e U, e os
resultados obtidos estédo reunidos nas FIGURAS 10 a 12, que ilustram, respectivamente, o
comportamento das ordens para as métricgi€hjj; , Pc € Vv .

FIGURA 10 pg, pu € pa considerandojjEhjj; para as diversas variaveiN;F;M e U.

FONTE: A autora (2025).

Como ilustrado nas FIGURAS 10 a 12, observa-se que as ordpa® py, associadas
as variaveisN, F, M e U, tendem monotonicamente a ordem assintoticea, = 2 a
medida que o espacamento da malha é reduzido. Tal comportamento con rma que as
discretizacOes adotadas nas Egs. (4.11), (4.18), (4.25) e (4.32), produzem métodos de
segunda ordem, caracteristica almejada nos métodos aproximados, conforme descrito na
literatura.

Com o re namento das malhas e a aplicacdo da técnica MER, espera-se que 0s
valores depy convirjam para as ordens verdadeirag, correspondentes a cada nivel de
extrapolacdo. No caso de CDS para as variaveis espaciais e Crank-Nicolson para a variavel
temporal, tem-sepy = 2, p;1 = 4, p. = 6, ::: na Eq. (3.25). Este resultado corrobora a
consisténcia do método na estimativa do erro de discretizacdo em diferentes niveis de
malha, fortalecendo a con abilidade das solu¢des numéricas.
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FIGURA 11 pg, pu € pa considerandoP¢ para as diversas variaveiN;F; M e U.

FONTE: A autora (2025).

FIGURA 12 pg, pu e pa considerandoVy, para as diversas variaveidN; F;M e U.

FONTE: A autora (2025).

A FIGURA 13 apresenta os valores dgy obtidos no ponto central do dominio no
ultimo passo de tempo (variavePc) para as quatro variaveis de interessgN; M; F e U),
com uso de precisdo quadrupla. Na FIGURA 13, a notacdb(g;m) representa a variavel
N para as diversagy malhas no nivelm de extrapolacédo. Analogamente para as outras
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variaveis.

FIGURA 13 py considerando Pc para as variaveisN;F;M e U e diversos niveism de
extrapolagao.

FONTE: A autora (2025).

Como observado na FIGURA 13, quando ndo ha nenhuma extrapolagdo = 0),
pu Se aproxima monotonicamente da ordem assintotiqga, = 2 a medida queh é reduzido,
conforme ja mostrado na FIGURA 11. Além disso, observa-se que, quando h& extrapolacdo
e se emprega a técnica MER, os valores dg convergem para as sequéncias das ordens
verdadeiras subsequenteq; = 4 e p, = 6. Segundo Marchiet al. (2016), as ordens
verdadeiras seguem uma progressao aritmética, de modo que, para niveis adicionais de
extrapolacdo, continuam coma@s = 8, ps = 10, e assim por diante.

Diante dos resultados obtidos, adota-sp, como parametro de referéncia nos
cbdigos implementados para avaliar a precisdo das solucdes numéricas, uma vez que seus
valores seguem uma progresséao aritmética conforme o nivel de extrapolagdo, coerente com
0 comportamento tedrico da extrapolagdo de Richardson.

5.2 Desempenho e e ciéncia

Nesta secao, serdo apresentados os resultados do método numérico obtidos com a
implementacdo do modelo matematico de crescimento tumoral bidimensional proposto
neste trabalho.
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5.2.1 Con guracao do ciclov( 1; 2)

A solucdo do sistema de equacgfes resultante da discretizacdo com o MDF é
realizada comsinglegrid (SG) e multigrid (MG), utilizando o método iterativo de Gauss-
Seidelred-blackpara o SG e como suavizador para o metodo MG. Adota-se o critério de
paradaJJ.JJ.rr((I(t)))jjjJl ", em quer (it) er(0) sdo os residuos gerados na iteracdo atual e na
estimativa inicigl, respectivamente, ¢ = 10 8. Os resultados obtidos por meio do emprego
do método MG utilizam o cicloV( 1; »), operador de restricdo por ponderacdo completa,
operador de prolongacao por interpolagao bilinearre = 2 (razdo de engrossamento
padrédo) (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OOSTERLEE;

SCHULLER, 2001; WESSELING, 2004).

Varios autores como Briggs, Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Oosterlee
e Schuller (2001) enfatizam a importancia de ajustar os parametros do método MG
adequadamente para obter uma solu¢éo precisa e minimizar o numero de ciclos necessarios.
No entanto, é importante notar que encontrar o conjunto ideal de parametros geralmente
requer experimentacdo e conhecimento do problema especi co que esta sendo resolvido.
Além disso, a complexidade e a natureza do problema também podem in uenciar a
escolha dos parametros. Estudos mais tedéricos envolvendo Analise de Fourier Local para
a determinacao de tais parametros em diversos tipos de problemas podem ser vistos em
Franco et al. (2018), Oliveiraet al. (2018), Rutz, Pinto e Gongalves (2019), Rutz, Oliveira
e Pinto (2025).

Portanto, a escolha dos valores deg e ; foi realizada por testes ap0s a observacao
em diferentes numeros de malhan(n) para determinar os melhores parametros do cicl.
Pode-se observar pela TABELA 4 que o tempo de CPU, em segundos, pay& 0 e ,=2
apresentou o menor valor, considerandum =9 comN = 2°+1 =513 pontos nas direcées
espaciaisx, y e temporalt. Os resultados para diferenteem foram qualitativamente
similares, justi cando a escolha do cicld/ (0;2).

TABELA 4 Tempo computacional do cicloV( 1; 2) em segundogs), variando 1 e », para

nm=29.
1\ 2 0 1 2 3
0 7.91E+02 JS¥SEF0L 7.49E+02
1  5.94E+02 9.09E+02 7.55E+02 1.51E+03
2  1.89E+03 8.52E+02 8.38E+02 7.50E+02
3  8.72E+02 9.86E+02 9.50E+02 8.83E+02

FONTE: A autora (2025).
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A FIGURA 14 mostra a representacao gra ca da TABELA 4, em que a con guracao
1 =0 e , =2 resultou no menor tempo computacionakcpy = 54;464s. Em contraste,
aconguracdo ;=2 e , =0 levou ao tempo decpy = 1894;15s.

FIGURA 14 Tempo computacional do ciclo V( 1; »2) para diferentes 1 e »,, comnm =9,

FONTE: A autora (2025).

Os resultados apresentados nesta secdo sao comparados com o método Gauss-
Seidelred-blackem sua versasinglegrid (método de malha Unica) para que possam ser
mensurados 0s ganhos ao se usar o métadoltigrid. A primeira comparacao € realizada
a partir da TABELA 5, em que apresentam-se o numero de iteracdes utilizando SG e o
nuamero de ciclos com MG.

TABELA 5 Nuumero de iteracbes do métodainglegrid e nimero de ciclosv (0;2) do método
multigrid para diferentes valores denm.

nm 2 3 45 6 7 8 9 10 11
it - SG 5 5 5 6 7 8 11 16 27 47
ciclo-MG 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3

FONTE: A autora (2025).

Pode-se observar a partir da TABELA 5, que conforme aumenta-se o numero de
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malhas, o nUmero de iteracdes utilizando o método SG cresce, comportamento diferente
do método MG. A quantidade de ciclod/(0;2) do multigrid apresentou pouca variacao
mesmo com o re namento de malhas. Isso indica que esse método é robusto em relacdo ao
re no de malhas, propriedade esperada e altamente desejada em simulag6es numéricas
(BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000). Essa robustez permite que o método seja
aplicado a uma ampla variedade de con guracdes e condi¢des, proporcionando resultados
con aveis e estaveis.

A seguir sdo apresentados mais resultados obtidos neste estudo, bem como suas
analises.

5.2.2 Fator de convergéncia médio )

Como medida de desempenho dos métodsinglegrid e multigrid, utiliza-se o fator
de convergéncia médio,,. Esse valor representa o fator médio de reducéo do residuo ao
longo das iteracdes ou ciclos e pode ser calculado como a média geométrica dos fatores de
convergéncia individuais, ou seja,

q
m="00 @ @ (i) (5.10)

em queit € o numero de iteracbes do método SG ou de ciclos do método MG.

Para o célculo de cada fator de convergéncidit), adota-se a de ni¢cdo proposta
por Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2001), que utiliza a razdo entre as normas in nitas

de residuos consecutivos: )
(it) = kr(it)ky
Cokr(it kg

sendor (it) o vetor residuo na iteracao ou cicld .

(5.11)

De acordo com Briggs, Henson e McCormick (2000), a medida que se aproxima
de 1, a taxa de convergéncia diminui. Valores pequenos dg, n 0, resultam em alta
taxa de convergéncia dos métodos iterativos.

Pode-se observar na FIGURA 15 os valores dg para os métodossinglegrid
e multigrid. Conforme a malha é re nada, observa-se na FIGURA 15(a) que o valor de
m ! 1 para o caso SG, o que € uma propriedade indesejada, porém esperada. Para o caso
MG, o valor de , permanece préximo de zero. Com a escala ajustada em relagéo ao eixo
y, pode-se observar melhor na FIGURA 15(b), o valor de, para MG.

Dessa forma, pode-se garantir que o método MG, e principalmente o suavizador
associado, apresenta um bom desempenho a medida que a malha é re nada. Isto signi ca
que o método é capaz de resolver o problema de forma e ciente, exigindo um esforco
computacional menor, mesmo para problemas de grande porte, propriedade altamente
desejada.
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FIGURA 15 Fator de convergéncia médio ,, versusnm para: (a) os métodossinglegrid e
multigrid ; (b) método multigrid com uma escala ajustada.

FONTE: A autora (2025).

5.2.3 Tempo computacionaltcpy)

O tempo computacional {cpy), medido em segundoss], refere-se ao tempo total
consumido pela CPU durante toda a simulacdo numérica. No caso do problema transiente
considerado neste trabalho, tcpy compreende desde a inicializacado do processo, incluindo
a geracao das malhas, a atribuicdo da estimativa inicial e o pré-processamento necessario,
até a resolucéo do sistema linear em cada passo de tempo, repetida iterativamente até que
o critério de convergéncia seja satisfeito em todos os instantes da simulacdo. O tempo foi
medido em segundos, por meio da fun¢gddMEF disponivel na linguagenFORTRAN

A e ciéncia do métodomultigrid é frequentemente analisada utilizando o tempo
computacional. Segundo Roy, Anand e Donzis (2015), o esforco computacional de um
método numeérico é mensurado por meio da relagdo entré@y € 0 nimero de incognitas
da malha (N ), onde

N =4(N, 2)(N, 2)(N; 1) (5.12)

O esfor¢o computacional dos métodos SG e MG, medidos piJpy, € apresentado
na FIGURA 16.

Pode-se observar na FIGURA 16 que o método SG possui tigpy superior com
relacdo ao método MG. Note que esta vantagem vai cando mais acentuada a medida
gue vai aumentando o numero de incognitas, pois as inclinagcdes das curvas com MG sao
menores do que com SG. Isso implica quenultigrid torna-se gradualmente mais e ciente,

0 que € uma caracteristica extremamente desejavel. Isso pode ser comprovado através
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FIGURA 16 tcpy dos métodos SG e MG.

FONTE: A autora (2025).

do célculo da razéo entre o tempo computacional donglegrid (tcpy (SG)) e multigrid

(tcpu(MG)) com o aumento do nimero de incognitas. Esta razéo € conhecida Speed-up
gue é dada por (FRANCO, 2017)

tcpu(SG)

SPEeP Loy (MG)

(5.13)

e pode ser vista na FIGURA 17 e na TABELA 6.

TABELA 6 tcpy (em segundos) eSpeed-updos métodos SG e MG.

nm tcpy - SG tecpy - MG Speed-up

7 7,69E+00 8,48E-01 9,07
8 7,46E+01 5,35E+00 13,94
9 9,73E+02 5,45E+01 17,86
10 1,26E+04  5,88E+02 21,45
11 2,69E+05 4,39E+03 61,18

FONTE: A autora (2025).

O Speed-uprepresenta quantas vezes o MG é mais rapido que o SG. Por exemplo,
para nm = 7 (malha espacial257 257 nés e com257 passos no tempo), dcpy do



Capitulo 5. Resultados e discussdes: Problema com solugdo analitica 77

FIGURA 17 Speed-updos métodos SG e MG.

FONTE: A autora (2025).

SG e MG é de74,6 s e 5;35 s, respectivamente, ou seja, 0 MG é cerca dd vezes mais
rapido do que o SG. Outro exemplo, param = 11 (malha espacial2049 2049n0s e
com 2049passos no tempo), acpy do SG e MG é de268807s e 4393s, respectivamente,
ou seja, 0 MG é cerca dé1 vezes mais rapido do que o SG.

Nota-se nas FIGURAS 16 e 17 e na TABELA 6, para todos os numeros de
incognitas avaliados, 0 MG € sempre mais rapido que o SG e esta vantagem vai aumentando
a medida queN vai crescendo.

5.2.4 Complexidade dos métodop)

Uma outra métrica importante para se avaliar o desempenho de um método € a
complexidade de seu algoritmo.

Segundo Burden, Faires e Burden (2016), para vericar a complexidade do
algoritmo utilizado, pode-se realizar um ajuste geométrico (ou néo linear) com os resultados
do tempo computacionaltcpy onde,

tcpu(N ) = cN p; (514)
em queN é o numero total de incognitas do problema a ser resolvido, Eq. (5.19),

representa a ordem de complexidade @olver (inclinacdo da curva em escala bi-logaritmica)
e ¢ é uma constante que depende do método. De acordo com Trottenberg, Oosterlee e
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Schuller (2001), o valor dg deve estar proximo da unidadép 1) e o valor dec préximo
de zero para o caso do MG considerado ideal, indicando seu comportamento linear.

Analisando o desempenho do método a partir da Eq. (5.14), com os dados descritos
na FIGURA 16, considerando os valores mais signi cativos, ou seja, utilizando psiltimos
pontos, no caso SG, e ddpontos, no caso MG, tem-se a TABELA 7, que mostra os valores
de c e p para os métodos SG e MG.

TABELA 7 Coecientes cepdotcpy(N) na Eq. (5.14) para SG e MG.

SG MG
c p c Y
1,58 09 13508 338 08 10549
FONTE: A autora (2025).

Com esses resultados, pode-se observar que os valores encontrados sao proximos
dos descritos na literatura para MG. Isso con rma o comportamento linear do método,
apontando também a vantagem no uso do métoduultigrid.

Os resultados computacionais obtidos com a implementacéo do modelo matematico
de crescimento tumoral, proposto neste trabalho, foram realizados atén = 11, conforme
apresentado na TABELA 6, que mostra o tempo computacional do SG e do MG. Utilizando
a Eqg. (5.14), pode-se estimar o tempo de CPU para valores dm ndo calculados.

A TABELA 8 apresenta tal tempo, para nm variando de 12 a 15. Pela analise do
comportamento do fator de convergéncia médio, mostrado na FIGURA 15(a), observa-se
gue este tende a crescer com o aumento do nimero de malhas. Entretanto, conforme
indicado pelos tempos estimados na TABELA 8, o custo computacional panan > 11
torna-se elevado, inviabilizando a execucéo pratica dessas simulacées dentro das condicdes
disponiveis neste estudo.

TABELA 8 Estimativa do tcpy para os métodossinglegrid e multigrid .

nm tcpu - SG tcpu - MG
12 52 dias 11 horas
13 2 anos e 4 meses 4 dias
14 39 anos e 6 meses 37 dias

15 655 anos e 7 meses 11 meses
FONTE: A autora (2025).
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A TABELA 8 con rma a vantagem computacional do MG em relagédo ao SG. Por
exemplo, paranm = 13, o problema apresentari®;1984% + 12 incognitas, com um tempo

computacional de mais d& anos para rodar SG, enquanto que utilizando MG levaria
aproximadamente4 dias.

5.3 Estimadores do erro

A avaliacdo do erro de discretizagcdo de uma solugcdo numéricg para uma
variavel de interesse requer, idealmente, o conhecimento de sua solucdo analitica exata

( ). No entanto, em muitos casos praticos, essa solucdo exata ndo esta disponivel, sendo
necessario recorrer a estimativas do erro ou a quanti cacao da incerteza associada a solucéao

numeérica disponivel.

Nesta se¢do, emprega-se uma solucao analitica fabricada, o que permite ndo
apenas veri car o método e o cédigo, mas também estudar o comportamento do erro de
discretizacéo. Para isso, utiliza-se o estimador de Richardsddg(, Eq. (3.34)) para o caso
em que nao é realizada nenhuma extrapolagéo (sem aplicacao da técnica MER), bem como
dois estimadores voltados para a andlise na qual é realizada a multipla extrapolagéo de
Richardson (MER): estimador de Richadson corrigidoUymc, EQ. (3.36)) e estimador

corrigido (U

L Eq. (3.39).

Além da estimativa do erro, a veri cacdo do codigo também € realizada por meio
da andlise da efetividade dos estimadores. A TABELA 9 apresenta os valores obtidos para
a efetividade (U), calculados para os estimadordd,,. e U

TABELA 9 Efetividade dos estimadores U

e Upmc para as variaveisN, F, M e U.

h Variavel N Variavel F Variavel M Variavel U
U =Em Upmc=Em U =Em Upmc=Em U =Em Upmc=Em U =Em Upmc=Em
6,25E-02 1,01716  1,01597 1,00731 0,99920 1,00516 0,99914 1,00488 0,99933
3,13E-02 0,95700 0,97161 0,98785 0,98707 0,98814 0,98730 1,00066 0,99999
1,56E-02 1,03044 1,00033 1,01460 1,00130 1,01400 1,00095 0,98688 0,98687
7,81E-03 0,97639 0,97671 0,99508 0,99637 0,99218 0,99311 1,00973 0,99634
3,91E-03 1,02560 1,00111 1,00504 1,00137 1,00821 1,00120 1,00500 1,00131
1,95E-03 0,99897  1,00008 0,99879 1,00015 0,99891 1,00011 0,99883 1,00013
9,77E-04 0,99946  0,99955 0,99973 0,99989 0,99961 0,99971 0,99969 0,99982
4,88E-04 1,00053 1,00007 1,00006 0,99995 1,00028 1,00000 1,01840 1,01821

FONTE: A autora (2025).

Os resultados da TABELA 9 indicam que ambos os estimadores demonstram boa

acuracia, com (U)

1. Para quanti car essa proximidade em relagao ao valor ideal, foi
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