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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a avaliacao de diferentes formas de solucao para problemas
modelados pela equagao da onda, para os casos 1D e 2D. Utiliza-se para discretizacao
espacial, o Método das Diferengas Finitas ponderado por um parametro n em diferentes
estagios de tempo, para obter-se um esquema de solugao implicito. Com isso, propde-se a
utilizacao de diferentes varreduras no tempo, a fim de gerar métodos robustos e eficientes,
desde a classica Time-Stepping, até outra varredura que envolve simultaneamente o
espaco e o tempo, como Waveform Relaxation. Neste trabalho, combina-se o0 método dos
Subdominios com a estratégia Waveform Relaxation para reduzir as fortes oscilagoes que
ocorrem o inicio do processo iterativo. Obtém-se excelentes resultados ao aplicar o método
Multigrid para esta classe de problemas, ja que, melhora-se muito os fatores de convergéncia
calculados a partir das solugdes aproximadas do sistema de equagodes resultante das
discretizacoes. Na verificacao das metodologias propostas e suas caracteristicas, apresentam-
se simulagoes de propagacao de ondas envolvendo problemas uni e bidimensionais, onde
analisa-se os erros de discretizacdo, ordens efetiva e aparente, fator de convergéncia, ordens
de complexidade e tempo computacional.

Palavras-chave: Multigrid. Verificagdo. Simulacao de ondas. Subdominios. Time-Stepping.
Waveform Relaxation.



ABSTRACT

In this thesis presents the evaluation of different forms of solution for probelms modeled
by the wave equation, for the 1D and 2D cases. The Finite Difference Method is used for
the spatial discretization, weighted by a parameter n at different time steps, in order to
obtain an implicit solution. With this, it is proposed the use of different sweeps in time,
in order to generate robust and efficient methods, from the classical Time-Stepping, to
other less usual sweep as Waveform Relaxation. In this work, the Subdomains method is
combined with the Waveform Relaxation strategy to reduce the strong oscillations that
occur early in the iterative process. Excellent results are obtained when applying the
Multigrid method for this class of problems, since the convergence factors calculated from
the approximate solutions of the system of equations resulting from the discretizations are
greatly improved. In the verification of the proposed methodologies and their respective
advantages, simulations of wave propagation involving one- and two-dimensional problems
are presented, where the discretization errors, effective and apparent orders, convergence
factor, complexity orders and computational time are analyzed.

Keywords: Multigrid. Verification. Wave simulation. Subdomains. Time-Stepping.
Waveform Relaxation.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, objetiva-se em desenvolver métodos e cientes para a solucédo de
sistemas de equacdes esparsos e de grande porte, decorrentes da discretizacdo da equacao
da onda, que é uma Equacéao Diferencial Parcial (EDP) transiente e hiperbdlica, que
modela matematicamente muitos problemas encontrados em diversas areas da Engenharia.

Neste, abordam-se 0s conceitos gerais sobre os problemas tratados pela equagéo da
onda. Também, apresentam-se uma revisao bibliogra ca sobre os problemas hiperbdélicos,
0 acelerador de convergéncidultigrid e os métodos de varredura no tempo. Ao nal deste
capitulo, exibem-se as justi cativas e os principais objetivos deste trabalho.

1.1 Generalidades

As EDPs possuem uma forte base matematica para a modelagem de varios
problemas e aplicagGes praticas. Nestas equacdes, devem-se respeitar certas condicdes
de contorno e/ou iniciais, nas quais obter-se uma solucdo analitica € geralmente uma
tarefa ardua e nem sempre possivel. Neste contexto, surgem os métodos aproximados,
que oferecem uma alternativa ao representar dominios continuos por meio de dominios
discretos. Com o avango computacional e o desenvolvimento de novas tecnologias, tem-se a
possibilidade de resolver diversos problemas de forma mais realista. Dentre estes problemas,
estdo aqueles que sdo modelados pela equacédo da onda, como por exemplo, vibracdo de
cordas e membranas, ondas sonoras em gases ou liquidos, ondas eletromagnéticas, ondas
transversais em meios soélidos, ondas oceanicas de superficie, entre outros.

Esquemas explicitos para se obter uma solugcédo da equacgédo da onda sdo comuns
na literatura, como em Gander, Halpern e Nataf (2003) e Bamberger, Glowinski e Tran
(1997). Em geral, tais técnicas sao condicionalmente estaveis e isso pode representar
uma desvantagem ao realizar re namentos no tempo e espacgo, pois deve-se admitir
alguns critérios para garantir estabilidade e convergéncia (BURDEN; FAIRES, 2016).
Outra possibilidade é trabalhar com um método implicito, que comumente sdo métodos
incondicionalmente estaveis (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013).

Nesse contexto, apresenta-se a discretizacdo da equacao da onda com o Método das
Diferencas Finitas (MDF), onde a discretizacédo temporal € ponderada com um parametro

em diferentes estagios de tempo. Esta combinacédo permite obter um método robusto e
estavel. Essa técnica pode ser encontrada em Cuminato e Meneguette (2013) e gera um
método implicito, que resulta em um sistema linear que pode ser resolvido usando um
suavizador como o Gauss-Seidel, com ordenacéo lexicogra caredtblack por exemplo.
Aqui denomina-se por suavizador, ogolver, os métodos de solugdo para os sistemas
lineares resultantes do processo de discretizacao.

Outro problema comumente encontrado ao se resolver a equacdo da onda esta
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relacionado a anisotropia, onde existem parametros ligados aos fatores fisicos e numéricos
desse tipo de problema. De acordo com Umetani, MacLachlan e Oosterlee (2009), pode ser
um desa o resolver a equacado da onda com um valor grande paraum dos parametros

que compde a expressao da anisotropia. Aquiesta associado a velocidade de propagacao
da onda (nimero de onda).

Em geral, quando se modela matematicamente um problema fisico, obtém-se um
sistema linear de grande porte para ser resolvido (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000). Para esse tipo de sistema os meétodos convencionais ndo conseguem atuar de
forma e ciente devido a presenca de modos de Fourier de alta e baixa frequéncia
nos erros. Neste caso, tais métodos tornam-se menos efetivos (mais lentos). Uma
maneira de acelerar o processo de obtencdo da solucdo de tal sistema é aplicar o
método Multigrid, que é amplamente difundido na literatura, uma vez que, melhora
signi cativamente os fatores de convergéncia no processo de solucao de sistemas de equacdes
(TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000; WIENANDS; OOSTERLEE, 2001;
UMETANI; MACLACHLAN; OOSTERLEE, 2009).

De acordo com Vandewalle e Horton (1995) e Gander (2015) ao resolver problemas
fisicos modelados por EDPs transientes, pode-se empregar diferentes métodos de varredura
no tempo, como por exemplo @ime-Stepping (TS), que € um método sequencial; ou
Waveform Relaxation(WR) e Space-Time(ST), que sdo métodos paralelizaveis, entre
outros.

1.2 Revisdo bibliogra ca

Nesta secdo apresenta-se uma breve revisdo bibliogra ca sobre problemas
hiperbdlicos e a equacdo da onda; seguida pelo métddoltigrid e as diferentes formas de
varredura no tempo.

1.2.1 Problemas hiperbdlicos e a equacdo da onda

Segundo Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000) a classi cacdo das EDPs de
segunda ordem pode ser feita considerando a equatda = f em , ondef depende
exclusivamente dex et, comu(x;t) e Lo € um operador linear dado por

@u @uau _ @u @Qu__ @u .
@ 2aet Tat " Fax Tt Y N

Sendo assim, tem-se uma EPD eliptica g@;a; > a3, uma EDP hiperbdlica se
43,23 < a3 e uma EDP parabdlica sefa;as = a3. De acordo com Cuminato e Meneguette
(2013), as equacdes hiperbdlicas se diferem das equacdes parabdlicas e elipticas, ja que

Lou= a4

comumente sua solucéo apresenta uma forma mais oscilatéria, podendo ser menos suave do
gue os dados do problema. Assim, as descontinuidades sédo transportadas sem suavizacgao,
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0 que pode provocar a formacgéo de singularidades, até mesmo com dados iniciais bem
comportados.

De acordo com Pierce (1990), a EDP hiperbdlica que descreve a propagacao da
onda também pode ser escrita por

1@u 5,

car r-u;
ondeu é o deslocamento na posicdo com o decorrer do temp® O, para uma dada
constante ¢ associada a densidade e ao campo de tensio, %erepresenta o operador
laplaciano. A obtencéo de solucdes aproximadas con aveis e precisas para o problema
da equacdo da onda é de suma importancia, sendo fundamental para a compreensao
dos problemas de acustica, elasticidade e fenbmenos eletromagnéticos (GANRERI.,
2019). Segundo Kdcher e Bause (2014), a simulacdo numérica da propagacdo de ondas
ultrassénicas em polimeros reforcados com bra de carbono € uma técnica relativamente
nova que serve para a detec¢do de danos e avaliagdo da saude estrutural.

(1.2)

Problemas modelados por EDPs que ndo dependem da variavel temporal déao
origem ao regime denominado de permanente ou estacionario, enquanto que os problemas
modelados por EDPs que dependem da variavel temporal ddo origem ao regime transiente.
O problema de propagacao de ondas pode ser estudado das duas maneiras: com a equacgao
de Helmoltz de forma estacionaria (UMETANI; MACLACHLAN; OOSTERLEE, 2009;
ERNST,; GANDER, 2013; BRANDT; LIVSHITS, 1997) ou resolvendo diretamente a
equacdo da onda de forma transiente (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008; MALACARNE;
PINTO; FRANCO, 2020; GANDER et al., 2019; GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Neste trabalho, emprega-se a forma transiente.

Obter solugbes numéricas para EDPs € um problema importante para varias areas.
Neste trabalho apresenta-se um modelo de solugdo para a equagéo da onda, que é um tema
de pesquisa atual e possui um grande numero de aplicacdes. Algumas dessas aplicacfes
sdo empregadas na acustica estrutural (AVALOS; LASIECKA, 1996), na propagacao de
cargas elétricas (METAXAS; MEREDITH, 1983), nas ondas sonoras (BAILLY; JUVE,
2000), na onda com discretizacdo usando coordenadas polares (GOPAL; MOHANTY;
JHA, 2013), na forma da onda estacionaria (BRANDT; LIVSHITS, 1997), na equacao
telegra ca (DEVI et al., 2020), simulacdes de ondas sismicas (RIZZUTI; MULDER, 2016),
para problemas lineares (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008), nos casos nao lineares (RINCON;
QUINTINO, 2016; BASKONUS; BULUT; SULAIMAN, 2019) e para sistemas de equacdes
para a adveccao (STERCKet al., 2020).
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1.2.2 MétodoMultigrid

Os primeiros estudos relacionados ao métoddultigrid foram os trabalhos
de Fedorenko (1964), em que o objetivo era obter a solucdo de sistemas de equacdes
resultantes de discretiza¢cdes de modelos fisicos, nos quais foram observados que as taxas
de convergéncias eram melhores ao se utilizar mais de uma malha para resolver o problema
(detalhes sobre o métoddultigrid serdo dados na secéo 3).

Posteriormente em Brandt (1977) e Brandt (1984) foram abordados os tipos de
informacdes que devem ser transportadas entre as malhas, onde foram propostos dois
métodos, oCorrection Schemeg(CS) e oFull Approximation Scheme(FAS), mais indicados
para problemas lineares e néo lineares, respectivamente. Em Stiben e Trottenberg (1982),
Hackbusch (1985), Thole e Trottenberg (1986) e Lubich e Ostermann (1987), o método
Multigrid se mostrou e ciente na solucdo de problemas elipticos e também foram realizadas
contribuicbes no estudo dos problemas parabalicos.

A partir da década de 90 o métoddlultigrid popularizou-se como um dos métodos
mais efetivos na resolucdo de sistemas de equacgdes. Ele foi empregado em inimeros
trabalhos, como em Kelkar (1990), que aborda o problema de troca de calor entre materiais
com condutividades térmicas diferentes e onde a correcdo do métddigtigrid é realizada
por blocos. Uma estratégia similar de correcao realizada por blocos também foi apresentada
por Sathyamurthy e Patankar (1994).

Em Wesseling (1992) foram apresentadas fundamentagdes sobre alguns detalhes
do métodoMultigrid, como os tipos de operadores de prolongacao e restricao, diferentes
tipos de engrossamento e algumas aplicacdes na dinAmica dos uidos, como nas equacdes
de Euler para gases e problemas envolvendo equacdes de Navier-Stokes compressiveis e
incompressiveis. Mais detalhes sobre a técnibhultigrid e seus fundamentos também séo
encontradas em Craig (1966) e Gander (2015).

Na sequéncia, foram feitas importantes contribuicbes ao estender as aplicagdes do
método Multigrid com as técnicas de paralelizagdo usando a varredura tempdiddveform
Relaxation em Vandewalle e Horton (1993), Ta-asan e Zhang (1995) e Vandewalle (2013).
Ja em Vandewalle e Velde (1994), Horton e Vandewalle (1995a) a varredura temporal
empregada foi oSpace-Time Wesseling (1992) realizou uma analise de Fourier Local
(Local FourierAnalysis , LFA), aumentando assim a fundamentagdo matematica existente
e dando mais con abilidade nas aplicac6es que empregam o métddidtigrid e métodos
paralelizaveis.

De acordo com Brandt e Livshits (1997) aparecem di culdades ao tentar resolver
problemas relacionados a equacao da onda, inclusive em sua forma estacionaria (Equacao
de Helmholtz), que consiste em um problema diferente do original, no qual ocorre uma
perda de e ciéncia nosolver utilizado no Multigrid padrédo. Entdo os autores propuseram
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isolar essas di culdades, analisa-las em separado e realizaram algumas modi ca¢cées nos
experimentos numéricos. Tais modi cacdes apresentaram bons resultados, com taxas de
convergéncia melhores.

No trabalho de Gupta, Kouatchou e Zhang (1997) foi realizada uma combinacé&o
entre diferencas compactas de alta ordem e o algoritnMultigrid com ciclo V, para
resolver a equacéo de Poisson bidimensional com condi¢cdes de contorno de Dirichlet (ver
Zhang (1998) para o caso tridimensional). Em Llorente e Melson (1998) sdo comparados
alguns dos suavizadores do métoddultigrid para a solucdo de um problema eliptico
anisotropico, como o Jacobi ponderado com amortecimento, Jacobi ponderado no plano e
com amortecimento parcial, Gauss-Seidel no plano, Gauss-Seidel zebra no plano, Gauss-
Seidel linha e Gauss-Seided¢d-black

Uma modi cacdo que pode acelerar ainda mais a convergéncia do métdtidtigrid
€ a realizacdo de um pré-processamento que € iniciado na malha mais grossa e que vai
atingindo as malhas imediatamente mais nas até que se alcance a malha na desejada.
Isto € o que caracteriza o método denominadmll Multigrid (ver Llorente e Tirado (1997),
Wesseling (1992), Briggs, Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Oosterlee e Schuller
(2000)).

Outras aplicacdes também sdo encontradas no trabalho de Oosterlee (1997) com
uma discretizacdo das equacOes de Navier-Stokes para o escoamento tridimensional e
incompressivel, onde buscou-se um meétodo de solugdo para resolver problemas com
malhas alongadas (anisotropia geométrica). J& em Oosterleeal. (1998), analisou-se
0 comportamento de suavizadores linhas aplicaveis a classe de problemas tratados em
Oosterlee (1997) e também para problemas como conveccgéo-difusdo e equacgdes de Euler
incompressiveis.

Trabalhos relevantes presentes na literatura e que mostraram varias aplicacoes e
variagcdes do métodd/ultigrid,, sdo encontradas em Lent e Vandewalle (2002) e Lent (2006),
onde realizou-se um estudo sobre os métodos iterativos para problemas dependentes do
tempo. Nestes estudos, eles usaram como base a equacéo do calor, problemas isotropicos e
anisotropicos, com métodos implicitos para a aproximacgédo temporal, abordando inclusive
0s métodosTime-Stepping e Waveform Relaxatione aproximacfes temporais de altas
ordem.

Em Pinto e Marchi (2006) foram veri cados os efeitos de diversos parametros de
Multigrid sobre o tempo computacional, ao aplicar Multigrid na equacao de Laplace
bidimensional com condi¢cdes de contorno de Dirichlet. Tais parametros séo: numero de
nds, numero de iteragdes internas, numero de niveis de malhsdyerse esquemas de
correcao CS e FAS.

O método Multigrid esta amplamente difundido na literatura, tendo aplicacées
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a uma variedade de problemas, tais como a poroelasticidade (RODRIGUESal., 2022;
FRANCO et al., 2018b), problemas difusivos (OLIVEIRA; FRANCO; PINTO, 2018) e
equacdes hiperbdlicas (MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2020). Resultados promissores
para o métodoMultigrid também foram apresentados em Francet al. (2018a) para

a equacéo de calor conspace-Time Nesse trabalho, os autores inovaram ao propor
uma forma padrdo de engrossamento que se baseia no grau de anisotropia do operador
discretizado. Este parametro é calculado utilizando a LFA, resultando em um algoritmo
com uma estratégia de suavizacao adaptativa robusta e e ciente.

Existem também trabalhos mais recentes na literatura, que mostram evolucdes
e variagdes nas aplicacbes do métottultigrid, como em Choptuik (2008), Oosterlee e
Gaspar (2008), Ernst e Gander (2013), Hackbusch (2013), Falgeaettal. (2014), Gaspar e
Rodrigo (2015), Vargas, Pinto e Marchi (2015), Santiago, Marchi e Souza (2015), Gander e
Neumuller (2016), Rizzuti e Mulder (2016), Oliveiraet al. (2018), Clevengetet al. (2019).

Obter solugdes utilizando métodos compactos de alta ordem para a equacao da
onda foram analisadas em Britt, Turkel e Tsynkov (2018), onde analisou-se a estabilidade
de métodos explicitos e implicitos, bem como a e cacia dos métoddsltigrid e Gradientes
Conjugados. Este estudo veri cou a e cacia ddultigrid na resolucédo de problemas com
muitos graus de liberdade.

Solucdes e cientes para a equacdo da onda unidimensional ja se encontram na
literatura, como em Baccouch e Temimi (2021) para os métodos de alta ordem e em Erbay,
Erbay e Erkip (2021) para os casos nao lineares. No entanto, ainda ha desa os a serem
resolvidos quando se emprega o métoditultigrid, especialmente quando se combinam
com esquemas que permitem a paralelizacdo (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

1.2.3 Métodos de varredura no tempo

Com o desenvolvimento de novas tecnologias e computacéo de alto desempenho,
tornou-se de suma importancia desenvolver algoritmos que possam utilizar um grande
namero de ndcleos para o processamento de dados, uma vez que isto aumenta muito a
e ciéncia na resolucéo de alguns problemas envolvendo EDPs (GANDER; NEUMULLER,
2016).

Neste trabalho, pretende-se desenvolver métodos e cientes e paralelizaveis para
resolver sistemas de equacdes esparsos e de grande porte, que resultam da discretizacao
da equacao da onda, a qual modela muitos problemas encontrados em varias areas de
aplicacdo. Estes problemas podem ser resolvidos usando diferentes formas de varreduras
no tempo, dentre elas os métodoBime-Stepping Waveform Relaxatione Space-Time A
seguir apresenta-se um pouco sobre cada um destes métodos.

O meétodo padraoTime-Stepping € um método sequencial, que em cada novo
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passo de tempo a solugcdo no tempo anterior € utilizada como estimativa inicial, assim
soluciona-se um problema transiente com um sistema de equac¢des de forma estacionaria
(LENT, 2006; JI et al., 2020; LIAO; TANG; ZHOU, 2020; CHENZet al., 2020). O método
Time-Steppingfoi proposto inicialmente para a solugédo de problemas elipticos, como em
Bakhvalov (1966) com a equacgéo de adveccgao-difusdo, mas pode ser aplicado em problemas
parabdlicos, como em Tannehill, Anderson e Pletcher (1997)com a equacéo do calor e
hiperbodlicos, como em Dehghan e Mohebbi (2008) com equacao da onda usando métodos
multipasso, ou seja, métodos onde a solu¢do aproximada no tempo atual é obtida usando
as solucdes de dois passos de tempo anteriores.

Em Nievergelt (1964) tem-se um dos primeiros trabalhos que tratam sobre
paralelizacdo, ao propor que os algoritmos sequenciais usados para a obtenc&o de solucdes
de EquacOes Diferenciais Ordinarias (EDOs), fossem substituidos por algoritmos que
realizassem varias subtarefas e que poderiam ser executados sem o conhecimento dos
resultados de outras subtarefas.

Neste contexto, surge o métodvaveform Relaxationque € um método iterativo
proposto para resolver grandes sistemas de EDOs, mas que pode ser aplicado nas
EDPs dependentes do tempo, onde decompde-se 0 dominio espacial por um conjunto
de pontos e para cada um deles é resolvido por um sistema de EDOs para todos os
tempos (LELARASMEE; RUEHLI; VINCENTELLI, 1982; LUBICH; OSTERMANN,

1987; VANDEWALLE; HORTON, 1993; GANDER, 1996). Outros trabalhos que aplicam
métodos paralelizaveis sdo apresentados em Bellen e Zennaro (1989) e Chartier e Philippe
(1993) para problemas de valor inicial e em Keller (1992) para problemas de valor de
contorno.

Para problemas em regime transiente, os algoritmd@¥aveform Relaxationdiferem
do método padrao de varredura do tempoTfme-Stepping pelo fato de suas iteracfes
estarem em funcéao do tempo (GANDER, 2015; VANDEWALLE; HORTON, 1993). As
EDPs sao transformadas num grande conjunto de EDOs e um algoritmo iterativo pode
ser utilizado para resolver este sistema. Neste caso, a solucdo numérica necessita de um
elevado esforco computacional, devido a necessidade de resolver sistemas de grande porte.
As iteracdesWaveform Relaxationsao realizadas de modo a desacoplar o grande sistema
original em subsistemas menores. Desta forma, o processo iterativo pode ser implementado
num ambiente computacional em paralelo, uma vez que cada subsistema pode ser tratado
por processadores diferentes (CONTE; D'’AMBROSIO; PATERNOSTER, 2016).

Além da paralelizacdo nas variaveis espaciais do métodaveform Relaxation
também é possivel realizar a paralelizacado na dire¢do temporal, dando origem ao método
Space-Time Em Horton e Vandewalle (1995a) é apresentado o primeiro trabalho a utilizar
0 método Multigrid com semi-engrossamento no tempo ou no espaco para problemas
parabdlicos, usando suavizadores ponto a ponto. Nesse trabalho também foi feita a Analise
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de Fourier Local. Francoet al. (2018a) prop0s o uso de suavizadores linha ou plano de
relaxacao associado ao métodgpace-Timee Multigrid com engrossamento padrao para
resolver a equacéo do calor.

Em Ruprecht (2018), analisou-se a relacdo de dispersdo ocorrida na solucéo
aproximada ao empregar um método de paralelizacdo no tempo (intitulad®arareal
Parallel-in-Time) para resolver equacdes hiperbdlicas, onde investigou-se as caracteristicas
de propagacéo e estabilidade, até mesmo em casos mais simples como a equacao de difusédo.
Ruprecht (2018) observou que a instabilidade na convergéncia é causada principalmente
ao adotar numeros de onda médios ou altos.

Resolver a equacédo da onda com grandes tempos nais, pode ser um desa o
(ZLOTNIK; CIEGIS, 2021) e que é ampli cado ao tentar aplicar algoritmos paralelizaveis
(HAUT et al., 2016; DAI;, MADAY, 2013). Um novo método, com caracteristicas
ligeiramente mais estaveis, foi proposto por Nguyen e Tsai (2020), mostrando um bom
desempenho para velocidades de onda suaves e constantes. Contudo, este método revelou-se
menos e ciente para problemas com descontinuidades.

De acordo com Gandeet al. (2019), embora os esquemas de paralelizacdo sejam
aplicados com sucesso aos problemas de difusdo, a maioria deles falha ao ser aplicado a
equacao da onda, e este é um tépico que necessita de investigacao e deve ser abordado com
mais detalhes. Estes autores propuseram um esquema de diagonalizacdo com o método de
Newmark, que provou ser e caz para esta classe de problemas. Eles também realizaram a
aplicacao deste procedimento para calcular a resposta de um composto laminado feito de
Carbono/Epoxi quando sujeito a uma carga de impacto.

As instabilidades encontradas quando se tenta aplicar a paralelizagcdo a problemas
hiperbdlicos foram investigadas em Ruprecht (2018), onde a base matematica foi explorada.
Nesse trabalho, o autor notou que para o aumento do tempo nal ou do nimero de ondas,
h& uma superestimacao das amplitudes que ndo sdo amortecidas no inicio do processo.

Uma importante revisao bibliogra ca sobre a resolucdo de EDPs utilizando
métodos paralelizaveis foram realizados por Ong e Schroder (2020) e Gander (2015), em
gue o0s autores salientam a importancia de desenvolver codigos que utilizem métodos como
Multigrid , Waveform Relaxation Subdominios eSpace-Time uma vez que a combinacéo
destes métodos pode ser utilizada para aumentar o grau de paralelizagéo, tanto espacial
como temporal.

O método Space-Timefoi também abordado em Giladi e Keller (2002) para o
problema de difusdo e adveccdo com a decomposicdo de dominios utilizandoleer
Gauss-Seidel com ordenacaed-black no qual foram obtidas altas taxas de convergéncia.
Uma variacdo do métoddspace-Timepara problemas com descontinuidade foi proposta em
Klaij, Vegt e Ven (2006), para resolver a equagado Navier-Stokes utilizando o Método dos
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Elementos Finitos. Normalmente este método apresenta di culdades quando se trabalha
com grandes deformacdes na malha, mas esta estratégia se provou e ciente até mesmo
nestes casos.

Em Gander e Neumuller (2016) foram realizadas analises da aplicacdo do método
Multigrid com Space-Timepara a equacao do calor utilizando o Método dos Elementos
Finitos no espaco, onde foram apresentados detalhes sobre a convergéncia e a escolha dos
parametros 6timos para o engrossamento total no tempo.

O método Multigrid com reducao do tempo (MGRIT) proposto em Falgouéet
al. (2014) visa aumentar o grau de paralelizacdo dos algoritmos existentes até entdo, uma
vez que permite a paralelizacdo espacial e temporal simultdnea. Embora a arquitetura
de dados esteja evoluindo, a capacidade de processamento € de certa forma limitada, se
apenas um nucleo for utilizado. Este método produz bons resultados, especi camente se
forem utilizados um grande nimero de ndcleos.

O método MGRIT, bem como outros métodos de paralelizacéo, tratam o dominio
do tempo como uma extensédo do dominio espacial. De forma simpli cada, pode-se dizer
gue este método se baseia na obtencdo de solu¢des aproximadas sobre malhas grosseiras
no tempo, depois estas solu¢cdes podem ser adaptadas como estimativas iniciais sobre
malhas mais re nadas e assim o dominio do tempo pode ser dividido em subconjuntos,
gue sao resolvidos separadamente (este processo chama-se relaxamento F). Isto permite a
realizacéo de paralelizacdo no tempo, como em Dobmval. (2017), onde € realizada uma
andlise da convergéncia do método MGRIT para dois niveis de malhas para problemas
lineares onde a matriz de discretizacdo espacial pode ser diagonalizada.

Uma importante comparacéo entreMultigrid com Space-Time Multigrid com
Waveform Relaxatione os métodos MGRIT foi realizada em Falgoutt al. (2017) para
0 problema da difusdo. Os resultados mostraram que os trés métodos sdo e cazes na
resolucdo deste tipo de problema, mashultigrid com Space-Timetem algumas vantagens
sobre os demais, especialmente quando um ndmero relativamente grande de processadores
nao esta disponivel.

Os Métodos de Decomposicdo de Dominio consistem em técnicas para resolver
EDPs onde o dominio do problema pode ser decomposto num conjunto de subdominios
espaciais e temporais, e cada um desses subdominios é resolvido de forma independente.
Tais estratégias podem ser utilizadas em varios métodos, entre eles o Método das Diferencas
Finitas e o0 Método dos Elementos Finitos (FOLTYN; LUKA’; PETEREK, 2020).

Em Ong e Mandal (2018) foi utilizado o método de Decomposi¢cao de Dominios
combinado com os métodos paralelos Neumann-Neumann e Dirichlet-Neumnvgaveform
Relaxation Os resultados mostraram uma dependéncia na solu¢gdo numérica relacionada
ao numero de ciclodVaveform Relaxation que neste caso é informada inicialmente. As
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principais desvantagens desta metodologia estdo ligadas ao esforco computacional quando
0 numero de ciclos é maior do que o necessério, e também a falta de precisdo da solucéo
obtida quando o nimero de ciclos € insu ciente.

Em Benedusi, Minion e Krause (2021) foram tratadas duas abordagens paralelas
no tempo aplicadas a um problema de reacao-difusédo. Partindo do problema continuo
dependente do tempo, foram comparados os métodos PFAS®Bfallel Full Approximation
Scheme in Space and Timee as estratégiasSpace-Timecom Multigrid com engrossamento
padrdo encontrado em Francaet al. (2018a), onde os dois mostraram caracteristicas
e resultados muito semelhantes. Para mais detalhes sobre a formulacdo matematica do
método PFASST, consultar o trabalho de Bolten, Moser e Speck (2017) e par&mace-Time
consultar Horton e Vandewalle (1995b) e Francet al. (2018a).

1.3 Justi cativa

E de grande importancia desenvolver modelos matematicos para problemas
transientes, como a equacao da onda. Mas, tém-se di culdades em se resolver numericamente
esse tipo de problema, devido as instabilidades que os problemas hiperbdlicos apresentam.
Sabe-se ainda, que certas ferramentas numéricas, como 0 métdtldtigrid podem
melhorar signi cativamente o processo de obtencéo de solugdes de problemas de Engenharia
(BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; CLEES, 2009; GANDER;
NEUMULLER, 2016). Para buscar métodos que ajudem a suprir tal necessidade,
propde-se a utilizacdo de diferentes metodologias de solucdo: o métduioe-Stepping
(TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997; LENT, 2006), o método Waveform
Relaxation (HORTON; VANDEWALLE; WORLEY, 1995) e o método Subdominios no
Tempo comWaveform Relaxation todos com e senMultigrid .

Assim, busca-se a obtencdo de solucdes para a equacdo da onda com métodos
que permitam paralelizacédo, que por se tratar de um tema recorrente na literatura e de
primordial importancia, apresenta desa os ainda a serem superados.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é melhorar os métodos de solugdo de problemas
hiperbolicos modelados pela equacdo da onda nos casos 1D e 2D, utilizando o método
Multigrid . Os principais métodos estudados neste trabalho e usados para resolver tais
problemas sdoTime-Stepping e Waveform Relaxation A partir desse estudo pretende-se
cumprir os seguintes objetivos especi cos:

Desenvolver métodos com baixo erro de discretizacéo, alta velocidade de resolucéo e
gue sejam paralelizaveis;
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Desenvolver codigos computacionais para resolver a equacdo da onda usando o método
Multigrid, com os métodos de varredura tempordlime-Steppinge Waveform Relaxation

Veri car as vantagens e desvantagens de cada um dos respectivos métodos estudados;

Otimizar os parametros do métoddviultigrid para cada caso estudado.

1.5 Organizagdo do texto

Este trabalho € organizado da seguinte forma: no capitulo 2 descrevem-se 0s
modelos matematicos uni e bidimensional da equacéo da onda e também apresentam-se
0s modelos numéricos, juntamente com a descricdo dos métodos para a discretizacao
espacial e temporal. A teoria do métodMultigrid € tratada no capitulo 3. No capitulo
4 apresentam-se as diversas varreduras no tempo; no capitulo 5 expde-se uma breve
veri cacdo dos codigos computacionais desenvolvidos. Exibem-se os resultados obtidos com
a aplicacdo dos métodosime-Steppinge Waveform Relaxationno capitulo 6; e nalmente,
no capitulo 7 abordam-se as considera¢gfes nais sobre os resultados obtidos, as principais
contribuicbes e as sugestbes para trabalhos futuros.
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2 MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Neste capitulo abordam-se as formulagdes mateméaticas e numéricas da equacao

da onda uni e bidimensional, as condi¢des iniciais, condi¢des de contorno, solucbes gerais e
esquemas de discretizagao.

2.1 Formulacdo do problema continuo

O problema unidimensional de vibracdo de uma corda xa nas extremidades é
descrito por Silva (2019) e resume-se em encontrar o deslocamaritat), que depende da
posicdox e do tempot, e que pode ser ilustrado pela FIGURA 1.

FIGURA 1 VIBRACAO DE UMA CORDA FIXA NAS EXTREMIDADES.

FONTE: Autor (2022).

Adotando-se dois pontos pertencentes ao dominioda corda, de coordenadas
(Xo;u(Xo;t)) e (Xo+ X o;u(Xp+ X o;t)) para um tempot > 0, estes pontos sdo submetidos
as tensded; e T,, com respectivas inclinacdes horizontais e ,. Admitindo-se valores
muito pequenos parax o, OU seja, comx o! 0, tem-se valores pequenos para a variagdo
de massa da cordamn . Assumem-se que as a rmacdes abaixo sdo validas.

" Todas as forgas de atrito, tanto internas quanto externas, ndo serao consideradas;

" A forca gravitacional € pequena quando comparada com as tensdes na corda;
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A

As amplitudesu(x;t) das oscilacdes e suas derivadas séo pequenas em relacao
ao comprimento da corda, de modo que seus quadrados e produtos serdo desprezados;

" A corda € perfeitamente elastica e homogénea, isto é, ela ndo oferece resisténcia
a dobras.

" A tensao atua tangencialmente a corda e seu médulo é o mesmo em todos os
pontos.

De acordo com a segunda lei de Newton, a forca resultante pode ser escrita como
F = m#a, ondearepresenta-se a aceleracdo na corda. Logo, a forca resultante é dada pela
soma das tensodes, por

Ti+ o= me; (2.1)

gue também pode ser reescrita utilizando conceitos de derivada, com
@y,

@t’

onde a soma vetorial d€l; e T, da origem ao vetor resultanteT, com Ty = jT,j = T.
Tem-se ainda as componentes nas direcoesy em relacéo aT, e ,, dadas por

Ti+ To=m (22)

Tox = Tcoy »); (2.3)

Toy = Tsen( ,): (2.4)

Admitindo valores de , proximos de zero, pode-se escrevay ,) lesen( »)
2, OU ainda,sen( ,) tg( 2). Com isso, tem-se as componentes do vetor tensgo como

T2x T ; (2 . 5)

Toy  Tig( 2): (2.6)

Analogamente paraT; e ., tem-se

Tlx T; (2 . 7)

le Ttg( 1): (28)



Capitulo 2. Modelos Matematico e Numérico 33

Como a componentel,, € 0 oposto da component&;,, pode-se desconsiderar a
aceleracao na direcam, o que reduz a soma vetorial dada na Eq. (2.2) para uma soma
escalar, considerando aceleracdo apenas na direg&@admitindo quejtj = u. Com isso, a
Eq. (2.2), pode ser dada na sua forma escalar

@u,
@t

Segue que a interpretacdo geométrica dg( ) pode ser escrita em funcéo da
derivada aplicada em um ponto, entdo a Eg. (2.9), pode ser reescrita como

T(tg(2) ()= m (2.9)

|
@u @u @u
T — — =m —: 2.10
@x.... @x, at (2:10)
. @u : . ~
Aqui — representa a derivada parcial de com relagcdo ax no ponto

@XX0+ X 0

(Xo+ X o;t), mas que aqui esta sendo simpli cada pelo fato de ndo haver variagdo €m

Considerando a série de Taylor para uma funcéo analitifaque atende todas as
hipéteses necessarias (KREYSZIG, 2009), tem-se que

@ |, @ x?,

f(x+ x)=~f(Xx)+ @x @x 2 (2.11)
: ~ u
Da mesma forma, pode-se fazer uma aproximagao pa%XX truncando a
+ X
série de Taylor no segundo termo da Eq. (2.11), de tal forma que oobtérﬁ-se
@u @u + @l;( X: (2.12)
@)&0"' X 0 @XX() @ X0
Substituindo a Eqg. (2.12) na Eq. (2.10), tem-se
1
@u ,Gu  @u _  Gu (2.13)
@x,  @%, Q@x, @1
ou ainda,
@ __  @u,
T@ X = m @ (2.14)
Admitindo = T— € a densidade linear da corda, logo
7@u_ Qu (2.15)

@% @t
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Dividindo em ambos os lados pela tenséb e admitindo que a velocidade do pulso
na corda, ou velocidade de propagacdo da onda na corda, é dada por

q_
Vg = T=": (216)

. 1 . ~
e um escalar positivo, tal que 2 = 2 chega-se a equacédo da onda 1D,
0

Gu_ ,@u. (2.17)
@ @%
Em Zill e Cullen (2009) é apresentada a equacdo da onda considerando a acao de
mais forgas que atuam sobre a corda. Assim, tem-se um modelo mais realistico, dado por

@u_ ,@u c1@u+

@ @3 @t

onde séo consideradas as in uéncias de forcas extergx;t), da forca amortecedora
@u

@t

cu + F(x;t); (2.18)

c1— e da forca restauradorac,u, comc; e ¢, constantes.

O problema bidimensional de vibracdo de uma membrana quadrangular xa nas
extremidades, onde busca-se encontrar o deslocameun(®;y;t), que depende das posi¢cdes
x ey e do tempot, pode ser ilustrado na FIGURA 2.

FIGURA 2 MEMBRANA QUADRANGULAR FIXA NAS EXTREMIDADES.

FONTE: Autor (2022).
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Adotando uma formulacdo semelhante ao caso 1D e com algumas generalizagdes e
adaptacOes (OLVER, 2014), pode-se escrever a equacéo da onda que modela o problema
para o caso 2D como

@u_ , @u @u!_
e @f@ : (2.19)

2.1.1 Solucao geral para a equacao da onda 1D

A equacao da onda 1D pode ser usada para modelar, por exemplo, o problema de
vibrag&do de uma corda xa nas extremidades, onde o objetivo € encontrar o deslocamento
u(x;t) com as variaveis independente® x L et> 0, representando respectivamente,

a posicéo e o tempo. Admitindo um escalar positivoy, tal que 2 = \/12 ondeV; esta
relacionada a densidade linear e a tensdo na corda (velocidade de plropagagéo da onda),
apresenta-se a equacao da onda unidimensional (OLVER, 2014), como

g;=%g; (2.20)
u(x;0) = f1(x);0 x L; (2.21)
u(x;0) = g1(x);0 x L; (2.22)
u(O;t) = u(Lit) = 0;t> O; (2.23)

ondef ;(x) é a con guracéo inicial,g;(x) € a velocidade transversal inicialy(0;t) e u(L;t)
sdo as condi¢des de contorno. A solucdo geral é construida com as frequéncias fundamentais
de vibracéo, que sédo dadas variando-se= 1;2;3;:;, assim

R
Ut = (GWd0Gt) + dnzZ2():; (2.24)

n=1

onde

n n

w2 (x;t) = cos L sen TX : (2.25)
n

z°(x;t) = sen 1 sen X (2.26)
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Z,
Ch = 2 f1(x)sen hx dx; (2.27)
| o L
Z,
d, = 2 gi(x)sen nx dx: (2.28)
n 41 0 L

Em que as constantes, e d, sdo determinadas usando as condi¢des iniciais e de
contorno.

2.1.2 Solucao geral para a equacéo da onda 2D

A equacao da onda 2D pode ser usada para modelar, por exemplo, o problema de
vibracdo de uma membrana retangular xa nas extremidades, onde pretende-se encontrar
o deslocamentou(x;y;t), com as variaveis independentef) < x <L , e0<y <L,
representando as coordenadas espaciais no plano, para o tempo0. Assumindo um
escalar positivo 2 = Vlz ondeV, esta relacionada a densidade super cial e a tenséo local,

2
de nimos a equagéao da onda 2D (OLVER, 2014), como

g& 3 gl:f g;l : (2.29)

u(x;y;0) = fo(x;y); (2.30)

U (Xy;0) = ga(X;y); (2.31)

u(x;0;t) = u(x;Ly;t) = uOy;t) = u(Lyy;t) =0;t> O; (2.32)

ondef,(x;y) € a con guracao inicial,gx(Xx;y) sua velocidade transversal inicialj(x;0;t),
u(x;Ly;t), u(O;y;t) eu(Ly;y;t) representam as condigdes de contorno. Neste caso a solugéo
geral é construida com as frequéncias fundamentais de vibragéo, que sao dadas variando-se
m=1;2,3;:::en=1;23;::, assim

N
u(x;y;t) = (Bmin Wiy OGY3t) + Binn Zmn (XY51)); (2.33)

m=1 n=1

onde
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0 v__ 1 |
u-_ - 2 ‘
L () — E M, Miasen ™X gen MY . 2.34
Wi (Xiy5t) = cO$@ L2 L§t sen “oosen - (2.34)
0 V 1 |
zi . (xy:t) = sen@ ﬁ m—2+ n—ZtAsen sen °Y . (2.35)
m;n ’y1 - 2 L)Z( L>2, Lx Ly , .
z, z !
4 Ly & Lx m X ny
n = fo(X;y)sen sen —— dxd 2.36
am,n |—x|—y 0 2( ,Y) I—x |—y y ( )
e
z, z !
4 Ly Lx ny
o = e x:y)sen sen —— dxdy: 2.37
boin LT 0 o %(X5y) L L y:  (237)

Em que as constantes,,, € by, s&o determinadas usando as condic¢des iniciais e
de contorno.

2.2 Métodos das Diferencas Finitas

O problema da propagacdo da onda pode ser abordado basicamente de duas
maneiras: com a equacao de Helmholtz na forma estacionéria (UMETANI; MACLACHLAN;
OOSTERLEE, 2009; ERNST; GANDER, 2013; BRANDT; LIVSHITS, 1997) ou resolvendo
diretamente a equacédo da onda na forma transiente (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008;
MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2021; GANDER et al., 2019; GANDER; KWOK;
MANDAL, 2020). No intuito de se resolver numericamente tal problema, discretiza-se a
equacao da onda transiente com o Método das Diferencas Finitas (MDF) ponderado por
um parametro em diferentes passos de tempo (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013;
MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022), gerando assim um método implicito, que resulta
em um sistema de equacfes para cada passo de tempo, que pode ser resolvido utilizando
um solver como Gauss-Seidel, com ordem lexicogra ca oed-black por exemplo.

O MDF (FORSYTHE; WASOW, 1960) consiste em uma forma de se resolver
numericamente EDPs, assim como Método dos Volumes Finitos (EYMARD; GALLOUET;
HERBIN, 2000), o Método dos Elementos Finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000),
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MELENK; BABU’KA, 1996) e Método
dos Elementos de Contorno (BANERJEE; BUTTERFIELD, 1981). De acordo Ferziger e
Peric (2002), o processo de aproximacao do MDF se inicia com a representa¢do do dominio
continuo por um dominio discreto, que consiste em um conjunto ordenado de pontos
gue formam a malha. Por exemplo, para o caso unidimensional, veja FIGURA 3.
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FIGURA 3 MALHA UNIDIMENSIONAL UNIFORME COM ESPACAMENTO UNIFORME
DE TAMANHO h.

1
o—_0——0——e—e— O O0—(O0——=O
Xi 1 Xji Xj+1

FONTE: Autor (2022).

Desta forma, Kreyszig (2009) destaca que € possivel usar uma expansdo em série
de Taylor para representar uma funcéo analitica(x) na vizinhanca dex; como

d (xi) , (x xi)2d? (x;) L X xi)}d® (x) 4o

(= G+ x x)—g T 3 e (2.38)

Aplicando a Eqg. (2.38) para 0s pontog = Xj+1, COM(Xj+1 Xj) = hex=Xx; 1
com(xj 1 Xj)= h, tem-se, respectivamente

d (xi) + hjdz (Xi) + hjd3 (Xi) 4o

(Xi+1) = (x)+ h dx 21 dx? 3! dx3

(2.39)

d (x), h?d (x) hd (x), .
dx 2! dx? 3! dx3
Pode-se escrever a segunda derivada déx;) pelo esquema de diferencas centrais
(BURDEN; FAIRES, 2016) somando as expressdes dadas pelas Egs. (2.39) e (2.40), e
obtém-se

(xi )= (x) h (2.40)

& (xi) _ (Xia) 2 (x)+ (xi1) h2d* (x)  h*d® (x) ..
dxz2 h2 12 dx* 360 dx6

(2.41)

Desta maneira, pode-se admitir uma aproximacao para a segunda derivada de
(xj) dada por

d® () (Xi+1) 2 (X)+ (X 1),
dx? h2 '

com um erro de truncamento

(2.42)

!
"R () _ R () hd® () h® P (x)
dx? 12 dx4 360 dx& 20160 dx8

(2.43)
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Observa-se que quando se utilizam malhas com mais pontos, maior sera a
complexidade da aproximag¢do numérica e menor sera o erro de truncamento, que tende a
zero quando o tamanho dos elementos da malha também tendem a zero.

2.3 Método de discretizagdo temporal

Usar esquemas explicitos para obter uma solucdo para a equacdo da onda € algo
bem comum na literatura, devido a simplicidade na implementac&o de tal técnica, como em
Weber, Kreiss e Nazarov (2022), Gander, Halpern e Nataf (2003) e Bamberger, Glowinski
e Tran (1997). Em geral, tais técnicas sao condicionalmente estaveis, o que pode ser uma
desvantagem na realizacdo de re namentos no tempo ou no espaco, ja que alguns critérios
devem ser admitidos para a convergéncia. Outra possibilidade é a utilizacdo de métodos
implicitos, que normalmente sao incondicionalmente estaveis, assegurando assim uma
maior estabilidade e convergéncia das solu¢gdes aproximadas obtidas (BURDEN; FAIRES,
2016).

Uma possibilidade de discretizacdo espacial e temporal da equagédo da onda € a
utilizacdo do métodoLeapfrog (ISERLES, 1986; DURRAN, 1991), que aproxima a segunda
derivada espacial e temporal pelo MDF. Ao considerar a Eq. (2.17) e uma aproximagao
para a solucaau, com intervalo de tempo , em trés estagiok 1, k ek+1, e o intervalo
espacialh em trés pontosi 1,1 ei +1, tem-se 0 modelo ilustrado pela FIGURA 4.

FIGURA 4 METODO LEAPFROG.

FONTE: Autor (2022).

Entdo a equacdo da onda pode ser discretizada pela expressao
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K 1 K o okl K K 4k
Vi v+ VT LV v+ VY
2 h2 '

(2.44)

Nota-se que na Eq. (2.44), o subindice e superindice se referem as discretizagbes
espacial e temporal, respectivamente.

Porém esta técnica resulta em um método explicito (LIAO; SUN, 2011) que
possui condi¢cOes de estabilidade, as quais podem interferir negativamente no processo de
aproximacao, dependendo dos valores adotados para os intervalos de tempo ou espaco.

Apesar das matrizes geradas na resolucdo da equacao da onda utilizando estes
tipos de métodos serem tridiagonais, e que podem ser resolvidas de forma direta, optou-se
por utilizar métodos implicitos com o uso de métodos iterativos do tipo Gauss-Seidel, no
intuito de analisar suas propriedades de suavizacdo no contexto do métddoltigrid .

Para este trabalho utiliza-se o método implicito, como o apresentado por Cuminato
e Meneguette (2013), onde € realizada uma ponderacdo na derivada espacial em trés estagios
de tempo distintos e que sdo abordados na secao a seguir.

2.4 Discretizagédo do problema 1D

Assumindo o problema de nido pelas Egs. (2.20) a (2.23) e adotando o tamanho
: L . ts
de cada elemento espacial pdr; = No € um incremento no tempo ; = N sendoN, > 0
t
e N; > 0, os numeros de intervalos eépaciais e temporais, respectivamente, com tempo nal
tr > 0 e o comprimento da cordd.. Admitindo uma aproximagdov¥ para solugdou, no
ponto de coordenad;, tempo k e usando diferencas centrais, o problema 1D discretizado
pode ser dado por

Vik 1 2V|k + Vik+1 712@"évi i@vi 16 @v, _ (2.45)
2 12@t 360@t 20160@% '
!
, vl 2Tevi mewt hiavt nt @
L h2 12 @% 360 @% 20160 @%
!
L 21 2.) Vi v+ vy hi@vf hi @vf ht @V
. ! h2 12@% 360@% 20160@%
L2 V4o tevt hE@vet hi@v ! h @wet
1 h2 12 @% 360 @% 20160 @%

onde ; é um parametro de ponderacdo. Ao adotar; > 0;25 tem-se uma abordagem
incondicionavelmente estavel (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). A FIGURA 5 ilustra
0s pontos utilizados para calculav, em um certo tempok, com coordenada espacial
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FIGURA 5 ESQUEMA DE DISCRETIZA(}AO PARA A MALHA 1D.
FONTE: Autor (2022).
Reordenando os termos da Eq. (2.45), obtém-se
2 2
T v = T AT D (L 20 2T W) (246)
+ (v 2 T v
com erro de truncamento de orden®(h? 2; 1), dado por
"1D =+ i@vi + i ihi @ o 75 12h%(1 2 1)@Vik (2.47)
12 @t 12 @x 12 @%
f7hi @ *
12 @X%
2 2
Assumindo que ; = rll; , tem-se o0 seguinte sistema de equacdes
apVi™ = AVl + aaVisT + (2.48)
onde
A1 = 1+2 1 1 (249)
w1 = Q1= 1 1, (2.50)
Ba=( 1 25 v "+@+( 2+4 1) DV + (L 29) oV 1+ V) (251)

K 1, ok 1y.
+ 1 2V 1 Vs
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Para realizar a primeira iteracdo € necessario conhecer antes a solucdo em dois
passos de tempo anterioreg’ e vl. Para iniciar o processoy? é dado pela con guragédo
inicial e v! é dado em Burden e Faires (2016), por

S 1)+ 1Gi(xi)+ O(h? 2): (2.52)

V=@ pfaa)+ Sfaxia) + o

2.4.1 Estabilidade

Em seguida, o critério de Von Neumann (THOMAS, 2013) é utilizado para
determinar a estabilidade do método de discretizacdo descrito anteriormente. Para isso,
supde-se que o erro global € dado por uma série de erros locais de Fourier, também
chamados harmoénicos. Assim, 0 erro no primeiro passo pode ser expresso como:

= ae | ; (2.53)
n=0

Ei

com = P ~ 1. Tem-se um sistema conN, + 1 equacgdes &, + 1 incognitas, em que
a matriz de coe cientes é ndo-singular (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Agora,
adota-se um harménico genérico que pode ser escrito na forma

Uk = eke'; (2.54)

onde 2 Re 2 C, sendo ambos arbitrarios. Consequentemente, para analisar a
estabilidade do método de discretizacado, é su ciente veri car a propagacao deste harmdnico
a medida quek aumenta.

Substituindo a Eq. (2.54) na Eg. (2.46) para a variavel, com = 1=2
(CUMINATO; MENEGUETTE, 2013; MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022), tem-se

ekDel 2ekel +ek Vel = Sle (k) g (1) 2 (kD gl 4 g (g (1 1) (2 5E)
+ek Dg (*) ek Dei 4 gk Dg (i D

ou ainda,

k

eefe! 2eke' +e efe'! = E[ee"e‘e 2ceke’ +eeke'e! (2.56)

+e ekele 2 eke' +e ekele 1
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Dividindo ambos os lados do Eq. (2.56) poe“e' e rearranjando os termos,
tem-se

e 2+e =§[ee 2 +ee +e e 2 +e e | (2.57)

ou ainda,
e 2+e :E[e(e 2+e )+e (e 2+e ) (2.58)
Usando a formula de Eulere = cog )+ sen( ),tem-see +e =2cogq ).

Assim, pode-se reescrever a Eq. (2.58) como

e 2+e = E[(e +e )Qcoy ) 2)] (2.59)
ou ainda,
(e +e )1+ (1 cod ))=2: (2.60)
|
Usando as identidaded coq ) = 2ser? > ecosh ) = +2e , pode-se
reescrever a Eg. (2.60) como
1
cosh )= L; (2.61)
1+2sen?
ou ainda,
0 1
1
= arccosh% ! E: (2.62)
1+2sen?

A partir da Eq. (2.54)tem-se queJ*™ = e UX, ou sejae é o fator de ampli cac&o.
A seguir, analisa-se o comportamento do harmdnico gené!rldb+1 com 0 aumento dek.

A partir da Eq. (2.62) e como 2 <, OeO ser? > 1, tem-se os seguintes
casos: |

' o 1
1) ser? > I 1, implica em ! arccosh 1+ . Nestes casos, o fator de

anisotropia deve ser analisados nas seguintes situacoes:

1.1) ! +1 ,implicaem ! 5 Note-se que para o aumento de, o harménico tende
a permanecer 0 mesmo, ou seja, ele ndo sera ampli cado.



Capitulo 2. Modelos Matematico e Numérico 44

1.2) ! 0", implicaem ! O0". Nota-se que nestes cas@s tem-se uma amplitude
decrescente.

!
2) ser? > I 0", independentemente do valor de, tem-se ! 0", que também produz

uma amplitude decrescente para .

Portanto, os harménicos ndo serdo ampli cados, uma vez qle< e < 1, ou
seja, 0 método de discretizacdo utilizado em Eq. (2.45) com= 1=2 é incondicionalmente
estavel.

2.5 Discretizacdo do problema 2D

Considere o problema de nido pelas Egs. (2.29) a (2.32) e uma membrana
quadrangular de ladoL, ou seja,Ly = Ly = L. De ne-se o tamanho de cada elemento

espacial comhy = N hy = I\IIy € um incremento no tempo, = It\lft sendoNy, Ny e N,
0s numeros de intervalos espaciais e temporal, respectivamente, com tempo taat 0.
Admitindo uma aproximagéovi'fj para solugéou, para um ponto de coordenadasx(,y;),
tempo k e diferencas centrais, o problema 2D pode ser discretizado com MDF ampliando

a metodologia empregada no caso 1D. Assim, tem-se

vt +vit o 2@vy F @y 5 @viy . _ (2.63)
2 12 @t 360 @t 20160 @t '
|
5 2 V7 vt + i) R @vit hY @v” hy @vi”
h2 12 @% 360 @RX 20160 @%X .
f 20 2 (Vg 2v§ + V%) i@y hi @y hf @vy '
2 h2 12 @% 360 @& 20160 @%
|
o (Mg v trvigy) M@V hp@vi T hy @
2 2 h2 12 @% 360 @% 20160 @%X
!
2, (viity vt + i) hf@vgt by @vit h) dvit
2 Ty Ty
h2 12 @y 360 @9 20160 @% .
2 h? 12 @y 360 @§ 20160 @¥
!
Lo OBh 2ETevid) Mot hevl ng e
2 h? 12 @y 360 @§ 20160 @Y

onde ;, € um parametro de ponderacdo. A FIGURA 6 ilustra os pontos utilizados para
calcular v, no tempok, nas coordenadas espaciai® | .
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FIGURA 6 ESQUEMA DE DISCRETIZACAO PARA A MALHA 2D.

FONTE: Autor (2022).

Reordenando os termos da Eq. (2.63) e admitindo qie = h, = h, obtéem-se

k k k 5 22h
1 +1 _
Vi vtV = 2

2

2(VTL F VST AT VST H ST ) H (L 2 ,) (2.64)
k 1 k 1 k 1

k k k k k k 1
(Vi 1 + Vi;j 1 4V + V|+lj + Vi;j +1) + 2(Vi 1 + Vi;j 1 4V + V|+lj + Vlj +1)

com erro de truncamento de order®(h; 3;h7 5; 7), dado por

T 4 @V h2 @Vk+1 h2 @V
— 3 2 I3 2
h2 , @vy * 2 @viS™ h§ @vk
o o a 25,
12 @x 12 @y §f
2 22h)2, Z@Vik;j 1
12 @y
2 2
2 2

Assumindo que ; = tem-se o seguinte sistema de equacdes

hg ’

k+1 _— k+1 k+1 k+1 k+1 .
ApaVij — = BwaVi 1y T BeaVivij t @naVije1 t AsaVij 1t Do (2.66)
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onde
ap=1+4 ; 5 (2.67)
Qw2 = 82 = A2 = An2 = 2 2, (2.68)
h K K K K Kk 1 K 1
o= 2 (1 22)(V g+ Visay + Vi 14 Viga)t 20V 1 + Vieg (2.69)

i
VI VEA) (2 4 +8 gV H (1 4, oVt

Para iniciar o processo iterativo € necessario conhecer a solucdo em dois passos
de tempo anterioreS/i?j evil;j . Onde v,°J € dado pela con guracéo inicial e/i%j € calculado
com a Eq. (2.70) (BURDEN; FAIRES, 2016)
Vi =@ fa(xizyy) + iz[fz(xi i)+ fa(Xity 1)+ fa(Xi 1Y) (2.70)

+Ea(Xie1;y)] + 2G2(Xisy;) + O(h):
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3 METODO MULTIGRID

Uma forma de acelerar o processo de obtencdo da solucdo do sistema de
equacdes resultante da discretizacdo € aplicar o meétodultigrid, que melhora
signi cativamente os fatores de convergéncia no processo de resolucdo de sistemas
de equacbes (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000; WIENANDS;
OOSTERLEE, 2001). De acordo com Umetani, MacLachlan e Oosterlee (2009), Framto
al. (2018a), Gander, Kwok e Mandal (2020), a anisotropia relacionada aos fatores fisicos
e numeéricos que € gerada para grandes valores dé sendo associado a velocidade de
propagacao da onda), pode ser um desa o0 na resolucdo da equacao da onda.

Ao discretizar as equacdes matematicas governantes, que modelam problemas
fisicos, obtém-se equacdes como as dadas pelas Eqgs. (2.48) e (2.66) para a equacédo da onda
1D e 2D, respectivamente, tem-se sistemas lineares esparsos e de grande porte do tipo

Au = f: (3.1)

Estes sistemas podem ser resolvidos usando métodos diretos ou iterativos. Devido
as caracteristicas destes sistemas, os métodos diretos tornam-se inviaveis, ja geram um
alto custo computacional. Neste caso, optam-se pelos métodos iterativos, que possuem
um custo computacional muito mais aceitavel (BURDEN; FAIRES, 2016). Entretanto,
tais métodos (aqui denominados dsolverg possuem boas propriedades de suavizacao
no inicio do processo iterativo, mas cam mais lentos a medida que mais iteragdes sao
realizadas (TROTTENBERG; CLEES, 2009; BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).

A seguir, na FIGURA 7 evidencia-se a in uéncia das iteragdes comsolver Gauss-Seidel
nas componentes de erro para o problema de Poisson.

FIGURA 7 COMPORTAMENTO DAS COMPONENTES DE ERRO NO PROCESSO
ITERATIVO.

FONTE: Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000).
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Depois de algumas iteracfes, o0 erro de aproximacao torna-se suave, mas nao
necessariamente pequeno. Este problema € devido a caracteristica dos métodos iterativos
classicos de suavizar rapidamente os erros de alta frequéncia (modos oscilatorios), deixando
apenas os erros de baixa frequéncia (modos suaves) (WESSELING, 1992).

Neste contexto surge o métodMultigrid (BRANDT, 1977), que é empregado
para acelerar a convergéncia na obtencdo da solucdo deste tipo de sistema, ja que ao
usar um conjunto de malhas é possivel suavizar todas as componentes do erro, desde os
modos oscilatérios até os suaves, isto porque os modos suaves nas malhas nas tornam-se
mais oscilatorios em malhas mais grossas (HACKBUSCH, 1985; BRANDT,; LIVNE, 2011;
TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Essa abordagem permite que o
processo iterativo do métodd/ultigrid atue sempre nas componentes oscilatorias dos erros
(WESSELING, 1992; ELMAN; ERNST; O'LEARY, 2001; TROTTENBERG; CLEES,
2009). O termoMultigrid vem em contraponto ao termdsinglegrid que é o método classico
gue usa apenas uma Unica malha.

Seja uma solugdo aproximada, para u em uma determinada malha na ".
Pode-se reescrever o sistema de equacdes dado pela Eq. (3.1) como

AnVy = fh: (32)

A aplicacdo doMultigrid em duas malhas pode ser iniciada ao suavizar esse
sistema, ou seja, tem-se um numero reduzido de iteracbgscom um dado suavizador,
como Gauss-Seidel por exemplo. Esta € a etapa de pré-suavizacdo. Assim, pode-se calcular
o residuory, nesta malha com a expressao

M = fh AnVh: (33)

Ent3o, transfere-se esse residuo para uma malha imediatamente mais gros¥a
Para isso, usa-se um operador de restricdd', como exemplo, injegdo, meia ponderagéo
ou ponderagédo completa (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Assim,
obtém-se a seguinte equacéao

Aon€on = I'ap; (3.4)

ondeey, € 0 erro eA,, 0 operador de malha grossa, que pode ser obtido por rediscretizacao.
Em seguida, resolve-se o sistema de equacfes dado pela Eq. (3.4) e a sua solucéo é
prolongada até a malha ", por meio de um operador de prolonga¢ad, . Entdo tem-se a
corregcdo na malha na, dada por
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Vi Vpt & (3.5)

Em seguida, suaviza-se com um numero reduzido de vezg® sistema de equacgéo
dado pela Eq. (3.1). Esta etapa con gura-se a pés-suaviza¢do. Para duas malhas resolve-se
0 sistema na malha imediatamente mais grossa. Ao usar mais do que duas malhas, os
processos de pré-suavizacdo e pis-suavizagdo sao aplicados em todas as malhas, exceto na
malha mais grossa, onde resolve-se o problema.

O modo de percorrer os diversos niveis de malha denomina-se ciclo. Neste trabalho
utilizam-se o ciclo V (ver a FIGURA 8 para o caso de 5 niveis de malha), apresentado a
seguir. Mais detalhes podem ser encontrados em Briggs, Henson e McCormick (2000) e
Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000). Para um certo niveha malha, o ciclo V pode
ser representado pelo ALGORITMO 1.

Algoritmo 1: CICLO V

1 while N&o atingir a malha mais grossa possivelo
2 Suavize ; vezes o sistema de equacdes correspondexitg = f,
3 Calcule e restrinja o residuo para a malha imediatamente mais grossa

4 end

5 Resolva o sistema correspondente a malha mais grossa possivel

6 While N&o atingir a malha na possiveldo

7 prolongue a solucdo para a malha imediatamente mais na

8 Corrija a solucéo

9 Suavize , vezes o sistema de equacdes correspondente na malha imediatamente

mais na A, = f,

10 end

FIGURA 8 CICLO V DO MULTIGRID , ONDE E REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.

FONTE: O autor.
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Tem-se também outras formas de se percorrer as malhas, como as ilustradas com
o ciclo F (FIGURA 9) e ciclo W (FIGURA 10), ambos para o caso de 5 niveis de malha.
Tais ciclos sdo mais robustos de acordo com o problema a ser resolvido (FRAN&QI.,
2018b).

FIGURA9 CICLO F DO MULTIGRID , ONDE E REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.

FONTE: O autor.

FIGURA 10 CICLO W DO MULTIGRID , ONDE E REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.

FONTE: O autor.

Neste trabalho utilizam-se os operadores de restricid2() por ponderacgéo
completa (para o caso 1D dado pela Eq. (3.6)) e por meia ponderacdo (para o caso
2D dado pela Eg. (3.7)). Esta escolha baseia-se na facil implementagcdo e por excelentes
resultados obtidos na literatura (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; GASPARet
al., 2007; FALGOUT et al., 2017).

on(60) = 1270n(6) = 120060+ Tocian) + a0 2] 36)
Fan(Xi3y) = 12" rn(xisyy) = ;[4rh(xi;)/j)+ Fn(Xi+1s¥i) + ra(Xi 1Y) + ra(Xiyj+1)  (3.7)

+ra(Xisy; 1)l
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Neste caso, tem-se a raz&do de engrossamento padrao, 8 2 (TROTTEN-
BERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000), dada porR. = H=h, comh e H sendo o
espacamento na malha na e na malha imediatamente mais grossa, respectivamente.
llustra-se este tipo de engrossamento na FIGURA 11 para o problema bidimensional, com
hx = hy e 3 niveis de malha.

FIGURA 11 MALHAS UNIFORMES COM RAZAO DE ENGROSSAMENTO Re=2.

FONTE: O autor.

Utilizam-se neste trabalho os operadores de prolongacdé, J por interpolacéo
linear (para o caso 1D dado pela Eq. (3.8)) e por interpolacéo bilinear (para o caso 2D
dado pela Eq. (3.9)). Esta escolha baseia-se pela facil implementacdo e por excelentes
resultados encontrados na literatura Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000), Dehghan e
Mohebbi (2008), Trottenberg e Clees (2009).

8
2 1 ST
Vo (xi) = 15 vn(x;) = ) 2[V2h(X| 1)+ Von(Xis1)]; para ; (3.8)
© Van(Xi); para .
51
Svan(Xi 13y5) + Van(Xix13y))15 para
SVan(Xisy; 1) + Ven(Xi3Yj+1)]s para/
Va(Xi3Yi) = Tanvn(Xisy;) Z,[VZh(Xi 1Y)+ Von(Xis13y)) + Von(Xizyj 1)
§ +Von (XiYj+1)]; para
= Van(XinYp); para

(3.9)
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Na FIGURA 12 apresentam-se as ilustragdes dos interpoladores das Egs. (3.8) e
(3.9) (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Onde observam-se os pontos
. e nas malhas na " egrossa 2", jaos pontos , ,/ e s&o vistos apenas na malha
na M.

FIGURA 12 INTERPOLACAO LINEAR E BILINEAR.

FONTE: Trottenberg e Clees (2009).

Para facilitar a compreenséo da interpolacao bidimensional dada na Eq. (3.9),
pode-se observar as FIGURAS 13 a 16.

FIGURA 13 INTERPOLACAO DIRETA PARA

FONTE: O autor.

FIGURA 14 INTERPOLACAO LINEAR EM y PARA

FONTE: O autor.
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FIGURA 15 INTERPOLACAO LINEAR EM  x PARA /.

FONTE: O autor.

FIGURA 16 INTERPOLACAO BILINEAR PARA

FONTE: O autor.
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4 VARREDURAS NO TEMPO

Neste capitulo apresentam-se mais detalhes sobre os métodos de varreduras no
tempo Time-Steppinge Waveform Relaxation juntamente com seus respectivos algoritmos.

4.1 Time-Stepping

O método Time-Stepping € comumente usado para resolver numericamente
problemas transientes. Neste método, a solucdo é calculada de forma sequencial para um
conjunto de passos de tempds;t,; ::;; t;, conforme a ilustracdo da FIGURA 17. Segundo
Womble (1990) este processo gera algoritmos que podem ser explicitos ou implicitos (de
acordo com a discretizacao temporal).

FIGURA 17 PROCESSO DE ATUALIZACAO DAS INCOGNITAS PELO METODO  TIME-
STEPPING.

FONTE: O autor.

Ao solucionar o sistema discretizado a cada passo de tempo, utiliza-se a solugéo
do passo de tempo anterior como estimativa inicial para obter as aproximacdes do sistema
de equacdes no passo de tempo atual (VANDEWALLE, 2013). Representa-se abaixo este
processo com o0 ALGORITMO 2.
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Algoritmo 2: METODO TIME-STEPPING COM SINGLEGRID

1 Dados do problema, con guracgao inicial e condi¢cées de contorno
2 for k=1: N; do
3 while N&o atingir um critério de paradado

4 Suavize o sistema de equagdes correspondente ao passo de témpo
5 end
6 end

Para algoritmos explicitos, a solugdo em cada ponto no espaco depende apenas das
solucBes de tempos anteriores, que sdo conhecidas. Assim, é possivel obter o paralelismo
no espaco, porque a solucdo em cada ponto pode ser calculada de forma independente.
Porém, existe um grande problema nesse tipo de método quando se avalia sua estabilidade
em relagédo ao tamanho do intervalo de tempo (BURDEN; FAIRES, 2016).

No caso de algoritmos implicitos, a solugdo em um ponto depende das solugdes
em outros pontos no mesmo tempo, que sdo desconhecidos (WOMBLE, 1990). Embora os
métodos implicitos ndo possuam as mesmas restricdes em relacdo ao tamanho do passo de
tempo que os métodos explicitos, ao aplicarlame-Stepping o grau de paralelismo no
espaco € o mesmo que o dos métodos explicitos.

Em cada passo de tempo resolve-se um problema classi cado como eliptico, onde o
método Multigrid é comprovadamente e ciente (WESSELING, 1992; BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; CLEES, 2009). Para tal, todas as malhas séo
discretizadas apenas nas variaveis espaciais, considerando-se cada passo de tempo xo. De
acordo com Franco (2017), na programacdo do métodane-Stepping € necessario fazer
um laco externo de passos de tempo até o nimero de passos de tempo total, e um laco
interno para as variaveis espaciais. Este processo pode ser visualizado no ALGORITMO 3.

Algoritmo 3: METODO TIME-STEPPING COM MULTIGRID

1 Dados do problema, con guracgao inicial e condigcdes de contorno

2 for k=1: N; do

3 while Nao atingir um critério de paradado

4 Realize um cicloMultigrid para o sistema de equacdes correspondente ao

tempo k
5 end

6 end
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4.2 Waveform Relaxation

O Waveform Relaxationfoi inicialmente proposto para resolver grandes sistemas
de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) (LELARASMEE; RUEHLI; VINCENTELLI,
1982), como um método iterativo que também pode ser aplicado em EDPs dependentes
do tempo, onde o dominio espacial € decomposto por um conjunto de pontos, e para
cada um deles resolve-se um sistema de EDOs em todas as etapas do tempo (GANDER,
1996; FRANCOet al., 2018b; LIU; JIANG, 2011; VANDEWALLE, 2013). Este método
permite a realizagéo de paralelizagéo de algoritmos para PDEs transientes. De acordo com
Vandewalle e Horton (1995) e Franco (2017), neste método as EDPs séo transformadas
em um sistema de EDOs para o problema unidimensional, na forma

dZVi
W - Gi(Vi ,t), (41)
onde calcula-s&5; para os valores dey;, que contém informacdes do tempo para cada
posicdo espacial. Assim para cada n&; da discretizacao espacial resolve-se um sistema
de EDOs temporal e percorrendo todos os tempos. Cada componente do sistema dado na

Eq. (4.1) pode ser escrito como uma EDO, da seguinte forma

8
d’v d
% d— = Gy(Vi; Vo; V3 ivg; t); com vi(0) = V9 e % =g
d?v. dv
Gz = Celvivaivaimiveit); com vx(0)=V3 e —Z=¢f; (4.2)
d?v, | dv,
thd = Gq(Vv1;V2; Va; ivgs t); com vg(0) = v§ e ditd = of
0 d : .
em qued é a dimenséo do sistema e as notagdgf)) = v e E =g coml i d;

indica respectivamente, as con guragdes e as velocidades inic{ais 0) para cada ponto
da discretizacéo espacial. Como ilustrado na FIGURA 18 para o caso 1D, ot 12.



Capitulo 4. Varreduras no Tempo 57

FIGURA 18 PROCESSO DE ATUALIZAGAO DAS INCOGNITAS COM O METODO
WAVEFORM RELAXATION - 1D.

FONTE: O autor.

Cada EDO temporal deve ser resolvido em todos 0os nés espaciais separadamente,
onde a atualizacdo das incognitas pode ser realizada no nal de um cidliaveform
Relaxation Assim, tem-se um método iterativo para repetir o procedimento até ser
atingido um critério de parada (CROW; ILIC, 1990). Pode-se obter um método totalmente
paralelizavel no espaco utilizando um esquema cosolver que também permite a
paralelizagéo, tal como Gauss-Seidedd-black(GSRB) (VANDEWALLE, 2013).

Ao resolver a EDO temporal em todos os nds espaciais, diz-se que foi realizado um
ciclo Waveform Relaxation como ilustrado a seguir no ALGORITMO 4 para a FIGURA 18.

Algoritmo 4: METODO WAVEFORM RELAXATION COM SINGLEGRID

1 Dados do problema, con guracgéao inicial e condi¢cdes de contorno
2 while N&o atingir um critério de paradado

3 fori=2: Ny 1do
4 Resolva a EDO discretizada correspondente ao porkpdo sistema de
Egs. (4.2)
5 end
6 lend

Pode-se combinar o métoddVaveform Relaxationcom Multigrid, ao realizar o
engrossamento somente na direcao espacial, deviddVaweform Relaxationser continuo
no tempo, assim o numero de pontos da discretizacdo temporal € mantido constante
(VANDEWALLE, 2013). Por exemplo, no caso 1D, a malha na " tem 33 33 pontos,
comN, N; e as malhas mais grossas, com razido de engrossamBite 2, sdo 2",
ah - 8h e 160 tendo respectivamentel7 33 9 33 5 33e3 33pontos. Como

ilustrado no ALGORITMO 5.
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Algoritmo 5:  METODO WAVEFORM RELAXATION COM MULTIGRID

1 Dados do problema, con guracgao inicial e condi¢cées de contorno

2 while Na&o atingir um critério de paradado

3 Realize um cicloMultigrid considerando engrossamento apenas na direcao
espacial em todos os passos de tempo. Para o processo de suavizagdo, em cada
nivel de malha, use o método descrito no ALGORITMO 4.

4 end

O ALGORITMO 5 pode ser apresentado de forma mais detalhada no
ALGORITMO 6, presente em (FRANCO et al.,, 2018b), para a solucdo do sistema

An(t)Va(t) = fn(t).

Algoritmo 6: WAVEFORM RELAXATION COM MULTIGRID (WRMG):

VR ! vt (1)

1 if Estiver no nivel mais grosseiro da malha (com o tamanho da malha espacial
dado porhg) then

2 Aho(t)vﬁ;l (t) = fy,(t) Resolva de forma direta.

3 else

a | VE(t) = S.t(uk(t)) Pré-suavizagdo: ; vezes com GSRBVaveform Relaxation

(Presente no ALGORITMO 4).

5 | ri(t)=fu(t) An(t)vk(t) Calcule o residuo.

6 rk (t) = 12"rk(t) Restringir o residuo.

7 | Axn(t)e (1) = r,(t); 8,(0) =0 Chama o ALGORITMO WRMG para a

equacao residuals,,.

s | ()= 158 (t) Interpole a corregéo.

o | VvEL(t) = vK(t) + E(t) Calcule a nova aproximagao.

10 vE(t) = S,2(uk* (t)) Pos-suavizagso: , vezes com GSRBNaveform Relaxation

(Presente no ALGORITMO 4).

11 end

Para os problemas bidimensionais realiza-se uma extensdo do Métudhveform
Relaxation onde reescreve-se a Eq. (4.1) como

d?vij _
dt2

ondeGj; séo vetores de fungbes que contém as informagdes temporais e espaciais para
cada coordenada e j, onde pretende-se calcular os valores das variaveis de interesse

Gi; (vij 5t); (4.3)

Assim, para cada n&;; da discretizacédo espacial, uma EDO temporal € resolvida
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até ao tempo nal de forma independente. Cada componente do sistema dado em Eq. (4.3)
pode ser escrita como uma EDO, dado por

8 d2V1;1
dt?

d2V1;d
dt?

d2V2;1

dt?

d2V2;d
dt2

dt?

dZVd;d

ae

ondel i

Vgart);  com

Vgart);  com

Vgart);  com

Vgart);  com

Vga;t);  com

Vgart);  com

Vl;l(o) = V:(L);l

Vid (O) = V?;d

V2;1(O) = V(Z);l

V2;d (0) = Vg;d

vg;1(0) = V((j);l

Vag,d(0) = Vg;d

e

dVl;l
dt

dV]_;d
dt

dVZ;l
dt

dVZ;d

dt

dVd;l
dt

dVd;d
dt

&

0
gl;l

0
gl;d

0
92;1

(4.4)

N

g((j);d

d, indicam respectivamente, as con guracdes iniciais e as velocidades, para

cada ponto da discretizagéo espacial. Cada linha do sistema de Hds4) pode ser resolvida
separadamente utilizando um ndcleo para cada né, como ilustrado na FIGURA 19.

FIGURA 19

PROCESSO DE ATUALIZACAO DAS INCOGNITAS COM O METODO
WAVEFORM RELAXATION - 2D.

FONTE: O autor.
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4.3 Waveform Relaxation e subdominios

Em Gander, Kwok e Mandal (2020) tem-se uma variacdo do métoddaveform
Relaxation que pode ser aplicado as EDPs, onde o dominioé dividido emK subdominios
espaciais, que podem ser resolvidos de forma independente até ao tempo nal, o que permite
a aplicacao de estratégias paralelas. Ver FIGURA 20 para o caso unidimensional para
K =3 e FIGURA 21 para o caso bidimensional cold =4.

FIGURA 20 DIVISAO DO DOMINIO EM K =3 SUBDOMINIOS ESPACIAIS 1D.

FONTE: O autor.

FIGURA 21 DIVISAO DO DOMINIO EM K =4 SUBDOMINIOS ESPACIAIS 2D.

FONTE: O autor.
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Observa-se ainda que, em particular, para o caso abordado na FIGURA 20, o

menor nimero de elementos possivel em cada subdominio ocorre quando cada um deles
1, 2. g Sao respectivamente iguais aos pontas; Xo; i1 Xy, - Neste caso tem-se o

método Waveform Relaxationpadrdo. Em (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020) e Gong
et al. (2021) realiza-se um estudo para avaliar a estabilidade da utilizacdo desta abordagem
para equacdes do calor e para o problema de Helmholtz, bem como as formas de troca
de informacédo entre os subdominios. Observa-se que no inicio do processo iterativo, a
convergéncia deste método € afetada negativamente, pois ocorrerem oscilacdes na solugéo
aproximada. A medida que o processo iterativo avanga, a solucéo converge para os valores
desejados. Ver FIGURA 22, retirada de Gander, Kwok e Mandal (2020).

FIGURA 22 ERRO PARA EQUACAO DO CALOR 1D COM WAVEFORM RELAXATION
USANDO O METODO DOS SUBDOMINIOS ESPACIAIS.

FONTE: (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Para caso abordado na FIGURA 22 em Gander, Kwok e Mandal (2020) demonstra-
se as propriedades de convergéncia para o problema da transferéncia de calor unidimensional
através do método chamado Dirichlet-NeumaniWaveform Relaxation Na gura da
esquerda, os autores apresentaram o erro tedrico (error) e o erro numérico (bound) obtidos
com cinco subdominios espaciais xos e diferentes tempos nais (T, como usado na
FIGURA 22). Na FIGURA 22 da direita, varia-se o numero de subdominios no espaco e o
tempo nal é xado em T = 2s. Esses autores salientam ainda que as oscilagdes iniciais
sdo maiores quando o tempo nal é maior e/ou existem mais subdominios no espaco.
Aqui tem-se um grande desa 0 a ser superado: quanto maior o0 niumero de subdominios
no espago, maior 0 grau de paralelizacédo; no entanto, as oscila¢cées no inicio do processo
iterativo também serdo ampli cadas.

Uma outra abordagem € proposta em Ong e Mandal (2018) para problemas
unidimensionais, onde, além da divisdo eild subdominios espaciais, existe também a
divisdo emJ subdominios temporais, gerando assim uma abordagem altamente paralelizavel
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(ver FIGURA 23 para o caso unidimensional). Este método é dado pelo ALGORITMO 6
gue encontra-se na FIGURA 24.

FIGURA 23 METODO DOS SUBDOMINIOS NO ESPACO E NO TEMPO COM K =3 e
J=2.

FONTE: Autor (2022).

Note-se que a abordagem proposta em Gander, Kwok e Mandal (2020) € um caso
especi co da abordagem apresentada em Ong e Mandal (2018), quando teni-sel.

Neste trabalho, utiliza-se um método baseado na metodologia de Ong e Mandal
(2018), porém adotando-se o nimero minimo de subdominios espacikis91) e um
namero reduzido de subdominios temporai$ visando reduzir as oscilagcées no inicio
do processo iterativo (ver FIGURA 25 para o problema bidimensional). Isto porque, ao
utilizar-se subdominios no espaco para resolver a equagéo da onda, pode-se ter um aumento
nas perturbacdes iniciais geradas ao utilizar métodos paralelizaveis (GANDER; KWOK;
MANDAL, 2020).

Na FIGURA 25, aplica-se o0 métoddNaveform Relaxationa m de encontrar
uma solucdo no primeiro subdominio ;, que vai dety a t;, e até que se atinja um
critério de parada pré-estabelecido. Neste trabalho o critério de parada escolhido utiliza
a norma in nito do residuo adimensionalizado. Em seguida, toma-se esta solucdo como
estimativa inicial para o subdominio ,, que vai det;, at;,, até que novamente se atinja
o critério de parada. Este processo repete-se até que se alcance a solucdo desejada em
t;, que neste exemplo vai at&, = t;. Neste trabalho, propde-se uma analise detalhada
desta metodologia, e busca-se reduzir as oscilagdes no inicio do processo iterativo, para
com isso, melhorar os indicadores associados aos métodos de varredura no tempo que sao
paralelizaveis. Para tal, analisam-se o efeito de parametros como intervalo de tempo e
espaco, propriedades fisicas da onda, nUumero de subdominios temporais, entre outros.

Solugdes e cientes para a equacdo da onda unidimensional j& se encontram na
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FIGURA 24 DIAGRAMA COM O ALGORITMO 6 PARA O METODO WAVEFORM
RELAXATION COM K SUBDOMINIOS NO ESPACO E J SUBDOMINIOS
NO TEMPO.

FONTE: O autor.

literatura, como em Baccouch e Temimi (2021) para os métodos de alta ordem e em Erbay,
Erbay e Erkip (2021) para os casos nao lineares. No entanto, ainda ha desa os a serem
resolvidos quando se emprega o metoditultigrid, especialmente quando se combinam
com esquemas que permitem a paralelizagdo (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020). Neste
sentido, uma das principais contibuicbes deste trabalho concentra-se na utilizacdo do
método Subdominios no Tempo, combinado com a estratéyMaveform Relaxatione o
método Multigrid, a m de reduzir as grandes perturbacdes iniciais existentes em Gander,
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Kwok e Mandal (2020). Ao contrario do método originalmente proposto em Ong e Mandal
(2018), aqui trabalha-se com um numero reduzido de subdominios no tempo, com o objetivo
de reduzir o tempo de CPU e, ao mesmo tempo, aumentar o grau de paralelizacdo dos
cédigos utilizados.

FIGURA 25 METODO DOS SUBDOMINIOS NO TEMPOCOM K =1 eJ =3.

FONTE: O autor.
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5 VERIFICACAO DOS CODIGOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo abordam-se técnicas de veri cacdo de codigo, a partir de simulacdes
numéricas e analisea posteriori dos resultados encontrados com as formulag@dsiltigrid
e Singlegrid usando o suavizador Gauss-Seidel com ordenagéa-black (ADAMS et al.,
2003). Os testes foram realizados em um computador com processador Intel Corei3 1.5 GHz,
4 GB de RAM e sistema operacional Windows 10, com 64 bits e precisao dupla. Apesar
das tabelas e guras desta secao apresentarem resultados apenas para a varretiona-
Steppingsem subdominios, os problemas 1D e 2D aqui apresentados foram resolvidos com
as técnicasTime-Stepping e Waveform Relaxation com e sem o método dos Subdominios.

5.1 Problemas abordados

O problema 1D modelado pelas Egs. (2.20) a (2.23), é resolvido admitindo-se
1 =2, com acon guragao inicialf ;(x) = sen( x ), velocidade inicialg;(x) = 0, tempo nal
ty =1,0s, comx 2 (0;1) (BURDEN; FAIRES, 2016) e parametro ; = 0,5 (CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013). Adota-se o0 mesmo numero de pontos na discretizacdo espacial e
temporal, ou seja,N, = N;. O problema unidimensional de vibracdo de uma corda xa
nas extremidades pode ser ilustrado, para alguns valores tdgela FIGURA 26 para
Ny = N, =28+1.

O problema 2D modelado pelas Egs. (2.29) a (2.32) é solucionado con¥ 2,
a con guracao inicial f(x;y) = sen( x )sen(y ), velocidade inicialgx(x;y) = 0, tempo
nal t =1,0s, com(xyy) 2 (0;1) (0;1) (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008) e parametro
» = 0,5 (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Adota-se o0 mesmo nimero de pontos na
discretizagédo espacial e temporddy, = Ny = N;. A seguir ilustra-se o comportamento de
uma membrana quadrangular, para alguns valores dee mantendo as bordas xas, na
FIGURA 27 paraNy = Ny = N, =27 +1.

5.2 Erro de discretizacao

O erro de discretizacdo esta associado ao tamanho dos elementos da malha
utilizada, para efeito de veri cacdo do comportamento desse tipo de erro, consideram-se
inerentes os erros de discretizacao, iteracdo e arredondamento. Apresenta-se na TABELA 1
a norma in nito dos erros de discretizacdo minimizando o erro de iteracdo. Para isso, em
cada simulacéo ocorre até o erro de maquina; com precisao dupla. A seguir, apresenta-se
a notacao utilizada:N para o numero de pontos em cada uma das direcoesy et; E
para erro de discretizacdoSG e MG para o uso dos métodoSinglegrid e Multigrid,
respectivamente; e 1D e 2D para a dimenséo do problema. No caso da primeira coluna
da TABELA 1 os numeros de pontos sébl = Ny = Ny e N = Ny = Ny = Ny, para o
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FIGURA 26 VIBRACAO DE UMA CORDA FIXA NAS EXTREMIDADES.

FONTE: Autor (2022).

problema 1D e 2D, respectivamente.

TABELA 1 ERRO DE DISCRETIZACAO PARA DIFERENTES NUMEROS DE PONTOS

N

liEsc li1

JJEme 10Jj1

JIEsc 2pii1

JJEme 20])1

2+1
2*+1
2+1
26+1
2'+1
282+1
2°+1

2,2247690E+00
7,3045048E-01
7,4352845E-02
5,2713778E-03
3,4245672E-04
2,1705113E-05
1,3643499E-06

2,2247690E+0
7,3045048E-Q
7,4352845E-Q
5,2713778E-0
3,4245672E-Q
2,1705113E-Q
1,3643496E-Q

1,23215155E+
3,42788395E
7,83783302E
1,88555766E
4,67832780E
1,16979496E
2,92791365E

r01
02
02
r03
r03
-04

00 1,23215155E+00

3,42788395E-01
7,83783302E-02
1,88555766E-02
4,67832780E-03
1,16979494E-03
2,92791376E-04

Veri cou-se uma caracteristica desejada nos processos de aproximacao, para ambos
os problemas 1D e 2D, ja que o erro de discretizagdo diminui a medida que a malha é
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re nada. Nota-se que, independente de se usar o métolluiltigrid ou Singlegrid o erro de
discretizacéo € praticamente 0 mesmo.

FIGURA 27 VIBRACAO DE UMA MEMBRANA FIXA NAS EXTREMIDADES.

FONTE: Autor (2022).

5.3 Ordens efetiva e aparente

A ordem das aproximacdes dos métodos numeéricos pode ser veri cada utilizando a
ordem aparentePy e a ordem efetivaPe (MARCHI; SILVA, 2005; DEHGHAN; MOHEBBI,
2008). Utiliza-se aqui o estimador de Richardson baseado na ordem aparente do erro
numeérico, dada por |

log 2 3

1 2
log(a)
em que ;, , e j3indicam, respectivamente, as solugdes nas malhas na, grossa e super
grossa, eq a razao de re no. Quando a solugéo analitica é conhecida, pode-se calcBlar

Py = (5.1)
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com ]
E( 2)
E(1) .
T T loglg

em queE( ,) eE( ;) representam os erros na malha grossa e na, respectivamente. A
seguir encontram-se os valores das ordens aparente e efetiva com diferentes malhas para a
equacao da onda 1D e 2D, respectivamente, nas FIGURAS 28 e 29.

log

(5.2)

FIGURA 28 ORDENS APARENTE E EFETIVA - 1D.

FONTE: Autor (2022).

Constata-se na FIGURA 28 queP, e Pg tendem para4;0, como apresentado
em Cuminato e Meneguette (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Portanto, o modelo
apresentado nas Egs. (2.46) e (2.52), ambas de quarta ordem para h;, produz um
método de quarta ordem no caso 1D, caracteristica almejada nos métodos aproximados.
No caso 2D, na FIGURA 29,P, e Pe tendem para 2,0, pois a Eq. (2.64) é de quarta
ordem para , = hy = hy, mas a Eq. (2.70) € de segunda ordem, assim tem-se um
método de segunda ordem. Estes resultados também podem ser con rmados com auxilio
da TABELA 1.

Por exemplo, no caso 1D, parl = N, = Ny = 27+1 pontos, 0 erro é3;424567F -
04 e diminuindo o tamanho deh, pela metade, ou sejaN = 28+ 1 pontos, o novo erro é
2;170511&-05, reduzindo cerca de 16 vezes. Mas para o caso 2D, diminuindo os tamanhos
de hy e hy dos elementos pela metade, o novo erro é reduzido cerca de 4 vezes.
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FIGURA 29 ORDENS APARENTE E EFETIVA - 2D.

FONTE: Autor (2022).

Outra possibilidade é a utilizacdo da solugdo analitica para a estimativa da
condicéo inicial v,lJ no tempot,, nos problemas que tal solucédo analitica é conhecida.
Neste sentido, alguns testes foram realizados, os quais produziram resultados Para
Pe semelhantes aos encontrados na FIGURA 29 com as estimativas dadas em Burden e
Faires (2016).

Destaca-se ainda que os resultados nais obtidos nas veri cagdes, tanto para erros
guanto para ordens aparentes e efetivas, foram os mesmos para os métdaus-Stepping
e Waveform Relaxation com e sem Subdominios para ambos os casos 1D e 2D.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com a implementacdo dos

métodosTime-Steppinge Waveform Relaxationpara os problemas 1D e 2D. Adotam-se
o parametro = ;= ,= 0,5 usandoocicloVY 1; ;) comos valoresde;= ,=2¢

= 1= ,=2.A solucao do sistema de equacdes, resultante da discretizacdo com o
MDF ponderado, é realizada con®inglegrid e Multigrid, com osolver Gauss-Seidel com
ordenacdo lexicogra ca. No caso dblultigrid, todos os niveis de malha s&o percorridos,
ou seja, assumem-se 0 numero maximo de niveis de malha. Adota-se o critério de parada
jirtiis Fir%j. < 10 °, onder™ er® so os residuos gerados na iteragéo atual e na estimativa
inicial, respectivamente.

6.1 Método Time-Stepping (TS) - 1D e 2D

6.1.1 Solugao aproximada

A seguir apresentam-se os resultados para o problema modelado pela equacao
da onda 1D, de nido pelas Egs. (2.20) a (2.23), usando o métodane-Steppingpara o
método Singlegrid comt; =1s, com ex 2 (0;1), N, = N; =28+ 1 pontos, para veri car
0 comportamento da solugao ao longo do processo iterativo. Nas FIGURAS 30, 31, 32,
respectivamente para 1, 5 e 25 iteracdes, todas no segundo passo de tdapa.

FIGURA 30 SOLUCAO APROXIMADA COM 1 ITERACAODO SINGLEGRID COM TIME-
STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).
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FIGURA 31 SOLUCAO APROXIMADA COM 5 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
TIME-STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 32 SOLUGAO APROXIMADA COM 25 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
TIME-STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

Veri ca-se que com algumas iteracdes do méto@®inglegrid a solugédo aproximada
tende para a solucdo analitica. Ao realizar um ciclo (2;2) do Multigrid a solucao
aproximada ja se encontra relativamente proxima da solucdo analitica (ver FIGURA 33).

A convergéncia da solucdo aproximada pode ser vista gra camente na FIGURA 34,
onde o erro é apresentado em relacdo ao numero de iteracdes (it) pairglegrid (SG)
e Multigrid (MG). Deve-se frisar que cada ciclo MG realiza quatro iteracdes no sistema
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FIGURA 33 SOLUCAO APROXIMADA COM 1 ITERACAO DO MULTIGRID COM TIME-
STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

original, ou seja, na malha na; as demais iteracdes nas malhas mais grossas sao realizadas
na equacao residual.

FIGURA 34 ERRO VERSUS ITERACOES COM SINGLEGRID E MULTIGRID - TIME-
STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

Veri ca-se a existéncia de um valor limite para o erro a medida que as iteracdes
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vao sendo realizadas, isso estd associado ao erro de discretizacdo da malha utilizada. Porém,
o residuo continua diminuindo até atingir o erro de maquina, a medida que as iteracfes
sao realizadas com &inglegrid e Multigrid (ver FIGURA 35).

FIGURA 35 RESIDUO VERSUS ITERACOES COM SINGLEGRID E MULTIGRID - TIME-
STEPPING.

FONTE: Autor (2022).

6.1.2 Fator de convergéncia

Com o objetivo de veri car quais os intervalos e os valores das variaveis utilizadas
2

nos calculos, consideram-se o0 parametro= Zﬁ, e o fator de convergéncia, em que

= jjir'jj. Sjr'" Ljj., comr® er® ! sendo os residuos gerados na iteracéo atual e na
iteracdo anterior, respectivamente. Sabe-se que 0 determina métodos mais e cientes,
enquanto que 1, signi ca o contrario (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).
De acordo com Horton e Vandewalle (1995a) e Thole e Trottenberg (1986)pode ser
considerado como uma medida do grau de anisotropia no operador discretizado em uma
determinada malha e tal anisotropia pode afetar o desempenho sldver Como depende
dos incrementos de tempo e espaco adotados na discretizacdo e também da velocidade de
propagacao da onda, entdo tem-se uma medida de anisotropia fisica e geométrica para a

equacao da onda. Essa abordagem também pode ser utilizada para encontrar os intervalos
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de , onde oMultigrid e oSinglegrid sdo mais e cientes. Este indicador é calculado para
diferentes malhas para os problemas 1D e 2D, ver FIGURAS 36 e 37 respectivamente.

FIGURA 36 FATOR DE CONVERGENCIA PARA DIVERSAS MALHAS E VALORES DE
COM TIME-STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

Veri ca-se que em ambos os casos, 1D e 2D, para os métodos, SG e MG, com
valores ddog( ) < 0, tem-se pequeno, o que implica a alta e ciéncia de ambos 0s métodos.
A medida quelog( ) aumenta, o SG apresenta valores de 1, tanto para problemas 1D
como para 2D, ou seja, ele é ine ciente neste intervalo. Neste mesmo intervalo, ou seja,
log( ) > O, o fator de convergéncia do MG para o problema 1D apresenta valores de
0,45. Para o problema 2D, o fator de convergéncia do método MG se mantém pequeno,

0,1. Assim, o método MG proposto para a equacao da onda € muito mais e ciente
para estes valores de. Além disso, pode-se perceber que os valores dendem a nao
depender do valor de para malhas mais re nadas, caracterizando assim a robustez do
método (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000).

Devido as limitacdes de memoria, péde-se perceber pelas FIGURAS 36 e 37, que
foram utilizados os nimeros maximos dd =2°+1 eN =28+ 1 para os problemas 1D
e 2D, respectivamente.

6.1.3 Ordem de complexidade

De acordo com Burden e Faires (2016), com os resultados do tempo computacional
tcpu pode-se realizar um ajuste geométrico (ou nao linear) para veri car a complexidade
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FIGURA 37 FATOR DE CONVERGENCIA PARA DIVERSAS MALHAS E VALORES DE
COM TIME-STEPPING - 2D.

FONTE: Autor (2022).

do algoritmo utilizado, onde

tcpy = CN p; (61)

em quec é o coe ciente relativo ao métodop representa a ordem de complexidade do
solver associado a inclinacdo da curva de ajusteNe é o numero total de variaveis do
problema, ou sejaN = (N, 2)(N; 2)paraocaso 1D &N =(Ny 2)(Ny 2)(N; 2)
para o caso 2D. Teoricamente deve estar préximo da unidade para o caso ddultigrid,
indicando seu comportamento linear (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER,
2000). Nas TABELAS 2 e 3 apresentam-se 0s resultados destes parametros para 0s casos
1D e 2D, comMultigrid e Singledrid para diferentes valores de, que guarda informacdes
dos aspectos fisicos comoe 0s aspectos numéricos conmoe . Para encontrar o valor de

, mantém-seN Xxo e varia-se ot; .

TABELA 2 PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO COM TIME-STEPPING - 1D

CwmeG Pvc Csc Psc
1¢° | 1,00E-05| 0,8941 1,00E-05 0,9723
10* | 7,00E-06| 0,9559 2,00E-05 1,0364
1¢% | 2,00E-05| 0,9249 4,00E-05 1,1175
10° | 3,00E-05| 0,9161 5,00E-05 1,2558
10* | 4,00E-05| 0,9012 7,00E-06 1,5312
1¢° | 5,00E-05| 0,9421 3,00E-06 1,7894
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TABELA 3 PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO COM TIME-STEPPING - 2D

CwmG Pvc Csc Psc
1 | 7,00E-06| 0,9518 1,00E-05 0,9615
10* | 1,00E-05| 0,9438 5,00E-05 0,9922
1% | 2,00E-05| 0,9221 1,00E-05 1,2251
10° | 2,00E-05| 0,9341 7,00E-07 1,5693
10* | 2,00E-05| 0,9478 2,00E-06 1,6028
1¢° | 2,00E-05| 1,0071 4,00E-07 1,7752

Veri ca-se uma semelhanca entre as ordens de complexidade para os casos 1D e
2D. Em ambos, a medida que aumenta, tem-se @yc com valores proximos dd e psg
préximos de2. Isto con rma o comportamento linear do métodaViultigrid, apontando
também uma certa desvantagem ao usar o méto&nglegrid para valores grandes de,
que é obtido ao usat; maiores e/ou numeros de onda grandes e/ou malhas espaciais
muito re nadas (valores de interesse pratico).

6.1.4 Speed-up

Na sequéncia encontra-se a razdo entre o tempo computacionalSiloglegrid e
Multigrid com o aumento do niumero de incégnitas e de ne-se

Speed-up= tepuse . (6.2)
CPUMG

As FIGURAS 38 e 39, apresentam respectivamente, para os casos 1D e 2D, os
valores dosSpeed-upgara diversos valores d&l e de .

Nota-se que em ambos os casos, 1D e 2[5meed-upaumenta para valores maiores
de N (propriedade desejavel) e aumenta signi cativamente para valores maiores de
Por exemplo, no caso 2D, para = 103, comNy, = Ny, = Ny = 27 + 1, ou seja, com
N = 2:048383incégnitas, o0 métodoMultigrid apresentatcpymc = 16,4s e dSinglegrid
tcpuse = 5291,8s, portanto, aViultigrid resolve o problema aproximadament822 vezes
mais rapido.

6.2 Método Waveform Relaxation padrdo (WR) - 1D

Nesta secao apresentam-se os resultados obtidos &vaveform Relaxationpadréo
(ou convencional) para o problemas 1D. Para veri cagcdo dos resultados encontrados,
também apresentam-se a solugdo de um problema semelhante ao apresentado por Gander,
Kwok e Mandal (2020), mas com condig¢des iniciais e condi¢des de contorno diferentes.
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FIGURA 38 SPEED-UP VERSUS N COM TIME-STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

6.2.1 Solucao aproximada

A sequir, veri ca-se 0 comportamento oscilatério da solucdo aproximada durante o
processo de iterativo para o problema 1D, abordado na secéo 6.1 e modelado pela equacéo
da onda de nida pelas Egs. (2.20) a (2.23), usando-se o métod@veform Relaxation
padrdo, comt; = 1,0s, x 2 (0;1), N, = N, =27 + 1 pontos, o parametro = 0,5, com

=4, com Singlegrid e solver Gauss-Seidel com ordenacded-black Ver as FIGURAS
40, 41, 42 e 43, respectivamente para 2, 50, 200 e 1000 iteracdes.

Observa-se que existem fortes oscilacdes iniciais ao aplicar o métdéweform
Relaxation padrédo, mesmo quando se utilizam malhas mais grosseiras (Com menos pontos).
Apesar da forte oscilagdo no inicio do processo, a solugdo numérica converge para 0S
valores desejados, ou seja, 0s erros numéricos sao reduzidos a medida que as iteracdes
sao realizadas. Destaca-se que estas oscilacdes iniciais ndo sdo encontradas ao utilizar o
método Time-Stepping

Na FIGURA 44 é possivel observar o comportamento da norma in nito do residuo
a medida que as iteragBes sdo realizadas, pa@uglegrid e Multigrid, para o mesmo
problema tratado nas FIGURAS 40 - 43.

Embora o métodoMultigrid execute menos ciclos do que o méto&inglegrid
a ordem de perturbacdo gerada pelos residuos € a mesma em ambos os métodos. Estas
perturbacdes iniciais ndo sdo uma caracteristica desejavel no processo de aproximacao, que
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FIGURA 39 SPEED-UP VERSUS N COM TIME-STEPPING - 2D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 40 SOLUCAO APROXIMADA COM 2 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.

FONTE: Autor (2022).

apesar de ja serem descritas na literatura, as suas causas ainda continuam desconhecidas
e interferem negativamente nos parametros de interesse, como fatores de convergéncia e
tempo de CPU (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Na FIGURA 45, apresentam-se a norma in nito dos residuos para diferentes
nuameros de pontos, com o tempo nal xado ent; = 1;0s, e na FIGURA 46 varia-se o
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FIGURA 41 SOLUCAO APROXIMADA COM 50 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 42 SOLUCAO APROXIMADA COM 500 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.

FONTE: Autor (2022).

tempo nal t;, comN = N, = Ny =27+1. Ambas guras utilizam Singlegrid e Waveform
Relaxation padrao.

Nota-se que com o aumento no tempo nal, o residuo maximo aumenta
consideravelmente, para a ordem d&(?®, esta caracteristica € semelhante ao que acontece
guando o numero de pontos na malha aumenta. Isto implica em uma perda de e ciéncia
na resolucao de problemas coM/aveform Relaxatione Singlegrid com muitos graus
de liberdade e/ou um tempo nal relativamente grande. Encontram-se residuos muito
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FIGURA 43 SOLUCAO APROXIMADA COM 1000 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 44 RESIDUO VERSUS ITERACOES USANDO SINGLEGRID E MULTIGRID
COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO.

FONTE: Autor (2022).

semelhantes quando se aplica o métoddultigrid para estes casos, como Vvisto na
FIGURA 44.

6.2.2 Fator de convergéncia medio

Com o aumento do residuo gerado ao se utilizar o métoidaveform Relaxation
padrao, os fatores de convergéncia assintoticaeacabam sendo afetados negativamente,
com isso estes fatores ndo conseguem representar elmente o comportamento do processo
iterativo, ja que proximos do nal eles tendem a ser menores do que ao longo de todo o
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FIGURA 45 RESIDUO VERSUS ITERACOES VARIANDO N, COM t; = 1;0s FIXO,
COM WAVEFORM RELAXATION  PADRAO.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 46 RESIDUO VERSUS ITERACOES VARIANDO t; COM N =27+1 FIXO, COM
WAVEFORM RELAXATION  PADRAO.

FONTE: Autor (2022).

processo. Desta maneira, utiliza-se o fator de convergéncia médjpdado em Trottenberg
e Clees (2009), por este parametro ser mais representativo. Ele é dado por

\
_p——— _ vt jiria Jirt Yoo dirtis

= ‘A /LS L TE S Ly 'E S 'L | 6.3
" vz Brois dirZin o dirt iy jirt %j, (63)

ou, ainda
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(6.4)

Além disso, de acordo com Horton e Vandewalle (1995a) e Thole e Trottenberg
(1986), o nivel de anisotropia = 2 2=k no operador discretizado numa determinada
malha, pode afetar o desempenho de todo o método. Isto porquéepende tanto dos
incrementos temporais e espaciais (adotados na discretizagdo), como da velocidade de
propagacao da onda. Portanto, como ja foi dito, representa uma medida de anisotropia
fisica e geométrica para a equacao da onda. E neste caso, 0 tem%o nal do problema pode
ser escrito dependendo diretamente dee , com a expressaey = =

Aqui, apresentam-se os resultados do teste, onde varia-se o valor do parametro
e calcula-se ,, para uma vasta gama de problemas de propagacédo de ondas. A m
de veri car o comportamento doWaveform Relaxationpadréo, utilizam-se os métodos
Singlegrid e Multigrid (ver FIGURA 61).

FIGURA 47 m VERSUS PARA O METODO WAVEFORM RELAXATION PADRAO
COM SINGLEGRID E MULTIGRID .

FONTE: Autor (2022).

Pode-se observar na FIGURA 47, que a medida queaumenta, os fatores de
convergéncia média dos métoddinglegrid e Multigrid também aumentam, tornando-se
m  1,0; uma propriedade que n&o é boa para o processo de aproximacdo. Com isto,
pode-se concluir que o modelo de solucédo ndo é e ciente e nem robusto para valores
intermédios ou grandes de (casos de problemas em malhas re nadas e tempos nais
maiores). Este resultado rati ca a hipétese de que € ine ciente aplicar o métoddaveform
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Relaxation padréo para resolver a equagao da onda, seja com os métasioglegrid ou
Multigrid .

O problema da simulagdo computacional de ondas hiperbdlicas transiente pode ser
resolvido de diferentes maneiras, mas a maioria delas tem limitacGes, especialmente para
tempos nais relativamente grandes. Para estes casos, esquemas explicitos apresentam
instabilidades que comprometem a con abilidade da solu¢éo aproximada (BAILLY; JUVE,
2000). Como visto anteriormente, mesmo 0s métodos implicitos apresentam di culdades
para resolver estes casos, ja que no inicio do processo iterativo, as solu¢cdes aproximadas
apresentam fortes oscilagdes, que sao suavizadas a medida que o numero de iteracdes
aumenta (ver FIGURA 45 e FIGURA 46), porém este comportamento compromete
seriamente a e ciéncia de tais métodos. Portanto, procura-se melhorar a aplicabilidade
de métodos paralelizaveis, tais como Waveform Relaxation Para tal, combina-se a
metodologia desenvolvida até agora com 0 método Subdominios no Tempo.

6.3 Método Waveform Relaxation com Subdominios - 1D

A partir desta secao, apresentam-se os resultados Wdaveform Relaxation
combinado com o método dos Subdominios no tempo. Para tal, adotamkse= 1 para o
numero de subdominios espaciais. Para o nimerale subdominios no tempo, adotam-se o
menor valor possivel, desde que seja capaz de fornecer bons fatores de convergéncia média
( m). Seguem os valores adotados padana TABELA 4, que podem variar dependendo
dos valores deN?2 = N,N; e . A escolha deJ baseia-se na analise empirica dos dados,
de modo que o, 0;4 para 0 métodoMultigrid, e assim, 0 modelo numérico implicito
possa ser considerado aceitavel (TROTTENBERG; CLEES, 2009).

TABELA 4 NUMERO DE SUBDOMINIOS J PARA OS VALORES DE N2 E

NZ\ 102 10f 1P 10 102 10° 107 100 10° 107
@+102 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2*+1)2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
(25+1)2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
(26+1)2 1 1 2 4 4 4 4 4 4 4
27 +1)2 1 1 2 4 8 8 8 8 8 8
!+1)2 1 2 8 16 16 16 16 16 16 16

Realizaram-se varios testes com diferentes combinacdes para a escolha do numero
de subdominios adequado com cadae N?2. Visto que, como apresentado nas FIGURAS
45 e 46, o aumento do residuo in uencia negativamente no processo de aproximacgao. Outra
possibilidade para auxiliar na escolha do nimero de subdominios, seria adotar um limite
superior ojjrjj; . Porém, neste trabalho optou-se por ndo utiliza-lo, a m de realizar
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comparacdes com os resultados de Ong e Mandal (2018) e Gander, Kwok e Mandal (2020).

Deve-se notar que para valores maiores de o nUmero de pontos espaciais dentro

de cada subdominio serd menor, o que pode reduzir o nivel de paralelizacdo do método.
Por exemplo: para um problema 1D corll, = N, = 2%+ 1, tem-se paralJ = 1 um (nico
dominio com 65 pontos espaciais; mas patha= 2, tem-se ; com 33 pontos espaciais e

> com 32 pontos espaciais; para o caso de= 4, tem-se ; com 17 pontos espaciais e 0s
trés subdominios ,, 3 e 4 com 16 pontos espaciais cada. Assim, é sempre interessante
ter o menor valor possivel paral, mas no caso d& = 1, tem-se o métodoWaveform
Relaxation padrdo, o qual observou-se nédo ser e ciente para a equacéo da onda.

Também € possivel notar que para dominios discretizados cdimpequenos, é
possivel trabalhar com um pequeno nimero de subdominios no tempo, independentemente
do valor de . Mas para problemas conN grandes, dependendo do valor de ca inviavel
trabalhar comJ pequeno, ja que as instabilidades do métodaveform Relaxationpadrédo
afetam negativamente os valores dg,. Salienta-se que todos os testes 1D seguintes foram
realizados utilizando o nimero de subdominios no tempo presentes na TABELA 4.

Na tentativa de resolver o problema das perturbagdes iniciais, que geram residuos
mais elevados durante o inicio das iteracdes, analisam-se os parametros do método proposto
originalmente por Ong e Mandal (2018) (por exemplo, FIGURA 23), com o objetivo de
melhorar os fatores de convergéncia médio. Mantém-se o numero de subdominios espaciais
xado em K = 1 e analisam-se 0 numero de subdominios tempordis Desta forma,
obtém-se uma estratégia altamente paralelizavel ao utilizar o métotidaveform Relaxation
As FIGURAS 48 e 49 mostram o comportamento do residuo pata= 1 eJ = 4,
respectivamente, usand®@inglegrid paraN = 28 + 1 ou seja, um total deN? = 66049
pontos et; = 1;0s.

Observa-se que ao utilizar apenas um subdominio tempordl € 1), tem-se o
tcpu = 14;155 com um residuo maximo da ordem d&C3. Contudo, utilizando quatro
subdominios no tempoJ = 4) e comty = 0;0s, tf; = 0;25s, t;, = 0;50s, t;3 = 0;75 €
t; = 1,0s, tem-se o residuo maximo na ordem di0'? e o tempo de processamento cai
paratcpy = 4;01s.

Na FIGURA 50 pode-se observar o comportamento do residuo maximo
relativamente a variagdo do nimero de subdominios temporalse os valores deN,
considerandoK =1.

Veri cam-se que as maiores reducdes dos residuos maximos encontram-se nas
primeiras subdivisdes do dominio. Por exemplo, patd = 28+ 1 eJ = 1, o residuo
maximo tem uma ordem del(® e tcpy = 14;15s, contudo, quando se usd = 8, este
residuo diminui para uma ordem del® e tcpy = 2;35s. Destaca-se ainda a melhoria
consideravel na ordem dos residuos maximos e do tempo de processamento, ao utilzar o
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FIGURA 48 RESIDUO VERSUS ITERACOES PARA t; =1;0s,N =28+1, K =1EJ=1
USANDO WAVEFORM RELAXATION PADRAO.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 49 RESIDUO VERSUS ITERAGCOES PARA t; =1;0s, N =28+ 1, USANDO
WAVEFORM RELAXATION COM K =1 E J =4 SUBDOMINIOS.

FONTE: Autor (2022).

método Waveform Relaxationcombinado com o método dos Subdominios no Tempo.

6.3.1 Fator de convergéncia médio

Na FIGURA 51 apresenta-se os fatores de convergéncia médiggpara os métodos
Multigrid e Singlegrid com diferentes valores de e N, usando o métodoWaveform
Relaxation comJ = 8 subdominios temporais & = 1 subdominio espacial, tanto para o
Singlegrid como para oMultigrid .
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FIGURA50 RESIDUO VERSUS J PARA O t; = 1:0s E K = 1, PARA
DIVERSOS VALORES DE N, USANDO WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS.

FONTE: Autor (2022).

Observa-se na FIGURA 51, que ambos os métodadgultigrid e Singlegrid
apresentam ,,  0;0 para valoreslog( ) < 5;0, 0 que implica uma alta e ciéncia.
Mas, com o aumento déog,( ), o métodoSinglegrid apresenta valores de,, 1,0 com
0 re namento da malha, ou seja, 0 método € ine ciente nesta regido. Para este mesmo
intervalo, o métodoMultigrid apresenta valores de,,  0;4. No pior caso, na regido perto
de =102, o Multigrid apresenta valores de,, 0;45, sendo muito inferior aos valores
apresentados pelo métod8inglegrid

Portanto, o método Multigrid proposto para a equag¢ao da onda € mais e ciente
para estes valores de. Além disso, nota-se que os valores dg tendem a ndo depender
do valor de para malhas mais re nadas, o que evidencia a robustez do método. Neste
trabalho, valores elevados de podem signi car tempos nais maiores ou nimeros de onda

grandes, ou até mesmo, malhas espaciais altamente re nadas.

Outro exemplo pode ser dado adotando-se= 104, comN =28+1,J = 16
subdominios temporais & =1 subdominio espacial. Neste caso, para o métofimglegrid
tem-setcpy = 1320;62s, com ,,  0;9999e aproximadamentel20000iteracdes. Ja para o
método Multigrid, tem-setcpy = 4675, » 04301 e um total de 23 ciclos-(2;2), o
gue corrobora a vantagem ao se aplicarMultigrid proposto neste trabalho. Uma possivel
explicacdo para estas vantagens pode estar na reducgéo do fator de convergéncia médio do
método Multigrid com o aumento do nimero de subdominios temporai$)( como pode-se
observar na FIGURA 52.
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FIGURA 51 m PARA OS METODOS MULTIGRID E SINGLEGRID, USANDO
WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS PARA J =8 EK =1.

FONTE: Autor (2022).

6.3.2 Ordem de complexidade

Calcula-se a ordem de complexidade usando-se a Eq. (6.1). A TABELA 5 apresenta
os valores obtidos para os parametrase p, no caso onde utilizou-s& =1 e J de acordo
com a TABELA 4. Deve-se lembrar que é o coe ciente do métodop representa a ordem
de complexidade relacionado com a inclinacdo da curva obtida com ajuste néo line& e
€ 0 numero total de incognitas do problema. Teoricamenfedeve ser proximo del para o
método Multigrid (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000).

TABELA5 PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO USANDO  WAVEFORM
RELAXATION COM SUBDOMINIOS - 2D.

Csc Psc CvG Pvc
1° 3,00E-04 0,6997 2,00E-04 0,7101
10t 2,00E-04 0,8943 4,00E-04 0,7822
1¢* 9,00E-05 1,2051 1,00E-04 1,0319
10®* 6,00E-05 1,6515 8,00E-05 1,0833
10* 2,00E-06 1,8277 3,00E-04 0,8955
10> 2,00E-06 1,8188 1,00E-04 0,9898

Para o caso de maiores,t; grandes ou malhas espaciais muito re nadas, tem-
se aumento nos valores de, para 0s quais observa-se que o0s valorespig; tendem
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