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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a avaliacao de diferentes formas de solucao para problemas
modelados pela equagao da onda, para os casos 1D e 2D. Utiliza-se para discretizacao
espacial, o Método das Diferengas Finitas ponderado por um parametro n em diferentes
estagios de tempo, para obter-se um esquema de solugao implicito. Com isso, propde-se a
utilizacao de diferentes varreduras no tempo, a fim de gerar métodos robustos e eficientes,
desde a classica Time-Stepping, até outra varredura que envolve simultaneamente o
espaco e o tempo, como Waveform Relazation. Neste trabalho, combina-se o método dos
Subdominios com a estratégia Waveform Relaxation para reduzir as fortes oscilagoes que
ocorrem o inicio do processo iterativo. Obtém-se excelentes resultados ao aplicar o método
Multigrid para esta classe de problemas, ja que, melhora-se muito os fatores de convergéncia
calculados a partir das solugdes aproximadas do sistema de equagodes resultante das
discretizacoes. Na verificacao das metodologias propostas e suas caracteristicas, apresentam-
se simulagoes de propagacao de ondas envolvendo problemas uni e bidimensionais, onde
analisa-se os erros de discretizacdo, ordens efetiva e aparente, fator de convergéncia, ordens
de complexidade e tempo computacional.

Palavras-chave: Multigrid. Verificagdo. Simulacao de ondas. Subdominios. Time-Stepping.
Waveform Relazation.



ABSTRACT

In this thesis presents the evaluation of different forms of solution for probelms modeled
by the wave equation, for the 1D and 2D cases. The Finite Difference Method is used for
the spatial discretization, weighted by a parameter n at different time steps, in order to
obtain an implicit solution. With this, it is proposed the use of different sweeps in time,
in order to generate robust and efficient methods, from the classical Time-Stepping, to
other less usual sweep as Waveform Relaxation. In this work, the Subdomains method is
combined with the Waveform Relaxation strategy to reduce the strong oscillations that
occur early in the iterative process. Excellent results are obtained when applying the
Multigrid method for this class of problems, since the convergence factors calculated from
the approximate solutions of the system of equations resulting from the discretizations are
greatly improved. In the verification of the proposed methodologies and their respective
advantages, simulations of wave propagation involving one- and two-dimensional problems
are presented, where the discretization errors, effective and apparent orders, convergence
factor, complexity orders and computational time are analyzed.

Keywords: Multigrid. Verification. Wave simulation. Subdomains. Time-Stepping.
Waveform Relaxation.
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I, — Operador de prolongacao

L,,L, — Comprimento do dominio na dire¢ao das abscissas e ordenadas [m]
Ly — Operador linear

m — Massa [kg]
N — Numero total de incognitas

— Ntmero de pontos nas direcoes

N, N, — Numeros de pontos espaciais nas direcoes das abscissas e ordenadas
N, — Nuimero de pontos na direcao temporal
P — Ordem de complexidade

Di — i-ésimo vetor contendo informagdes nodais



Py — Ordem aparente

Pg — Ordem efetiva

q — Razao de engrossamento

r — Residuo

7] oo — Residuo maximo

t — Tempo

tepu — Tempo de CPU

tf — Tempo final

tol — Tolerancia

T — Tensao

U — Deslocamento transversal 1D e 2D

Vo — Velocidade inicial

Up — Solugao aproximada

V — Parametro fisico que relaciona a densidade e a tensao
T,y — Coordenadas espaciais dos eixos das abscissas e ordenadas

Simbolos gregos
Q — Parametro fisico da equacao da onda
15} — Ntuimero real

— Nimero complexo

A — Incremento ou variagao

€ — Erro de truncamento

n — Parametro para ponderagao na discretizacao pelo MDF
L — Raiz de -1

A — Parametro contendo informagoes numeéricas e fisicas

I — Densidade linear

\Y — Operador Laplaciano

[kg/ml]



0 — Angulo formado entre a corda e a horizontal [graus]

{2 — Dominio espacial do problema

On — Solucao aproximada em uma determinada malha h
P — Uma funcao analitica

p — Fator de convergéncia

Pm — Fator de convergéncia médio

T — Incremento temporal

Subscritos

h,2h — Malha fina e grossa, respectivamente
Sobrescritos

h, H — Malha fina e grossa, respectivamente

1,7 — Indices espaciais nas direcoes das abscissas e ordenadas

k — Indice temporal



1.1
1.2
1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.3
1.4
1.5

2.1
2.1.1
2.1.2
2.2
2.3
2.4
24.1
2.5

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3

6.1

6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.1.4

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e 20
Generalidades . . . . . . ... 20
Revisao bibliografica . . . . . .. ... ... 21
Problemas hiperbdlicos e a equacao daonda . . . . . .. .. ... ... 21
Método Multigrid . . . . . . . . . 23
Métodos de varredura no tempo . . . . .. ... 25
Justificativa . . .. ... 29
Objetivos . . . . . . . . . 29
Organizacaodo texto . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ..., 30
MODELOS MATEMATICO E NUMERICO .......... 31
Formulacao do problema continuo . . . ... ... .. ... ... .. 31
Solucao geral para a equagdo daonda 1D . . . . . . ... ... .. ... 35
Solugdo geral para a equacao daonda 2D . . . . .. ... ... ... 36
Métodos das Diferencas Finitas . . . . . . ... ... ... ... .. 37
Método de discretizacao temporal . . . . ... ... ... . ... . 39
Discretizagao do problema 1D . . . . . . ... ... L. 40
Estabilidade . . . . . . . .. 42
Discretizacao do problema 2D . . . . .. ... ... ... ... . 44
METODO MULTIGRID . . . ... ................ 47
VARREDURAS NO TEMPO . .................. 54
Time-Stepping . . . . . . . . 54
Waveform Relaxation . . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 56
Waveform Relaxation e subdominios . . . .. .. ... ... ... 60

VERIFICACAO DOS CODIGOS COMPUTACIONAIS ... 65

Problemas abordados . . . . . . ... ... ... 0. 65
Erro de discretizagcdo . . . . . ... ... 65
Ordens efetiva e aparente . . . . . .. .. ... ... ... ..... 67
RESULTADOS . . . . . e e e e e e e e e e e 70
Método Time-Stepping (TS)-1De2D ... ... ... .. ... 70
Solugdo aproximada . . . . . . ... 70
Fator de convergéncia . . . . . . .. ... ..o 73
Ordem de complexidade . . . . . . . . . ... .. .. ... ... ... 74

Speed-up . . ... 76



6.2
6.2.1
6.2.2
6.3
6.3.1
6.3.2
6.3.3
6.4

6.5
6.5.1
6.6
6.6.1
6.6.2
6.6.3

7.1
7.2
7.3

Método Waveform Relaxation padrao (WR)-1D . ... .. .. 76

Solugdo aproximada . . . . . . . ..o 7
Fator de convergéncia médio . . . . . . . ... ... 80
Método Waveform Relaxation com Subdominios - 1D . . . . . 83
Fator de convergéncia médio . . . . . . . ... ... L. 85
Ordem de complexidade . . . . . . .. . ... .. ... ... ... 87
Speed-up . . .. 88
Aplicagao: propagacao de pulso de uma onda unidimensional

com reflexao e inversdode fase . . . . ... ... ... ... 88
Método Waveform Relaxation padrao-2D . .. ... ... ... 93
Fator de convergéncia médio . . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 94
Método Waveform Relaxation com Subdominios - 2D . . . . . 96
Fator de convergéncia médio . . . . . . . .. ... ... 99
Speed-up . . ... 100
Outras comparagoes . . . . . . . . . .. 101
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . . i i i i i 106
Conclusdes gerais . . . . . . . . ... 106
Principais contribuicées . . . . . . . ... ... oL 106
Propostas para trabalhos futuros . . . . . ... ... ... ... .. 107

REFERENCIAS . . . o it e e e e e e e i e e s e 109



20

1 INTRODUCAO

Neste trabalho, objetiva-se em desenvolver métodos eficientes para a solucao de
sistemas de equagoes esparsos e de grande porte, decorrentes da discretizagao da equagao
da onda, que é uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) transiente e hiperbdlica, que

modela matematicamente muitos problemas encontrados em diversas areas da Engenharia.

Neste, abordam-se os conceitos gerais sobre os problemas tratados pela equacao da
onda. Também, apresentam-se uma revisao bibliografica sobre os problemas hiperbdlicos,
o acelerador de convergéncia Multigrid e os métodos de varredura no tempo. Ao final deste

capitulo, exibem-se as justificativas e os principais objetivos deste trabalho.

1.1 Generalidades

As EDPs possuem uma forte base matematica para a modelagem de varios
problemas e aplicacoes praticas. Nestas equagoes, devem-se respeitar certas condigoes
de contorno e/ou iniciais, nas quais obter-se uma solu¢ao analitica é geralmente uma
tarefa ardua e nem sempre possivel. Neste contexto, surgem os métodos aproximados,
que oferecem uma alternativa ao representar dominios continuos por meio de dominios
discretos. Com o avango computacional e o desenvolvimento de novas tecnologias, tem-se a
possibilidade de resolver diversos problemas de forma mais realista. Dentre estes problemas,
estao aqueles que sao modelados pela equacao da onda, como por exemplo, vibracao de
cordas e membranas, ondas sonoras em gases ou liquidos, ondas eletromagnéticas, ondas

transversais em meios solidos, ondas oceanicas de superficie, entre outros.

Esquemas explicitos para se obter uma solucao da equagao da onda sdo comuns
na literatura, como em Gander, Halpern e Nataf (2003) e Bamberger, Glowinski e Tran
(1997). Em geral, tais técnicas sdo condicionalmente estaveis e isso pode representar
uma desvantagem ao realizar refinamentos no tempo e espago, pois deve-se admitir
alguns critérios para garantir estabilidade e convergéncia (BURDEN; FAIRES, 2016).
Outra possibilidade é trabalhar com um método implicito, que comumente sao métodos
incondicionalmente estaveis (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013).

Nesse contexto, apresenta-se a discretizacao da equacao da onda com o Método das
Diferengas Finitas (MDF), onde a discretizagao temporal é ponderada com um pardmetro
n em diferentes estagios de tempo. Esta combinagdo permite obter um método robusto e
estavel. Essa técnica pode ser encontrada em Cuminato e Meneguette (2013) e gera um
método implicito, que resulta em um sistema linear que pode ser resolvido usando um
suavizador como o Gauss-Seidel, com ordenacao lexicografica ou red-black, por exemplo.
Aqui denomina-se por suavizador, ou solver, os métodos de solugao para os sistemas
lineares resultantes do processo de discretizacgao.

Outro problema comumente encontrado ao se resolver a equagao da onda esta
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relacionado a anisotropia, onde existem parametros ligados aos fatores fisicos e numéricos
desse tipo de problema. De acordo com Umetani, MacLachlan e Oosterlee (2009), pode ser
um desafio resolver a equagao da onda com um valor grande para «, um dos parametros
que compoe a expressao da anisotropia. Aqui « estd associado a velocidade de propagacgao
da onda (ntimero de onda).

Em geral, quando se modela matematicamente um problema fisico, obtém-se um
sistema linear de grande porte para ser resolvido (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK,
2000). Para esse tipo de sistema os métodos convencionais ndo conseguem atuar de
forma eficiente devido a presenca de modos de Fourier de alta e baixa frequéncia
nos erros. Neste caso, tais métodos tornam-se menos efetivos (mais lentos). Uma
maneira de acelerar o processo de obtencdo da solucao de tal sistema é aplicar o
método Multigrid, que é amplamente difundido na literatura, uma vez que, melhora
significativamente os fatores de convergéncia no processo de solugao de sistemas de equagoes
(TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000; WIENANDS; OOSTERLEE, 2001;
UMETANI; MACLACHLAN; OOSTERLEE, 2009).

De acordo com Vandewalle e Horton (1995) e Gander (2015) ao resolver problemas
fisicos modelados por EDPs transientes, pode-se empregar diferentes métodos de varredura
no tempo, como por exemplo o Time-Stepping (TS), que é um método sequencial; ou
Waveform Relaxzation (WR) e Space-Time (ST), que sdo métodos paralelizaveis, entre

outros.

1.2 Revisao bibliografica

Nesta secdo apresenta-se uma breve revisao bibliografica sobre problemas
hiperbdlicos e a equacao da onda; seguida pelo método Multigrid e as diferentes formas de

varredura no tempo.

1.2.1 Problemas hiperbdlicos e a equagao da onda

Segundo Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000) a classificagdo das EDPs de
segunda ordem pode ser feita considerando a equagao Lou = f em 2, onde f depende

exclusivamente de z e t, com u(z,t) e Ly é um operador linear dado por

A L L L L LA (1.1)
U= Mg T2 o T B T Mgy T g TN '

Sendo assim, tem-se uma EPD eliptica se 4ajaz > a2, uma EDP hiperbdlica se
4ajaz < a3 e uma EDP parabélica se 4a;as = a3. De acordo com Cuminato e Meneguette
(2013), as equagoes hiperbdlicas se diferem das equagdes parabdlicas e elipticas, ja que
comumente sua solugao apresenta uma forma mais oscilatoria, podendo ser menos suave do

que os dados do problema. Assim, as descontinuidades sdo transportadas sem suavizacao,
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o que pode provocar a formacao de singularidades, até mesmo com dados iniciais bem

comportados.

De acordo com Pierce (1990), a EDP hiperbélica que descreve a propagagao da

onda também pode ser escrita por

2
22?%1; = V?u, (1.2)
onde u é o deslocamento na posicdo com o decorrer do tempo ¢t > 0, para uma dada
constante ¢ associada & densidade e ao campo de tensdo, e V? representa o operador
laplaciano. A obtencao de solug¢bes aproximadas confiaveis e precisas para o problema
da equacao da onda é de suma importancia, sendo fundamental para a compreensao
dos problemas de acustica, elasticidade e fenémenos eletromagnéticos (GANDER et al.,
2019). Segundo Kocher e Bause (2014), a simulagdo numérica da propagacao de ondas
ultrassonicas em polimeros reforcados com fibra de carbono é uma técnica relativamente

nova que serve para a deteccao de danos e avaliacao da satde estrutural.

Problemas modelados por EDPs que nao dependem da variavel temporal dao
origem ao regime denominado de permanente ou estacionario, enquanto que os problemas
modelados por EDPs que dependem da variavel temporal dao origem ao regime transiente.
O problema de propagacao de ondas pode ser estudado das duas maneiras: com a equacao
de Helmoltz de forma estacionaria (UMETANI; MACLACHLAN; OOSTERLEE, 2009;
ERNST; GANDER, 2013; BRANDT; LIVSHITS, 1997) ou resolvendo diretamente a
equacao da onda de forma transiente (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008; MALACARNE;
PINTO; FRANCO, 2020; GANDER et al., 2019; GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Neste trabalho, emprega-se a forma transiente.

Obter solugoes numéricas para EDPs é um problema importante para varias areas.
Neste trabalho apresenta-se um modelo de solugao para a equacao da onda, que é um tema
de pesquisa atual e possui um grande nimero de aplicagoes. Algumas dessas aplicagoes
sdo empregadas na acustica estrutural (AVALOS; LASIECKA, 1996), na propagacao de
cargas elétricas (METAXAS; MEREDITH, 1983), nas ondas sonoras (BAILLY; JUVE,
2000), na onda com discretizagdo usando coordenadas polares (GOPAL; MOHANTY;
JHA, 2013), na forma da onda estacionaria (BRANDT; LIVSHITS, 1997), na equagao
telegrafica (DEVI et al., 2020), simulagoes de ondas sismicas (RIZZUTI; MULDER, 2016),
para problemas lineares (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008), nos casos nao lineares (RINCON;
QUINTINO, 2016; BASKONUS; BULUT; SULAIMAN;, 2019) e para sistemas de equagoes
para a advecgao (STERCK et al., 2020).
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1.2.2  Método Multigrid

Os primeiros estudos relacionados ao método Multigrid foram os trabalhos
de Fedorenko (1964), em que o objetivo era obter a solugdo de sistemas de equagoes
resultantes de discretizagoes de modelos fisicos, nos quais foram observados que as taxas
de convergéncias eram melhores ao se utilizar mais de uma malha para resolver o problema

(detalhes sobre o método Multigrid serao dados na segao 3).

Posteriormente em Brandt (1977) e Brandt (1984) foram abordados os tipos de
informacoes que devem ser transportadas entre as malhas, onde foram propostos dois
métodos, o Correction Scheme (CS) e o Full Approzimation Scheme (FAS), mais indicados
para problemas lineares e nao lineares, respectivamente. Em Stiiben e Trottenberg (1982),
Hackbusch (1985), Thole e Trottenberg (1986) e Lubich e Ostermann (1987), o método
Multigrid se mostrou eficiente na solucao de problemas elipticos e também foram realizadas

contribuigoes no estudo dos problemas parabdlicos.

A partir da década de 90 o método Multigrid popularizou-se como um dos métodos
mais efetivos na resolucao de sistemas de equacgoes. Ele foi empregado em intimeros
trabalhos, como em Kelkar (1990), que aborda o problema de troca de calor entre materiais
com condutividades térmicas diferentes e onde a corre¢do do método Multigrid é realizada
por blocos. Uma estratégia similar de correcao realizada por blocos também foi apresentada
por Sathyamurthy e Patankar (1994).

Em Wesseling (1992) foram apresentadas fundamentagdes sobre alguns detalhes
do método Multigrid, como os tipos de operadores de prolongacao e restricao, diferentes
tipos de engrossamento e algumas aplica¢oes na dinamica dos fluidos, como nas equagoes
de Euler para gases e problemas envolvendo equacoes de Navier-Stokes compressiveis e
incompressiveis. Mais detalhes sobre a técnica Multigrid e seus fundamentos também sao
encontradas em Craig (1966) e Gander (2015).

Na sequéncia, foram feitas importantes contribuicoes ao estender as aplicagdes do
método Multigrid com as técnicas de paralelizacao usando a varredura temporal Waveform
Relazation em Vandewalle e Horton (1993), Ta-asan e Zhang (1995) ¢ Vandewalle (2013).
Ja em Vandewalle e Velde (1994), Horton e Vandewalle (1995a) a varredura temporal
empregada foi o Space-Time. Wesseling (1992) realizou uma andlise de Fourier Local
(Local Fourier Analysis, LFA), aumentando assim a fundamentaciao matemética existente
e dando mais confiabilidade nas aplicagoes que empregam o método Multigrid e métodos

paralelizaveis.

De acordo com Brandt e Livshits (1997) aparecem dificuldades ao tentar resolver
problemas relacionados & equagdao da onda, inclusive em sua forma estacionaria (Equagao
de Helmholtz), que consiste em um problema diferente do original, no qual ocorre uma

perda de eficiéncia no solver utilizado no Multigrid padrao. Entao os autores propuseram



Capitulo 1. Introdugio 24

isolar essas dificuldades, analisa-las em separado e realizaram algumas modifica¢oes nos
experimentos numéricos. Tais modificagoes apresentaram bons resultados, com taxas de

convergéncia melhores.

No trabalho de Gupta, Kouatchou e Zhang (1997) foi realizada uma combinagao
entre diferengas compactas de alta ordem e o algoritmo Multigrid com ciclo V, para
resolver a equacao de Poisson bidimensional com condigoes de contorno de Dirichlet (ver
Zhang (1998) para o caso tridimensional). Em Llorente e Melson (1998) sdo comparados
alguns dos suavizadores do método Multigrid para a solucao de um problema eliptico
anisotropico, como o Jacobi ponderado com amortecimento, Jacobi ponderado no plano e
com amortecimento parcial, Gauss-Seidel no plano, Gauss-Seidel zebra no plano, Gauss-
Seidel linha e Gauss-Seidel red-black.

Uma modificacao que pode acelerar ainda mais a convergéncia do método Multigrid
¢é a realizacao de um pré-processamento que € iniciado na malha mais grossa e que vai
atingindo as malhas imediatamente mais finas até que se alcance a malha fina desejada.
Isto é o que caracteriza o método denominado Full Multigrid (ver Llorente e Tirado (1997),
Wesseling (1992), Briggs, Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Oosterlee e Schuller
(2000)).

Outras aplicagoes também sao encontradas no trabalho de Oosterlee (1997) com
uma discretizagao das equagoes de Navier-Stokes para o escoamento tridimensional e
incompressivel, onde buscou-se um método de solugao para resolver problemas com
malhas alongadas (anisotropia geométrica). J& em Oosterlee et al. (1998), analisou-se
o comportamento de suavizadores linhas aplicaveis a classe de problemas tratados em
Oosterlee (1997) e também para problemas como convecgao-difusao e equagoes de Euler

incompressiveis.

Trabalhos relevantes presentes na literatura e que mostraram varias aplicagoes e
variagoes do método Multigrid, sdo encontradas em Lent e Vandewalle (2002) e Lent (2006),
onde realizou-se um estudo sobre os métodos iterativos para problemas dependentes do
tempo. Nestes estudos, eles usaram como base a equagao do calor, problemas isotropicos e
anisotrépicos, com métodos implicitos para a aproximacao temporal, abordando inclusive
os métodos Time-Stepping e Waveform Relazation e aproximacoes temporais de altas

ordem.

Em Pinto e Marchi (2006) foram verificados os efeitos de diversos parametros de
Multigrid sobre o tempo computacional, ao aplicar o Multigrid na equacao de Laplace
bidimensional com condigoes de contorno de Dirichlet. Tais pardmetros sao: nimero de
nos, numero de iteragoes internas, numero de niveis de malhas, solvers e esquemas de
corregao CS e FAS.

O método Multigrid esta amplamente difundido na literatura, tendo aplicagoes
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a uma variedade de problemas, tais como a poroelasticidade (RODRIGUES et al., 2022;
FRANCO et al., 2018b), problemas difusivos (OLIVEIRA; FRANCO; PINTO, 2018) e
equagoes hiperbdlicas (MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2020). Resultados promissores
para o método Multigrid também foram apresentados em Franco et al. (2018a) para
a equagao de calor com Space-Time. Nesse trabalho, os autores inovaram ao propor
uma forma padrao de engrossamento que se baseia no grau de anisotropia do operador
discretizado. Este parametro é calculado utilizando a LFA, resultando em um algoritmo

com uma estratégia de suavizagao adaptativa robusta e eficiente.

Existem também trabalhos mais recentes na literatura, que mostram evolugoes
e variagoes nas aplicagoes do método Multigrid, como em Choptuik (2008), Oosterlee e
Gaspar (2008), Ernst e Gander (2013), Hackbusch (2013), Falgout et al. (2014), Gaspar e
Rodrigo (2015), Vargas, Pinto e Marchi (2015), Santiago, Marchi e Souza (2015), Gander e
Neumuller (2016), Rizzuti e Mulder (2016), Oliveira et al. (2018), Clevenger et al. (2019).

Obter solucoes utilizando métodos compactos de alta ordem para a equacao da
onda foram analisadas em Britt, Turkel e Tsynkov (2018), onde analisou-se a estabilidade
de métodos explicitos e implicitos, bem como a eficacia dos métodos Multigrid e Gradientes
Conjugados. Este estudo verificou a eficacia da Multigrid na resolucao de problemas com

muitos graus de liberdade.

Solugoes eficientes para a equacao da onda unidimensional ji se encontram na
literatura, como em Baccouch e Temimi (2021) para os métodos de alta ordem e em Erbay,
Erbay e Erkip (2021) para os casos nao lineares. No entanto, ainda ha desafios a serem
resolvidos quando se emprega o método Multigrid, especialmente quando se combinam
com esquemas que permitem a paralelizacio (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

1.2.3 M¢étodos de varredura no tempo

Com o desenvolvimento de novas tecnologias e computacao de alto desempenho,
tornou-se de suma importancia desenvolver algoritmos que possam utilizar um grande
nimero de nucleos para o processamento de dados, uma vez que isto aumenta muito a
eficiéncia na resolugao de alguns problemas envolvendo EDPs (GANDER; NEUMULLER,
2016).

Neste trabalho, pretende-se desenvolver métodos eficientes e paralelizaveis para
resolver sistemas de equagoes esparsos e de grande porte, que resultam da discretizacao
da equagao da onda, a qual modela muitos problemas encontrados em varias areas de
aplicacao. Estes problemas podem ser resolvidos usando diferentes formas de varreduras
no tempo, dentre elas os métodos Time-Stepping, Waveform Relazation e Space-Time. A

seguir apresenta-se um pouco sobre cada um destes métodos.

O método padrao Time-Stepping é um método sequencial, que em cada novo
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passo de tempo a solugdo no tempo anterior é utilizada como estimativa inicial, assim
soluciona-se um problema transiente com um sistema de equagoes de forma estaciondria
(LENT, 2006; JI et al., 2020; LIAO; TANG; ZHOU, 2020; CHEN et al., 2020). O método
Time-Stepping foi proposto inicialmente para a solugao de problemas elipticos, como em
Bakhvalov (1966) com a equagao de advecgao-difusdao, mas pode ser aplicado em problemas
parabdlicos, como em Tannehill, Anderson e Pletcher (1997)com a equagao do calor e
hiperbdlicos, como em Dehghan e Mohebbi (2008) com equagao da onda usando métodos
multipasso, ou seja, métodos onde a solucao aproximada no tempo atual é obtida usando

as solugoes de dois passos de tempo anteriores.

Em Nievergelt (1964) tem-se um dos primeiros trabalhos que tratam sobre
paralelizagdo, ao propor que os algoritmos sequenciais usados para a obtencao de solugoes
de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), fossem substituidos por algoritmos que
realizassem varias subtarefas e que poderiam ser executados sem o conhecimento dos

resultados de outras subtarefas.

Neste contexto, surge o método Waveform Relazation que é um método iterativo
proposto para resolver grandes sistemas de EDOs, mas que pode ser aplicado nas
EDPs dependentes do tempo, onde decompoe-se o dominio espacial por um conjunto
de pontos e para cada um deles é resolvido por um sistema de EDOs para todos os
tempos (LELARASMEE; RUEHLI; VINCENTELLI, 1982; LUBICH; OSTERMANN,
1987; VANDEWALLE; HORTON, 1993; GANDER, 1996). Outros trabalhos que aplicam
métodos paralelizaveis sdo apresentados em Bellen e Zennaro (1989) e Chartier e Philippe
(1993) para problemas de valor inicial e em Keller (1992) para problemas de valor de

contorno.

Para problemas em regime transiente, os algoritmos Waveform Relazation diferem
do método padrao de varredura do tempo (Time-Stepping) pelo fato de suas iteragoes
estarem em fungdo do tempo (GANDER, 2015; VANDEWALLE; HORTON, 1993). As
EDPs sao transformadas num grande conjunto de EDOs e um algoritmo iterativo pode
ser utilizado para resolver este sistema. Neste caso, a solugao numérica necessita de um
elevado esfor¢co computacional, devido a necessidade de resolver sistemas de grande porte.
As iteragoes Waveform Relazation sao realizadas de modo a desacoplar o grande sistema
original em subsistemas menores. Desta forma, o processo iterativo pode ser implementado

num ambiente computacional em paralelo, uma vez que cada subsistema pode ser tratado

por processadores diferentes (CONTE; D’AMBROSIO; PATERNOSTER, 2016).

Além da paralelizacao nas variaveis espaciais do método Waveform Relazation,
também ¢é possivel realizar a paralelizacao na direcao temporal, dando origem ao método
Space-Time. Em Horton e Vandewalle (1995a) é apresentado o primeiro trabalho a utilizar
o método Multigrid com semi-engrossamento no tempo ou no espaco para problemas

parabdlicos, usando suavizadores ponto a ponto. Nesse trabalho também foi feita a Analise
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de Fourier Local. Franco et al. (2018a) prop6s o uso de suavizadores linha ou plano de
relaxacao associado ao método Space-Time e Multigrid com engrossamento padrao para

resolver a equagao do calor.

Em Ruprecht (2018), analisou-se a relagao de dispersdao ocorrida na solugao
aproximada ao empregar um método de paralelizagdo no tempo (intitulado Parareal
Parallel-in-Time) para resolver equagbes hiperbdlicas, onde investigou-se as caracteristicas
de propagacéo e estabilidade, até mesmo em casos mais simples como a equacao de difusao.
Ruprecht (2018) observou que a instabilidade na convergéncia é causada principalmente

ao adotar niumeros de onda médios ou altos.

Resolver a equacao da onda com grandes tempos finais, pode ser um desafio
(ZLOTNIK; CIEGIS, 2021) e que é amplificado ao tentar aplicar algoritmos paralelizdveis
(HAUT et al., 2016; DAI; MADAY, 2013). Um novo método, com caracteristicas
ligeiramente mais estaveis, foi proposto por Nguyen e Tsai (2020), mostrando um bom
desempenho para velocidades de onda suaves e constantes. Contudo, este método revelou-se

menos eficiente para problemas com descontinuidades.

De acordo com Gander et al. (2019), embora os esquemas de paralelizacdo sejam
aplicados com sucesso aos problemas de difusao, a maioria deles falha ao ser aplicado a
equagao da onda, e este é um topico que necessita de investigagao e deve ser abordado com
mais detalhes. Estes autores propuseram um esquema de diagonalizacao com o método de
Newmark, que provou ser eficaz para esta classe de problemas. Eles também realizaram a
aplicagao deste procedimento para calcular a resposta de um composto laminado feito de

Carbono/Epoxi quando sujeito a uma carga de impacto.

As instabilidades encontradas quando se tenta aplicar a paralelizagdo a problemas
hiperbélicos foram investigadas em Ruprecht (2018), onde a base matemética foi explorada.
Nesse trabalho, o autor notou que para o aumento do tempo final ou do nimero de ondas,

ha uma superestimacao das amplitudes que nao sao amortecidas no inicio do processo.

Uma importante revisdo bibliografica sobre a resolugao de EDPs utilizando
métodos paralelizaveis foram realizados por Ong e Schroder (2020) e Gander (2015), em
que os autores salientam a importancia de desenvolver codigos que utilizem métodos como
Multigrid, Waveform Relazation, Subdominios e Space-Time, uma vez que a combinagao
destes métodos pode ser utilizada para aumentar o grau de paralelizagdo, tanto espacial

como temporal.

O método Space-Time foi também abordado em Giladi e Keller (2002) para o
problema de difusao e advecgao com a decomposicao de dominios utilizando o solver
Gauss-Seidel com ordenagao red-black, no qual foram obtidas altas taxas de convergéncia.
Uma variacao do método Space-Time para problemas com descontinuidade foi proposta em

Klaij, Vegt e Ven (2006), para resolver a equagao Navier-Stokes utilizando o Método dos



Capitulo 1. Introdugio 28

Elementos Finitos. Normalmente este método apresenta dificuldades quando se trabalha
com grandes deformagoes na malha, mas esta estratégia se provou eficiente até mesmo

nestes casos.

Em Gander e Neumuller (2016) foram realizadas analises da aplicagdo do método
Multigrid com Space-Time para a equagao do calor utilizando o Método dos Elementos
Finitos no espaco, onde foram apresentados detalhes sobre a convergéncia e a escolha dos

parametros 6timos para o engrossamento total no tempo.

O método Multigrid com reducao do tempo (MGRIT) proposto em Falgout et
al. (2014) visa aumentar o grau de paralelizagao dos algoritmos existentes até entdao, uma
vez que permite a paralelizagdo espacial e temporal simultanea. Embora a arquitetura
de dados esteja evoluindo, a capacidade de processamento é de certa forma limitada, se
apenas um nucleo for utilizado. Este método produz bons resultados, especificamente se

forem utilizados um grande ntimero de nicleos.

O método MGRIT, bem como outros métodos de paralelizacao, tratam o dominio
do tempo como uma extensao do dominio espacial. De forma simplificada, pode-se dizer
que este método se baseia na obtencao de solugoes aproximadas sobre malhas grosseiras
no tempo, depois estas solugoes podem ser adaptadas como estimativas iniciais sobre
malhas mais refinadas e assim o dominio do tempo pode ser dividido em subconjuntos,
que sdo resolvidos separadamente (este processo chama-se relaxamento F). Isto permite a
realizacdo de paraleliza¢do no tempo, como em Dobrev et al. (2017), onde é realizada uma
analise da convergéncia do método MGRIT para dois niveis de malhas para problemas

lineares onde a matriz de discretizagao espacial pode ser diagonalizada.

Uma importante comparacao entre Multigrid com Space-Time, Multigrid com
Waveform Relazation e os métodos MGRIT foi realizada em Falgout et al. (2017) para
o problema da difusdao. Os resultados mostraram que os trés métodos sao eficazes na
resolucao deste tipo de problema, mas o Multigrid com Space-Time tem algumas vantagens
sobre os demais, especialmente quando um ntmero relativamente grande de processadores

nao esta disponivel.

Os Métodos de Decomposi¢ao de Dominio consistem em técnicas para resolver
EDPs onde o dominio do problema pode ser decomposto num conjunto de subdominios
espaciais e temporais, e cada um desses subdominios é resolvido de forma independente.

Tais estratégias podem ser utilizadas em varios métodos, entre eles o Método das Diferencas

Finitas e o0 Método dos Elementos Finitos (FOLTYN; LUKAS; PETEREK, 2020).

Em Ong e Mandal (2018) foi utilizado o método de Decomposi¢ao de Dominios
combinado com os métodos paralelos Neumann-Neumann e Dirichlet-Neumman Waveform
Relaxation. Os resultados mostraram uma dependéncia na solucao numérica relacionada

ao numero de ciclos Waveform Relazation, que neste caso é informada inicialmente. As
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principais desvantagens desta metodologia estao ligadas ao esfor¢co computacional quando
o nimero de ciclos é maior do que o necessario, e também a falta de precisao da solucao

obtida quando o nimero de ciclos é insuficiente.

Em Benedusi, Minion e Krause (2021) foram tratadas duas abordagens paralelas
no tempo aplicadas a um problema de reacao-difusao. Partindo do problema continuo
dependente do tempo, foram comparados os métodos PFASST (Parallel Full Approximation
Scheme in Space and Time) e as estratégias Space-Time com Multigrid com engrossamento
padrao encontrado em Franco et al. (2018a), onde os dois mostraram caracteristicas
e resultados muito semelhantes. Para mais detalhes sobre a formulacdo matemética do
método PFASST, consultar o trabalho de Bolten, Moser e Speck (2017) e para o Space-Time
consultar Horton e Vandewalle (1995b) e Franco et al. (2018a).

1.3 Justificativa

E de grande importancia desenvolver modelos matematicos para problemas
transientes, como a equacao da onda. Mas, tém-se dificuldades em se resolver numericamente
esse tipo de problema, devido as instabilidades que os problemas hiperboélicos apresentam.
Sabe-se ainda, que certas ferramentas numéricas, como o método Multigrid podem
melhorar significativamente o processo de obtencao de solugoes de problemas de Engenharia
(BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; CLEES, 2009; GANDER,;
NEUMULLER, 2016). Para buscar métodos que ajudem a suprir tal necessidade,
propoe-se a utilizagdo de diferentes metodologias de solugdo: o método Time-Stepping
(TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997; LENT, 2006), o método Waveform
Relazation (HORTON; VANDEWALLE; WORLEY, 1995) e o método Subdominios no

Tempo com Waveform Relaxation, todos com e sem Multigrid.

Assim, busca-se a obtencao de solucoes para a equacao da onda com métodos
que permitam paralelizacao, que por se tratar de um tema recorrente na literatura e de

primordial importancia, apresenta desafios ainda a serem superados.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é melhorar os métodos de solugao de problemas
hiperbdélicos modelados pela equagao da onda nos casos 1D e 2D, utilizando o método
Multigrid. Os principais métodos estudados neste trabalho e usados para resolver tais
problemas sao: Time-Stepping e Waveform Relazxation. A partir desse estudo pretende-se

cumprir os seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver métodos com baixo erro de discretizacao, alta velocidade de resolucao e

que sejam paralelizaveis;
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e Desenvolver codigos computacionais para resolver a equacao da onda usando o método

Multigrid, com os métodos de varredura temporal Time-Stepping e Waveform Relazation;
 Verificar as vantagens e desvantagens de cada um dos respectivos métodos estudados;

o Otimizar os parametros do método Multigrid para cada caso estudado.

1.5 Organizacao do texto

Este trabalho é organizado da seguinte forma: no capitulo 2 descrevem-se os
modelos matematicos uni e bidimensional da equagdo da onda e também apresentam-se
os modelos numéricos, juntamente com a descricao dos métodos para a discretizacao
espacial e temporal. A teoria do método Multigrid é tratada no capitulo 3. No capitulo
4 apresentam-se as diversas varreduras no tempo; no capitulo 5 expoe-se uma breve
verificacao dos codigos computacionais desenvolvidos. Exibem-se os resultados obtidos com
a aplicacao dos métodos Time-Stepping e Waveform Relazation no capitulo 6; e finalmente,
no capitulo 7 abordam-se as consideragoes finais sobre os resultados obtidos, as principais

contribuigoes e as sugestoes para trabalhos futuros.
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2 MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Neste capitulo abordam-se as formulagoes matematicas e numéricas da equacao
da onda uni e bidimensional, as condig¢oes iniciais, condi¢oes de contorno, solugoes gerais e

esquemas de discretizagao.

2.1 Formulacao do problema continuo

O problema unidimensional de vibragao de uma corda fixa nas extremidades é
descrito por Silva (2019) e resume-se em encontrar o deslocamento u(x,t), que depende da

posicao x e do tempo t, e que pode ser ilustrado pela FIGURA 1.

FIGURA 1 - VIBRACAO DE UMA CORDA FIXA NAS EXTREMIDADES.

u(x,t) 4 T,

Ar V

0,

&Iy Ty .’ﬂ.,’!'“

FONTE: Autor (2022).

Adotando-se dois pontos pertencentes ao dominio 2 da corda, de coordenadas
(xo,u(zo,t)) e (zg + Axg,u(zo+ Axg,t)) para um tempo ¢t > 0, estes pontos sdo submetidos
as tensdes T; e fg, com respectivas inclinagoes horizontais #; e #,. Admitindo-se valores
muito pequenos para Axg, ou seja, com Axg — 0, tem-se valores pequenos para a variagao

de massa da corda Am. Assumem-se que as afirmacoes abaixo sdo vélidas.
» Todas as forgas de atrito, tanto internas quanto externas, nao serao consideradas;

» A forga gravitacional é pequena quando comparada com as tensdes na corda;
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« As amplitudes u(z,t) das oscilagoes e suas derivadas sdo pequenas em relagao

ao comprimento da corda, de modo que seus quadrados e produtos serdao desprezados;

o A corda é perfeitamente elastica e homogénea, isto é, ela nao oferece resisténcia

a dobras.

o A tensado atua tangencialmente a corda e seu médulo é o mesmo em todos os

pontos.

De acordo com a segunda lei de Newton, a forca resultante pode ser escrita como

F' = ma, onde @ representa-se a aceleracao na corda. Logo, a forga resultante é dada pela

soma das tensoes, por

T, + Ty = Ama, (2.1)

que também pode ser reescrita utilizando conceitos de derivada, com

S o 0%
T +T1T, = Am— 2.2
1+ 12 M (2:2)
onde a soma vetorial de T; e Ty d4 origem ao vetor resultante T', com |T| = |To| = T.

Tem-se ainda as componentes nas diregoes x e y em relagao a Ty e 6, dadas por

Ty, = Tcos(6s), (2.3)

Ty, = T'sen(6s). (2.4)

Admitindo valores de 6, proximos de zero, pode-se escrever cos(fy) ~ 1 e sen(fy) ~

05, ou ainda, sen(fy) ~ tg(fz). Com isso, tem-se as componentes do vetor tensao Ty, como

Tgm ~ T, (25)

Analogamente para T e 61, tem-se
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Como a componente Ty, é o oposto da componente T}, pode-se desconsiderar a
aceleragao na diregao z, o que reduz a soma vetorial dada na Eq. (2.2) para uma soma
escalar, considerando aceleragao apenas na dire¢do y e admitindo que |i| = u. Com isso, a

Eq. (2.2), pode ser dada na sua forma escalar

0%u
T(tg(02) —tg(01)) = Am—s. (2.9)
Segue que a interpretagdo geométrica da tg(f) pode ser escrita em fungio da

derivada aplicada em um ponto, entdao a Eq. (2.9), pode ser reescrita como

ou ou 0*u
T ( - — ) = Am—. (2.10)

2

ox 2o+Azo ox 20 ot

. Ou . . .
Aqui 9 representa a derivada parcial de u com relagao a x no ponto
x
xo+Azo

(xo + Axg,t), mas que aqui estd sendo simplificada pelo fato de nao haver variacao em t.

Considerando a série de Taylor para uma funcao analitica f que atende todas as
hip6teses necessarias (KREYSZIG, 2009), tem-se que

L 9@) . O flz) Aa®

Jlwd Ar) = )+ =5 =Ar+ =5

(2.11)

ou

Da mesma forma, pode-se fazer uma aproximagao para —
x

xo+Axg
série de Taylor no segundo termo da Eq. (2.11), de tal forma que obtém-se

truncando a

du du 0*u
— R — —| Auz. (2.12)
0|, ngy Orl,, O
Substituindo a Eq. (2.12) na Eq. (2.10), tem-se
T Ou +@ ALE—@ —Am@ (2.13)
oz|, — O0x?| oz, B ot?’ '
ou ainda,
0%u 0*u

Admitindo p = A
x

¢ a densidade linear da corda, logo

0%u 0%u
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Dividindo em ambos os lados pela tensao T' e admitindo que a velocidade do pulso

na corda, ou velocidade de propagacao da onda na corda, é dada por

vo =\/T/ 1, (2.16)

1
e a um escalar positivo, tal que a? = —, chega-se a equagao da onda 1D,
Yo

Pu 0%

— = . 2.17

ot? 0z? (2.17)

Em Zill e Cullen (2009) ¢é apresentada a equagao da onda considerando a ac¢ao de

mais forcas que atuam sobre a corda. Assim, tem-se um modelo mais realistico, dado por
Pu 0% ou

@:O{ @4—015—%02/&4-}7(1',15), (218)

onde sdo consideradas as influéncias de forgas externas F'(x,t), da for¢ca amortecedora

ou
c1— e da forga restauradora cou, com ¢; e ¢y constantes.

ot

O problema bidimensional de vibracao de uma membrana quadrangular fixa nas
extremidades, onde busca-se encontrar o deslocamento u(x,y,t), que depende das posigoes

x e y e do tempo t, pode ser ilustrado na FIGURA 2.

FIGURA 2 - MEMBRANA QUADRANGULAR FIXA NAS EXTREMIDADES.

0.2
0 0

FONTE: Autor (2022).
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Adotando uma formulacdo semelhante ao caso 1D e com algumas generalizacoes e
adaptagoes (OLVER, 2014), pode-se escrever a equagao da onda que modela o problema

para o caso 2D como

d%u Pu  0*u

2.1.1 Solugao geral para a equacao da onda 1D

A equagdo da onda 1D pode ser usada para modelar, por exemplo, o problema de
vibracao de uma corda fixa nas extremidades, onde o objetivo é encontrar o deslocamento

u(x,t) com as variaveis independentes 0 < z < L e t > 0, representando respectivamente,

a posi¢ao e o tempo. Admitindo um escalar positivo a;, tal que a? = el onde V; esta

relacionada a densidade linear e a tensao na corda (velocidade de propagacao da onda),

apresenta-se a equagao da onda unidimensional (OLVER, 2014), como

?;g _ agg:;, (2.20)
w(@0) = fi(2),0 <z <L, (2.21)
w(2,0) = g1(2),0 < 2 < L, (2.22)
w(0,4) = w(L,t) = 0,¢ > 0, (2.23)

onde fi(z) é a configuracao inicial, g, (z) é a velocidade transversal inicial, u(0,t) e u(L,t)
sao as condic¢oes de contorno. A solugao geral é construida com as frequéncias fundamentais

de vibragao, que sao dadas variando-se n = 1,2,3,.., assim

u(zt) = (cown(z,t) + dn2p(z,t)), (2.24)
n=1
onde
w? (z,t) = cos <n7rl(th) sen <nzm> , (2.25)

t
22(w)t) = sen <mT[(jél > sen (mTLx) : (2.26)
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= ?/Ol fi(x)sen (nzx) dx, (2.27)
d, = n:al /Ol g1(x)sen <nzx> dx. (2.28)

Em que as constantes ¢, e d, sao determinadas usando as condigoes iniciais e de

contorno.

2.1.2  Solucgao geral para a equacao da onda 2D

A equagao da onda 2D pode ser usada para modelar, por exemplo, o problema de
vibracao de uma membrana retangular fixa nas extremidades, onde pretende-se encontrar
o deslocamento u(x,y,t), com as varidveis independentes, 0 < z < L, e 0 < y < L,
representando as coordenadas espaciais no plano, para o tempo t > 0. Assumindo um

escalar positivo a2 = onde V5 estd relacionada a densidade superficial e a tensao local,

definimos a equacao d‘f (;nda 2D (OLVER, 2014), como
22;; =03 <gi§ + gj;j) , (2.29)
u(@,y,0) = fa(z,y), (2.30)
ui(2,y,0) = g2(,y), (2.31)
u(x,0,t) = u(z,Lyt) = u(0,y,t) = u(Ly,y,t) =0, >0, (2.32)

onde fo(z,y) é a configuragao inicial, go(z,y) sua velocidade transversal inicial; u(z,0,t),
u(x,Ly,t), uw(0,y,t) e u(Ly,y,t) representam as condigdes de contorno. Neste caso a solucao
geral é construida com as frequéncias fundamentais de vibragao, que sdo dadas variando-se
m=1,23,...en=1,2.3,.., assim

m=1 n:l

onde
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2 2
1 B m* n mnx nmy
W, ,(T,y,t) = cos (’/TO./Q 7] + th) sen < I ) sen <Ly> : (2.34)
m?  n? mmrx nmy
Z%’L,n(‘ruyJ) = sen | mao fg + fgt SEN ( L. ) sen Ty s (235>
4 Ly rLg
A = L., /0 /0 fo(z,y)sen (ﬂzzx) sen <7ﬁ> dxdy (2.36)

m7rx> sen <n7ry> dxdy. (2.37)

b 4 /Ly /Lz (z.0)
mn — g2\T,Yy)sen <
Tag,/m? L2 +n2L2 Jo Jo ’ Ly L,

Em que as constantes a,,,, € by, , sao determinadas usando as condicoes iniciais e

de contorno.

2.2 Meétodos das Diferencas Finitas

O problema da propagacao da onda pode ser abordado basicamente de duas
maneiras: com a equacao de Helmholtz na forma estacionaria (UMETANI; MACLACHLAN;
OOSTERLEE, 2009; ERNST; GANDER, 2013; BRANDT; LIVSHITS, 1997) ou resolvendo
diretamente a equacao da onda na forma transiente (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008;
MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2021; GANDER et al., 2019; GANDER; KWOK;
MANDAL, 2020). No intuito de se resolver numericamente tal problema, discretiza-se a
equagao da onda transiente com o Método das Diferencas Finitas (MDF) ponderado por
um parametro 7 em diferentes passos de tempo (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013;
MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022), gerando assim um método implicito, que resulta
em um sistema de equagoes para cada passo de tempo, que pode ser resolvido utilizando

um solver como Gauss-Seidel, com ordem lexicografica ou red-black, por exemplo.

O MDF (FORSYTHE; WASOW, 1960) consiste em uma forma de se resolver
numericamente EDPs, assim como Método dos Volumes Finitos (EYMARD; GALLOUET;
HERBIN, 2000), o Método dos Elementos Finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000),
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MELENK; BABUSKA, 1996) e Método
dos Elementos de Contorno (BANERJEE; BUTTERFIELD, 1981). De acordo Ferziger e
Peric (2002), o processo de aproximagao do MDF se inicia com a representagdo do dominio
continuo {2 por um dominio discreto, que consiste em um conjunto ordenado de pontos

que formam a malha. Por exemplo, para o caso unidimensional, veja FIGURA 3.
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FIGURA 3 - MALHA UNIDIMENSIONAL UNIFORME COM ESPACAMENTO UNIFORME
DE TAMANHO h.

1 Ny
O O—O ® ® ® Oo—O O
Ti—1 Ti Tit1
k——H—
h h

FONTE: Autor (2022).

Desta forma, Kreyszig (2009) destaca que é possivel usar uma expansao em série

de Taylor para representar uma fungao analitica @ () na vizinhanga de x; como

dd(x;) N (v — ;)% d*P(x;) N (x — ;)% BPP(x;) N

P(w) = P(z:) + (& = 2:) dx 21 dz? 3! da

(2.38)

Aplicando a Eq. (2.38) para os pontos x = 41, com (z;41 —x;) =h e x = x; 1

com (x;_1 — ;) = —h, tem-se, respectivamente

P(wis1) = P(wi) +h dx + 2! da? 31 da3

(2.39)

P(2i-1) = P(wi) — I dx 21 da? 3! da?

(2.40)

Pode-se escrever a segunda derivada de @(z;) pelo esquema de diferengas centrais
(BURDEN; FAIRES, 2016) somando as expressoes dadas pelas Eqgs. (2.39) e (2.40), e

obtém-se

da? h2 12 dot 360 daf

(2.41)

Desta maneira, pode-se admitir uma aproximagao para a segunda derivada de
&(z;) dada por

PR - , (2.42)

com um erro de truncamento

_ (2.43)

dax? 12 dxt 360 dxb 20160 dx®
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Observa-se que quando se utilizam malhas com mais pontos, maior serd a
complexidade da aproximacao numérica e menor sera o erro de truncamento, que tende a

zero quando o tamanho dos elementos da malha também tendem a zero.

2.3 Meétodo de discretizacao temporal

Usar esquemas explicitos para obter uma solugao para a equacao da onda ¢ algo
bem comum na literatura, devido a simplicidade na implementacao de tal técnica, como em
Weber, Kreiss e Nazarov (2022), Gander, Halpern e Nataf (2003) e Bamberger, Glowinski
e Tran (1997). Em geral, tais técnicas sdo condicionalmente estéveis, o que pode ser uma
desvantagem na realizacao de refinamentos no tempo ou no espaco, ja que alguns critérios
devem ser admitidos para a convergéncia. Outra possibilidade ¢ a utilizagao de métodos
implicitos, que normalmente sao incondicionalmente estaveis, assegurando assim uma
maior estabilidade e convergéncia das solugoes aproximadas obtidas (BURDEN; FAIRES,
2016).

Uma possibilidade de discretizacao espacial e temporal da equacao da onda é a
utilizagdo do método Leapfrog (ISERLES, 1986; DURRAN, 1991), que aproxima a segunda
derivada espacial e temporal pelo MDF. Ao considerar a Eq. (2.17) e uma aproximagao v
para a solugao u, com intervalo de tempo 7, em trés estagios k — 1, k e k+ 1, e o intervalo

espacial h em trés pontos i — 1, 7 e 7 + 1, tem-se o modelo ilustrado pela FIGURA 4.

FIGURA 4 - METODO LEAPFROG.

o O 4 o © k41
® . . ° o Kk
i — 1 1 i+ 1
- .
o) O ® o) o k—1
/
1

FONTE: Autor (2022).

Entao a equagao da onda pode ser discretizada pela expressao
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i = 20F ot 2 Vi1 — 207 + iy
= .

T2 h?2

(2.44)

Nota-se que na Eq. (2.44), o subindice e superindice se referem as discretizagoes

espacial e temporal, respectivamente.

Porém esta técnica resulta em um método explicito (LIAO; SUN, 2011) que
possui condigoes de estabilidade, as quais podem interferir negativamente no processo de

aproximacao, dependendo dos valores adotados para os intervalos de tempo ou espago.

Apesar das matrizes geradas na resolucao da equacao da onda utilizando estes
tipos de métodos serem tridiagonais, e que podem ser resolvidas de forma direta, optou-se
por utilizar métodos implicitos com o uso de métodos iterativos do tipo Gauss-Seidel, no

intuito de analisar suas propriedades de suavizacao no contexto do método Multigrid.

Para este trabalho utiliza-se o método implicito, como o apresentado por Cuminato
e Meneguette (2013), onde é realizada uma ponderacao na derivada espacial em trés estagios

de tempo distintos e que sao abordados na secao a seguir.

2.4 Discretizacao do problema 1D

Assumindo o problema definido pelas Egs. (2.20) a (2.23) e adotando o tamanho
de cada elemento espacial por hy = ]\lf; e um incremento no tempo 7, = ;\2, sendo N, > 0
e N; > 0, os numeros de intervalos espaciais e temporais, respectivamente, com tempo final
t; > 0 e o comprimento da corda L. Admitindo uma aproximacao v¥ para solugdo u, no
ponto de coordenada x;, tempo k e usando diferencas centrais, o problema 1D discretizado

pode ser dado por

vF Tt — pF bt B Tia‘*vi B i@ﬁvi B ™ By - (2.45)
2 12 9t 360 Ot 20160 ot8 '
o (v = 20f ot R ottt Rt O%uftt g 9t
A 2 ED) 1360 6 s
h3 12 Oz 360 Oz 20160 Oz
21— 2m) vl =20 Foby hPotf R 0% Ry %o
! h? 12 924 360 9x6 20160 OB
a2 vi Tt — 208t k! B hj@”‘vf‘l B ht 95uFt B hS  O%uF! B
1 12 12 91 360 916 20160 0a ’

onde 7; é um parametro de ponderagao. Ao adotar n; > 0,25 tem-se uma abordagem
incondicionavelmente estavel (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). A FIGURA 5 ilustra

os pontos utilizados para calcular v, em um certo tempo k, com coordenada espacial 7.
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FIGURA 5 - ESQUEMA DE DISCRETIZACAO PARA A MALHA 1D.

—0——o0—o0— k+1
—O——0——0— Lk

—_——0—0— k-1
t—1 1 i+ 1

FONTE: Autor (2022).

Reordenando os termos da Eq. (2.45), obtém-se

2.2

Qi T

-1 k k+1 __ 1'1

1

k—1 k—1
+m (vt — 2 L+ o))

com erro de truncamento de ordem O(hir,7), dado por

€. +7'718 v; B Q2rEhin, v o adri h2(1 L, )841);“ B
12000 " 12 oat T 12 M) g
0‘171 him 0% Fl
12 8$4
272
Assumindo que A\ = h2 , tem-se o seguinte sistema de equagoes
apUf T = @ v+ aq vl + by,

onde

ap1 = 1+ 2m A,

Ayl = Ae1 = 771)\1,

bpr = (=1 = 2m AV + (24 (=2 + dn) A )of + (1 —2m) A (0f 4+ 0f)

+m A (v +Ufﬂl)

[771 (Ufjll - 2“5“ + Uﬁll) + (1 - 2771)(U£€—1 - 2“? + Uf+1) (2'46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
(2.51)
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Para realizar a primeira iteracdo é necessario conhecer antes a solugao em dois

0

passos de tempo anteriores v) e v}. Para iniciar o processo, v{ ¢ dado pela configuragio

inicial e v} é dado em Burden e Faires (2016), por

vp = (1= Xp) fala) + );fl(xi—i-l) + );f1(:vi—1) + 7191 (i) + O(hiT?). (2.52)

2.4.1 FEstabilidade

Em seguida, o critério de Von Neumann (THOMAS, 2013) é utilizado para
determinar a estabilidade do método de discretizacao descrito anteriormente. Para isso,
supoe-se que o erro global é dado por uma série de erros locais de Fourier, também

chamados harmonicos. Assim, o erro no primeiro passo pode ser expresso como:

L—ih

N ( nm >
b = Z ane\ ! ; (2.53)
n=0

com ¢ = /—1. Tem-se um sistema com N, 4+ 1 equagoes e N, + 1 incognitas, em que
a matriz de coeficientes é nao-singular (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Agora,

adota-se um harmonico genérico que pode ser escrito na forma

Uk = eFetBi (2.54)

)

onde § € R e v € C, sendo ambos arbitrarios. Consequentemente, para analisar a
estabilidade do método de discretizacao, ¢é suficiente verificar a propagacao deste harmonico

a medida que k aumenta.

Substituindo a Eq. (2.54) na Eq. (2.46) para a varidvel v, com n = 1/2
(CUMINATO; MENEGUETTE, 2013; MALACARNE; PINTO; FRANCO, 2022), tem-se

efy(k+1)€Lﬁi . 26'ykeb,8i + e’y(k—l)eLﬁi _ é[e'y(k’-l-l)ebﬁ(i-&-l) . 267(/€+1)6L6i + 67(k+1)€L,6’(i—1) (255)
2

ou ainda,

eleMheft — geMhetPl 4 emTe kel = é[e”evke‘ﬁiem —2¢e7e ke ererketPle™ P (2.56)
2

+e Ve keieth — 2e=verkett 4 e~V kel
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Dividindo ambos os lados do Eq. (2.56) por ¢! e rearranjando os termos,
tem-se )
e —24+e 7 = 5[6”6” —2e" +ee P f e — 27 e e, (2.57)

ou ainda,

A
=2+ = 5[67(6”8 — 24 e ) e (e — 247 (2.58)

Usando a férmula de Euler, ¥ = cos(3) + tsen(f3), tem-se e + e~# = 2cos(f).

Assim, pode-se reescrever a Eq. (2.58) como

el —24+e 7 = ;\[(e7 + e ) (2cos(B) — 2)], (2.59)
ou ainda,
(" +e )1+ A1 —cos(B))) =2. (2.60)
L o (B e’ +e
Usando as identidades 1 — cos(f) = 2sen 5]¢ cosh(y) = — pode-se

reescrever a Eq. (2.60) como

1
cosh(vy) = % (2.61)
1+ 2Xsen? ()
2
ou ainda,
1
7 = arccosh 3 (2.62)
1 + 2Asen? <2>

A partir da Eq. (2.54) tem-se que UF™ = e?UF, ou seja, €7 é o fator de amplificagao.
A seguir, analisa-se o comportamento do harménico genérico UF™! com o aumento de k.
A partir da Eq. (2.62) ecomo B € R, A >0e 0 < sen? <§> < 1, tem-se os seguintes
casos:
B . 1
1) sen? <2> — 17, implica em v — arccosh (H—QA) Nestes casos, o fator de

anisotropia A deve ser analisados nas seguintes situacoes:

L
1.1) A = 400, implica em v — % Note-se que para o aumento de k, o harmonico tende

a permanecer o mesmo, ou seja, ele nao sera amplificado.
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1.2) A — 07, implica em v — 0. Nota-se que nestes casos e” tem-se uma amplitude

decrescente.

2) sen? g — 07, independentemente do valor de \, tem-se v — 01, que também produz

uma amplitude decrescente para e”.

Portanto, os harmoénicos nao serao amplificados, uma vez que 0 < e? < 1, ou
seja, o método de discretizagao utilizado em Eq. (2.45) com n = 1/2 é incondicionalmente

estavel.

2.5 Discretizagao do problema 2D

Considere o problema definido pelas Egs. (2.29) a (2.32) e uma membrana

quadrangular de lado L, ou seja, L, = L, = L. Define-se o tamanho de cada elemento
L L t

espacial com h, = —, h, = — e um incremento no tempo 7, = —f, sendo NV, N, e IV,
N, N, N,

os nimeros de intervalos espaciais e temporal, respectivamente, com tempo final t; > 0.

Admitindo uma aproximacao vfi ; bara solugao u, para um ponto de coordenadas (wi,y5),

tempo k e diferencas centrais, o problema 2D pode ser discretizado com MDF ampliando

a metodologia empregada no caso 1D. Assim, tem-se

vl oAl Oy ey Puy e
2 12 ot 360 ot5 20160 98 7 '
02n, (vt =208 woltly)  R2OME R %St RS SRt
2 h2 12 0z 360 026 20160 Ox8
+O./2(1 o 2772) <U§—1vj — QUZI%]' + ,Uzk-&—l,j) . hﬁialh)ﬁj _ hi 861)112» _ hg 8%% B
2 h2 12 9z 360 0z 20160 Ox8
oz, (W = 205 ko) N Ry Ot by Ouit
2 h2 12 ort 360 Ox6 20160 O
k+1 k+1 k+1 2 94,,k+1 4 6, k+1 6 8, k+1
a2n2 (Ui,j—l — 2Ui,j + U@j—‘,—l) . @a Ui,j _ &a /Ui,j _ h/y a Ui,j _
2 h? 12 Oy 360 Oyb 20160 Oy?
k k k 2 9,k 4 96,k 6 8,k
2 h? 12 oy* 360 0yS 20160 Oy
k—1 k—1 k—1 2 k—1 4 k—1 6 k—1
Calm (Vi 21 — 2075 +visg) B @841@ B ﬁ@%m _ v B
2 h2 12 9y* 360 OyS 20160 OyB

onde 75 é um parametro de ponderacao. A FIGURA 6 ilustra os pontos utilizados para

calcular v, no tempo k, nas coordenadas espaciais ¢ e j.
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FIGURA 6 - ESQUEMA DE DISCRETIZACAO PARA A MALHA 2D.

— L e
k+1
e
k
/
kE—1

FONTE: Autor (2022).

Reordenando os termos da Eq. (2.63) e admitindo que hy = h, = h, obtém-se

9.2
a2,
k-1 k k1 9Ty k1 k1 k1 | k1 k1
Vi T2ty = 2 {772(7%—1,]' +oi o — A i o) (1= 2n) (2.64)
5

k—1

k k k k k k—1 k-1 k—1 k—1
(Uifl,j TV — 4Ui,j T Vit T Ui,j+l) + 772(7%‘71,3' TV 4vi,j T+ Vi1 T Ui,jﬂ)} )

com erro de truncamento de ordem O(h27y,hi73,75), dado por

74 Oty a272h2n, Ot a2rih? otk
Eop=42  BRWRT Gy BRRG _gpyT W (265)
12 ot 12 or 12 or
_04%722]1%172 341)5;1 o 0437'22h§772 841}2;1 o ongQth( B 2n2>34v£’fj
12 Ox* 12 oyt 12 oyt
_a%ﬁhing 8402]71 B
12 oy*
0272
Assumindo que Ay = %, tem-se o seguinte sistema de equagoes
2

k+1 __ k+1 k+1 k+1 k+1
a/p2vi’j — anUifl,j “I'_ a32vi+17j + anQUl’]+1 _'_ CLSQ/U,L"]'?:[ + bp27 (266)
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onde
Qp2 = 1 + 4772/\27 (267)
A2 = Qe = g2 = Ap = Mo, (2.68)
pr - )\2 [(1 - 2772)(1]5,1’]' + Ufikl,j + Ufjjfl + U§j+1) + 7}2(/1]5:11,] + Ufik_ll,] (269)

oL 4 vﬁ;jl)] (2 — dha + 8o )ul; + (=1 — dmpdo)ut L,

Para iniciar o processo iterativo é necessario conhecer a solucao em dois passos

0 1 0 z e e 1 2
i € v; ;. Onde v;; ¢ dado pela configuracdo inicial e v; ; é calculado

com a Eq. (2.70) (BURDEN; FAIRES, 2016)

de tempo anteriores v

Uij = (1 = Xo) fawiy;) + >;[f2(93i,yj+1) + fa(@iyi—1) + fa(zio1,y;) (2.70)

+ fo(zi11,9;)] + T2g2(xi,y;) + O(h3).
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3 METODO MULTIGRID

Uma forma de acelerar o processo de obtencao da solugdo do sistema de
equacoes resultante da discretizacao ¢ aplicar o método Multigrid, que melhora
significativamente os fatores de convergéncia no processo de resolugao de sistemas
de equagoes (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000; WIENANDS;
OOSTERLEE, 2001). De acordo com Umetani, MacLachlan e Oosterlee (2009), Franco et
al. (2018a), Gander, Kwok e Mandal (2020), a anisotropia relacionada aos fatores fisicos
e numéricos que é gerada para grandes valores de o (a sendo associado a velocidade de

propagagao da onda), pode ser um desafio na resolugao da equagdo da onda.

Ao discretizar as equacoes matematicas governantes, que modelam problemas
fisicos, obtém-se equagdes como as dadas pelas Eqs. (2.48) e (2.66) para a equagao da onda

1D e 2D, respectivamente, tem-se sistemas lineares esparsos e de grande porte do tipo

Au = f. (3.1)

Estes sistemas podem ser resolvidos usando métodos diretos ou iterativos. Devido
as caracteristicas destes sistemas, os métodos diretos tornam-se inviaveis, ja geram um
alto custo computacional. Neste caso, optam-se pelos métodos iterativos, que possuem
um custo computacional muito mais aceitavel (BURDEN; FAIRES, 2016). Entretanto,
tais métodos (aqui denominados de solvers) possuem boas propriedades de suavizagao
no inicio do processo iterativo, mas ficam mais lentos a medida que mais iteracoes sao
realizadas (TROTTENBERG; CLEES, 2009; BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).
A seguir, na FIGURA 7 evidencia-se a influéncia das iteragoes com o solver Gauss-Seidel

nas componentes de erro para o problema de Poisson.

FIGURA 7 - COMPORTAMENTO DAS COMPONENTES DE ERRO NO PROCESSO
ITERATIVO.

hp

fip i it
’ﬂ J |” |:, \f iﬁ\ J)p \ \ \'(Gl;ﬂ:}‘\lil:ml‘ -"ﬁf’.l;nﬂl;ﬁ.#' ‘
. / i !mrmmm """r \\. Ui NI lm
il i WM P anmum'i';'f"ﬁ, i 4 """”"'5'"""""":"»

Error of Error after 5 Error after 10
initial guess iterations iterations

FONTE: Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000).
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Depois de algumas iteracoes, o erro de aproximacao torna-se suave, mas nao
necessariamente pequeno. Este problema é devido a caracteristica dos métodos iterativos
classicos de suavizar rapidamente os erros de alta frequéncia (modos oscilatérios), deixando

apenas os erros de baixa frequéncia (modos suaves) (WESSELING, 1992).

Neste contexto surge o método Multigrid (BRANDT, 1977), que é empregado
para acelerar a convergéncia na obtencao da solucao deste tipo de sistema, ja que ao
usar um conjunto de malhas é possivel suavizar todas as componentes do erro, desde os
modos oscilatorios até os suaves, isto porque os modos suaves nas malhas finas tornam-se
mais oscilatérios em malhas mais grossas (HACKBUSCH, 1985; BRANDT; LIVNE, 2011;
TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Essa abordagem permite que o
processo iterativo do método Multigrid atue sempre nas componentes oscilatorias dos erros
(WESSELING, 1992; ELMAN; ERNST; O’'LEARY, 2001; TROTTENBERG; CLEES,
2009). O termo Multigrid vem em contraponto ao termo Singlegrid, que é o método cldssico

que usa apenas uma unica malha.

Seja uma solucdo aproximada v, para u em uma determinada malha fina 2"

Pode-se reescrever o sistema de equagoes dado pela Eq. (3.1) como

Ahvh = fh- (32)

A aplicacao do Multigrid em duas malhas pode ser iniciada ao suavizar esse
sistema, ou seja, tem-se um ntmero reduzido de itera¢oes 1; com um dado suavizador,
como Gauss-Seidel por exemplo. Esta é a etapa de pré-suavizacao. Assim, pode-se calcular

o residuo r, nesta malha com a expressao

rn = fh — Apvp. (3-3>

Entdo, transfere-se esse residuo para uma malha imediatamente mais grossa 22"
Para isso, usa-se um operador de restrigdo I?", como exemplo, injegao, meia ponderacio
ou ponderacao completa (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Assim,

obtém-se a seguinte equagcao

Aspean, = T2n, (3-4>

onde ey, € 0 erro e Ay, 0 operador de malha grossa, que pode ser obtido por rediscretizagao.
Em seguida, resolve-se o sistema de equacoes dado pela Eq. (3.4) e a sua solu¢ao é
prolongada até a malha 2", por meio de um operador de prolongacio %, . Entdo tem-se a

correcao na malha fina, dada por
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Vp, <= Up + €p. (35)

Em seguida, suaviza-se com um numero reduzido de vezes 15, o sistema de equagao
dado pela Eq. (3.1). Esta etapa configura-se a p6s-suavizacao. Para duas malhas resolve-se
o sistema na malha imediatamente mais grossa. Ao usar mais do que duas malhas, os
processos de pré-suavizacao e pos-suavizagao sao aplicados em todas as malhas, exceto na
malha mais grossa, onde resolve-se o problema.

O modo de percorrer os diversos niveis de malha denomina-se ciclo. Neste trabalho
utilizam-se o ciclo V (ver a FIGURA 8 para o caso de 5 niveis de malha), apresentado a
seguir. Mais detalhes podem ser encontrados em Briggs, Henson e McCormick (2000) e
Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000). Para um certo nivel [ na malha, o ciclo V pode
ser representado pelo ALGORITMO 1.

Algoritmo 1: CICLO V

1 while Nao atingir a malha mais grossa possivel do

2 Suavize vy vezes o sistema de equagbes correspondente Ajv; = f;
3 Calcule e restrinja o residuo para a malha imediatamente mais grossa
4 end

5 Resolva o sistema correspondente a malha mais grossa possivel

6 while Ndao atingir a malha fina possivel do

7 prolongue a solu¢ao para a malha imediatamente mais fina
8 Corrija a solugao
9 Suavize 15 vezes o sistema de equagbes correspondente na malha imediatamente

mais fina Aﬂjl = fl
10 end

FIGURA 8 - CICLO V DO MULTIGRID, ONDE e E o REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.

.................................................. f. (b
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______________________________________ ‘__ EE'_"_I‘
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/ V. i
/ Prolongacio
=k £ L d

FONTE: O autor.
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Tem-se também outras formas de se percorrer as malhas, como as ilustradas com
o ciclo F (FIGURA 9) e ciclo W (FIGURA 10), ambos para o caso de 5 niveis de malha.
Tais ciclos sdo mais robustos de acordo com o problema a ser resolvido (FRANCO et al.,
2018b).

FIGURA 9 - CICLO F DO MULTIGRID, ONDE e E o REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.

Restricao

]
/ Prolongacao
f tilw

FONTE: O autor.

FIGURA 10 — CICLO W DO MULTIGRID, ONDE e E 0 REPRESENTAM, RESPECTIVA-
MENTE, SUAVIZACAO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES.
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FONTE: O autor.

Neste trabalho utilizam-se os operadores de restricio (I?") por ponderagio
completa (para o caso 1D dado pela Eq. (3.6)) e por meia ponderagdo (para o caso
2D dado pela Eq. (3.7)). Esta escolha baseia-se na facil implementacao e por excelentes
resultados obtidos na literatura (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; GASPAR et
al., 2007; FALGOUT et al., 2017).

1
ron(:) = I () = ~[2rn(x) + ra(@ig1) + ra(zic1)], (3.6)
4
1
Tzh(fm,yj) = fﬁhm(iﬁz’,yj) = §[47“h(93i,yj) + Th($i+1,yj) + Th($i_1,yj) + Th(ﬂfi,yjﬂ) (3.7)

‘H"h(xi;yj—l)]'
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Neste caso, tem-se a razao de engrossamento padrao, com R, = 2 (TROTTEN-
BERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000), dada por R. = H/h, com h e H sendo o
espacamento na malha fina e na malha imediatamente mais grossa, respectivamente.

Ilustra-se este tipo de engrossamento na FIGURA 11 para o problema bidimensional, com

hy = h, e 3 niveis de malha.

FIGURA 11 - MALHAS UNIFORMES COM RAZAO DE ENGROSSAMENTO R, = 2.
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FONTE: O autor.

Utilizam-se neste trabalho os operadores de prolongagao (I5,) por interpolagio
linear (para o caso 1D dado pela Eq. (3.8)) e por interpolagao bilinear (para o caso 2D
dado pela Eq. (3.9)). Esta escolha baseia-se pela facil implementagdo e por excelentes
resultados encontrados na literatura Trottenberg, Oosterlee e Schuller (2000), Dehghan e

Mohebbi (2008), Trottenberg e Clees (2009).

1

—|Vap(X;_1) + Voplx; , para o
vp(x;) = Ighvh(:c,;) = 2[ 2h(Ti-1) n(Tit)l P , (3.8)

Von (), para b

1

%[ 2h($¢—1,yj) + U2h($i+17yj)]> para ¢

—[van (i, yi—1) + vor (@i, yj41)], para <

2% :Ihv Ti,Yj5) =
vn(Ti:4) 2nn (Ti-35) Z[UQh($i—layj + Vor (Tit1,5) + vor(Ti,yj-1)
+von (24,9541)] para e
U2h($iayj)> para ©

(3.9)
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Na FIGURA 12 apresentam-se as ilustracoes dos interpoladores das Eqs. (3.8) e
(3.9) (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000). Onde observam-se os pontos
> e ® nas malhas fina 2 e grossa 2", j& os pontos o, ¢, < e ® sdo vistos apenas na malha,
fina 2"

FIGURA 12 - INTERPOLACAO LINEAR E BILINEAR.
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FONTE: Trottenberg e Clees (2009).

Para facilitar a compreensao da interpolagdo bidimensional dada na Eq. (3.9),

pode-se observar as FIGURAS 13 a 16.

FIGURA 13 - INTERPOLACAO DIRETA PARA 6.

Qp

o oy

FONTE: O autor.

FIGURA 14 — INTERPOLACAO LINEAR EM y PARA o.
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FONTE: O autor.
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FIGURA 15 - INTERPOLACAO LINEAR EM x PARA «.
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FONTE: O autor.

FIGURA 16 - INTERPOLACAO BILINEAR PARA e.
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FONTE: O autor.



o4

4 VARREDURAS NO TEMPO

Neste capitulo apresentam-se mais detalhes sobre os métodos de varreduras no

tempo Time-Stepping e Waveform Relazation, juntamente com seus respectivos algoritmos.

4.1 Time-Stepping

O método Time-Stepping é comumente usado para resolver numericamente
problemas transientes. Neste método, a solugao é calculada de forma sequencial para um
conjunto de passos de tempos ti, s, ..., 15, conforme a ilustragao da FIGURA 17. Segundo
Womble (1990) este processo gera algoritmos que podem ser explicitos ou implicitos (de

acordo com a discretizacdo temporal).

FIGURA 17 - PROCESSO DE ATUALIZACAO DAS INCOGNITAS PELO METODO TIME-

STEPPING.
LA
ly
tr_1
to
t1
/ Y E

FONTE: O autor.

Ao solucionar o sistema discretizado a cada passo de tempo, utiliza-se a solucao
do passo de tempo anterior como estimativa inicial para obter as aproximacoes do sistema
de equagoes no passo de tempo atual (VANDEWALLE, 2013). Representa-se abaixo este
processo com o ALGORITMO 2.
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Algoritmo 2: METODO TIME-STEPPING COM SINGLEGRID

1 Dados do problema, configuracao inicial e condi¢gdes de contorno
2 for k=1:N; do

3 while Ndao atingir um critério de parada do

4 Suavize o sistema de equagoes correspondente ao passo de tempo k
5 end

6 end

Para algoritmos explicitos, a solucao em cada ponto no espaco depende apenas das
solucoes de tempos anteriores, que sao conhecidas. Assim, é possivel obter o paralelismo
no espago, porque a solucao em cada ponto pode ser calculada de forma independente.
Porém, existe um grande problema nesse tipo de método quando se avalia sua estabilidade
em relagao ao tamanho do intervalo de tempo (BURDEN; FAIRES, 2016).

No caso de algoritmos implicitos, a solu¢do em um ponto depende das solugoes
em outros pontos no mesmo tempo, que sao desconhecidos (WOMBLE, 1990). Embora os
métodos implicitos nao possuam as mesmas restricoes em relagdo ao tamanho do passo de
tempo que os métodos explicitos, ao aplicar o Time-Stepping, o grau de paralelismo no

espaco é o mesmo que o dos métodos explicitos.

Em cada passo de tempo resolve-se um problema classificado como eliptico, onde o
método Multigrid é comprovadamente eficiente (WESSELING, 1992; BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; CLEES, 2009). Para tal, todas as malhas sao
discretizadas apenas nas variaveis espaciais, considerando-se cada passo de tempo fixo. De
acordo com Franco (2017), na programagao do método Time-Stepping é necessario fazer
um lago externo de passos de tempo até o ntimero de passos de tempo total, e um lago

interno para as variaveis espaciais. Este processo pode ser visualizado no ALGORITMO 3.

Algoritmo 3: METODO TIME-STEPPING COM MULTIGRID

1 Dados do problema, configuracao inicial e condi¢des de contorno
2 for k=1:N; do

3 while Ndao atingir um critério de parada do

4 Realize um ciclo Multigrid para o sistema de equagoes correspondente ao
tempo k

5 end

6 end
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4.2 Waveform Relaxation

O Waveform Relazation foi inicialmente proposto para resolver grandes sistemas
de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) (LELARASMEE; RUEHLI; VINCENTELLI,
1982), como um método iterativo que também pode ser aplicado em EDPs dependentes
do tempo, onde o dominio espacial é decomposto por um conjunto de pontos, e para
cada um deles resolve-se um sistema de EDOs em todas as etapas do tempo (GANDER,
1996; FRANCO et al., 2018b; LIU; JTANG, 2011; VANDEWALLE, 2013). Este método
permite a realizacao de paralelizagao de algoritmos para PDEs transientes. De acordo com
Vandewalle e Horton (1995) e Franco (2017), neste método as EDPs sao transformadas

em um sistema de EDOs para o problema unidimensional, na forma

dz’l)i
dt?

onde calcula-se GG; para os valores de v;, que contém informagoes do tempo para cada
posicao espacial i. Assim para cada né x; da discretizacao espacial resolve-se um sistema
de EDOs temporal e percorrendo todos os tempos. Cada componente do sistema dado na

Eq. (4.1) pode ser escrito como uma EDO, da seguinte forma

d? d

% = G1(v1, 09,03, ...,ug,1), com v1(0) =12 e % =4

d? d

WQ;Q = Ga(v1, 09,03, ...,vg,1), com v3(0) =0v) e % =49, (4.2)
d2vd dUd

—2 = Gy(vy,v9,03, ... 04, 1), com vy(0) =0y e —= =49

72 a(v1, V2,03, ..., 04, 1), a(0) = vy ar Yl

dv;
em que d é a dimensao do sistema e as notagoes v;(0) = v) e ditz =g com1<i<d,

indica respectivamente, as configuragoes e as velocidades iniciais (¢ = 0) para cada ponto

da discretizacao espacial. Como ilustrado na FIGURA 18 para o caso 1D, onde d = 12.
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FIGURA 18 - PROCESSO DE ATUALIZACAO DAS INCOGNITAS COM O METODO
WAVEFORM RELAXATION - 1D.

tr A A A A A A A A A A A A

to

X1 T2 X3 T4 X5 Te X7 T T9 T10 T11 T12
FONTE: O autor.

Cada EDO temporal deve ser resolvido em todos os nés espaciais separadamente,
onde a atualizagao das incégnitas pode ser realizada no final de um ciclo Waveform
Relazation. Assim, tem-se um método iterativo para repetir o procedimento até ser
atingido um critério de parada (CROW; ILIC, 1990). Pode-se obter um método totalmente
paralelizavel no espaco utilizando um esquema com solver que também permite a
paralelizagao, tal como Gauss-Seidel red-black (GSRB) (VANDEWALLE, 2013).

Ao resolver a EDO temporal em todos os nds espaciais, diz-se que foi realizado um
ciclo Waveform Relaxation, como ilustrado a seguir no ALGORITMO 4 para a FIGURA 18.

Algoritmo 4: METODO WAVEFORM RELAXATION COM SINGLEGRID

1 Dados do problema, configuracao inicial e condi¢oes de contorno

2 while Ndo atingir um critério de parada do

3 fori=2:N,—1do
4 Resolva a EDO discretizada correspondente ao ponto x; do sistema de
Eqs. (4.2)
5 end
6 (end

Pode-se combinar o método Waveform Relaxation com Multigrid, ao realizar o
engrossamento somente na dire¢ao espacial, devido ao Waveform Relazation ser continuo
no tempo, assim o nimero de pontos da discretizagao temporal é mantido constante
(VANDEWALLE, 2013). Por exemplo, no caso 1D, a malha fina £2" tem 33 x 33 pontos,
com N, x N, e as malhas mais grossas, com razdo de engrossamento R, = 2, sdo §2?",
24 (8 e 216" tendo respectivamente, 17 x 33, 9 x 33, 5 x 33 e 3 x 33 pontos. Como
ilustrado no ALGORITMO 5.
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Algoritmo 5: METODO WAVEFORM RELAXATION COM MULTIGRID

1 Dados do problema, configuracao inicial e condi¢gdes de contorno

2 while Nao atingir um critério de parada do

3 Realize um ciclo Multigrid considerando engrossamento apenas na dire¢ao
espacial em todos os passos de tempo. Para o processo de suavizac¢ao, em cada
nivel de malha, use o método descrito no ALGORITMO 4.

4 end

O ALGORITMO 5 pode ser apresentado de forma mais detalhada no
ALGORITMO 6, presente em (FRANCO et al., 2018b), para a solugdo do sistema

Ap(t)vn(t) = fu(t).

Algoritmo 6: WAVEFORM RELAXATION COM MULTIGRID (WRMG):
() = v (1)
1 if Estiver no nivel mais grosseiro da malha (com o tamanho da malha espacial

dado por hy) then
2 | A (t)vpt(t) = fr(t) Resolva de forma direta.

3 else
4 or(t) = Sy (uf(t)) Pré-suavizagao: vy vezes com GSRB Waveform Relazation

(Presente no ALGORITMO 4).
5 TR(t) = fu(t) — Ap(t)or(t) Calcule o residuo.

6 | 75 (t) = I#7%(t) Restringir o residuo.

7 Aoy (t)ek, (1) =75, (t), 5, (0) =0 Chama o ALGORITMO WRMG para a
equagao residual Gay,.

8 ek (t) = I ek, () Interpole a corregao.

9 vy tH(t) = v (t) + éf(t) Calcule a nova aproximacao.

10 v (t) = Sp*(uf ™ (t)) Pés-suavizacdo: v, vezes com GSRB Waveform Relazation

(Presente no ALGORITMO 4).

11 end

Para os problemas bidimensionais realiza-se uma extensao do Método Waveform

Relazation, onde reescreve-se a Eq. (4.1) como

2
d U@j

dt?

= Gi,j (Ui,jvt)7 (4‘3>

onde G, ; sao vetores de funcoes que contém as informacoes temporais e espaciais para
cada coordenada ¢ e j, onde pretende-se calcular os valores das variaveis de interesse

— 2 . ~ .
Vi = (V1,1,01,25--,01,d,02,1,02.2,-,U2.dy---,Vd,1,Vd,2;---,Vd,d), onde d° é a dimensao do sistema.

Assim, para cada né x; ; da discretizagao espacial, uma EDO temporal ¢ resolvida
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até ao tempo final de forma independente. Cada componente do sistema dado em Eq. (4.3)

pode ser escrita como uma EDO, dado por

dQULl
dt?

d21}1,d
dt?

d2 V2.1
dt?

d21}2 d

)

dt?

d2 Ud,l
dt?

d2 Vd,d

dt?

= Gl,l(”l,la--'

= Gl,d(vl,la---

e G271 (U1,1>'--

= G2,d(U1,1>~-

= Gd,1<1}1,1,...

= Gd’d<1}171,...

7U1,d7“

U1,d>--

,U17d,...

yU1,dye-+

7U1,d7"

7vl,d7"

Udd,t), com

Udd,t), com

Wd.d,t), com

Udd,t), com

Uda,t), com

U4 d,t), com

dUl 1

dt, - g?,l
dUl,d _ 0
dt 91,4
d'U271 _ 0

dt 921
dvg,d _ 0
dt 92.4
dvdJ _ 0

di 9a1
dUd,d _ go

dt dd

(4.4)

onde 1 < 4,5 < d, indicam respectivamente, as configuracoes iniciais e as velocidades, para

cada ponto da discretizacao espacial. Cada linha do sistema de Eqs. (4.4) pode ser resolvida,

separadamente utilizando um nicleo para cada né, como ilustrado na FIGURA 19.

FIGURA 19 - PROCESSO DE ATUALIZACAO DAS INCOGNITAS COM O METODO
WAVEFORM RELAXATION - 2D.

FONTE: O autor.
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4.3 Waveform Relaxation e subdominios

Em Gander, Kwok e Mandal (2020) tem-se uma variacdo do método Waveform
Relazxation, que pode ser aplicado as EDPs; onde o dominio {2 ¢ dividido em K subdominios
espaciais, que podem ser resolvidos de forma independente até ao tempo final, o que permite
a aplicacdo de estratégias paralelas. Ver FIGURA 20 para o caso unidimensional para
K =3 e FIGURA 21 para o caso bidimensional com K = 4.

FIGURA 20 - DIVISAO DO DOMINIO 2 EM K = 3 SUBDOMINIOS ESPACIAIS 1D.

Ql Q2 Q3
tr A A A A A A A A A A A

to

FONTE: O autor.

FIGURA 21 - DIVISAO DO DOMINIO 2 EM K = 4 SUBDOMINIOS ESPACIAIS 2D.
S23 Q4

1l

Aly

m

B %

Ql Q2
FONTE: O autor.
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Observa-se ainda que, em particular, para o caso abordado na FIGURA 20, o
menor nimero de elementos possivel em cada subdominio ocorre quando cada um deles
0,00, ...... , {2 sdo respectivamente iguais aos pontos x1, xs, ..., y,. Neste caso tem-se o
método Waveform Relazation padrao. Em (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020) e Gong
et al. (2021) realiza-se um estudo para avaliar a estabilidade da utilizagdo desta abordagem
para equacoes do calor e para o problema de Helmholtz, bem como as formas de troca
de informacao entre os subdominios. Observa-se que no inicio do processo iterativo, a
convergéncia deste método ¢é afetada negativamente, pois ocorrerem oscilagoes na solugao
aproximada. A medida que o processo iterativo avanca, a solucao converge para os valores
desejados. Ver FIGURA 22, retirada de Gander, Kwok e Mandal (2020).

FIGURA 22 - ERRO PARA EQUACAO DO CALOR 1D COM WAVEFORM RELAXATION
USANDO O METODO DOS SUBDOMINIOS ESPACIAIS.

==error T=0.2 3 subs error
=hbound T=0.2 3 subs bound
error T=2 0 w4 subs error
=—bound T=2 10 =4 subs bound
*error T=8 *5 subs error
=hound T=8 ==5 subs bound
. » G subs error
0T w5 subs b0u<
. 1{:'—1(: L 1
30 40 50 0 5 10 15 20 25
iteration iteration

FONTE: (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Para caso abordado na FIGURA 22 em Gander, Kwok e Mandal (2020) demonstra-
se as propriedades de convergéncia para o problema da transferéncia de calor unidimensional
através do método chamado Dirichlet-Neumann Waveform Relaxation. Na figura da
esquerda, os autores apresentaram o erro tedrico (error) e o erro numérico (bound) obtidos
com cinco subdominios espaciais fixos e diferentes tempos finais (T, como usado na
FIGURA 22). Na FIGURA 22 da direita, varia-se o nimero de subdominios no espago e o
tempo final é fixado em T = 2s. Esses autores salientam ainda que as oscila¢oes iniciais
sao maiores quando o tempo final é maior e/ou existem mais subdominios no espago.
Aqui tem-se um grande desafio a ser superado: quanto maior o niimero de subdominios
no espaco, maior o grau de paralelizagdo; no entanto, as oscilagoes no inicio do processo

iterativo também serao amplificadas.

Uma outra abordagem é proposta em Ong e Mandal (2018) para problemas
unidimensionais, onde, além da divisao em K subdominios espaciais, existe também a

divisao em J subdominios temporais, gerando assim uma abordagem altamente paralelizavel
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(ver FIGURA 23 para o caso unidimensional). Este método é dado pelo ALGORITMO 6
que encontra-se na FIGURA 24.

FIGURA 23 - METODO DOS SUBDOMINIOS NO ESPACO E NO TEMPO COM K =3 e
J =2

Q Qg
lf, =1y A A
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FONTE: Autor (2022).

Note-se que a abordagem proposta em Gander, Kwok e Mandal (2020) é um caso

especifico da abordagem apresentada em Ong e Mandal (2018), quando tem-se J = 1.

Neste trabalho, utiliza-se um método baseado na metodologia de Ong e Mandal
(2018), porém adotando-se o nimero minimo de subdominios espaciais (K = 1) e um
numero reduzido de subdominios temporais J visando reduzir as oscila¢oes no inicio
do processo iterativo (ver FIGURA 25 para o problema bidimensional). Isto porque, ao
utilizar-se subdominios no espago para resolver a equacao da onda, pode-se ter um aumento

nas perturbagoes iniciais geradas ao utilizar métodos paralelizdveis (GANDER; KWOK;
MANDAL, 2020).

Na FIGURA 25, aplica-se o método Waveform Relazation a fim de encontrar
uma solucao no primeiro subdominio {21, que vai de ¢y, a ty e até que se atinja um
critério de parada pré-estabelecido. Neste trabalho o critério de parada escolhido utiliza
a norma infinito do residuo adimensionalizado. Em seguida, toma-se esta solu¢ao como
estimativa inicial para o subdominio {25, que vai de ty, a ty,, até que novamente se atinja
o critério de parada. Este processo repete-se até que se alcance a solugao desejada em
tf, que neste exemplo vai até ty, = t;. Neste trabalho, propoe-se uma analise detalhada
desta metodologia, e busca-se reduzir as oscilagoes no inicio do processo iterativo, para
com isso, melhorar os indicadores associados aos métodos de varredura no tempo que sao
paralelizaveis. Para tal, analisam-se o efeito de parametros como intervalo de tempo e

espaco, propriedades fisicas da onda, nimero de subdominios temporais, entre outros.

Solucoes eficientes para a equagao da onda unidimensional ja se encontram na
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FIGURA 24 - DIAGRAMA COM O ALGORITMO 6 PARA O METODO WAVEFORM
RELAXATION COM K SUBDOMINIOS NO ESPACO E J SUBDOMINIOS
NO TEMPO.
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FONTE: O autor.

literatura, como em Baccouch e Temimi (2021) para os métodos de alta ordem e em Erbay,
Erbay e Erkip (2021) para os casos nao lineares. No entanto, ainda ha desafios a serem
resolvidos quando se emprega o método Multigrid, especialmente quando se combinam
com esquemas que permitem a paralelizagio (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020). Neste
sentido, uma das principais contibuig¢oes deste trabalho concentra-se na utilizacao do
método Subdominios no Tempo, combinado com a estratégia Waveform Relaxation e o

método Multigrid, a fim de reduzir as grandes perturbagoes iniciais existentes em Gander,
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Kwok e Mandal (2020). Ao contrario do método originalmente proposto em Ong e Mandal
(2018), aqui trabalha-se com um nimero reduzido de subdominios no tempo, com o objetivo
de reduzir o tempo de CPU e, ao mesmo tempo, aumentar o grau de paralelizacao dos

cddigos utilizados.

FIGURA 25 - METODO DOS SUBDOMINIOS NO TEMPO COM K =1e J = 3.
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FONTE: O autor.
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5 VERIFICACAO DOS CODIGOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo abordam-se técnicas de verificagao de codigo, a partir de simulagoes
numéricas e andlises a posteriori dos resultados encontrados com as formulagdes Multigrid
e Singlegrid, usando o suavizador Gauss-Seidel com ordenacao red-black (ADAMS et al.,
2003). Os testes foram realizados em um computador com processador Intel Corei3 1.5 GHz,
4 GB de RAM e sistema operacional Windows 10, com 64 bits e precisao dupla. Apesar
das tabelas e figuras desta se¢ao apresentarem resultados apenas para a varredura Time-
Stepping sem subdominios, os problemas 1D e 2D aqui apresentados foram resolvidos com

as técnicas Time-Stepping e Waveform Relazation, com e sem o método dos Subdominios.

5.1 Problemas abordados

O problema 1D modelado pelas Eqgs. (2.20) a (2.23), é resolvido admitindo-se
a; = 2, com a configuragdo inicial fi(x) = sen(mwz), velocidade inicial g1 (x) = 0, tempo final
ty =1,0s, com z € (0,1) (BURDEN; FAIRES, 2016) e pardmetro 7; = 0,5 (CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013). Adota-se o mesmo nimero de pontos na discretizagao espacial e
temporal, ou seja, N, = N;. O problema unidimensional de vibra¢do de uma corda fixa

nas extremidades pode ser ilustrado, para alguns valores de t, pela FIGURA 26 para

Nx:Nt:28+1

O problema 2D modelado pelas Eqs. (2.29) a (2.32) é solucionado com ay = 2,
a configuragao inicial fo(z,y) = sen(mz)sen(mwy), velocidade inicial go(z,y) = 0, tempo
final t; = 1,0s, com (z,y) € (0,1) x (0,1) (DEHGHAN; MOHEBBI, 2008) e parametro
ne = 0,5 (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Adota-se o mesmo nimero de pontos na
discretizagao espacial e temporal N, = N, = ;. A seguir ilustra-se o comportamento de

uma membrana quadrangular, para alguns valores de ¢ e mantendo as bordas fixas, na
FIGURA 27 para N, = N, = N, =27 4+ 1.

5.2 Erro de discretizacao

O erro de discretizagdo esta associado ao tamanho dos elementos da malha
utilizada, para efeito de verificacdo do comportamento desse tipo de erro, consideram-se
inerentes os erros de discretizagao, iteracao e arredondamento. Apresenta-se na TABELA 1
a norma infinito dos erros de discretizacao minimizando o erro de iteragao. Para isso, em
cada simulacao ocorre até o erro de maquina; com precisao dupla. A seguir, apresenta-se
a notacao utilizada: N para o ntimero de pontos em cada uma das direcoes x, y e t; F
para erro de discretizacdo; SG e MG para o uso dos métodos Singlegrid e Multigrid,
respectivamente; e 1D e 2D para a dimensao do problema. No caso da primeira coluna
da TABELA 1 os nimeros de pontos sao N = N, = N, e N = N, = N, = N;, para o
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FIGURA 26 — VIBRACAO DE UMA CORDA FIXA NAS EXTREMIDADES.
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FONTE: Autor (2022).

problema 1D e 2D, respectivamente.

TABELA 1 - ERRO DE DISCRETIZACAO PARA DIFERENTES NUMEROS DE PONTOS

N || Esc-10|]oo || Exvic-1D]]oo || Esc—20|]oo || Evic—2p] |0
23 41 2,2247690E4-00 | 2,2247690E+00 | 1,23215155E+00 | 1,23215155E400
24 +1 7,3045048E-01 7,3045048E-01 | 3,42788395E-01 | 3,42788395E-01
25 +1 7,4352845E-02 | 7,4352845E-02 | 7,83783302E-02 | 7,83783302E-02
2641 5,2713778E-03 | 5,2713778E-03 1,88555766E-02 1,88555766E-02
2T 41| 3,4245672E-04 | 3,4245672E-04 | 4,67832780E-03 | 4,67832780E-03
28 + 1| 2,1705113E-05 | 2,1705113E-05 | 1,16979496E-03 | 1,16979494E-03
29 +1 | 1,3643499E-06 1,3643496E-06 | 2,92791365E-04 | 2,92791376E-04

Verificou-se uma caracteristica desejada nos processos de aproximacao, para ambos

os problemas 1D e 2D, ja que o erro de discretizacao diminui a medida que a malha é
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refinada. Nota-se que, independente de se usar o método Multigrid ou Singlegrid, o erro de

discretizacao é praticamente o mesmo.

FIGURA 27 - VIBRACAO DE UMA MEMBRANA FIXA NAS EXTREMIDADES.
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FONTE: Autor (2022).

5.3 Ordens efetiva e aparente

A ordem das aproximacoes dos métodos numéricos pode ser verificada utilizando a
ordem aparente Py e a ordem efetiva Pg (MARCHI; SILVA, 2005; DEHGHAN; MOHEBBI,
2008). Utiliza-se aqui o estimador de Richardson baseado na ordem aparente do erro

numérico, dada por

log ¢2 - ¢3
B b1 — P2
Fr= log(q) (5:1)

em que ¢, ¢ e ¢3 indicam, respectivamente, as solugoes nas malhas fina, grossa e super

grossa, e q a razao de refino. Quando a solugao analitica é conhecida, pode-se calcular Pg
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log(q)

com

em que E(¢9) e E(¢;) representam os erros na malha grossa e fina, respectivamente. A
seguir encontram-se os valores das ordens aparente e efetiva com diferentes malhas para a
equacao da onda 1D e 2D, respectivamente, nas FIGURAS 28 e 29.

FIGURA 28 - ORDENS APARENTE E EFETIVA - 1D.

0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06
h

O F

FONTE: Autor (2022).

Constata-se na FIGURA 28 que Py e Pg tendem para 4,0, como apresentado
em Cuminato e Meneguette (CUMINATO; MENEGUETTE, 2013). Portanto, o modelo
apresentado nas Eqgs. (2.46) e (2.52), ambas de quarta ordem para 7, = hy, produz um
método de quarta ordem no caso 1D, caracteristica almejada nos métodos aproximados.
No caso 2D, na FIGURA 29, Py e Pg tendem para 2,0, pois a Eq. (2.64) é de quarta
ordem para 7, = h, = h,, mas a Eq. (2.70) é de segunda ordem, assim tem-se um
método de segunda ordem. Estes resultados também podem ser confirmados com auxilio
da TABELA 1.

Por exemplo, no caso 1D, para N = N, = N; = 27 +1 pontos, o erro é 3,4245672F-
04 e diminuindo o tamanho de h, pela metade, ou seja, N = 2% + 1 pontos, o novo erro é
2,1705113 E-05, reduzindo cerca de 16 vezes. Mas para o caso 2D, diminuindo os tamanhos

de h, e h, dos elementos pela metade, o novo erro ¢ reduzido cerca de 4 vezes.
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FIGURA 29 - ORDENS APARENTE E EFETIVA - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

Outra possibilidade ¢ a utilizacdo da solugdao analitica para a estimativa da

1
i)j

Neste sentido, alguns testes foram realizados, os quais produziram resultados para Py e

condicao inicial v; ; no tempo %9, nos problemas que tal solugao analitica é conhecida.

Pr semelhantes aos encontrados na FIGURA 29 com as estimativas dadas em Burden e
Faires (2016).

Destaca-se ainda que os resultados finais obtidos nas verifica¢oes, tanto para erros
quanto para ordens aparentes e efetivas, foram os mesmos para os métodos Time-Stepping

e Waveform Relazxation, com e sem Subdominios para ambos os casos 1D e 2D.



70

6 RESULTADOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com a implementacao dos
métodos Time-Stepping e Waveform Relazation para os problemas 1D e 2D. Adotam-se
o pardmetro n = n; = 12 = 0,5, usando o ciclo V(vy,5) com os valores de vy = vy =2 e
a = a; = ag = 2. A solucdo do sistema de equacoes, resultante da discretizagdo com o
MDF ponderado, é realizada com Singlegrid e Multigrid, com o solver Gauss-Seidel com
ordenagao lexicografica. No caso do Multigrid, todos os niveis de malha sao percorridos,
ou seja, assumem-se 0 nimero maximo de niveis de malha. Adota-se o critério de parada
7 |oo/]|7°|00 < 1072, onde 7% e 7 sd0 0s residuos gerados na iteracdo atual e na estimativa

inicial, respectivamente.

6.1 Método Time-Stepping (TS) - 1D e 2D

6.1.1 Solucao aproximada

A seguir apresentam-se os resultados para o problema modelado pela equacao
da onda 1D, definido pelas Eqgs. (2.20) a (2.23), usando o método Time-Stepping para o
método Singlegrid, com t; = 1s, com e x € (0,1), N, = N; = 2% + 1 pontos, para verificar
o comportamento da solugao ao longo do processo iterativo. Nas FIGURAS 30, 31, 32,

respectivamente para 1, 5 e 25 iteracoes, todas no segundo passo de tempo k = 2.

FIGURA 30 — SOLUCAO APROXIMADA COM 1 ITERACAO DO SINGLEGRID COM TIME-
STEPPING - 1D.
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FONTE: Autor (2022).
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FIGURA 31 - SOLUCAO APROXIMADA COM 5 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
TIME-STEPPING - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 32 - SOLUCAO APROXIMADA COM 25 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
TIME-STEPPING - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

Verifica-se que com algumas iteragoes do método Singlegrid, a solucao aproximada
tende para a solugdo analitica. Ao realizar um ciclo V(2,2) do Multigrid a solugao

aproximada ja se encontra relativamente préxima da solucdo analitica (ver FIGURA 33).

A convergéncia da solugao aproximada pode ser vista graficamente na FIGURA 34,
onde o erro é apresentado em relagdo ao nimero de iteragoes (it) para o Singlegrid (SG)

e Multigrid (MG). Deve-se frisar que cada ciclo MG realiza quatro iteragbes no sistema
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FIGURA 33 - SOLUCAO APROXIMADA COM 1 ITERACAO DO MULTIGRID COM TIME-
STEPPING - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

original, ou seja, na malha fina; as demais iteracoes nas malhas mais grossas sao realizadas

na equacao residual.

FIGURA 34 - ERRO VERSUS ITERACOES COM SINGLEGRID E MULTIGRID - TIME-
STEPPING - 1D.

w

||Erro]|

FONTE: Autor (2022).

Verifica-se a existéncia de um valor limite para o erro a medida que as iteragoes
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vao sendo realizadas, isso estd associado ao erro de discretizagdo da malha utilizada. Porém,
o residuo continua diminuindo até atingir o erro de maquina, a medida que as iteragoes
sao realizadas com o Singlegrid e Multigrid (ver FIGURA 35).

FIGURA 35 - RESIDUO VERSUS ITERACOES COM SINGLEGRID E MULTIGRID - TIME-
STEPPING.

4]

[Irl]

FONTE: Autor (2022).

6.1.2 Fator de convergéncia

Com o objetivo de verificar quais os intervalos e os valores das variaveis utilizadas
2

‘ . A T N
nos calculos, consideram-se o parametro A = azﬁ, e o fator de convergéncia p, em que

it—1

p = |7 ]oo/||7" ||, com 7 e r*~! sendo os residuos gerados na iteracao atual e na

iteracao anterior, respectivamente. Sabe-se que p ~ 0 determina métodos mais eficientes,
enquanto que p ~ 1, significa o contrario (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).
De acordo com Horton e Vandewalle (1995a) e Thole e Trottenberg (1986), A pode ser
considerado como uma medida do grau de anisotropia no operador discretizado em uma
determinada malha e tal anisotropia pode afetar o desempenho do solver. Como A depende
dos incrementos de tempo e espaco adotados na discretizagdo e também da velocidade de
propagacao da onda, entao tem-se uma medida de anisotropia fisica e geométrica para a

equacao da onda. Essa abordagem também pode ser utilizada para encontrar os intervalos
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de A, onde o Multigrid e o Singlegrid sdo mais eficientes. Este indicador é calculado para

diferentes malhas para os problemas 1D e 2D, ver FIGURAS 36 e 37 respectivamente.

FIGURA 36 - FATOR DE CONVERGENCIA PARA DIVERSAS MALHAS E VALORES DE
A COM TIME-STEPPING - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

Verifica-se que em ambos os casos, 1D e 2D, para os métodos, SG e MG, com
valores de log(\) < 0, tem-se p pequeno, o que implica a alta eficiéncia de ambos os métodos.
A medida que log(\) aumenta, o SG apresenta valores de p &~ 1, tanto para problemas 1D
como para 2D, ou seja, ele é ineficiente neste intervalo. Neste mesmo intervalo, ou seja,
log(\) > 0, o fator de convergéncia do MG para o problema 1D apresenta valores de p ~
0,45. Para o problema 2D, o fator de convergéncia do método MG se mantém pequeno,
p~ 0,1. Assim, o método MG proposto para a equacao da onda é muito mais eficiente
para estes valores de A. Além disso, pode-se perceber que os valores de p tendem a nao

depender do valor de A para malhas mais refinadas, caracterizando assim a robustez do
método (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000).

Devido as limitagdes de meméria, pdde-se perceber pelas FIGURAS 36 e 37, que
foram utilizados os niimeros maximos de N = 2! +1 ¢ N = 2% + 1 para os problemas 1D

e 2D, respectivamente.

6.1.3 Ordem de complexidade

De acordo com Burden e Faires (2016), com os resultados do tempo computacional

topy pode-se realizar um ajuste geométrico (ou ndo linear) para verificar a complexidade
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FIGURA 37 - FATOR DE CONVERGENCIA PARA DIVERSAS MALHAS E VALORES DE
A COM TIME-STEPPING - 2D.

do algoritmo utilizado, onde

em que ¢ é o coeficiente relativo ao método, p representa a ordem de complexidade do
solver associado a inclinagao da curva de ajuste e N é o niimero total de variaveis do
problema, ou seja, N = (N, — 2)(N; — 2) para o caso 1D e N = (N, — 2)(N, — 2)(NV; — 2)
para o caso 2D. Teoricamente p deve estar préximo da unidade para o caso do Multigrid,
indicando seu comportamento linear (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER,
2000). Nas TABELAS 2 e 3 apresentam-se os resultados destes pardmetros para os casos
1D e 2D, com Multigrid e Singledrid, para diferentes valores de A, que guarda informagoes

dos aspectos fisicos como « e os aspectos numéricos como h e 7. Para encontrar o valor de

Iogz(?\.)

FONTE: Autor (2022).

A, mantém-se N fixo e varia-se o ty.

— 14
tCPU = C.N s

(6.1)

TABELA 2 - PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO COM TIME-STEPPING - 1D

A

CMm@

Pma

Csa

Psac

100
10
102
10°
10*
10°

1,00E-05
7, 00E-06
2,00E-05
3,00E-05
4,00E-05
5,00E-05

0,8041
0,9559
0,9249
0,9161
0,9012
0,9421

1,00E-05
2,00E-05
4,00E-05
5,00E-05
7,00E-06
3,00E-06

0,0723
1,0364
1,1175
1,2558
1,5312
1,7894
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TABELA 3 - PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO COM TIME-STEPPING - 2D

A MG pPyMG csG psa
10° | 7,00E-06 | 0,9518 | 1,00E-05 | 0,9615
10! | 1,00E-05 | 0,9438 | 5,00E-05 | 0,9922
102 2,00E-05 | 0,9221 | 1,00E-05 | 1,2251
103 2,00E-05 | 0,9341 | 7,00E-07 | 1,5693
10* | 2,00E-05 | 0,9478 | 2,00E-06 | 1,6028
10° | 2,00E-05 | 1,0071 | 4,00E-07 | 1,7752

Verifica-se uma semelhanca entre as ordens de complexidade para os casos 1D e
2D. Em ambos, a medida que A aumenta, tem-se o py;g com valores proximos de 1 e pga
préximos de 2. Isto confirma o comportamento linear do método Multigrid, apontando
também uma certa desvantagem ao usar o método Singlegrid para valores grandes de A,
que é obtido ao usar ¢; maiores e/ou nimeros de onda a grandes e/ou malhas espaciais

muito refinadas (valores de interesse pratico).

6.1.4 Speed-up

Na sequéncia encontra-se a razao entre o tempo computacional do Singlegrid e

Multigrid com o aumento do ntimero de incognitas e define-se

lepusa

Speed-up = (6.2)

tcpuma

As FIGURAS 38 e 39, apresentam respectivamente, para os casos 1D e 2D, os

valores dos Speed-ups para diversos valores de N e de \.

Nota-se que em ambos os casos, 1D e 2D, o Speed-up aumenta para valores maiores
de N (propriedade desejavel) e aumenta significativamente para valores maiores de A.
Por exemplo, no caso 2D, para A = 10°, com N, = N, = N, = 27 + 1, ou seja, com
N = 2.048.383 incognitas, o método Multigrid apresenta topyye = 16,4s e o Singlegrid
tepusa = 5291,8s, portanto, o Multigrid resolve o problema aproximadamente 322 vezes

mais rapido.

6.2 Método Waveform Relaxation padrao (WR) - 1D

Nesta se¢do apresentam-se os resultados obtidos com Waveform Relazation padrao
(ou convencional) para o problemas 1D. Para verificagdo dos resultados encontrados,
também apresentam-se a solu¢cdo de um problema semelhante ao apresentado por Gander,

Kwok e Mandal (2020), mas com condi¢oes iniciais e condigoes de contorno diferentes.
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FIGURA 38 - SPEED-UP VERSUS N COM TIME-STEPPING - 1D.

FONTE: Autor (2022).

6.2.1 Solucao aproximada

A seguir, verifica-se o comportamento oscilatério da solugao aproximada durante o
processo de iterativo para o problema 1D, abordado na secao 6.1 e modelado pela equagao
da onda definida pelas Egs. (2.20) a (2.23), usando-se o método Waveform Relazation
padrao, com ty = 1,0s, z € (0,1), N, = N, = 27 + 1 pontos, o pardmetro n = 0,5, com
A =4, com Singlegrid e solver Gauss-Seidel com ordenagao red-black. Ver as FIGURAS
40, 41, 42 e 43, respectivamente para 2, 50, 200 e 1000 iteragoes.

Observa-se que existem fortes oscilagoes iniciais ao aplicar o método Waveform
Relazation padrao, mesmo quando se utilizam malhas mais grosseiras (com menos pontos).
Apesar da forte oscilagdo no inicio do processo, a solu¢do numérica converge para os
valores desejados, ou seja, os erros numéricos sao reduzidos a medida que as iteragoes
sao realizadas. Destaca-se que estas oscilagoes iniciais nao sao encontradas ao utilizar o

método Time-Stepping.

Na FIGURA 44 é possivel observar o comportamento da norma infinito do residuo
a medida que as iteracoes sao realizadas, para Singlegrid e Multigrid, para o mesmo
problema tratado nas FIGURAS 40 - 43.

Embora o método Multigrid execute menos ciclos do que o método Singlegrid,
a ordem de perturbacao gerada pelos residuos é a mesma em ambos os métodos. Estas

perturbagoes iniciais nao sao uma caracteristica desejavel no processo de aproximagao, que
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FIGURA 39 - SPEED-UP VERSUS N COM TIME-STEPPING - 2D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 40 - SOLUCAO APROXIMADA COM 2 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

apesar de ja serem descritas na literatura, as suas causas ainda continuam desconhecidas
e interferem negativamente nos parametros de interesse, como fatores de convergéncia e
tempo de CPU (GANDER; KWOK; MANDAL, 2020).

Na FIGURA 45, apresentam-se a norma infinito dos residuos para diferentes

numeros de pontos, com o tempo final fixado em t; = 1,0s, e na FIGURA 46 varia-se o
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FIGURA 41 - SOLUCAO APROXIMADA COM 50 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 42 — SOLUCAO APROXIMADA COM 500 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

tempo final ¢;, com N = N, = N, = 2"+ 1. Ambas figuras utilizam Singlegrid e Waveform

Relazation padrao.

Nota-se que com o aumento no tempo final, o residuo maximo aumenta
consideravelmente, para a ordem de 10?5, esta caracteristica é semelhante ao que acontece
quando o nimero de pontos na malha aumenta. Isto implica em uma perda de eficiéncia
na resolucao de problemas com Waveform Relaxation e Singlegrid com muitos graus

de liberdade e¢/ou um tempo final relativamente grande. Encontram-se residuos muito
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FIGURA 43 - SOLUCAO APROXIMADA COM 1000 ITERACOES DO SINGLEGRID COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 1D.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 44 - RESIDUO VERSUS ITERACOES USANDO SINGLEGRID E MULTIGRID
COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO.
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FONTE: Autor (2022).

semelhantes quando se aplica o método Multigrid para estes casos, como visto na
FIGURA 44.

6.2.2 Fator de convergéncia médio

Com o aumento do residuo gerado ao se utilizar o método Waveform Relazation
padrao, os fatores de convergéncia assintotica p acabam sendo afetados negativamente,
com isso estes fatores nao conseguem representar fielmente o comportamento do processo

iterativo, ja que proximos do final eles tendem a ser menores do que ao longo de todo o
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FIGURA 45 - RESIDUO VERSUS ITERAGOES VARIANDO N, COM t; = 1,0s FIXO,
COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 46 - RESIDUO VERSUS ITERACOES VARIANDO ty COM N = 27+1 FIXO, COM
WAVEFORM RELAXATION PADRAO.
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FONTE: Autor (2022).

processo. Desta maneira, utiliza-se o fator de convergéncia médio p,, dado em Trottenberg

e Clees (2009), por este parametro ser mais representativo. Ele é dado por

| N | ES | it | PR | i
| P | e S IVl | R | IS

Pm = /P P2 Pit = (6.3)

ou, ainda
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(6.4)

Além disso, de acordo com Horton e Vandewalle (1995a) e Thole e Trottenberg
(1986), o nivel de anisotropia A = a*7%/h? no operador discretizado numa determinada
malha, pode afetar o desempenho de todo o método. Isto porque A depende tanto dos
incrementos temporais e espaciais (adotados na discretizagao), como da velocidade de
propagacao da onda. Portanto, como ja foi dito, A representa uma medida de anisotropia
fisica e geométrica para a equacao da onda. E neste caso, o tempo final do problema pode

ser escrito dependendo diretamente de A e o, com a expressao ty = \/X/ Q.

Aqui, apresentam-se os resultados do teste, onde varia-se o valor do pardmetro
A e calcula-se p,, para uma vasta gama de problemas de propagacao de ondas. A fim
de verificar o comportamento do Waveform Relazation padrao, utilizam-se os métodos
Singlegrid e Multigrid (ver FIGURA 61).

FIGURA 47 — p,, VERSUS A PARA O METODO WAVEFORM RELAXATION PADRAO
COM SINGLEGRID E MULTIGRID.

FONTE: Autor (2022).

Pode-se observar na FIGURA 47, que a medida que A aumenta, os fatores de
convergéncia média dos métodos Singlegrid e Multigrid também aumentam, tornando-se
pm ~ 1,0; uma propriedade que nao é boa para o processo de aproximacao. Com isto,
pode-se concluir que o modelo de solug¢ao nao é eficiente e nem robusto para valores
intermédios ou grandes de A (casos de problemas em malhas refinadas e tempos finais

maiores). Este resultado ratifica a hipitese de que é ineficiente aplicar o método Waveform
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Relazation padrao para resolver a equacao da onda, seja com os métodos Singlegrid ou
Multigrid.

O problema da simulacao computacional de ondas hiperbdlicas transiente pode ser
resolvido de diferentes maneiras, mas a maioria delas tem limitacoes, especialmente para
tempos finais relativamente grandes. Para estes casos, esquemas explicitos apresentam
instabilidades que comprometem a confiabilidade da solugao aproximada (BAILLY; JUVE,
2000). Como visto anteriormente, mesmo os métodos implicitos apresentam dificuldades
para resolver estes casos, ja que no inicio do processo iterativo, as solu¢oes aproximadas
apresentam fortes oscilagoes, que sao suavizadas a medida que o niimero de iteragoes
aumenta (ver FIGURA 45 e FIGURA 46), porém este comportamento compromete
seriamente a eficiéncia de tais métodos. Portanto, procura-se melhorar a aplicabilidade
de métodos paralelizaveis, tais como o Waveform Relazation. Para tal, combina-se a

metodologia desenvolvida até agora com o método Subdominios no Tempo.

6.3 Método Waveform Relaxation com Subdominios - 1D

A partir desta secao, apresentam-se os resultados do Waveform Relazation
combinado com o método dos Subdominios no tempo. Para tal, adotam-se K = 1 para o
numero de subdominios espaciais. Para o nimero J de subdominios no tempo, adotam-se o
menor valor possivel, desde que seja capaz de fornecer bons fatores de convergéncia média
(pm). Seguem os valores adotados para J na TABELA 4, que podem variar dependendo
dos valores de N? = N,N; e A. A escolha de J baseia-se na anélise empirica dos dados,
de modo que o p,, < 0,4 para o método Multigrid, e assim, o modelo numérico implicito
possa ser considerado aceitavel (TROTTENBERG; CLEES, 2009).

TABELA 4 - NUMERO DE SUBDOMINIOS .J PARA OS VALORES DE N2 E \

NZ\X 1072 107t 10° 10" 107 107 10" 10%° 107% 1077

2+ 1?7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2'+1)2 1 11 1 2 2 2 2 2 2
(2°+1)2 1 11 2 2 2 2 2 2 2
(26+1)2 1 1 2 4 4 4 4 4 4 4
27+1)2 1 1 2 4 8 8 8 8 8 8
(28412 1 2 8 16 16 16 16 16 16 16

Realizaram-se varios testes com diferentes combinagdes para a escolha do nimero
de subdominios adequado com cada A e N2. Visto que, como apresentado nas FIGURAS
45 e 46, o aumento do residuo influencia negativamente no processo de aproximacao. Outra
possibilidade para auxiliar na escolha do nimero de subdominios, seria adotar um limite

superior o ||7||oo. Porém, neste trabalho optou-se por nao utilizé-lo, a fim de realizar
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comparagoes com os resultados de Ong e Mandal (2018) e Gander, Kwok e Mandal (2020).

Deve-se notar que para valores maiores de J, o nimero de pontos espaciais dentro
de cada subdominio sera menor, o que pode reduzir o nivel de paralelizagdo do método.
Por exemplo: para um problema 1D com N, = N; = 2% + 1, tem-se para J = 1 um tnico
dominio {2 com 65 pontos espaciais; mas para J = 2, tem-se 2; com 33 pontos espaciais e
{25 com 32 pontos espaciais; para o caso de J = 4, tem-se {2; com 17 pontos espaciais e os
trés subdominios (25, {23 e {24 com 16 pontos espaciais cada. Assim, é sempre interessante
ter o menor valor possivel para J, mas no caso de J = 1, tem-se o método Waveform

Relaxation padrao, o qual observou-se nao ser eficiente para a equagao da onda.

Também é possivel notar que para dominios discretizados com N pequenos, é
possivel trabalhar com um pequeno nimero de subdominios no tempo, independentemente
do valor de A\. Mas para problemas com /N grandes, dependendo do valor de A, fica invidvel
trabalhar com J pequeno, ja que as instabilidades do método Waveform Relaxation padrao
afetam negativamente os valores de p,,. Salienta-se que todos os testes 1D seguintes foram

realizados utilizando o nimero de subdominios no tempo presentes na TABELA 4.

Na tentativa de resolver o problema das perturbacoes iniciais, que geram residuos
mais elevados durante o inicio das iterac¢oes, analisam-se os parametros do método proposto
originalmente por Ong e Mandal (2018) (por exemplo, FIGURA 23), com o objetivo de
melhorar os fatores de convergéncia médio. Mantém-se o nimero de subdominios espaciais
fixado em K = 1 e analisam-se o nimero de subdominios temporais J. Desta forma,
obtém-se uma estratégia altamente paralelizavel ao utilizar o método Waveform Relazation.
As FIGURAS 48 e 49 mostram o comportamento do residuo para J = 1 e J = 4,
respectivamente, usando Singlegrid para N = 2% 4+ 1 ou seja, um total de N? = 66049
pontos e ty = 1,0s.

Observa-se que ao utilizar apenas um subdominio temporal (J = 1), tem-se o
topy = 14,155 com um residuo méximo da ordem de 10°3. Contudo, utilizando quatro
subdominios no tempo (J = 4) e com ty = 0,0s, ty1 = 0,25s, t72 = 0,50s, tr3 = 0,75s e
t; = 1,0s, tem-se o residuo maximo na ordem de 10'? e o tempo de processamento cai

para tcpy = 4,01s.

Na FIGURA 50 pode-se observar o comportamento do residuo maximo
relativamente a variacdo do nimero de subdominios temporais J e os valores de N,

considerando K = 1.

Verificam-se que as maiores redugoes dos residuos maximos encontram-se nas
primeiras subdivisdes do dominio. Por exemplo, para N = 28 + 1 e J = 1, o residuo
maximo tem uma ordem de 10°® e topy = 14,15s, contudo, quando se usa J = 8, este
residuo diminui para uma ordem de 10° e topy = 2,35s. Destaca-se ainda a melhoria

consideravel na ordem dos residuos méaximos e do tempo de processamento, ao utilzar o
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FIGURA 48 - RESIDUO VERSUS ITERACOES PARA t; =10s, N=28+1, K=1E J =1
USANDO WAVEFORM RELAXATION PADRAO.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 49 - RESIDUO VERSUS ITERACOES PARA tr = 1,0s, N = 28 + 1, USANDO
WAVEFORM RELAXATION COM K =1 E J = 4 SUBDOMINIOS.

0 a0 100 150 200 2480 300 350 400 450
it

FONTE: Autor (2022).

método Waveform Relazation combinado com o método dos Subdominios no Tempo.

6.3.1 Fator de convergéncia médio

Na FIGURA 51 apresenta-se os fatores de convergéncia médios p,, para os métodos
Multigrid e Singlegrid, com diferentes valores de A e N, usando o método Waveform
Relazxation com J = 8 subdominios temporais e K = 1 subdominio espacial, tanto para o

Singlegrid como para o Multigrid.
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FIGURA 50 - RESIDUO VERSUS J PARA O t; = 10s E K = 1, PARA
DIVERSOS VALORES DE N, USANDO WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS.
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FONTE: Autor (2022).

Observa-se na FIGURA 51, que ambos os métodos, Multigrid e Singlegrid,
apresentam p,, ~ 0,0 para valores logs(\) < —5,0, o que implica uma alta eficiéncia.
Mas, com o aumento de logs(A), o método Singlegrid apresenta valores de p,, ~ 1,0 com
o refinamento da malha, ou seja, o método é ineficiente nesta regidao. Para este mesmo
intervalo, o método Multigrid apresenta valores de p,, ~ 0,4. No pior caso, na regiao perto
de A = 102, o Multigrid apresenta valores de p,, =~ 0,45, sendo muito inferior aos valores

apresentados pelo método Singlegrid.

Portanto, o método Multigrid proposto para a equagao da onda é mais eficiente
para estes valores de A. Além disso, nota-se que os valores de p,, tendem a nao depender
do valor de A\ para malhas mais refinadas, o que evidencia a robustez do método. Neste
trabalho, valores elevados de A podem significar tempos finais maiores ou niimeros de onda

a grandes, ou até mesmo, malhas espaciais altamente refinadas.

Outro exemplo pode ser dado adotando-se A = 10*, com N = 28 +1, J = 16
subdominios temporais e K = 1 subdominio espacial. Neste caso, para o método Singlegrid,
tem-se topy = 1320,62s, com p,,, =~ 0,9999 e aproximadamente 120000 iteracoes. Ja para o
método Multigrid, tem-se tcpy = 4,67s, p, =~ 0,4301, e um total de 23 ciclos-V(2,2), o
que corrobora a vantagem ao se aplicar o Multigrid proposto neste trabalho. Uma possivel
explicagdo para estas vantagens pode estar na reducao do fator de convergéncia médio do
método Multigrid com o aumento do nimero de subdominios temporais (.J), como pode-se

observar na FIGURA 52.
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FIGURA 51 - p,, PARA 0OS METODOS MULTIGRID E SINGLEGRID, USANDO
WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS PARA J =8 E K = 1.
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FONTE: Autor (2022).

6.3.2 Ordem de complexidade

Calcula-se a ordem de complexidade usando-se a Eq. (6.1). A TABELA 5 apresenta
os valores obtidos para os parametros ¢ e p, no caso onde utilizou-se K =1 e J de acordo
com a TABELA 4. Deve-se lembrar que ¢ é o coeficiente do método, p representa a ordem
de complexidade relacionado com a inclinacao da curva obtida com ajuste nao linear e N

¢ o nimero total de incégnitas do problema. Teoricamente p deve ser proximo de 1 para o

método Multigrid (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2000).

TABELA 5 - PARAMETROS DO AJUSTE GEOMETRICO USANDO WAVEFORM
RELAXATION COM SUBDOMINIOS - 2D.

A csa Psa cma PyMG
10° 3,00E-04 0,6997 2,00E-04 0,7101
10t 2,00E-04 0,8943 4,00E-04 0,7822
102 9,00E-05 1,2051 1,00E-04 1,0319
10° 6,00E-05 1,6515 §&,00E-05 1,0833
10* 2,00E-06 1,8277 3,00E-04 0,8955
10° 2,00E-06 1,8188 1,00E-04 0,9898

Para o caso de o maiores, t; grandes ou malhas espaciais muito refinadas, tem-

se aumento nos valores de A, para os quais observa-se que os valores de py;¢ tendem
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FIGURA 52 - p,, PARA O MULTIGRID E SINGLEGRID VARIANDO O NUMERO DE
SUBDOMINIOS NO TEMPO J E N, PARA A =10°, K = 1.

FONTE: Autor (2022).

permanecer préoximos de 1 e os valores de pge aproximam-se de 2. Parece haver uma

relagdo entre A e p da mesma forma que existe entre N e p na Eq. (6.1).

6.3.3 Speed-up

Nesta segao, analisa-se o Speed-up, que é dado pela Eq. (6.2). Na FIGURA 53
mostram-se os resultados do Speed-up ao variar o numero total de incognitas N para

diferentes valores de A, considerando K =1e J = 8.

Note-se que o Speed-up é maior com o aumento do nimero incégnitas (propriedade
desejavel) e também para valores mais elevados de A. Por exemplo, quando A = 105,
com N = 2% +1 e J = 8 subdominios temporais, o método Multigrid tem um tempo de
processamento igual a topy = 8,13s e 0 Singlegrid um topy = 1477,82s, ou seja, o método

Multigrid resolve o problema cerca de 182 vezes mais rapido do que o Singlegrid.

6.4 Aplicagao: propagacao de pulso de uma onda unidimensional com reflexao

e inversao de fase

Aqui aborda-se um problema um pouco mais realistico, onde provoca-se uma
oscilagao em uma das extremidades de uma corda inicialmente em repouso. Este problema,
sem solugao analitica conhecida, é resolvido de forma aproximada, admitindo-se {2 = [0,1],

a =2, ty =1,0s, com configuracio e velocidades iniciais f(z) = g(z) = 0 e condigbes e
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FIGURA 53 - SPEED-UP VERSUS N PARA DIFERENTES VALORESDE A\, K =1e J =38,
USANDO WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS.

& 10!
10”
FONTE: Autor (2022).
contorno u(0,0) = wu(l,t) = 0, ou seja, tem-se uma corda com posi¢ao de repouso no

tempo inicial, fixada em ambas as extremidades. O tempo de experimento [to,ts] pode ser
dividido nos intervalos to = 0,t1,t2,t3,...., tp—1, p, tpt1, .oy 2tp, ..., ty = 1,0, onde ¢, € o tempo
em que a oscilagdo atinge a amplitude maxima. Aplica-se um impulso na extremidade
x = 0, de forma continua durante o intervalo [t3, 2t,]. O pulso inicial pode ser inserido no

problema impondo a seguinte condicao de contorno em z = 0,

0, para t € [to,t3)

w(0.4) = sen(rt), para t € [t3,t,) (6.5)
sen(m(2t, —t)), parat € [t,,2t,)
0, para t € [2t,,t]

Para o exemplo abordado adota-se t, = 0,109s, ou seja, 2t, = 0,218s, ..., A =10% e
N = 25 + 1. Na primeira linha da Eq. (6.5) a corda se mantém fixa, em seguida provoca-se
o inicio do pulso em t3, que vai aumentando sua amplitude até ¢, (amplitude méaxima) e a
partir de 2¢, a extremidade z = 0 é mantida fixa novamente. Pode-se observar a propagagao
do pulso a medida que o tempo varia nas FIGURAS 54 a 55, onde utilizou-se Waveform
Relazation com subdominios com K = 1 (subdominio espacial) e J = 4 (subdominios
temporais) e Multigrid.

Observa-se a propagacao do pulso sobre a corda, inicialmente em repouso, a

medida que o pulso toca a extremidade esquerda, que se encontrava fixa, ocorrendo a

inversao de fase, que é um caracteristica fisica conhecida. Este exemplo foi resolvido com
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o método Waveform Relazation com K =1 e J =1 (padrao) e Waveform Relazation com

subdominios temporais K = 1 e J = 4, combinado com o Singlegrid e Multigrid para

ambos os casos. A TABELA 6 mostra alguns dos parametros avaliados.
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FIGURA 54 - PROPAGACAO DE UM PULSO EM UMA CORDA PARA OS INSTANTES

to = 0,000s, t = 0,109s, t = 02185 E t =

0,406s, USANDO WAVEFORM

RELAXATION COM SUBDOMINIOS (K=1E J=4) E MULTIGRID.
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FONTE: Autor (2022).
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FIGURA 55 - PROPAGACAO DE UM PULSO EM UMA CORDA PARA OS INSTANTES
t = 0,500s, t = 0,640s, t = 0,734s E ¢ = 0,828s, USANDO WAVEFORM
RELAXATION COM SUBDOMINIOS (K =1 E J = 4) E MULTIGRID.
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FONTE: Autor (2022).
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TABELA 6 - PARAMETROS OBTIDOS DA SOLUCAO COM WAVEFORM RELAXATION
PADRAO (K = 1 EJ = 1) E COM WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS NO TEMPO (K = 1 E J = 4), PARA O PROBLEMA DE
PROPAGACAO DE UM PULSO.

W Rsa WERye WRsa-sup WDRyg-suB
topy  2.94E-01  1,67E-01  1.23E-01  6,59E-02
om 951E-01  T738E-01  8T72E-01  2,35E-02
Il 1,03E412 1,03E4+12 5,67E+01  5,67E+01

Percebe-se que ao usar subdominios no tempo, o tempo de processamento tcpy €
o residuo maximo ||r||s, diminuem significativamente. Evidencia-se esta melhora quando se
trata dos fatores de convergéncia médio p,,, especialmente ao empregar o método Multigrid,
reafirmando assim a eficiéncia deste método quando aplicado a problemas modelados pela

equagao da onda.

6.5 Método Waveform Relaxation padrao - 2D

A seguir, apresenta-se o comportamento oscilatério da solucao durante o processo
iterativo para o problema bidimensional usando o método Waveform Relazation padrao.
Para tal, resolve-se o problema modelado pelas Eqgs. (2.29 - 2.32), usando Singlegrid e o
solver Gauss-Seidel com ordenagao red-black, para uma malha com N = N, = N, = (27+1).
As FIGURAS 56 - 59 apresentam as solugoes aproximadas para a secao transversal com
y = 0,5m, para 5, 50, 200 e 1500 iteracoes, respectivamente, todas com o tempo final
ty =1,0s.

Verificam-se grandes oscilagoes iniciais ao aplicar o método Waveform Relaxation
padrao para o problema da equacgdo da onda bidimensional, mesmo ao se utilizar malhas
mais grosseiras. Apesar deste comportamento apresentado no inicio do processo iterativo,
pode-se observar novamente que a solucao numérica converge para os valores desejados a

medida que um grande nimero de iteracoes é realizado.

Na FIGURA 60 pode-se observar o comportamento da norma infinito do residuo
a medida que as iteragoes (it) sdo realizadas, para o método Singlegrid com Waveform

Relazation padrao.

As oscilagbes iniciais provocam um aumento consideravel dos residuos gerados pelas
solugoes aproximadas. Esta nao é uma caracteristica desejavel no processo de aproximacao,
pois isso interfere negativamente nos fatores de convergéncia, no tempo de CPU e outros
parametros. Mesmo utilizando o método Multigrid, a ordem da perturbacao do residuo ¢ a
mesma, embora este execute poucos ciclos e com um tempo de processamento bem menor

se comparado ao método Singlegrid.
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FIGURA 56 — SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 5 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 57 — SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 50 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

6.5.1 Fator de convergéncia médio

Aqui calculam-se os fatores de convergéncia médio para o método Waveform
Relazation aplicado ao problema bidimensional descrito no preambulo desta se¢ao 6.5, mas

com tempo final variavel.

Pode-se escrever o tempo final dependendo diretamente de A e o, com a expressao
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FIGURA 58 — SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 200 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 2D.
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FIGURA 59 — SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 1500 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION PADRAO - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

tr = VA /a. Depois, apresentam-se os resultados do exemplo, onde variam-se os valores do
parametro A e calculam-se p,, para um intervalo de A, que serve para a grande maioria
dos casos reais de propagagao de ondas. A fim de verificar o comportamento do método
Waveform Relaxation padrao, utilizando os métodos Singlegrid e Multigrid, veja a FIGURA
61.
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FIGURA 60 - RESIDUO VERSUS ITERACOES PARA O SINGLEGRID COM WAVEFORM
RELAXATION PADRAO - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

Pode-se observar na FIGURA 61, que a medida que A aumenta, os fatores de
convergéncia médios dos métodos Multigrid e Singlegrid também aumentam, tornando-se
pm ~ 1.0, o que nao é bom sinal. Com isto, pode-se concluir que o modelo de solucao
nao é eficiente e nem robusto para valores intermédios ou grandes A (neste caso tem-se
muitas incégnitas e tempos finais grandes). Este resultado ratifica a hipdtese de que é
ineficiente aplicar o método Waveform Relazation padrao para resolver a equacao da onda

bidimensional, seja com os métodos Multigrid ou Singlegrid.

O problema de simulagao computacional de ondas abordado neste trabalho pode
ser resolvido de diferentes maneiras, mas a maioria delas tem limitagoes, especialmente
para tempos finais relativamente grandes. Para estes casos, esquemas explicitos exibem
instabilidades que comprometem a confiabilidade da solu¢do aproximada (BAILLY; JUVE,
2000). Até mesmo os métodos implicitos apresentam dificuldades para resolver estes casos,
pois, como visto no inicio do processo iterativo, as solugoes aproximadas apresentam
fortes oscilagbes e que sao suavizadas a medida que o nimero de itera¢oes aumenta (ver
FIGURAS 56 - 59). Como ¢ sabido, isto compromete seriamente a eficiéncia de tais métodos.

Portanto, procura-se melhorar sua aplicabilidade.

6.6 Método Waveform Relaxation com Subdominios - 2D

A partir daqui, apresentam-se os resultados do método Waveform Relazxation
combinado com o método dos Subdominios para o problema de propagacao de ondas

bidimensional. Para tal, adota-se sempre K = 1 para o numero de subdominios espaciais.
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FIGURA 61 - p,, VERSUS A USANDO SINGLEGRID E MULTIGRID COM WAVEFORM
RELAXATION PADRAO - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

Para o nimero J de subdominios no tempo, adota-se sempre o menor valor possivel, mas

que seja capaz de fornecer bons fatores de convergéncia médios (p,).

Na TABELA 7 estao os valores utilizados para J, que podem variar dependendo
dos valores de N* = N,N,N; e \. Salienta-se que foram realizadas numerosas simulagoes
com as mais variadas combinac¢des no niimero de subdominios, onde a escolha de J foi

baseada na analise empirica destes dados.

TABELA 7 - NUMEROS DE SUBDOMINIOS NO TEMPO J ADOTADOS EM RELACAO
AOS VALORES DE N3 E )\ - 2D

N3\X 1072 107t 10° 10" 107 107 10T 10" 107° 1077
(22+1) 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
(214+1)3 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
(2541 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
(26 4+1)% 1 1 4 4 4 4 4 4 4 4
2T+1)3 1 2 8 8 8 8 8 8 8 8
(22 +1)% 1 4 8 16 16 16 16 16 16 16

Os valores presentes na TABELA 7 foram adotados de modo a que os fatores
de convergéncia médios sejam p,, < 0,4, com isto, tem-se um modelo numérico implicito
considerado aceitavel (TROTTENBERG; CLEES, 2009). Para que o nivel de paralelizagao
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seja maior, € de interesse ter o menor valor possivel para J. Observam-se ainda que, para
J =1, tem-se o método Waveform Relazation padrao, o qual sabe-se que nao ¢ eficiente

para este tipo de problema.

Também ¢é possivel notar que para dominios com um nimero pequeno de pontos
(N pequeno), é possivel trabalhar com um niimero pequeno para J, independentemente do
valor de A\. Mas para um nimero grande de pontos (N grande), dependendo do valor de A,
fica invidvel trabalhar com um niimero muito pequeno para .J, porque as instabilidades da
técnica Waveform Relazation padrao afetam negativamente os valores de p,,. Com base na
TABELA 7, pode-se afirmar que para os casos simulados aqui é necessario trabalhar com
um numero maximo de 16 malhas espaciais em cada subdominio temporal, garantindo

assim que cada subdominio espacial e temporal seja resolvido de forma eficiente.

Na FIGURA 62 pode-se observar o comportamento do residuo maximo em relagao

ao nimero de subdominios temporais .J, assim como os valores de /N, considerando K = 1.

FIGURA 62 - RESIDUO VERSUS J, PARA t; = 10s e K = 1, PARA DIVERSOS
VALORES DE N, COM SINGLEGRID E WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS.
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FONTE: Autor (2022).

Resolve-se o problema modelado pelas Eqgs. (2.31) a (2.34), que é o mesmo exemplo
abordado na se¢do 6.5, mas usando-se Waveform Relazation com J = 8 subdominios
no tempo e K = 1 subdominio no espago. A seguir apresenta-se as solugoes na secao
transversal com y = 0,5m, para 5, 50 e 200 iteragoes, respectivamente nas FIGURAS 63,
64 e 65. Na FIGURA 66 pode-se analisar o comportamento do residuo com o aumento do

numero de iteragoes.
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FIGURA 63 - SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 5 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS
(K=1EJ=38)-2D.
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FONTE: Autor (2022).

Observando e comparando as FIGURAS 66 e 60 verifica-se que as oscilagoes
iniciais foram significativamente reduzidas ao utilizar o método Waveform Relazation com
o Subdominios no tempo (ver FIGURA 66), sendo necessarias apenas 241 iteragoes para
que a solucao aproximada fique proxima da solucao desejada, bem menor do que as 1510

iteragoes necessarias ao utilizar o método Waveform Relazation padrao (ver FIGURA 60).

6.6.1 Fator de convergéncia médio

A seguir na FIGURA 67 apresentam-se os resultados obtidos para o fator de
convergéncia médio p,, ao aplicar o método Waveform Relazation com subdominios no

tempo, para o Multigrid e Singlegrid, para a mesma gama de problemas descritos na
FIGURA 61.

Notam-se que, ao contrario da FIGURA 61, na FIGURA 67 os valores de p,,
para o método Multigrid tendem a estabilizar p,, ~ 0,35 para A e N variando, com o
objetivo de abordar uma faixa maior problemas. Estes resultados demonstram a eficiéncia
e robustez do método Multigrid. Notam-se também que os fatores de convergéncia médios
do método Singlegrid aumentam e mantém-se proximos da unidade p,,, ~ 1,0, sempre
que A e N aumentam. O nimero de subdominios utilizados para cada uma das curvas
na FIGURA 67 pode ser encontrado na TABELA 7, onde para valores grandes de N e
A adotam-se J maiores. Pode-se observar também que para valores intermediarios de A,
tem-se os maiores valores de p,, para o método Multigrid, mas que em geral, ainda assim

sao bem menores do que tais valores com o método Singlegrid.
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FIGURA 64 - SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 50 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS
(K=1EJ=38)-2D.
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FONTE: Autor (2022).

6.6.2 Speed-up

Encontra-se uma forte relagdo entre o Speedup, que é a razao entre o tempo
computacional do Singlegrid (tcpusc) e Multigrid (tcpume) (Eq. 6.2) e nivel de refino da
malha. Ver FIGURA 68, para diferentes valores de A. Lembrando que N = (N, —2) (N,—

2)(N; — 2) é o nimero total de incognitas (graus de liberdade).

Nota-se que em todos os casos, o Speed-up aumenta para valores mais elevados
de N, que é uma propriedade desejavel, e aumenta significativamente para valores mais
elevados de X. Por exemplo, com A = 10' e N = 27 + 1, ou seja, com 2146689 pontos
e 2048383 graus de liberdade, utilizando o método Multigrid, tem-se tcpyypg = 455,19
s para J = 1 e tepypyag = 80,78 s para J = 8. Neste caso, o residuo maximo vai
de 5,19E+27 para 2,39E403. Se o mesmo exemplo for resolvido utilizando o método
Singledrid, tem-se as mesmas ordens para o residuo maximo, mas o tempo computacional
vai de topysa = 2447,46 s para topysa = 495,29 s. Ou seja, utilizando o método Multigrid
com J = §, resolve-se o problema aproximadamente 30 vezes mais rapido do que utilizando

Singlegrid com J = 1 e essa diferenca é maior para valores grandes de N ou .

Para valores maiores de )\, por exemplo com A = 10>, N = 2" +1e J = 1,
utilizando o método Multigrid, tem-se topyyg = 222,68 s e utilizando o método Singlegrid,
tem-se topysa = 26262,72 s. Ou seja, obtém-se a mesma solugao, mas aproximadamente
122 vezes mais rapida quando se utiliza o método Multigrid. Esta diferenca entre os

métodos é ainda maior quando se trabalha com J = 8 subdominios no tempo, uma vez
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FIGURA 65 - SOLUCAO APROXIMADA PARA O PERFIL y = 0,5 COM 200 ITERACOES
DO SINGLEGRID COM WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS
(K=1E.J=38)-2D.
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FONTE: Autor (2022).

FIGURA 66 - RESIDUO VERSUS ITERACOES COM SINGLEGRID USANDO WAVEFORM
RELAXATION COM SUBDOMINIOS NO TEMPO (PARA J = 8).
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FONTE: Autor (2022).

que o Multigrid resolve o problema 381 vezes mais rapido. Na secao 6.6.3 apresenta-se

uma analise dos efeitos do Multigrid e Subdominios separadamente.

6.6.3 Outras comparacoes

Pode-se perceber que a combinagao do método Subdominios com o método

Multigrid produz excelentes resultados para o Waveform Relazation. Mas a contribuicao
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FIGURA 67 — p,, VERSUS A USANDO WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS -
2D.

FONTE: Autor (2022).

FIGURA 68 - SPEED-UP VERSUS N USANDO WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS - 2D.
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FONTE: Autor (2022).

que cada método produz e sua influéncia na melhora dos resultados pode ser medida
através da andlise dos pardmetros como o residuo maximo ||r||s, tempo de processamento
tepy e fator de convergéncia médio p,,, que podem ser observados na TABELAS, onde

fixam-se A = 10!, N =27 + 1, K = 1 e varia-se o nimero de subdominios J. Nota-se que

o valor de NV adotado gera um problema relativamente grande.

Nesta tabela, pode-se verificar a interferéncia do nimero de subdominios nos
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TABELA 8 - PARAMETROS DO MULTIGRID E SINGLEGRID PARA \ = 10', N =27 +1,
K =1, USANDO WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS - 2D.

J tch—SG tch—MG HTHOO ,Om—SG pm—MG
1 2447,46s 455,19 5,19E+27 9,997E-01 9,994E-01
2 1324,46s 214,58s 7,10E+13 9,904E-01 9,224E-01
4 768,75s 120,05s 1,09E+06 9,827E-01 6,027E-01
8 495,29s 80,78s 2,39E403 9,718E-01 4,133E-01
16 351,34s 61,18s 8, 70E4+01 9,565E-01 2,149E-01

trés pardmetros analisados e para ambos os métodos (Multigrid e Singlegrid). Com isto,
observa-se que o residuo maximo ||r|| vale aproximadamente 5,19E+427 com J = 1, mas
com J = 16 este parametro cai para 8,70E401. Nota-se também uma reducao nos fatores
de convergéncia médias p,,, mas no método Singlegrid isto é menos evidente, passando de
9,997E-01 para 9,565E-01. Ja para o método Multigrid, esta reducao ¢ maior, passando de
9,994E-01 para 2,149E-01. Outra vantagem esta no tempo de processamento tcpy, que
reduz significativamente a medida que o niimero de subdominios aumenta, passando de
2447 46s para 351,34s com Singlegrid e de 455,195 para 61,18s com Multigrid.

Como observado anteriormente, para problemas com um ntimero grande de pontos
N, tem-se grandes valores para A\ em malhas espaciais mais refinadas ou tempos finais
maiores (problemas mais realisticos). Para tal, resolve-se o problema dado pela TABELA 8,
mas com um valor de X diferente, com A = 10° (ver TABELA 9).

TABELA 9 - PARAMETROS DO MULTIGRID E SINGLEGRID PARA X\ = 10°, N =27 + 1,
K =1, USANDO WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS - 2D.

J tCPU - SG tch - MG HT’HOO pm-SG pm—MG
1 26262,72s 222,68s 3,627TE4+03  9,995E-01 7,958E-01
2 23751,65s 132,95s  3,627E4-03 9,994E-01 6,748E-01
4 22920,39s 87,158  3,627E403 9,994E-01 5,047E-01
8  21695,46s 68,87s 3,627TE403 9,993E-01 3,354E-01
16 25469,29s 61,10s 3,627E403 9,993E-01 2,038E-01

Observa-se na TABELA 9 que a vantagem ao utilizar o método Multigrid é ainda
maior para A = 10°, em relacdao ao uso do Singlegrid. Neste caso ndo houve diminuicao do
valor do residuo maximo, mas nao apresenta valores tao grandes como os apresentados na
TABELA 8. Mas a reducao dos fatores de convergéncia médios do método Singlegrid é quase
imperceptivel, passando de 9,995E-01 para 9,993E-01. No método Multigrid, este mesmo

parametro vai de 7,958E-01 para 2,038E-01, o que representa uma melhora significativa.

O tempo de processamento do método Singlegrid presente na TABELA 8 nao

reduz nas mesmas proporgoes dos resultados presentes na TABELA 9. Mas para o método
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Multigrid o comportamento é muito semelhante em ambos os casos. Na FIGURA 69
analisa-se o comportamento do Speed-up para um ntimero diferente de subdominios J,

para A = 10! e 10° (dados das TABELAS 8 € 9).

FIGURA 69 — SPEED-UP VERSUS J USANDO WAVEFORM RELAXATION COM
SUBDOMINIOS - 2D.

Speed-up

FONTE: Autor (2022).

Isso evidencia que o método dos Subdominios aplicado sem o método Multigrid nao
é tao eficiente para problemas grandes, mas quando os dois métodos sdo combinados, tem-se
um excelente método de solugao para o problema da propagacao de ondas aqui abordado.
Pode-se verificar isso ao comparar o tempo de processamento do método Singlegrid que
vai de 26262,72s a 25469,29s, e o tempo de processamento do método Multigrid que vai
de 222,68s a 61,10s, uma diferenga aproximada de até 423 vezes mais rapido ao usar o

método Multigrid em relagdo ao uso do método Singlegrid.

O fator de convergéncia médio p,,, do método Singlegrid nao sofre grandes alteragdes
como as encontradas ao usar o método Multigrid, para os valores de A analisados. Percebe-
se também que a variagdo do nimero de subdominios J produz melhoras significativas para
o método Multigrid, que ndo ocorrem ao usar o método Singlegrid. Este comportamento

pode ser visto na FIGURA 70.
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FIGURA 70 — p,, VERSUS J USANDO WAVEFORM RELAXATION COM SUBDOMINIOS

- 2D.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusoes gerais

Neste trabalho de tese apresentam-se esquemas de solucao eficientes e robustos para
o problema de propagacao de ondas 1D e 2D com o método Time-Stepping e com o método
Waveform Relazation. Para tal, usam-se discretizacoes utilizando o MDF ponderado por
um parametro 7 em diferentes estagios de tempo, obtendo assim, um método implicito de
quarta ordem para o problema unidimensional e de segunda ordem no caso bidimensional.
Ao se empregar o método Multigrid para solucionar o sistema de equagoes resultante com
solver Gauss-Seidel lexicografico e red-black, encontram-se solugdes acuradas, com um
tempo computacional menor se comparado ao método Singlegrid. O método Singlegrid
contém valores de p,, muito proximos da unidade quando A é grande, o que implica em um
processo lento e pouco eficiente nestes casos. Mas o uso do método Multigrid mostrou-se
muito vantajoso para esse tipo de problema, pois apresentaram-se bons fatores valores de

Pm € robustez para as faixas de A analisadas.

Realizaram-se testes e comparacoes entre os métodos Multigrid e Singlegrid,
usando o método paralelizavel Waveform Relaxation padrao e Waveform Relazation com
Subdominios no tempo, para se obter as solugoes de problemas de propagacao de ondas
unidimensionais e bidimensionais. Os resultados utilizando Waveform Relaxation padrao
apresentam sérias limitacoes, devido ao aumento de oscilagoes no inicio do processo iterativo,
gerando uma abordagem ineficiente para esta classe de problemas. E importante também
salientar que o método Multigrid aplicado sem os Subdominios no tempo teve melhorias
limitadas. Resultados igualmente ineficientes sao obtidos se o método de Subdominios
no tempo for aplicado sem o método Multigrid, indicando uma forte interdependéncia
destes métodos. Evidencia-se que uma das principais contribui¢oes deste trabalho esta
nos excelentes resultados que foram obtidos da combinagao Waveform Relaxation com
Subdominios no tempo e o método Multigrid. Assim como as significativas melhores
nos parametros analisados, especialmente em termos de fatores de convergéncia médios,

aceleragoes e reducao das oscilagoes iniciais, o que diminui muito o tempo de processamento.

7.2 Principais contribuicoes

Esta se¢ao apresenta algumas das principais contribuigoes deste trabalho e que
influenciam diretamente no estado da arte, especialmente na simulacdo de problemas

envolvendo a equacao da onda unidimensional e bidimensional.

 Verificou-se numericamente que as ordens efetivas e aparentes sao as mesmas para 0s

métodos Time-Stepping e Waveform Relaxation.
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» Apresentou-se uma estratégia eficiente de reducao dos residuos gerados pelo método

Waveform Relazation ao usar subdominios no tempo.

o Aplicou-se de forma satisfatéria o método Multigrid para a equagao da onda com as

estratégias Time-Stepping e Waveform Relazation.

o Obteve-se excelentes tempos computacionais, fatores de convergéncia médios, ordens de

complexidade e Speed-up.

» Possibilitou-se a aplicacao de cddigos paralelizaveis para obter a solucdo numérica da

equacao da onda, que possui inimeras aplica¢oes praticas.

Estes resultados geraram até aqui trés artigos publicados em periddicos,
"Performance of the multigrid method with timestepping to solve 1D and 2D wave equations”
no International Journal for Computational Methods in Engineering Science and Mechanics
(2021), "Subdomain Method in time with Waveform Relazation in space applied to the
Wave Equation combined with the Multigrid Method" na Revista Internacional de Métodos
Numéricos para Cdlculo y Disenio en Ingenieria (2022) e "Computational simulation of
one-dimensional waves with the Multigrid Method" no Brazilian Journal of Development
(2022); um artigo publicado em congresso internacional, "Approzimate solution of the
wave equation using the Multigrid Method" no XLI Ibero-Latin-American Congress on
Computational Methods in Engineering (CILAMCE-2020), um artigo submetido em
periédico "A parallelizable method for two-dimensional wave propagation using subdomains
in time with Multigrid and Waveform Relazation" no Journal of the Brazilian Society of
Mechanical Sciences and Engineering (2022) e dois programas de computador "Wave 1D
Time Stepping" e "Wave 2D Time Stepping" registrados junto ao Instituto Nacional de
Propriedade Industrial (INPI).

7.3 Propostas para trabalhos futuros

A metodologia aqui apresentada, pode ser estendida a problemas mais realistas,
considerando forgas externas que operam no problema, por exemplo para o caso 1D,
inserindo o termo F(z,t) no lado direito da Eq. (2.17), porque, segundo (TROTTENBERG;
OOSTERLEE; SCHULLER, 2000), isto provoca apenas alteragdes do termo fonte do
sistema de equagoes, nao alterando o desempenho do método. Outros problemas mais
realistas também podem ser considerados e com pequena adaptacao do cédigo utilizado
nesta tese, como por exemplo, equacdo da onda quando se levam em conta as forcas

amortecedoras e/ou restauradoras eldsticas.

A aplicacdo do método de varredura no tempo Space-Time também pode ser

realizada para a equacao da onda. Alguns testes preliminares apresentam a mesma
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caracteristica no aumento inicial do residuo que ocorre com o método Waveform Relaxation.

Portanto, a aplicacao do método dos subdominios pode produzir resultados safistérios.

Outra possibilidade é a de verificar a aplicabilidade do método Waveform
Relazxation com Subdominios no tempo para problemas tridimensionais tornando possivel a
obtencao de métodos paralelizaveis, respeitando-se as limita¢oes de memoria. Assim como
a aplicacao do método Multigrid, ja que, com isso, pode-se diminuir significativamente os

fatores de convergéncia médios.
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