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RESUMO

No presente trabalho, é apresentada uma nova abordagem para utilizagao do método
Multigrid (MG) conjuntamente com o método SIMPLEC para resolugao das equagoes de
Navier-Stokes incompressiveis em regime permanente. O modelo matematico é discretizado
através do método dos Volumes Finitos (MVF) em conjunto com aproximagoes de segunda,
ordem em malhas uniformes e com arranjos colocalizados. Um método MG ¢ empregado
por meio do algoritmo Full Multigrid (FMG) baseado em ciclos-V. Em cada nivel do FMG,
o acoplamento pressao-velocidade é realizado através de um novo algoritmo baseado no mé-
todo SIMPLEC. No novo algoritmo, praticamente todos os passos originais do SIMPLEC
sao executados sem modificagoes, com excecao dos passos associados as resolugoes dos
sistemas lineares das equagoes governantes. Esses sistemas sao solucionados por meio de
ciclos-V independentes: um ciclo para as conservagoes de quantidade de movimento (nas
diregbes x e y) e um ciclo para a corregao de pressao. As velocidades nas faces dos volumes
sao calculadas por meio do método de interpolacao de quantidade de movimento de Rhie
e Chow. O objetivo principal deste trabalho nao é apresentar uma abordagem definitiva
em termos de desempenho, mas sim apresentar uma abordagem simplificada em relacao
a sua construcao e programacao, e que ainda seja capaz de proporcionar desempenhos
comparaveis aos das abordagens padrao da literatura. O problema-modelo de escoamento
na cavidade quadrada unitaria com topo deslizante é utilizado para os testes envolvendo o
modelo numérico construido a partir da nova abordagem. A verificacdo do novo modelo
é feita por meio de comparagoes das suas solugoes com dados da literatura e através de
testes de analise de erros. Seu desempenho computacional é medido por meio de anélises
dos seguintes pardmetros: decaimentos de erros e residuos, tempos de execucao (e speedups
associados) e esfor¢os computacionais. Apesar de ter uma formulagao simplificada, o novo
modelo numérico apresentou bons resultados de performance para uma larga gama de
niumeros de Reynolds (Re). Relagoes lineares entre os tempos computacionais e o nimero
de pontos de malha foram observadas para altos valores de Re. Para valores baixos e inter-
mediarios, relagoes aproximadamente lineares foram observadas. Assim, pode-se afirmar
que, em termos de esfor¢co computacional, o critério de desempenho teérico do MG foi
atingido.

Palavras-chave : Full Multigrid. Equacoes de Navier-Stokes. Método dos Volumes Finitos.
SIMPLEC. CFD.



ABSTRACT

In the present work, a new approach is presented for the use of the Multigrid (MG)
method in conjunction with the SIMPLEC method to solve the incompressible steady-state
Navier-Stokes equations. The mathematical model is discretized using the finite volume
method along with second order approximation schemes in uniform grids with collocated
(non-staggered) arrangements. A MG method is employed by means of the Full Multigrid
(FMG) algorithm based on V-cycles. At each FMG level, pressure-velocity coupling is done
by a new algorithm based on the SIMPLEC method. In this algorithm, practically all the
original SIMPLEC steps are executed without modifications, except for the steps associated
with the resolutions of the linear systems of the governing equations. These systems are
solved by means of independent V-cycles: a cycle for the momentum conservations (in
and y directions) and a cycle for the pressure correction equation. The velocities on the
faces of the volumes are calculated using the Rhie and Chow momentum interpolation
method. The main objective of this work is not to present a definitive approach in terms
of performance, but rather to present a simplified one, in relation to its construction and
programming, that is still capable of providing performances comparable to those of stan-
dard literature approaches. The model problem of the lid-driven flow in the unitary square
cavity is used for the tests involving the numerical model built from the new approach. The
verification of the new model is done through comparisons of its solutions with data from
the literature and through error analysis tests. Its computational performance is measured
by analyzing the following parameters: error and residual decays, execution times (and
associated speedups) and computational efforts. Despite having a simplified formulation,
the new numerical model presented good performance results for a wide range of Reynolds
numbers (Re). Linear relationships between computational times and the number of grid
points were observed for high Re values. For low and intermediate values, approximately
linear relationships were observed. Thus, it can be said that, in terms of computational
effort, the theoretical performance criterion of the MG method has beens reached.

Keywords: Full Multigrid. Navier-Stokes Equations. Finite Volumes Method. SIMPLEC.
CFD.
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1 INTRODUCAO

A Dinamica dos Fluidos Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics,
CFD) é uma subarea da Mecanica Computacional que se concentra-se no estudo de métodos
computacionais empregados na simulagdo de fendmenos que envolvem escoamentos de
fluidos, visando pricipalmente a obten¢ao de campos de grandezas fisicas como: velocidade,
pressao, temperatura, concentragoes, entre outras. Aplicagoes praticas de CFD podem ser
encontradas nas areas de aerodindmica e engenharia aeroespacial, hidrodinamica, previsoes
meteoroldgicas, analise e previsao de processos hidrolégicos, dispersao de poluentes em meios
fluidos, refrigeragao de equipamentos, entre outras (VERSTEEG; MALALASEKERA,
2007).

Grande parte dos fenomenos fisicos envolvendo o escoamento de fluidos é descrita
por modelos matematicos envolvendo equagoes diferenciais parciais (EDP’s) nao lineares.
Em particular, as equacoes de Navier-Stokes desempenham um papel fundamental dentro
da Mecanica dos Fluidos. Elas compreendem um conjunto de EDP’s nao lineares que
sdo obtidas através da aplicagao da segunda lei de Newton a um elemento (ou volume)

representativo de fluido em um certo dominio (WHITE, 2007).

Quando integradas sobre todo o dominio em questao, as equagdes de Navier-Stokes
representam o principio da conservagao da quantidade de movimento do fluido sobre todo
o dominio. As variaveis dependentes sao constituidas pelas trés componentes do vetor
velocidade, u, v e w, nas trés direcoes coordenadas x, y e z, respectivamente, além da

pressao p.

Como mais uma equagao é necessaria (pois sdo quatro varidveis e trés equagoes) a
equacao da conservacao da massa também é adicionada ao sistema. Assim, nos casos em
que a massa especifica, p, do fluido é constante ou possui relagdo inica com a pressao, a
solucao desse sistema fornece um perfil completo do escoamento. Quando a relagao entre p e
p também envolve a temperatura do fluido, a energia interna também deve ser considerada
e a equacao da conservagao da energia deve ser adicionada ao sistema (KUNDU; COHEN;
DOWLING, 2015). Alguma vezes o termo “equagdes de Navier-Stokes” é utilizado para
referir-se a todas essas equagdes juntas, ou seja, as equagdes das conservacoes da quantidade

de movimento, da massa e da energia (caso a ultima seja necesséria).

As equagoes de Navier-Stokes sao utilizadas para representar matematicamente
(modelar) uma gama diversa de fendmenos envolvendo escoamentos de fluidos, tais como:
fendomenos meteorolégicos, o movimento de gases na atmosfera, correntes oceanicas, fluxos
de aguas em oceanos, lagos e rios, escoamentos de fluidos em tubulagoes, escoamentos

ao redor de aerofdlios de avides e automoveis, entre outros tantos (KUNDU; COHEN;
DOWLING, 2015).
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Entretanto, para a maioria dos problemas praticos, solugoes analiticas para essas
equagoes sao extremamente dificeis (ou impossiveis) de serem obtidas. Apenas para casos
bastante simplificados, como escoamentos aproximadamente unidimensionais e escoamentos
de Stokes (WHITE, 2007), os quais podem ser aproximados por equagoes linearizadas,
o calculo desse tipo de solucao é possivel. Os principais fatores agravantes sao as nao
linearidades, presentes nos termos advectivos, as quais podem contribuir para a geracao
de regioes de turbuléncia em muitos casos. Assim, para a maioria dos casos, as solugoes

devem ser obtidas numericamente através do uso de aplica¢gdes computacionais.

A busca por solugdes numéricas das equagoes de Navier-Stokes, para os mais
variados tipos de problemas, constitui um campo de intensa pesquisa na area de CFD.
Pois, mesmo com a utilizacdo de computadores para obtencao de solugoes aproximadas,
a resolucao desse conjunto de equagoes geralmente é uma tarefa complexa. Problemas
envolvendo escoamentos turbulentos, geometrias complexas, malhas muito refinadas, entre
outras dificuldades, podem demandar grande quantidade de recursos computacionais para
que a convergéncia das solugoes seja atingida. Principalmente através de métodos iterativos

convencionais.

Em CFD, métodos numéricos sao utilizados para para transformar os modelos
mateméaticos (que representam os problemas de fluidos) em modelos numéricos aproximados.
Esse processo é chamado de discretizagdo do problema inicial. No processo de discretizacao,
os termos (derivadas) presentes nas equagoes diferenciais sdo substituidos por aproximagoes
numéricas apropriadas. Enquanto os termos originais das equagoes do modelo matematico
sao avaliados continuamente no dominio, as aproximacgoes numeéricas sao avaliadas apenas
em pontos especificos do dominio (também chamados de nés). O conjunto formado por
todos esses pontos é chamado de malha computacional e corresponde a uma aproximacgao

discreta do dominio continuo inicial do problema.

Assim, através do processo de discretizacao, o problema continuo inicial é substi-
tuido por um problema (ou modelo) numérico aproximado que envolve equagoes e dominio

discretos.

As caracteristicas das aproximacoes numéricas utilizadas para os termos das
equagoes originais e também da formagao da malha computacional definem os diferentes
métodos numéricos existentes na Mecanica Computacional. Entre os métodos numéricos
tradicionalmente utilizados em CFD, pode-se citar os métodos das Diferencas Finitas
(MDF) (FERZIGER; PERIC, 2002), dos Volumes Finitos (MVF) (FERZIGER; PERIC,
2002; MALISKA, 2004) e dos Elementos Finitos (MEF) (HIRSCH, 2007).

As avaliagoes das aproximagoes numéricas nos diferentes pontos da malha compu-

tacional (ou volumes, ou elementos, de acordo com o método) dao origem a um sistema de
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equagoes algébricas da forma
Ad=T1, (1.1)

onde A é matriz dos coeficientes, @ é o vetor de incdgnitas, correspondente aos valores da

solugao aproximada em cada ponto da malha, e f é o vetor dos termos independentes.

Durante o processo de resolu¢ao numérica de um problema de CFD, o maior custo
computacional estd geralmente associado a resolucao do sistema de equacoes, representado
na Eq. (1.1). O método empregado para tal fim é comumente chamado de solver (algo
como “solucionador”; em traducao direta do inglés). Assim, a maior porcentagem do
tempo necessario a convergéncia dessas simulacoes numéricas estd, na maior parte das
vezes, associada ao solver do sistema de equagoes. Por esse motivo, inlimeros tém sido os
trabalhos publicados interessados no estudo e desenvolvimento de métodos de resolugao
de sistemas mais répidos e eficientes (WANG et al., 2013).

Os solvers podem ser classificados em duas classes principais: diretos e iterativos.
Na area de CFD, os métodos iterativos sao certamente mais utilizados em detrimento dos
métodos diretos, pois sdo mais apropriados as matrizes em banda dos sistemas associados
aos métodos de discretizagao e aproximagoes comuns na area. Mais informagoes sobre os

métodos diretos sao encontradas no capitulo 3.

Os solvers iterativos procuram resolver o sistema de equacoes por meio de uma
sequéncia de passos que partem de uma estimativa inicial. Em cada passo iterativo, uma
solucao aproximada é gerada a partir da solucao aproximada do passo anterior, sempre
apresentando uma melhora em relagdo a esta. O residuo do sistema é geralmente utilizado
para medir tal melhora. A convergéncia da sequéncia de solugoes aproximadas depende

das caracteristicas da matriz do sistema.

Mesmo que a convergéncia de um solver iterativo esteja garantida, obter uma
solugdo numérica com um grau mais alto de acurdcia e/ou em uma malha refinada pode
demandar um tempo de processamento muito elevado. No inicio do processo iterativo, a
taxa de convergéncia é relativamente alta e o erro da solucao decai rapidamente. Com o
avancgo das iteragoes, entretanto, esta taxa decai e o erro entao passa a diminuir muito
lentamente, ou até mesmo se estagnar (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000). Assim,
a convergéncia lenta de um processo iterativo torna-se um problema nos casos em que a
obtencao periddica de solugdes acuradas é necessaria, como ocorre, por exemplo, no caso

de simulacoes meteorologicas.

Considerando-se a decomposi¢ao do erro (associado a uma dada solugao aproxi-
mada) em modos de Fourier e o espectro de frequéncia das suas componentes (HACK-
BUSCH, 1985), pode-se afirmar que os solvers iterativos possuem a propriedade de suavizar
(ou eliminar) rapidamente apenas as componentes de alta frequéncia (ou mais oscilatoérias).

Por este motivo, estes solvers sao muitas vezes chamados de “suavizadores”. As componen-
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tes de baixa frequéncia (ou menos oscilatdrias), em contrapartida, nao sio eficientemente
eliminadas por esses métodos. A taxa de decaimento do erro é alta nas primeiras iteracoes
devido a rapida eliminacao das componentes oscilatérias e sua queda com o avango do

processo iterativo deve-se a permanéncia das componentes de baixa frequéncia.

Os métodos multigrid (MG) (TROTTENBERG; OSTERLEE; SCHULLER, 2001)
referem-se a uma familia de métodos para aceleragao de convergéncia de solvers iterativos,
sendo talvez a mais utilizada em CFD para esse fim e certamente uma das mais eficientes.
Os métodos MG foram desenvolvidos com objetivo de contornar a incapacidade dos
métodos iterativos tradicionais (tais como Gauss-Seidel, Jacobi, entre outros) de eliminar

as componentes de baixa frequéncia do erro.

Ao utilizar um conjunto de malhas sucessivamente mais grossas (com menor quan-
tidade de pontos que a malha fina original) para resolver sistemas equivalentes ao sistema
inicial, estes métodos reduzem eficientemente a maior parte do espectro de frequéncias
do erro. Isso ocorre devido ao fato que componentes consideradas de baixa frequéncia em
uma certa malha tornam-se mais oscilatérias quando observadas pela perspectiva de uma

malha mais grossa e, dessa forma, podem ser eliminadas (ou “suavizadas”) através de

relaxagoes de um solver iterativo (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000).

Apesar do termo “multigrid” referir-se a uma familia de métodos, é bastante
comum também a utilizacdo da expressao simplificada “o método Multigrid”. Assim,
dependendo da necessidade do contexto, as duas formas de referir-se a esses métodos serao
utilizadas no decorrer deste texto. No capitulo 3, podem ser encontradas explicagoes mais
detalhadas sobre o método MG e sobre algumas questoes que podem ter surgido até aqui,
tais como: o significado da resolucao de sistemas semelhantes ao inicial em malhas mais
grossas; as formas de transferéncias de informagoes de uma malha para outra; a maneira
como sao realizadas as relaxagoes nas malhas mais grossas; a maneira como sao percorridas

as malhas com diferentes espagamentos; entre outras.

1.1 Motivacao

A resolugao de problemas envolvendo escoamentos de fluidos constitui um dos
grandes problemas das Engenharias nas ultimas décadas. Questoes como turbuléncia,
geometria e condigdes de contorno complexas, presenga de descontinuidades (tais como
ondas de choque) e de reagoes quimicas podem dificultar as simulagoes de varios tipos
de escoamentos ou até mesmo torna-las inviaveis. Além do mais, as proprias equagoes
governantes, que no caso das equagoes de Navier-Stokes formam um sistema de equacoes
diferenciais parciais (EDP’s) nao lineares, constituem o principal fator de complexidade

dessas simulacoes.

O problema da cavidade com topo deslizantes constitui até os dias atuais (TAMER
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et al., 2017) um dos mais importantes e mais utilizados para verificacdo de modelos
numéricos para as equagoes de Navier-Stokes, tanto para o caso de fluidos incompressiveis
quanto compressiveis e tanto em regime permanente quanto transiente. Todavia, a simulagao
de escoamentos na cavidade utilizando malhas refinadas sob altos valores do nimero de
Reynolds (Re) demandam um alto custo computacional (ROY; ANAND; DONZIS, 2015).
Geralmente no inicio do processo iterativo, a taxa de convergéncia dos solvers é alta,
mas passa a decair consideravelmente com o avanco das iteracoes. No caso das equacoes
de Navier-Stokes, esse comportamento resulta em elevados tempos de execucao para

convergéncia das suas solugoes em malhas refinadas.

Tendo em vista tais problemas, diversos métodos foram desenvolvidos nas tltimas
décadas com o objetivo principal de acelerar a convergéncia de métodos iterativos comuns.
Dentre os mais utilizados em CFD, destacam-se os métodos MG (TROTTENBERG;
OSTERLEE; SCHULLER, 2001). Apesar de esses métodos terem sido originalmente
desenvolvidos para problemas elipticos, como a equacao de Poisson, e possuirem eficiéncia
6tima para esse tipo de problema (BRANDT; DISKIN; THOMAS, 2002), também sao
encontrados na literatura trabalhos que apresentam excelentes resultados referentes a
aplicagdo do MG as equagoes de Navier-Stokes, as quais possuem caracteristicas parabdlicas.

Mais informacoes podem ser encontradas no capitulo 2.

Particularmente, no caso das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, existe o
problema de acoplamento pressao-velocidade, pois a conservagao da massa é representada
por meio da equagao da continuidade, que nao possui termos de pressao explicita (MA-
LISKA, 2004). Dentre os métodos responsaveis pela realizacao desse acoplamento, os da
familia SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), de (PATANKAR;
SPALDING, 1972), estao certamente entre os mais conhecidos e utilizados. Assim, diversos
sao os trabalhos da literatura que os utilizam em conjunto com o MG para resolucao das

equagoes de Navier-Stokes incompressiveis.

Dentre esses, os seguintes possuem destaque especial na literatura e também neste
texto: Ferziger et al. (1989); Hortmann, Peri¢ e Scheuerer (1990); Lien e Leschziner (1994);
Kumar, Kumar e Kumar (2009) e Roy, Anand e Donzis (2015). Mais informacoes sobre

esses trabalhos podem ser encontradas no capitulo 2.

Todos esses trabalhos utilizam a mesma abordagem para o emprego do MG em
conjunto com um método de acoplamento da familia SIMPLE: o MG ¢é aplicado por
meio de “equacoes de correcao modificadas”, formuladas nas malhas mais grossas. Essa
abordagem, que pode ser considerada como sendo a abordagem padrao, sera denominada

deste ponto em diante como MG-SIMPLE e é brevemente explanada a seguir.

Em cada nivel de malha do ciclo-V em execucao, o algoritmo original do método

de acoplamento da familia SIMPLE em uso é executado praticamente sem modificacoes.
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Todavia, as equagoes governantes das malhas grossas intermediarias sdo versoes modificadas
das equacgoes correspondentes da malha fina inicial. Nessas malhas, as equacoes das
consevagoes do movimento nas direcoes coordenadas x e y sdo baseadas em gradientes de
correcao de pressao, ao invés de gradientes de pressao apenas, como no caso de suas versoes
originais. A equagao para as correcoes de pressao é também modificada e passa a calcular
“correcgoes de correcoes” de pressdo. As condigoes de contorno para essas equagoes devem
ser definidas cuidadosamente, pois as variaveis sendo calculadas nao possuem significado

fisico direto.

Além do mais, quando um arranjo de malha do tipo colocalizado (ver capitulo 3)
é utilizado, as velocidades nas faces do volume de controle nao sdo obtidas diretamente
das solugoes dos sistemas de equacgoes e, por esse motivo, devem ser calculadas através
de algum esquema de interpolagao. O método de interpolacdo de momento, ou MIM
(momentum interpolation method), de Rhie e Chow (1983) é um dos mais utilizados para
esse fim. Todavia, esse método foi desenvolvido para calcular as velocidades nas faces
por meio de interpolacoes envolvendo as equagoes da quantidade de movimento originais
e, assim, uma versao também modificada desse método deve ser empregada nas malhas

grossas intermedidrias.

Segundo Kolmogorov et al. (2015), a forma como sao calculadas as velocidades nas
faces pode exercer forte influéncia sobre a taxa de convergéncia do processo iterativo e até
mesmo sobre a acurdcia das solugoes. Até a presente data, nao se tem conhecimento de um
método especifico para o calculo dessas velocidades nas malhas mais grossas, intermediarias,
do MG. O que se faz normalmente é adaptar os métodos existentes as equagoes modificadas,

como pode ser observado em Lien e Leschziner (1994) e em Roy, Anand e Donzis (2015).

Outra caracteristica indesejavel das abordagens padrao MG-SIMPLE, apontada
por Yan, Thiele e Xue (2007), diz respeito ao fato que os fluxos de massa nas faces dos
volumes de uma certa malha grossa, restringidos da malha mais fina anterior, podem
nao corresponder as velocidades restringidas avaliadas nos nés centrais de cada volume
de controle. Segundo os autores, essas incompatibilidades podem levar a reducoes na

estabilidade e na taxa de convergéncia, ou mesmo a divergéncia, do modelo numérico.

Todas estas questoes dificultam a implementacao das abordagens MG-SIMPLE
padrao as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis quando o objetivo é obter um modelo
numérico que apresente uma eficiéncia computacional proxima a eficiéncia tedrica dos

métodos MG, principalmente para malhas muito refinadas e altos nimeros de Reynolds.

De acordo com a “regra de ouro” de Archi Brandt (ROY; ANAND; DONZIS, 2015
apud BRANDT, 1977), o esfor¢o computacional de um modelo numérico MG (modelo
numérico que utiliza o método MG) para um problema formulado em uma malha fina

inicial com N volumes (ou pontos de malha) deve aumentar linearmente com N. Roy,
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Anand e Donzis (2015) afirmaram ainda que, traduzindo o esfor¢o computacional em
termos de tempo de execucao (ou de CPU), a regra de Brandt diz que o tempo deve

aumentar com ordem O(N).

Apesar de diversos trabalhos da literatura (ver capitulo 2) apresentarem modelos
numéricos MG para as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis que satisfazem (ao
menos aproximadamente) o critério de Archi Brandt, poucos sdo os que o fazem para
altos valores do nimero de Reynolds (THOMAS; DISKIN; BRANDT, 2001; BRANDT;
THOMAS; DISKIN, 2003). Nota-se, portanto, que hd uma lacuna na literatura com relacao
a trabalhos que apresentem o desempenho esperado de métodos MG, de acordo com o
critério apresentado, para as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis sob altos valores

de Re no problema da cavidade com topo deslizante.

1.2 Objetivos

Considerando as questoes referentes as abordagens padrao MG-SIMPLE destaca-
das e discutidas na secao anterior, os objetivos geral e especificos do presente trabalho sao

definidos nesta secao.

1.2.1  Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em: apresentar uma abordagem simpli-
ficada para construcao de modelos numéricos que utilizam a formulagao MG-SIMPLE
para resolucao das equagoes bidimensionais de Navier-Stokes incompressiveis em regime

permanente.

Nessa abordagem, o MG é na realidade empregado por meio do algoritmo full
multigrid (FMG) (TROTTENBERG; OSTERLEE; SCHULLER, 2001) e o método da
familia SIMPLE utilizado é o SIMPLEC (DOORMAL; RAITHBY, 1984), o qual é uma
versao modificada, dita ser “consistente”, do SIMPLE (do inglés, SIMPLE consistent,
SIMPLEC). Ja a questao de “simplificagdo” mencionada estd relacionada a algumas
das dificuldades apontadas na se¢ao anterior: forma de emprego do método da familia
SIMPLE (nesse caso SIMPLEC) em conjunto com o FMG; célculo das velocidades nas
faces; tratamento dos fluxos de massa e das correcoes de pressao nas malhas mais grossas;
entre outras. O critério de simplificacao estd associado as formas de implementacao dessas
componentes: considera-se como forma de implementacao simplificada aquela que é a mais

proxima possivel daquela empregada no algoritmo original de malha tunica (do inglés,
singlegrid, SG) do SIMPLEC.
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1.2.2  Objetivos Especificos

Diretamente vinculados ao objetivo geral da tese, sao definidos também os seguintes

objetivos especificos (ou secundérios):

e Apresentar um algoritmo FMG a ser utilizado na nova abordagem:;

e Apresentar uma versao modificada do SIMPLEC, a ser utilizada em conjunto com o

algoritmo FMG do item anterior, que satisfaca o critério de simplificacao proposto;

e Desenvolver um modelo numérico, baseado nos algoritmos dos itens anteriores, que
satisfaca a “regra de ouro” de Archi Brandt para desempenho de modelos numéricos

MG de acordo com a interpretagao de Roy, Anand e Donzis (2015);

e Deseja-se que o modelo construido satisfaga esse critério de desempenho (a0 menos
aproximadamente) para uma larga gama de valores do niimero de Reynolds, mas

principalmente para altos valores (Re > 1000);

e Resolver as equagoes de Burgers (TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997)
utilizando o algoritmo FMG desenvolvido de modo a testar seu desempenho indivi-
dual;

e Realizar testes, baseados em desempenho, para escolha dos solvers a serem utilizados

pelo novo modelo numérico.

1.3 Delineamento do Texto

Apresenta-se nessa secdo a maneira como este texto é dividido. No capitulo
2 é apresentada toda a bibliografia que fundamenta a tese e a situa na cronologia do
problema abordado. A primeira se¢do dedica-se exclusivamente a bibliografia do método
MG, enquanto a segunda é dedicada a bibliografia do método aplicado na resolucao das

equagoes de Navier-Stokes.

O capitulo 3 apresenta questoes gerais referentes a area de CFD, como métodos
de discretizagao, solugao de sistemas lineares, malhas computacionais, entre outras; dando
énfase aos métodos e técnicas utilizados na tese. Também sdo apresentadas nesse capitulo
as caracteristicas gerais e componentes principais dos métodos MG. O capitulo ¢ finalizado
com a apresentacao dos critérios utilizados para verificacdo dos erros numéricos e também

para o calculo do esforco computacional de um modelo numérico.

A metodologia utilizada na construcao do modelo numérico baseado na nova
abordagem proposta ¢é discutida no capitulo 4, juntamente com as caracteristicas e parti-
cularidades da propria abordagem em si. Para efeitos de comparacao, a abordagem padrao

também é brevemente revisada. A metodologia envolvida na resolucao das equacoes de
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Burgers através de métodos MG também é discutida nesse capitulo, pois é a partir dela

que alguns conceitos utilizados na nova abordagem sao desenvolvidos.

No capitulo 5, sd@o apresentados e discutidos os resultados referentes a utilizacao
do modelo numérico desenvolvido para simulagoes envolvendo o problema da cavidade
quadrada sob uma gama variada de ntimeros de Reynolds. Os resultados referem-se
aos critérios empregados para verificagdo de erros e ao desempenho computacional do
modelo numérico. Adicionalmente, também sao apresentados resultados referentes a testes

utilizados para a escolha do solver mais eficiente a ser utilizado pelo modelo.

Finalmente, no capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes referentes a esta tese.
Sao discutidas suas principais contribuicoes e também as caracteristicas e pontos positivos
da nova abordagem com base nos objetivos propostos. O capitulo é finalizado com sugestoes
para trabalhos futuros que desejem aprimorar a nova abordagem e seu respectivo modelo

numérico.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, é apresentada uma revisao bibliografica com o objetivo de funda-
mentar e situar o presente trabalho na literatura do problema. Essa revisao ¢ dividida em
duas partes. Na secao 2.1 é apresentada uma revisao bibliogréafica referente aos métodos
MG aplicados a equagoes de CFD em geral, e também de outras dreas. O objetivo dessa
primeira parte ¢ mostrar a evolugao do método ao longo dos anos até os dias atuais. Na
segunda parte, secao 2.2, uma revisao mais especifica, referente a aplicagdo de métodos

MG na resolucao das equacoes de Navier-Stokes, é apresentada.

2.1 Multigrid

As primeiras pesquisas sobre os métodos MG de que se tem noticia foram realizadas
em meados de 1960 nos trabalhos de Fedorenko (1964) e Bakhvalov (1966). Fedorenko
formulou e investigou a convergéncia de um algoritmo MG na resolu¢do da equacao de
Laplace, discretizada com um esquema padrao de Diferencas Finitas de cinco pontos em
um dominio quadrado. Ele mostrou que o custo computacional necessario para que uma
dada precisao fosse atingida era O(N), onde N é o nimero de varidveis. J4 Bakhvalov
generalizou o trabalho de Fedorenko para qualquer operador diferencial eliptico de segunda
ordem com coeficientes varidveis e continuos e discretizado com diferencas centrais em
um dominio retangular. Ele também indicou a possibilidade de combinar os métodos MG
com iteragoes aninhadas. Entretanto, as estimativas tedricas do método nao se mostraram

animadoras e o método foi deixado de lado na época.

O primeiro autor a reconhecer a eficiéncia e as caracteristicas atrativas dos
métodos MG foi Archi Brandt. Em seus primeiros trabalhos (BRANDT, 1973; BRANDT,
1976; BRANDT, 1977), ele realizou estudos tedricos e numéricos do método: analisou
suas propriedades de convergéncia; introduziu uma variante nao linear do método (full
approzimation scheme - FAS) e técnicas adaptativas com varios niveis (multilevel adaptive
techniques - MLAT'); ampliou o estudo de iteragoes aninhadas e sistematizou-o de modo a
criar um novo algoritmo, o Full Multigrid (FMG) e, finalmente, desenvolveu uma das mais
importantes ferramentas tedricas para andlise e desenvolvimento do método, a analise de

Fourier.

Nos trabalhos iniciais de Brandt, o MG foi aplicado a alguns problemas de valor
de contorno que utilizavam aproximagoes do MDF. Nicolaides (1975) aplicou um método

MG a equagoes elipticas lineares discretizadas com o método dos Volumes Finitos.

A partir das demonstracoes da eficiéncia e do pontencial dos métodos MG nos
trabalhos de Brandt, principalmente em Brandt (1977), houve um grande interesse dos

pesquisadores pelo método e um grande nimero de publicagoes relacionadas ao seu emprego
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e estudo se seguiu nos anos seguintes. Por esse motivo, muitos pesquisadores afirmam que
Brandt foi o “pai” dos métodos MG.

Outro autor de grande importancia na histéria do método e que investigou sua
eficiéncia e caracteristicas atrativas de forma independente e paralela aos trabalhos de
Brandt foi Wolfgang Hackbusch. O seu primeiro trabalho, Hackbusch (1976), contém
alguns pontos de discussao importantes sobre o método, tais como: anélise de Fourier,
tratamento de problemas nao lineares, estudos de diferentes solvers (Gauss-Seidel “red-
black” e “quatro cores”), etc. Em Hackbusch (1982), foi apresentada uma teoria geral de
convergéncia para os métodos MG. Hackbusch (1985) é um dos trabalhos mais importantes
na bibliografia do método, pois nele encontra-se uma completa fundamentacao tedrica
(com forte embasamento matematico), além de aplicagoes importantes, exemplos numéricos

e algoritmos.

Destacaram-se também nessa época autores como Nicolaides, Bank e Wesseling.
Todos publicaram trabalhos mais teéricos sobre o método (NICOLAIDES, 1979; BANK,
1981; WESSELING, 1982), muitas vezes de forma independente e sem ter conhecimento
dos trabalhos de seus colegas (CRAIG, 1996). Ainda assim, resultados similares foram

apresentados.

Como ja foi comentado, apds os trabalhos de Brandt e de Hackbusch houve
um grande nimero de publicagoes envolvendo os métodos MG. Esses trabalhos estavam
interessados tanto no desenvolvimento dos métodos quanto na resolugao de novos problemas
envolvendo equagoes diferenciais parciais (EDP’s), principalmente nas areas de Matemética
Aplicada e Engenharias em geral. Com essa prospectiva, uma area que se uniu fortemente
ao MG e contribuiu muito para o seu desenvolvimento foi a area de CFD. Todavia,
pesquisadores de outras areas também se interessaram pelas caracteristicas atrativas do
método. O trabalho de Brandt (1988) contém um levantamento da ampla aplicabilidade
dos métodos MG.

De acordo com Craig (1996), a década de 80 foi a “época de ouro” do métodos
MG, com um grande nimero de publicagoes tedricas e o MG se tornando a classe padrao
de métodos para resolucao de sistemas de equagoes em diversas areas. Nessa década, os
métodos MG passaram também a ser utilizados para problemas envolvendo equagoes dife-
renciais hiperbdlicas e parabdlicas (HIRSCH, 2007). Os métodos MG algébricos (algebraic
multigrid - AMG), utilizados para problemas envolvendo malhas nao estruturadas, também
surgiram nessa época, na Universidade de Colorado (RUGE; STUBEN, 1987). Dentre os
pesquisadores mais importantes da época, pode-se citar McCormick, Verfiirth, Braess e
Bank. Entre seus principais trabalhos, encontram-se: McCormick, Brandt e Ruge (1982),
Braess (1981), Braess e Hackbusch (1983), Braess e Verfirth (1988), Verfiirth (1984), Bank,
Dupont e Yserentant (1988).
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Na década de 90, as pesquisas relacionadas aos métodos MG foram impulsionadas
principalmente pelos avancos computacionais do periodo. O uso do método difundiu-se bas-
tante com a popularizacao dos computadores pessoais, com o surgimento de processadores
paralelos confiaveis e também da internet que, por sua vez, facilitou imensamente a troca
de informagoes relacionadas a pesquisas cientificas em geral. Para mais informacgoes sobre
o desenvolvimento dos métodos MG geométricos (do inglés, geometric multigrid, GMG) na
década de 90 e o estado da arte (até entdao) em relagdo a sua aplicagao a problemas de CFD,
pode-se consultar os trabalhos de Wesseling (1992) e de Wesseling e Oosterlee (2001). Em
Wesseling e Oosterlee (2001), foram discutidas aplicagoes do MG a problemas envolvendo
escoamentos incompressiveis e compressiveis. Foram abordados tanto problemas praticos
industriais quanto académicos tedricos, sendo que no caso dos ultimos, a obtencao da
eficiéncia tedrica do método foi investigada. Similarmente, no trabalho de Stiben (2001),
encontra-se um levantamento dos principais trabalhos publicados nessa década envolvendo

os métodos MG algébricos (do inglés, algebraic multigrid, AMG).

Outros trabalhos que contém informacoes sobre o desenvolvimento dos métodos
MG na década de 90 sao Craig (1996) e Brandt (1998). Este tltimo, ja nessa década,
buscava compreender as barreiras que impediam os pesquisadores de atingir a eficiéncia
tedrica do MG para aplicagoes gerais, listando as principais dificuldades encontradas
e propondo algumas solucoes para contorna-las. Esse tema, como serd visto a seguir,
tornou-se comum nos trabalhos a partir dos anos 2000 até os dias atuais, e também pode

ser considerado como assunto do presente trabalho.

A partir dos anos 2000 pode-se afirmar que os métodos MG consolidaram-se
como uma das principais classes de métodos utilizados para aceleragao da convergéncia
de métodos associados a resolucao numérica de EDP’s em geral, principalmente na area
de CFD. De acordo com Jimack (2007), o MG tornou-se a ferramenta de escolha natural
para uma gama diversa de problemas envolvendo escoamentos de fluidos. Yavneh (2006)
afirma que durante os ultimos trinta anos, os métodos MG conquistaram a reputacao de
serem uma abordagem eficiente e versatil para muitos tipos de problemas computacionais
e que eles sao os métodos mais rapidos na resolucao de problemas de valor de contorno
elipticos e estdo entre os mais eficientes para muitos outros tipos de problemas envolvendo

EDP’s e algumas equacoes integrais.

Com o grande avanco da disponibilidade de recursos computacionais nos ultimos
anos (maior capacidade e velocidade de meméria, aumento da capacidade de processamento,
surgimento de placas graficas, renascimento da computagao paralela, etc.), a possibilidade
de simulacao de problemas de grande porte, envolvendo modelos complexos ou de alta
resolugdo (malhas muito refinadas), vem crescendo a cada dia. Na mesma medida, tem

aumentando também a preocupacgao com questoes referentes ao desempenho das aplicagoes.

Assim, diferentemente dos primeiros anos de desenvolvimento do MG, em que o
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principal objetivo geralmente era simplesmente aplicar o método a diferentes problemas e
comparar seu desempenho com métodos classicos singlegrid (SG), nos ultimos anos tem
havido um aumento no nimero de trabalhos com foco na construcao de modelos numéricos

e algoritmos mais eficientes.

Tendo em vista essas questoes, TME (do inglés “textbook multigrid efficiency”,
ou eficiéncia tedrica do MG), foi um termo que surgiu no final da década de 90, criado
por Archi Brandt, para designar pesquisas que buscam atingir a eficiéncia 6tima dos
métodos MG. De acordo com Brandt (1998), TME significa resolver um problema discreto,
envolvendo EDP’s, com um esfor¢co computacional que é apenas um pequeno miultiplo
da contagem de operagoes necessarias a solugao do problema no sistema discretizado
inicial. Liao et al. (2008) afirmaram que TME ¢ a eficiéncia 6tima para um dado método
MG. Brandt, Diskin e Thomas (2002) afirmaram que a metodologia TME consiste em se
identificar as dificuldades existentes na resolu¢do de um determinado problema e entao
isola-las, analisa-las e resolvé-las sistematicamente utilizando uma série de diferentes
problemas-modelo cuidadosamente construida.

Y

No trabalho de Roy, Anand e Donzis (2015), interpretou-se que a “regra de ouro’
de Archi Brandt para o desempenho do MG, quando descrita em termos dos tempos
de execucao de uma aplicacao, estabelece que para uma eficiéncia 6tima os tempos de
execucao devem crescer com ordem O(N), onde N é o nimero de pontos da malha fina
inicial.

Nos tltimos anos, diversos trabalhos tém sido publicados com o objetivo principal
de atingir TME (ou pelo menos melhorar a eficiéncia do MG) para diferentes tipos de
problemas e também através de diferentes abordagens. Dentre os mais importantes, pode-se
citar: Brandt, Diskin e Thomas (2002), Yan, Thiele e Xue (2007), Darbandi, Vakili e
Schneider (2008), Liao et al. (2008), Liu (2009), Oliveira et al. (2012), Suero et al. (2012),
Gmeiner et al. (2015).

Outra abordagem bastante utilizada na busca por modelos MG mais eficientes
é o estudo de parametros 6timos de modelos numéricos através da resolugao de proble-
mas especificos da drea de CFD. Trottenberg, Osterlee e Schuller (2001) afirmaram que
escolhas de parametros tais como solver, nimero de iteragoes em cada ciclo, tipos de
ciclos e operadores de restrigao e prolongacao (definidos no capitulo 3) podem influenciar
substancialmente a taxa de convergéncia de um algoritmo. A seguir sao listados alguns

dos parametros investigados com frequéncia, bem como os trabalhos que os estudaram:

e tipos e nimero de ciclos: Rabi ¢ Lemos (1998), Mesquita e Lemos (2004), Santiago
(2010), Thekale et al. (2010);

e niimero de niveis: Tannehill, Anderson e Pletcher (1997), Rabi e Lemos (1998), Pinto
e Marchi (2006), Santiago (2010), Oliveira et al. (2012), Gongalves (2013);
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e operadores de transferéncia de malha (restrigdo e prolongagao): Darbandi, Vakili e
Schneider (2008), Liu (2011), Oliveira et al. (2012), Gongalves (2013);

e solvers: Gjesdal e Lossius (1997), Oosterlee et al. (1998), Pinto e Marchi (2006),
Gongalves (2013);

e nimero de iteragdes internas: Tannehill, Anderson e Pletcher (1997), Rabi e Lemos
(1998), Mesquita e Lemos (2004), Pinto e Marchi (2006), Santiago (2010), Oliveira
et al. (2012), Gongalves (2013).

Outros parametros comumente estudados envolvem técnicas e razoes de refinamento
(ZHANG, 2002; PINTO, 2006; FISCHER; HUCKLE, 2008; OLIVEIRA et al., 2012).

Nesses casos, problemas anisotropicos sao geralmente os focos dos estudos.

Nos dias atuais, com a grande difusao da computacao paralela, incentivada pela
disseminacao dos processadores com multiplos nicleos e também pelas placas graficas
(GPU’s), uma boa parte dos estudos publicados concentram-se no estudo e desenvolvimento
de modelos MG paralelos (GANDER; NEUMULLER, 2016; HUBER et al., 2016), inclusive
buscando também a eficiéncia tedrica do método para suas versoes paralelas (GMEINER
et al., 2015).

Boas introducoes aos métodos MG envolvendo questoes tedricas e técnicas, como
esquemas para problemas lineares (correction scheme - CS) e nao lineares (FAS), operadores
de restricao e prolongagao, tipos de ciclos, além de algoritmos e questdes computacionais,
entre outras informagoes, podem ser encontradas em Hackbusch (1985), Wesseling (1992),
Briggs, Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Osterlee e Schuller (2001).

2.2 Aplicacao do Multigrid as Equacoes de Navier-Stokes

Um dos trabalhos pioneiros na resolucao numérica das equacoes de Navier-Stokes
utilizando o MG é o trabalho de Ghia, Ghia e Shin (1982). Nesse trabalho, as equagoes
de Navier-Stokes incompressiveis, baseadas na formulacao vorticidade-funcao de corrente,
(Y,w), foram discretizadas com o MDF. Um solver MG juntamente com a técnica implicita
fortemente acoplada CSI (em inglés, coupled strongly implicit) (RUBIN; KHOSLA, 1981)
foi utilizado na resolucao dos sistemas de equagoes algébricas resultantes. O esquema FAS
foi utilizado juntamente com o algoritmo FMG, pois uma solucao convergida na malha

grossa ¢ geralmente obtida da técnica CSI.

O problema-modelo da cavidade quadrada com topo deslizante (SHIH; TAN;
HWANG, 1989) foi utilizado para os testes. O principal objetivo era obter solugdes praticas
para os maiores nimeros de Reynolds e refinamentos de malha possiveis (para a época) em
tempos computacionais consideravelmente menores que os de trabalhos similares publicados

anteriormente. Uma reducao expressiva no tempo computacional foi observada, em relagao
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aos trabalhos existentes, para malhas com dimensdao 1512 (151 x 151) e para ntimeros de
Reynolds tao altos quanto 10000. Os tempos de processamento necessarios a convergéncia
das solugoes foram reduzidos da ordem de uma hora ou mais em trabalhos anteriores
para 1,5 minuto neste. J4 para uma malha 2512, considerada muito refinada na época,
e Re = 10000, os tempos de convergéncia ficaram entre 16 a 20 minutos. Um resultado

quatro vezes mais eficiente que os de trabalhos anteriores.

Também ja nesse trabalho pioneiro, alguns parametros referentes ao MG foram
estudados. Dentre tais parametros pode-se citar: tamanho de malha, critério de mudanca
de malha (MG adaptativo), operadores de restrigao e prolongagao, entre outros. O trabalho
de Ghia tornou-se referéncia, suas solugoes foram consideradas bastante acuradas para a

época e sao utilizadas como base de comparagao até os dias atuais.

Fuchs (1984) e Fuchs e Zhao (1984) estdao entre os pioneiros na utilizacao de
métodos MG para solucao das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis formuladas em
varidveis primarias. Em Fuchs e Zhao (1984), as equagoes foram discretizadas através do
MDF, utilizando malhas alongadas com arranjos tanto desencontrados quanto colocalizados.
Os testes foram realizados para problemas envolvendo escoamentos viscosos em dutos
tridimensionais sob quatro tipos diferentes de condigoes de contorno. O MG foi utilizado
conjuntamente com um solver Gauss-Seidel distributivo (em inglés, distributive Gauss-
Seidel, DGS) de Brandt e Dinar (1979). O método demonstrou rapida convergéncia e

independéncia tanto do nimero de Reynolds quanto do ntimero de pontos de malha.

Em Fuchs (1984), um novo esquema do MDF foi formulado. Neste esquema,
denominado Pressure Gradient Averaging (PGA), as velocidades e o gradiente de pressoes
sao utilizados como varidveis dependentes. Um método MG para o sistema de equagoes foi
proposto, o qual incorpora um esquema de relaxacdo para atualizar também os gradientes
de pressao além das velocidades. O problema da cavidade e de escoamento em um modelo
de separacao foram utilizados para os testes. Os resultados foram comparados com o
esquema DGS, de Brandt e Dinar (1979), e mostraram que o esquema PGA apresentou boa,
convergéncia para altos nimeros de Reynolds, para os quais o esquema DSG apresentou

convergéncia muito lenta ou divergiu.

Aplicagbes de métodos MG as equagdes de Navier-Stokes compressiveis em regime
transiente para problemas de aerodinamica, em particular para escoamentos viscosos em
torno de aerofdlios, podem ser encontradas em Grasso, Jameson e Martinelli (1985) e
em Grasso, Jameson e Martinelli (1986). Ambos utilizaram o MVF para discretizagao
das equacoes. Um algoritmo do tipo Runge-Kutta de passos multiplos, juntamente com o
MG para aceleragao de convergéncia, foi utilizado para a integracao temporal. Suavizacao
implicita dos residuos em multiplas malhas, conjuntamente com passos temporais de
variagao local, foram utilizados para melhora da eficiéncia computacional. Resultados

foram apresentados para escoamentos em torno de aerofélios sob diversos regimes e niimeros
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de Reynolds, os quais mostraram boa concordancia com resultados experimentais e tedricos
disponiveis na época. O MG mostrou boas propriedades de aceleragdo de convergéncia

quando comparado aos métodos até entao utilizados.

Outra aplicagao pioneira do MG a escoamentos viscosos compressiveis pode ser
encontrada em Siclari, Delguidice e Jameson (1989). Nesse trabalho, as equagdes de
Navier-Stokes (e também de Euler) foram solucionadas para escoamentos conicos sob altas
velocidades. Coordenadas cilindricas foram utilizadas para discretizacao das equacoes.
Novamente, a solugao permanente foi obtida através de um método de integracao temporal
do tipo Ruge-Kutta de passos multiplos, com passos de tempo locais e suavizacao residual
fazendo uso do MG. Diferentes esquemas de dissipagao também foram investigados com
objetivo de determinar suas acuracias e influéncias na convergéncia do método. Para a
maioria dos casos, o MG foi capaz de reduzir os tempos computacionais por fatores de no

minimo dois. Fatores préximos a quatro foram obtido nos melhores casos.

No trabalho de Vanka (1986a), um procedimento para solu¢ao de escoamentos
viscosos em regime permanente foi apresentado. As equacoes de Navier-Stokes foram
discretizadas com o MDF em malhas com arranjos desencontrados. O método Gauss-Seidel
simétrico acoplado (em inglés, Symmetrical Coupled Gauss-Seidel, SCGS) foi utilizado
para suavizacao das equagoes governantes. O problema da cavidade quadrada com topo

deslizante foi utilizado para os testes.

Além de apresentarem um aumento praticamente linear em relagdo ao nimero de
varidveis (exceto para Re = 5000 e malha com dimensao 161%), os tempos computacionais
obtidos mostraram-se significantemente menores quando comparados aos dos trabalhos
anteriores que utilizavam a mesma formulacao. Ademais, o método SCGS mostrou-se mais
robusto que o método DGS, de Brandt e Dinar (1979) e Fuchs e Zhao (1984), o qual
apresentou dificuldades quando os fluxos nas faces das células nao correspondiam bem.
Todavia, para altos nimeros de Reynolds em malhas relativamentes finas (Re = 5000 e
malha 3212, por exemplo) o modelo apresentou convergéncia muito lenta. Finalmente, como
o método foi baseado em variaveis primarias, ele pdde ser estendido para trés dimensoes

(VANKA, 1986b) e também para inclusdo de um modelo de turbuléncia (VANKA, 1985).

Em Thompson e Ferziger (1989), uma técnica de refinamento adaptativo local,
acoplada a um método MG, foi proposta para solucionar as equagoes de Navier-Stokes
incompressiveis em regime permanente. O critério de refinamento baseia-se no erro de
truncamento local, e o refinamento continua até que o erro da solugao atinja um nivel
satisfatorio. Novamente, o problema da cavidade foi utilizado para os testes. Para Reynolds
igual a 1000, a técnica proposta diminuiu a memoria computacional necessaria e o tempo
de CPU em 20% e 40%, respectivamente.

Trabalhos importantes, abordando assuntos na area de malhas computacionais,
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tais como refinamento adaptativo, geracao de malhas, malhas ndo ortogonais e malhas
nao estruturadas, podem ser encontrados em: Stitben e Linden (1986), Gustafson e Leben
(1986), Hart et al. (1986), Bai e Brandt (1987), Bassi, Grasso e Savini (1988), Henshaw e
Chesshire (1987), Mavriplis e Jameson (1988) e Mavriplis e Jameson (1990).

Ferziger et al. (1989) é até os dias de hoje um dos trabalhos mais importantes e
mais referenciados na literatura do problema de resolucao das equacoes de Navier-Stokes
incompressiveis através de métodos MG. Os autores estao entre os pioneiros a empregar a
chamada “abordagem padrao” (termo introduzido no capitulo 1) para formulagao de um
modelo niimerico utilizando o algoritmo FMG em conjunto com o método SIMPLE, para

o acoplamento pressao-velocidade (formulagao FMG-SIMPLE).

O MVF foi utilizado para discretizacao das equagoes e um esquema de refinamento
local de malha, baseado em estimativas de erros de truncamento, foi empregado juntamente
com o FAS. O problema de escoamento laminar sobre um degrau, cuja face é contraria a
direcao de escoamento, foi utilizado para os testes. Diversos valores do niimero de Reynolds
foram utilizados nas simulac¢oes. As caracteristicas esperadas do MG foram observadas,
ou seja, numero de iteragoes independente do nimero de volumes da malha e tempo de

processamento aumentando linearmente em relagao a esses.

Todavia, o método desenvolvido mostrou-se sensivel a razao de aspecto (razao
entre os lados de um dado elemento) para o caso de malhas refinadas com elementos
retangulares. Os autores afirmaram que essa sensibilidade poderia ser contornada pelo
uso de um refinamento local maior ou a generalizacdo de um método MG adequado para

malhas nao equidistantes.

O trabalho de Hortmann, Peri¢ e Scheuerer (1990) ¢ uma extensao do trabalho de
Ferziger et al. (1989), que passou a incluir também trocas de calor através das paredes
laterais da cavidade. Uma descricao detalhada da abordagem padrao FMG-SIMPLE pode
ser encontrada nesse trabalho. Bons resultados foram obtidos com relacao ao MG, com
os tempos computacionais aumentando linearmente em relagao ao niimero de volumes
das malhas, ou seja, a “regra de ouro” de Archi Brandt (descrita na sessdo 2.1) foi
atingida. Solugoes para benchmarking com 0,01% de acurdcia em malhas 640? (consideradas
muito refinadas para a época), para ntimeros de Rayleigh iguais a 10%, 10° e 10 foram

apresentadas. Esses dois trabalhos estao entre os pioneiros e mais importantes na bibliografia
da abordagem padrao FMG-SIMPLE.

Outro autor de importancia no estudo dos métodos MG aplicado as equacoes de
Navier-Stokes foi G. Wittum. Seus trabalhos do final da década de 80 e inicio da década
de 90 concentravam-se em um estudo mais teérico dos métodos de suavizacao da época
(DGS, PGA, ILU, entre outros) utilizados em conjunto com métodos MG. Em Wittum

(1989a), um trabalho de classificagdo dos métodos existentes foi realizado. J& em Wittum
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(1990), suas propriedades de convergéncia foram estudadas fazendo uso de uma teoria
geral proposta. Seus trabalhos também tiveram grande importancia no desenvolvimento e
andlise pioneira dos métodos de suavizagdo baseados na fatoracdo LU incompleta (ILU)
(WITTUM, 1989a; WITTUM, 1989b).

Uma revisao sucinta de aplica¢gbes dos métodos MG a problemas envolvendo
escoamentos compressiveis e incompressiveis pode ser encontrada em Wesseling (1990). Sao
apresentadas caracteriscas tedricas dos métodos e algoritmos basicos, além de importantes

informagoes bibliograficas sobre sua evolugao.

Ja no final da década de 80, e inicio da década de 90, iniciaram-se também os
primeiros estudos de modelos MG paralelos para computadores com multiplos processadores,
como pode ser observado em Hemker e Wesseling (1993). Em Oosterlee e Wesseling
(1993), encontra-se um estudo de diferentes esquemas MG para resolucao das equagoes
de Navier-Stokes incompressiveis em regime transiente e discretizadas com o MVF em
coordenadas curvilineas. Os esquemas de marcha no tempo (do inglés, time stepping),
MG parabdlico e de relaxacao multigrid waveform foram apresentados, investigados e
comparados. Foram investigados também trés esquemas de discretizacao temporal: Euler,
Crank-Nicolson e BDF. As possibilidades de implementacao paralela dos esquemas também
foram analisadas. Resultados satisfatérios referentes a fatores de convergéncia e niimero

de iteracoes necessarias em cada passo de tempo foram obtidos para os trés esquemas.

Ainda em relacgao a utilizagdo do MG para escoamentos em regime transiente, os
seguintes trabalhos também merecem destaque: Jameson (1991), Zeng e Wesseling (1994),
Belov, Martinelli e Jameson (1995) e Wood (1996).

Seguindo a evolugao computacional do final dos anos 90 e inicio dos anos 2000,
destacam-se também trabalhos que buscavam solugoes para escoamentos em trés dimensoes.
De acordo com Yuan (2002), a simula¢ao computacional de escoamentos incompressiveis
tridimensionais é uma area de intensa atividade de pesquisa. Diversos problemas realistas
de aerodinamica sob baixas velocidades e também de hidrodindmica sao descritos pelas
equagoes de Navier-Stokes incompressiveis em trés dimensoes. Nesses casos, a solucao das
equagoes geralmente requer malhas muito refinadas e, portanto, os modelos numéricos

correspondentes estao normalmente associados a elevados custos computacionais.

Lilek, Muzaferija e Peri¢ (1997) utilizaram a formulacao padrao FMG-SIMPLE
em malhas colocalizadas na resolugao das equacoes de Navier-Stokes em trés dimensoes.
Os principais objetivos desse trabalho consistiam em demonstrar a simplicidade, eficiéncia
e robustez do algoritmo FMG-SIMPLE e também as boas propriedades de convergéncia e
acuracia, para altos nimeros de Péclet, dos esquemas de diferencas centrais utilizados nas
aproximagcoes. Além disso, também foi realizada uma andlise de erro para o algoritmo FMG

utilizando extrapolagoes de Richardson. Foram apresentadas solucoes acuradas para o
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problema da cavidade cibica com topo deslizante (uma generalizagdo para trés dimensoes

do problema da cavidade bidimensional).

Drikakis, Iliev e Vassileva (1998) desenvolveram um método ndo linear para
resolucao das equacoes de Navier-Stokes tridimensionais baseadas na formulacao de
compressibilade artificial. O método baseou-se no algoritmo FAS-FMG e sua execugao se
da por meio de um procedimento do tipo nao permanente no qual as equac¢oes nao sao
resolvidas exatamente na malha mais grossa, mas algumas iteragoes “pseudotemporais”
sao executadas nas malhas mais finas e algumas na malha mais grossa. A performance
do método foi analisada para escoamentos tridimensionais em canais retos e curvos e na
cavidade ctbica. Os efeitos de varias componentes e parametros do MG, como operadores

de transferéncia e niimero de iteragoes de pré e pos-suavizagoes, também foram estudados.

Além da simulagao de problemas tridimensionais especificos, comegaram a surgir
no inicio dos anos 2000 trabalhos com foco na construcao de métodos mais robustos e
eficientes para simulac¢oes de escoamentos em trés dimensoes. A robustez de um solver

reside na sua capacidade de resolver eficientemente uma variedade de problemas.

Montero, Llorente e Salas (2001) testaram duas abordagens consideradas robustas
na época: suavizadores em planos alternados combinados com engrossamento padrao e
suavizadores plano-implicitos combinados com semiengrossamento. Essas estratégias foram
aplicadas na simulacao de escoamentos na cavidade ctubica e de escoamentos envolvendo a
camada-limite sobre uma placa plana em uma malha alongada (neste caso ha presenca de
anisotropia). Os fatores considerados para avaliagdo da robustez das abordagens foram
o tamanho e o alongamento das malhas e o nimeros de Reynolds. De acordo com os
autores, a robustez de um algoritmo MG reside no fato de seu fator de convergéncia ser

independente desses parametros.

Em Vazquez et al. (2004), os autores investigaram o quesito robustez através
do estudo e analise dos pontos em comum compartilhados por varios trabalhos que
obtiveram sucesso na implementacao do MG, tanto para escoamentos compressiveis quanto
incompressiveis. Sempre com foco na constru¢ao de modelos mais robustos, algumas ideias
foram apresentadas e aplicadas em pontos-chave do método, tais como: condig¢oes de
contorno, esquema de relaxacao, estratégias de ciclos e construcao de operadores, entre

outros.

Em Brandt, Thomas e Diskin (2003), foi realizada uma revisao sobre os avangos
obtidos na busca pela eficiéncia 6tima do MG para problemas de CFD. As discussoes
direcionaram-se principalmente as equagoes de Navier-Stokes compressiveis. A estratégia
utilizada foi baseada principalmente em esquemas de fatoracao das equagoes governantes,
também conhecidos como métodos de separagao de fluxos. Para o caso de escoamentos

incompressiveis, afirmou-se que as performances dos trabalhos publicados até entao ainda
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estavam uma ordem de magnitude abaixo da eficiéncia 6tima do MG.

O trabalho de Liao et al. (2008) também buscou atingir a eficiéncia 6tima do
MG para as equacoes de Navier-Stokes. Nesse estudo, foi apresentado um solver para as
equagoes de Navier-Stokes compressiveis em regime transiente e subsonico. Um esquema
implicito de segunda ordem tanto no tempo quanto no espacgo, o qual é incondicionalmente
estavel e ndao conservativo, foi utilizado para a discretizacao das equacoes. Uma malha com
arranjo desencontrado foi utilizada na discretizacao dos termos viscosos e do gradiente de
pressao. Ja para para a discretizagao dos termos advectivos dependentes do tempo, uma
abordagem semi-lagrangeana foi utilizada. Os testes mostraram que o solver desenvolvido
atingiu a eficiéncia 6tima, do MG, para altos niimeros de Reynolds e grandes passos de

tempo.

Em Zhang, Zhang e Xi (2010), as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis foram
resolvidas fazendo uso do método de Chebyshev pseudoespectral. As pressoes e velocidades
foram acopladas através de um método de compressibilidade artificial. O problema da
cavidade com topo deslizante também foi utilizado para os testes, além de dois outros
problemas. Quatro métodos iterativos foram propostos no trabalho e o FMG acabou se
mostrando o mais eficiente dentre os quatro para o problema da cavidade, apresentando

speedups de quase duas ordens de magnitude.

Resultados de referéncia (do inglés, benchmarks) provenientes de métodos MG
aplicado a problemas em regides irregulares, inclusive o problema da cavidade com geome-
trias inclinadas (em formas de trapézio, paralelogramo e outras) podem ser conferidos em
Li, Yu e Wang (2015). O MVF foi utilizado em conjunto com esquemas de aproximagao
do tipo CDS (ver capitulo 3), utilizados tanto para os fluxos difusivos quanto para os
advectivos em malhas com arranjo colocalizado. O acoplamento pressao-velocidade foi
realizado por meio do método SIMPLE. Um método MG foi empregado utilizando o
esquema FAS com ciclos-V e as solugoes para benchmarking (comparagoes avaliativas)

foram estimadas pelo método de extrapolagdo de Richardson.

Santiago, Marchi e Souza (2015) utilizaram um método MG com ciclos-V e esque-
mas CS e FAS para resolucao das equacoes de Laplace, Burgers e Navier-Stokes incompressi-
veis. As formulagoes funcao de corrente-vorticidade, (¢,w), e fun¢do de corrente-velocidade,
(1,v), foram utilizadas para as equagoes de Navier-Stokes. O MDF foi empregado para
discretizacao de todas as equagoes utilizando aproximacgoes de primeira e segunda ordens.
Os efeitos de varios parametros do método MG, e também das equagoes governantes, sobre
o tempo de CPU foram estudados. Eficiéncias 6timas dos métodos MG, indicadas pelas
ordens de complexidade medidas, foram obtidas para as equagoes de Laplace, Burgers e
Navier. Entretanto, no caso das equacoes de Navier-Stokes incompressiveis, o método MG
apresentou um desempenho aquém do esperado. O que confirma o grau de complexidade

encontrado na resolucao dessas equacgoes. Uma reducgao na eficiéncia do método com o
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aumento dos nimeros de Reynolds também foi observada.

Outro trabalho que destaca-se na utilizacao da abordagem padrao FMG-SIMPLE
para resolucao das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis é o de Yan, Thiele e Xue
(2007). Todavia, nesse trabalho os autores apontaram algumas caracteristicas indesejaveis
da abordagem. Afirmou-se que nas malhas grossas intermediarias, os valores iniciais dos
fluxos de massa através das faces dos volumes de controle nao correspondem as velocidades
avaliadas nos seus centroides. Todas essas quantidades sao inicialmente restringidas da

malha mais fina anterior.

Segundo os autores, essas incompatibilidades podem levar a redugoes na estabili-
dade e na taxa de aceleracao, ou até divergéncia. Um algoritmo alternativo MG-SIMPLE
modificado foi proposto, no qual os residuos sdo a tnica informacao restringida. Todas
as outras quantidades iniciais em malhas grossas sao obtidas do ciclo-V anterior. Além
disso, os autores também enfatizaram que, no novo algoritmo, as pressoes nas malhas
grossas intermediarias sao tratadas da mesma maneira que nas malhas finas, ou seja, nao

sao necessarios calculos de “corregoes para corregoes” de pressao.

O algoritmo de Yan, Thiele e Xue (2007) ¢ referenciado até os dias de hoje pelo
desempenho notavel apresentado, com speedups de duas ordens de magnitude e aumento
linear do tempo de processamento em relacado ao nimero de varidaveis, ou seja, eficiéncia
ideal do MG. O problema da cavidade com tampa deslizante foi utilizado nos testes (além
de alguns outros). Todavia, os valores do niimero de Reynolds utilizados nas simulagoes
limitaram-se a 100, 400 e 1000. Apesar da gama reduzida, os autores informaram que o

desempenho do algoritmo diminuia com aumento de Re.

A abordagem padrao também foi utilizada em Kumar, Kumar e Kumar (2009).
Contudo, nesse trabalho, o acoplamento pressao-velocidade foi realizado através do método
SIMPLEC (formulagao FMG-SIMPLEC). O MVF foi utilizado para discretizacao das
equagoes, conjuntamente com aproximagoes de segunda ordem e malhas com arranjos
colocalizados. O principal objetivo do estudo era o fornecimento de solugoes acuradas do
problema da cavidade quadrada para uma ampla gama de niimeros de Reynolds (variando
de 1000 a 10000). As solugdes para benchmarking fornecidas apresentaram desvio maximo
de 1% quando comparadas as solugoes da literatura disponiveis na época. Outro ponto
importante do trabalho é que a constru¢ao do modelo numérico empregado é apresentada
em detalhes, tanto em relagao aos métodos e técnicas de discretizagao (e aproximagoes)

utilizadas quanto em relagdo a implementacao da abordagem padrao FMG-SIMPLEC.

O estudo de Roy, Anand e Donzis (2015) finaliza a lista das referéncias que tratam
da abordagem FMG-SIMPLE padrao e que, por esse motivo, possuem maior conexao
com o presente trabalho. Esse trabalho também constitui uma das referéncias de maior

importancia para o estudo atual, pois é utilizado como uma das principais fontes de
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comparacao para os resultados aqui obtidos.

O modelo numérico desenvolvido em Roy, Anand e Donzis (2015) emprega muitos
parametros comuns aos empregados nos trabalhos anteriores que utilizaram a mesma abor-
dagem (FERZIGER et al., 1989; HORTMANN; PERIC; SCHEUERER, 1990; KUMAR;
KUMAR; KUMAR, 2009). Ou seja: MVF para discretizagao das equagoes governantes;
malhas com arranjo colocalizado; média aritmética e soma para restricao das variaveis e
residuos, respectivamente; operador bilinear para prolongacao; razao de engrossamento
padréo; utilizagao do método de interpolagdo de Rhie e Chow (1983) para calculo das
velocidades nas faces; entre outros. Além disso, o problema da cavidade quadrada com

topo deslizante também foi utilizado para os testes.

Na realidade, o modelo numérico foi construido com a finalidade de ser processado
em paralelo, ou seja, utilizando multiplos processadores. Apesar disso, a construcao do
modelo computacional basico, serial, de Roy, Anand e Donzis (2015) é descrita em detalhes.
Sao apresentadas, inclusive, as particularidades da formulacao das equagoes modificadas de
corregao das malhas grossas intermediarias. Desse modo, esse estudo certamente pode ser
utilizado como uma boa fonte de referéncia aqueles que desejam implementar um modelo
computacional baseado na abordagem padrao. A construgao da parte serial do modelo
seguiu a mesma linha do modelo desenvolvido em Lien e Leschziner (1994), apesar de esse

ultimo ter utilizado malhas nao ortogonais.

Como mencionado no capitulo 1, foi também em Roy, Anand e Donzis (2015) que
a “regra de ouro” de Archi Brandt para o desempenho MG foi interpretada e descrita em
termos dos tempos de execucao. O modelo computacional paralelo apresentou crescimento
linear dos tempos de execucao em relacao ao nimero de pontos da malha para nimeros de
Reynolds iguais a 400, 1000 e 3200. Desse modo, é um dos poucos trabalhos da literatura
que apresentou esse comportamento para Re > 1000. Os speedups apresentados, em relagao
A versao paralela singlegrid, também sao notaveis, sendo da ordem O(10%) para ntimeros
de Reynolds iguais a 100 e 400 em malhas 10242,

Nos tltimos anos, muitos estudos apresentando implementacoes paralelas do
MG para resolucao das equagoes de Navier-Stokes tém sido publicados (BRUNEAU;
KHADRA, 2016; MANDIKAS; MATHIOUDAKIS, 2017; SHI et al., 2020). Contudo,
muitos desses trabalhos concentraram-se nas questoes referentes aos desempenhos das
técnicas de paralelizacao empregadas (KOZELKOV et al., 2020), e ndo no desempenho do
MG propriamente dito.

Em Gmeiner et al. (2015), foi proposta uma nova maneira de definir a eficiéncia
6tima de métodos MG paralelos, considerada como uma extensao do critério de Brandt
(1998). Tamer et al. (2017) realizaram uma discussao bastante detalhada sobre o problema

da cavidade. Uma extensa revisao bibliografica também foi apresentada, a qual foi organi-
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zada em ordem cronoldgica e abordou cinco décadas de evolucao dos estudos envolvendo o
problema. Um c6digo paralelo direcionado a execugao em processadores gréaficos (do inglés,
Graphical Processing Units, GPU’s) foi utilizado para resolver o problema. Solugées para

benchmarking foram apresentadas para valores de Re no intervalo de 100 a 5000.
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3 GENERALIDADES EM CFD E O METODO DOS VOLUMES FINITOS

Em CFD, um modelo matematico, associado a um determinado fenémeno fisico,
compreende as equagoes que governam tal fendmeno, o dominio matematico (correspondente
ao dominio fisico), sobre o qual elas estdo definidas, e as condi¢oes de contorno a elas
impostas. O modelo matematico é também chamado de modelo continuo, pois as variaveis
das equagoes variam continuamente ao longo do dominio, a menos de alguns pontos ou

regides especificas de descontinuidade que possam vir a existir.

Para a resolucao computacional do problema, o modelo matematico continuo ¢é
transformado em um modelo discreto, através do qual o dominio continuo inicial passa a
ser representado por um nimero finito de pontos que dao origem a uma malha, chamada
de malha computacional ou discreta. As equagoes deixam de ser avaliadas continuamente
e passam a ser avaliadas somente em tais pontos, também chamados de nés. As derivadas
contidas nas equagoes sao calculadas, em um dado ponto da malha, por meio de aproxima-
¢oes que utilizam pontos vizinhos ao ponto em questao. Tais aproximacgoes sao geralmente
obtidas de expressoes truncadas da série de Taylor. Esse processo ¢ chamado de discretiza-
¢ao do modelo matematico, e através dele o modelo continuo inicial é transformado no

chamado modelo discreto aproximado.

Encontram-se na literatura diversos métodos responsaveis pelo processo de dis-
cretizacao de um dado modelo matematico. Dentre os métodos mais utilizados em CFD,
destacam-se o método das Diferencas Finitas (MDF) (FERZIGER; PERIC, 2002), o
método dos Elementos Finitos (MEF) (HIRSCH, 2007) e o método dos Volumes Finitos
(MVF) (MALISKA, 2004; VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). Apéds o processo de
discretizacao de uma dada equagao, a avaliacao das variaveis e das aproximagoes de suas
derivadas nos nos da malha dao origem a um sistema de equacoes, o qual deve ser entao
solucionado por algum método apropriado para resolugao de sistemas, comumente chamado

de solver.

3.1 Discretizacao das Equacgoes Governantes

No presente trabalho, o MVF é utilizado para discretizacao das equagoes. O MVF é
um método de discretizacao inspirado na forma integral de derivacao das leis de conservagao
que modelam o movimento de fluidos. Essa forma também é chamada de abordagem por
volume de controle (VC). Pois, ap6s a definigdo de um VC representativo do dominio
(continuo), as propriedades do fluido (massa, quantidade de movimento, energia, etc.) sao
integradas sobre esse VC e, através do teorema da divergéncia de Gauss (GREENBERG,
1998), essas integrais sao representadas por balangos dos fluxos das propriedades através
das fronteiras do VC. Para mais informagoes, as referéncias Ferziger e Peri¢ (2002) e

Kundu, Cohen e Dowling (2015) podem ser consultadas.
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No MVF bidimensional, cada ponto (ou né) da malha computacional é envolto
por um VC, como a da Fig. 1, o qual pode ser considerado como um subdominio do
dominio discreto original e sobre o qual as equagoes governantes sao integradas e, através
do teorema de divergéncia de Gauss, representadas por meio de balancgos dos fluxos das

propriedades através de suas faces (s, w, e e n).

FIGURA 1 - VOLUME DE CONTROLE GENERICO, DE NO CENTRAL P, E SEUS VIZI-
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FONTE: O autor (2020).

Os valores das propriedades e de suas derivadas nas faces do volume sao entao
aproximados por expressoes envolvendo os noés vizinhos a essas faces, resultando em
equacoes aproximadas. Por exemplo, uma dada propriedade avaliada na face e pode ser
aproximada por uma expressao que envolva seus valores nos nés P e E. Afirma-se que o
MVF é um método de discretizagdo conservativo a nivel discreto (MALISKA, 2004), pois

as equagoes sao integradas sobre cada VC.

Os calculos do processo de discretizagao descrito sao apresentados a seguir. Seja a
equagao bidimensional de conservagao para uma propriedade ¢ geral do fluido (FERZIGER;
PERIC, 2002) dada por

0 0 0 0 0 0 0
R R R ot () Rl L)

onde z e y sao as coordenadas espaciais cartesianas, t é a coordenada temporal, u e v
sao as componentes do vetor velocidade nas diregoes x e y, respectivamente, e p é a
massa especifica do fluido. As quantidades P?, S® e I' sdo utilizadas para representar,

respectivamente, os gradientes de pressdao, os termos-fonte e o coeficiente de difusividade.

De acordo com os valores dessas quantidades e de ¢ na Tab. 1, a Eq. (3.1) representa
as equagoes de conservagao das seguintes propriedades: quantidade de movimento linear
na diregao z (QML-z), quantidade de movimento linear na dire¢ao y (QML-y) e massa.
Como pode ser observado na Tab. 1, nas conservagoes das quantidades de movimento,

¢ = u,v, o coeficiente de difusividade, T', é igual a viscosidade dindmica (u).
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TABELA 1 - VALORES DAS VARIAVEIS E
TERMOS GENERICOS DA EQ.

(3.1).
Equacao de conservacdo ¢ p? S T
Massa 1 0 0 0
QML-z u —0p/dx S* u
QML-y v —0p/oy SY

FONTE: O autor (2020).

A integragao da Eq. (3.1) sobre um VC representativo em torno do né P, Fig. 1,

e também no tempo, é dada por

/ /Vo [aat“’d)) + g@ud)) + 8<pv¢)] dVdt =

//VClPM(F ¢> a(r ¢>+S¢]dth.

Aplicando as fronteiras que delimitam o volume e integrando a partir de um tempo

(3.2)

anterior dado ty até um tempo atual qualquer ¢, tem-se
t oryn [Te | O ) P
97 o — dxdydt =
/to / S / [at(“b)* (pud) + ay(pvqb)] wdy

/to /i’”/ [PQS T or <F ¢> f?y <F§y¢> + S‘z’] dxdydt.

Ao aplicar o teorema da divergéncia de Gauss a Eq. (3.3) e aproximar as integrais

(3.3)

dos termos P? e S? através da regra do ponto médio (ou dos retdngulos) (BURDEN;
FAIRES, 2011), chega-se a

[(p0)p = (p®)p| AzAY + [(pud). — (pud)u] AyAt + [(pvg)n — (po)s] AzAt =

(05), 7 (5) Jaware [(5), - (). Javacr e[, ] s

O primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (3.4) é obtido através da utilizagao
do método de Euler implicito para integracio temporal (FERZIGER; PERIC, 2002),
considerando-se que a integracao é realizada de um passo de tempo anterior t; até o passo
de tempo atual ¢, onde At =t — tg, ¢op = ¢p(t) e % = ¢p(ty). Os termos L [Pﬂp e

L [Sﬂp representam aproximacoes numéricas de P? e S® no VC que envolve P.

Na realidade, todos os problemas estudados aqui estao em regime permanente.
O termo transiente presente na Eq. (3.3) é referente a formulagdo pseudotransiente
(FERZIGER; PERIC, 2002; MALISKA, 2004) utilizada, na qual o tempo é tratado como
um pardmetro iterativo (ou de sub-relaxagao), ou seja, nao existe solugao calculada em um
dado nivel de tempo, e sim em uma dada iteracao. As iteragoes temporais sao executadas

até que a solugao permanente seja atingida.
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Considera-se que as propriedades p e p sdo constantes em todo o dominio e

também no tempo. Desse modo, em relagao a Eq. (3.4), as seguintes quantidades sao

introduzidas:
Mp = pAxAy; (3.5a)
M, = puAy; (3.5b)
My = pu,Ay; (3.5¢)
M, = pv,Az; (3.5d)
M, = pv,Ax, (3.5¢)

onde Mp é a massa do volume de controle P e Mf (f = ew,n,s) é o fluxo massico (ou
vazao massica) (kg/s) de fluido na face f. Ao introduzir os fluxos das Egs. (3.5) na Eq.
(3.4) e dividi-la por At, obtém-se

/Zf (6p = 85) + Mebe = Mutu + Mudn — Mos, = {L[P?]  +L£[S°] } AxAy

1)) )3

A equacdo integrada (3.6) é véalida para representar tanto as conservagoes QML-z,y

quanto a conservacao da massa, de acordo com os valores de ¢, P? e S?® contidos na Tab. 1.

Na Eq. (3.6), sao necessarios os valores da propriedade ¢ e de suas derivadas
espaciais nas faces do volume de controle P. Como os valores das varidveis sao avaliados nos
noés internos aos volumes de controle, os valores nas faces devem ser aproximados em fungao
destes por esquemas de interpolacao. Diversos esquemas de interpolacao sdo utilizados em
conjunto com o MVF para aproximacao desses valores. Dentre os mais utilizados, pode-se
citar os seguintes: Esquema de Diferencas Centrais (do inglés, Central Differencing Scheme,
CDS), Esquema de Diferengas a Jusante (do inglés, Upstream Differencing Scheme, UDS),
Esquema de Diferengas a Montante (do inglés, Downstream Differencing Scheme, DDS),
entre outros. Em Ferziger e Peri¢ (2002) e Maliska (2004) sdo encontradas explicagoes

detalhadas sobre esses e outros esquemas de interpolacao comuns na literatura.

A maioria dos esquemas de interpolagao tem origem em expressoes truncadas
envolvendo a série de Taylor e o grau de aproximacao de cada esquema é definido como
o grau dos termos desprezados na série (BURDEN; FAIRES, 2011). Na Eq. (3.6), os
termos que dependem apenas dos valores de ¢, avaliados nas faces, sdo denominados
termos advectivos, pois decorrem do transporte advectivo da propriedade ¢ nas equagoes
de conservacao. Da mesma maneira, os termos envolvendo derivadas espaciais de ¢ sao

chamados de termos difusivos, por resultarem do transporte difusivo da propriedade ¢.

A seguir, sdo apresentados os esquemas de interpola¢ao mais comuns utilizados

conjuntamente com o MVF e que também sao utilizados neste trabalho. Novamente, tendo
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como base a Fig. 1, através do esquema CDS, as derivadas nas faces e, w, n e s ou,

equivalentemente, os fluxos difusivos nessas faces, sao aproximados por

%CDS% ¢E_¢P (3 7&)
O |, AV '
90| _ ér — ow. (3.70)
or|, Az '
%CDS% ¢N_¢P. (3 7C)
Y|, Ay '
@szcﬁp—cﬁs (3.7d)
|, Ay ’

Os esquemas CDS sao de segunda ordem, pois desprezam termos de ordem O(Ah?), onde

Ah = méax (Az, Ay), nas representagoes por série de Taylor das aproximagoes.

O esquema UDS para aproximagao dos fluxos advectivos nas faces é de primeira
ordem (despreza termos da ordem O(Ah)) e leva em conta a diregdo do escoamento ao

utilizar as seguintes aproximagoes:

AP~ (1/2+ ae)dp + (1/2 — ac)di; (3.8)
S5 & (1/2+ ow)dw + (1/2 — ) dp; (3.8D)
AP ~ (1/2 + an)dp + (1/2 — an)dw; (3.8¢)
GTPS & (1/2 4 a,)ds + (1/2 — ) dp, (3.8d)

onde oy = (1/2)sign (¢y), f = s,w,e,n. A fungao sign (7) fornece o sinal matematico da

variavel 7T e, assim,
1/2, se ¢f>0

;sign(éf): —1/2, se ¢y <0 . (3.9)
0, se ¢y=0

Outro esquema bastante utilizado para aproximacao dos termos advectivos é
o esquema UDS com corregao adiada (FERZIGER,; PERIC, 2002; VERSTEEG; MA-
LALASEKERA, 2007). Este esquema possui acuracia de segunda ordem e é dado por

65 = 0P + (655 - 979" (3.0

O sobrescrito (%) indica que os termos entre parénteses da Eq. (3.10) devem ser
avaliados na iteracao anterior. Conforme o processo iterativo avanca, a diferenga entre
gb}JDS e QS}IDS* tende a diminuir e esses termos tendem a se cancelar, tornando a influéncia
do termo de aproximagao por CDS cada vez maior. A aproximacao por CDS para os
termos advectivos em uma dada face pode ser calculada como a média aritmética dos nos

vizinhos a ela. Assim, para a face e, por exemplo, a aproximacao por CDS de ¢ é dada por

sigos = Bt 0x (3.11)
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As aproximagoes para as outras faces sdo calculadas por férmulas analogas.
Aproximacoes calculadas diretamente por CDS para os termos advectivos podem gerar
erros decorrentes de falsas difusdes numéricas e, por esse motivo, expressoes do tipo UDS
sao geralmente preferidas (FERZIGER; PERIC, 2002). As aproximagoes para ¢}JDS sao
dadas pela Eq. (3.10).

Utilizando aproximagdes UDS (sem correcao adiada, por simplificagdo) para os
termos advectivos e CDS para os termos difusivos nas faces, a equagdo da conservagao

geral discretizada (3.6) torna-se

Mp

(G ren)or s (3-ayen] 5[5+ (3-a) o] =217, ava

2
dw + dp — 2¢0p) (ps + dn — 2¢p)

o (
+ L[5, AvAy + p A A Az.

Ay +
(3.12)

As aproximagoes dos gradientes de pressao também sao realizadas por meio de

esquemas CDS de acordo com:

" Ip PE—DP
LIPY),=L [_&r] STV (3:130)
P
L[PY), =L [—gﬂ - —pN%;ypS. (3.13b)
P

As aproximacaos dos termos-fonte seguem a regra do retangulo, aplicada na
passagem da Eq. (3.3) para a Eq. (3.4), em que o valor de cada termo-fonte em um dado
VC é aproximado como o valor correspondente da expressao avaliada no né central do
volume, £ {Sﬂp = Sf,, e a integragao ¢ aproximada como sendo esse valor multiplicado

pelo volume do VC.

Quando o né genérico P varia sobre todos os nés da malha computacional, a
equagao geral de conservacao discretizada (3.12) gera um sistema de equagoes algébricas.

Cada equagao desse sistema pode ser escrita de forma genérica como

Asos + Awodw + Apop + Apdp + Anén = Bp. (3.14)

A forma apresentada na Eq. (3.14) ndo é, todavia, a que sera utilizada neste

trabalho, e sim a seguinte:

Apopp = Awow + Apop + Asds + Anon + Bp, (3.15)

onde Ar = —Ap, para F = SW,E,N. A forma da Eq. (3.15) é mais apropriada ao uso

de solvers iterativos, os quais, como sera visto na proxima se¢ao, sao mais comumente

AL (¢P—¢0p> + M. K;-I—Oée) op + (; —Oée> ¢E} - M, [(;_’_aw) ow + <; —Oéw> ¢P] +
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utilizados em conjunto com o MVF. As expressoes para os valores dos coeficientes Ap,
Aw, Ag, Ag, Ayn, e Bp sao fornecidas no capitulo 4 para todas as equacoes consideradas

neste trabalho.

A equagao da conservagao geral discretizada (3.12) é vélida para todos os volumes
internos do dominio, ou seja, que nao possuem intersecao com a fronteira. As equagoes
discretizadas para os volumes adjacentes as fronteiras sao obtidas por meio de aproximagoes
particulares para esses volumes introduzidas na equagao integrada geral (3.6). Essa técnica
de tratamento das condigoes de contorno é conhecida como técnica de balancos para os
volumes de fronteira (MALISKA, 2004). Mais informacoes sobre ela podem ser conferidas

no capitulo 4.

3.2 Solugao do Sistema de Equacgoes

Como foi visto na secao anterior, apds o processo de discretizacao, a avaliacao
das propriedades (ou varidveis dependentes) das equagdes em cada ponto interno (ou
nd) de um VC da malha computacional, se d4 em funcao de seus pontos vizinhos. Esse
processo da origem a um sistema de equacgoes, que pode ser linear ou nao, de acordo com
as respectivas equacoes. Todavia, no caso de equagoes nao lineares, um sistema linear

equivalente quase sempre pode ser obtido através do emprego de técnicas de linearizacao.

No caso das equagoes de Navier-Stokes, as nao linearidades presentes nos termos
advectivos sao linearizadas pela introducao dos fluxos de massa, Eqgs. (3.5a) a (3.5e), cujos
calculos sao transferidos a matriz do sistema. O célculo das velocidades em uma dada
iteracao se da entao a partir dos fluxos armazenados na matriz do sistema, os quais foram
obtidos na iteragao anterior. Esse processo é mostrado mais detalhadamente no capitulo 4.
Conclui-se entao que, tanto no caso de equagoes lineares quanto nao lineares, métodos

eficientes para resolucio de sistemas lineares sio necessarios (FERZIGER; PERIC, 2002).

A avaliagdo da Eq. (3.12), ou da sua forma equivalente, Eq. (3.15), em todos os

pontos da malha gera um sistema de equacoes da forma
Ad = Q. (3.16)

Desse modo, a Eq. (3.15) corresponde a uma linha genérica do sistema da Eq. (3.16).
Todavia, nota-se que essa linha contém apenas os valores das variaveis vizinhas ao no6 atual
P, juntamente com seus coeficientes. Isso se da porque a utilizacdo de malhas estruturadas,
e também de um esquema apropriado de numeragao dos nods, gera sistemas com matrizes
esparsas no processo de discretizacao. Nesse tipo de matriz, a maioria dos elementos é nula
e os elementos nao nulos concentram-se em um nimero limitado de diagonais. Desse forma,

métodos especializados para esse tipo de matriz devem ser preferencialmente utilizados.
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A Fig. 2 apresenta a estrutura das matrizes obtidas através das aproximagoes CDS
de cinco pontos (FERZIGER; PERIC, 2002) utilizadas neste trabalho. Uma matriz com
essa forma é também chamada de pentadiagonal. O ntimero de entradas entre a diagonal
principal (em preto) e as diagonais secundarias mais externas (em vermelho) é igual a

N, — 1, onde N, é o niimero de volumes da malha na direcao x.

FIGURA 2 - ESTRUTURA DE UMA MATRIZ PENTADIAGONAL.

FONTE: O autor (2020).

Como ja foi comentado no capitulo 1, os métodos de resolucao de sistemas lineares,
ou solvers, sao classificados basicamente em duas categorias: métodos diretos e iterativos.
Os métodos diretos procuram resolver o sistema de equagoes através de uma sequéncia
finita de operacgoes e, exceto por erros de arredondamento, fornecem sua solucao exata. Tais
caracteristicas podem ser interpretadas como vantagens dessa classe de métodos. Pode-se
afirmar que o método fundamental para o desenvolvimento e estudo dos métodos diretos é
o método de eliminacao de Gauss (BURDEN; FAIRES, 2011). Nesse método, o sistema
original é transformado em um sistema triangular equivalente, a partir do qual a solucao
¢ facilmente obtida. A eliminacdo de Gauss é utilizada principalmente para problemas

envolvendo matrizes cheias, as quais raramente sdo utilizadas em CFD (MALISKA, 2004).

Uma variante bastante utilizada do método de eliminacao de Gauss é a decompo-
sicao Lower-Upper (LU), através da qual a matriz original do sistema ¢ decomposta em
uma matriz triangular inferior (lower) e uma matriz triangular superior (upper). Essas
matrizes sdo obtidas a partir de poucas modificacoes efetuadas no processo de eliminagao
de Gauss original e podem ser armazendas na matriz A original (Eq. (1.1)). Além do mais,
a construcao dessas matrizes independe do vetor de termos independentes f e assim, a
decomposicao pode ser realizada uma tnica vez e utilizada para resolucao de sucessivos

sistemas com vetores independentes distintos.

O nimero de operagoes necessarias para a resolucao de um sistema linear, quadrado
e de ordem N, pelo método de eliminacio de Gauss é da ordem O(N?), enquanto que,
através do uso da decomposigao LU, esse nimero é da ordem O(2N?) (BURDEN; FAIRES,

2011). Outras variagoes da decomposi¢ao LU também sao bastante utilizadas na construgao
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de métodos iterativos para resolugao de sistemas lineares (FERZIGER; PERIC, 2002;
SAAD, 2003).

Outro método direto bastante utilizado em CFD, é o método TDMA ( Tridiagonal
Matriz Algorithm) (BURDEN; FAIRES, 2011), que também ¢ baseado no método de elimi-
nagao de Gauss, e é especifico para resolugao de sistemas envolvendo matrizes tridiagonais.
O custo do TDMA para resolu¢do de um sistema com N incégnitas é O(N), ou seja, o
custo por varidvel é independente do niimero de varidveis (FERZIGER; PERIC, 2002). O
baixo custo desse método tornou sua utilizacao bastante popular para os casos em que
matrizes triangulares sao obtidas, como a discretizagao por CDS da equacao de Poisson
unidimensional (MALISKA, 2004), por exemplo.

Com excegao do TDMA (e de alguns métodos similares), os métodos diretos
geralmente estao associados a um alto custo computacional e se tornam inviaveis para
resolugoes sucessivas (problemas transientes ou nao lineares) de sistemas de grande porte,
pois normalmente a matriz cheia deve ser armazenada. Além do mais, nesses casos, 0s
erros de arredondamento associados as numerosas operagoes aritméticas realizadas podem
prejudicar a qualidade das solugoes. Por esses motivos, os métodos diretos sao geralmente
utilizados em formas computacionalmente otimizadas e paralelizadas, como os solvers
otimizados da biblioteca LAPACK (ANDERSON et al., 1999), ou em formas fatorizadas

ou modificadas, como ja comentado.

Comumente, os métodos numéricos e aproximagoes utilizadas nos problemas de
CFD produzem matrizes esparsas, isto ¢, matrizes compostas majoritariamente por zeros
e com os elementos nao nulos localizados apenas em algumas diagonais (geralmente em
niumero de trés, cinco, sete ou nove). Isso significa que a equagao para uma dada variavel
em um certo ponto (da malha computacional) envolve apenas os valores (mais recentes)
dessa variavel nos pontos vizinhos. Essa caracteristica estd presente principalmente nas
malhas estruturadas. Os solvers iterativos beneficiam-se muito desse tipo de estrutura, pois
evitam a realizacao de um grande niimero de operagoes envolvendo zeros e ndo necessitam
armazenar a matriz cheia (BURDEN; FAIRES, 2011).

Nos métodos iterativos, uma sequéncia iterativa de aproximacoes para a solucdo
do sistema, Eq. (3.16), é obtida a partir de uma estimativa inicial. Em cada iteragao, uma
aproximacao é obtida a partir da aproximagao na itera¢ao anterior (ou das aproximagoes
nas iteragoes anteriores, dependendo do método), e a convergéncia dessa sequéncia é
garantida sob certas condigoes, geralmente impostas a matriz dos coeficientes (BRIGGS;
HENSON; MCCORMICK, 2000). No caso de problemas néao lineares, a utilizacdo de
métodos iterativos é altamente recomendada. Dentre os solvers iterativos mais utilizados,
podem-se citar os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, Successive Over-Relazation (SOR),
Modified Strongly Implicit (MSI) e Alternating Direction Implicit (ADI) (TANNEHILL;
ANDERSON; PLETCHER, 1997; BURDEN; FAIRES, 2011).
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De maneira geral, pode-se afirmar que o niimero de operacoes necessarias a
resolugdo de um sistema de N incégnitas por meio de solvers iterativos é da ordem
O(N?/2) (FERZIGER; PERIC, 2002; BURDEN; FAIRES, 2011). Dessa maneira, os custos
computacionais reduzidos dos métodos iterativos, sua robustez para resolugoes de sistemas
diversos, além de sua capacidade exclusiva de resolucao de problemas nao lineares, tém

atraido pesquisadores da area de CFD ha decadas.

Os métodos iterativos para sistemas lineares em geral representam o sistema (3.16)

CcOo1mo

¢=Ro+aq, (3.17)

onde R é uma matriz fixa, chamada de matriz iteracdo do método e q é um vetor fixo.
Ap6és a escolha de uma estimativa inicial ¢(®), um processo iterativo é iniciado e gera uma
sequéncia de aproximagoes para a solugao do sistema. A aproximagao no passo (k+ 1) é
dada por

p* ) = Rp® 4 q, (3.18)

onde k = 0,1,2,3,... Quando a matriz de iteracao R é constante ao longo do processo

iterativo, diz-se que o método iterativo é um método estacionario ou bésico.

Os métodos de Gauss-Seidel e de Jacobi estao entre os métodos iterativos basicos
mais conhecidos. Na derivagao desses métodos, a matriz A, Eq. (3.16), é reescrita como
A=D —L—U, onde D é uma matriz diagonal, L é uma matriz triangular estritamente
inferior e U é uma matriz triangular estritamente superior (cada uma contendo as porgoes

correspondentes de A). Assim, o sistema (3.16) torna-se

(D—L-U)¢p=Q. (3.19)

O método de Jacobi é obtido ao se isolar os termos da diagonal de A de acordo

com

Do =(L+U)o+Q, (3.20)

e assim,

¢p=D(L+U)p+D'Q. (3.21)
Dessa forma, a equacdo iterativa para o método de Jacobi é dada por

oY = R,6™ + qy, (3.22)

onde R; = D7 (L +U) é a matriz iterativa do solver e q; = D™'Q ¢ o vetor independente.

Assim, escrevendo a a linha ¢ do sistema (3.16) como

a1 + Qoo + ...+ ;i + ...+ aindn = Qi (3.23)
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onde a;j, ¢j € Q;, j = 1,...,n, sdo as entradas da matriz A (linha i) e as componentes
do vetor solugao ¢ e do vetor independente Q, respectivamente. O método de Jacobi

corresponde a resolver para a componente ¢; de acordo com

i1
ot = S T (ai1¢gk) +apdd” + ...+ ai,i—lgbz(‘]i)l + ai,i+1¢§i)1 +...+ am@(zk)) - (3.24)
Ou seja, cada componente do vetor solugao no passo (k + 1) é calculada em fungao de

todas as outras componentes no passo (k).

A aplicagao do método de Jacobi para resolugao da equagao discretizada (3.15)

resulta em
 Awoy, + Aol + Asodl + Ano) + Bp

Ap ’

onde o sobrescrito 0 indica os valores das varidveis avaliados na iteracao anterior.

o (3.25)

No método de Gauss-Seidel, utilizam-se os valores das componentes anteriores
ja atualizadas no passo (k + 1) para o calculo de cada nova componente. Assim, cada

componente i, ¢ = 1,...,n, do vetor solucao ¢é calculada como
i 1
¢§k+1) = CLQ — ; ((Iﬂqﬁglﬁ_l) + ;o gk_‘—l) + ...+ ai,i,lgbz(irl) + ai,i+1¢§'i)1 4+ ...+ (Zln(ﬁ?(lk)) .
(3.26)

Considerando-se a forma matricial do sistema, de acordo com a Eq. (3.19), o

método de Gauss-Seidel é dado por

D—-Lp=Up+
( Jo=U¢+Q (3.27)
=¢=(D-L)"'Up+(D~-L)"'Q,
e, dessa maneira, sua equacao iterativa é
o = Reo™) + g, (3.28)

onde Rg = (D —L)"'Ueqe=(D—-L)'Q.

Associado ao Gauss-Seidel, ha outro método também bastante utilizado na resolu-
¢ao numérica de EDP’s, o método de relaxagoes sucessivas SOR (successive over-relazation).
Através desse método, a solugdo em um dado né ¢, no passo k + 1, é calculada como uma
ponderacao entre o valor atual da solugao, lado direito da Eq. (3.26), e seu valor no passo

anterior, k, de acordo com a seguinte expressao

1—1 k1 n k
k41 (Qi _ng aij¢§ o _j:zi;rl aij¢§ )> k
P =y +(1-w)e® (3.29)

onde w é o parametro de ponderacao e w > 1 é empregado geralmente para aceleracao da

convergéncia do método. Quando w = 1, tem-se o método de Gauss-Seidel original.
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Existem ainda variagoes do método de Gauss-Seidel relacionadas a ordem na
qual cada né ¢ da malha é percorrido. Por exemplo, no Gauss-Seidel lexicografico, ou
simplesmente Gauss-Seidel, os nds sdo percorridos seguindo a numeragao lexicografica da
malha, como pode ser observado na Fig. 3a. No Gauss-Seidel red-black, Fig. 3b, os nés
em vermelho e os nés em preto sao atualizados em etapas diferentes. Essas etapas podem
ser executadas em sequéncia: primeiro atualiza-se os vermelhos e depois os pretos (ou
vice-versa); ou também podem ser executadas simultaneamente (processamento paralelo).
Nota-se que todos os nos adjacentes a um né vermelho sdo pretos e, da mesma forma,
todos os nés adjacentes a um nd preto sao vermelhos. Assim, os nés vermelhos, na sua
etapa correspondente, sdo calculados com base nos valores conhecidos dos nés pretos. O
mesmo acontece na etapa de atualizacdo dos nds pretos. Para mais detalhes sobre essas e
outras variantes do método Gauss-Seidel, os trabalhos de Briggs, Henson e McCormick
(2000) e de Burden e Faires (2011) podem ser consultados.

FIGURA 3 — TIPOS DE ORDENACAO DO SOLVER GAUSS-SEIDEL.

21 22 23 24 25 11 24 12 25 13
° ° ° ° ° ) ° ) ° °

16 17 18 19 20 21 9 22 10 23
° ° ° ° ° ° ° ) ) °

11 12 13 14 15 6 19 7 20 8
° ° ° ° ° ) ° ) ° °

6 7 8 9 10 16 4 17 5 18
° ° ° ° ° ° ° ) ) °

1 2 3 4 5 1 14 2 15 3
° ° ° ° ° ° ° ° ) °

(a) Ordenagao lexicografica. (b) Ordenacao red-black.

FONTE: O autor (2020).

Dentro da classe dos métodos iterativos, existem ainda os métodos obtidos a
partir da fatoragdo LU da matriz de iteracao geral R, Eq. (3.18), os quais também sao
bastante utilizados na resolucao numérica de EDP’s,; principalmente no caso das equagoes
de Navier-Stokes. Quanto mais proxima a matriz de iteragao R de um método iterativo
estiver da matriz A original do sistema, Eq. 3.16, mais rapida sera a convergéncia desse
método (FERZIGER; PERIC, 2002). Assim, os métodos iterativos que utilizam a fatoracio
LU de R procuram satisfazer a relacio R = LU = A+ N, onde N é pequena. Esses
métodos também sdao chamados de métodos de fatoracao incompleta, tendo por base
o método ILU (do inglés, Incomplete LU), pois a fatoracdo LU representa A de forma

inexata.
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Segundo Ferziger e Peri¢ (2002), o método ILU possui convergéncia lenta e é
pouco utilizado. Os métodos que utilizam suas versdes modificadas, como o SIP (do
inglés, Strongly Implicit Procedure) (STONE, 1968) e sua versdo aprimorada, o MSI
(SCHNEIDER; ZEDAN;, 1981), sao bastante utilizados em CFD. O método TDMA, ou
algoritmo de Thomas, desenvolvido inicialmente para sistemas tridiagonais, também possui

versoes iterativas para matrizes pentadiagonais (PRASAD, 2014).

3.3 Erros e Convergéncia

Como ja foi discutido no capitulo 1, na maioria dos métodos iterativos basicos
observa-se uma taxa rapida de decaimento do erro nas primeiras iteragoes. Entretanto,
essa taxa tende a diminuir com o avanco do processo iterativo, tornando o decaimento do
erro cada vez mais lento. Assim, os altos tempos necessarios a convergéncia dos métodos
iterativos geralmente tém como principal causa a queda da taxa de decaimento do erro.

Esse fenémeno é explicado a seguir.

Se @ é a solucao exata para o sistema (3.16), entdo uma condigdo 6bvia para a

equagao iterativa (3.18) é que @ seja um ponto fixo dessa equagao, ou seja, que

=R +q. (3.30)

Subtraindo essa equagao da Eq. (3.18), tem-se

¢ — ™) = R(d—¢®). (3.31)

Indicando-se por e(™ o erro que se comete na iteracdo m com relacio a solucio
@ do sistema, ou seja, ™ = & — ™ a Eq. (3.31) pode ser entdo reescrita como uma

equagao iterativa para o erro da forma

e® ) = Relk), (3.32)

Desse modo, se uma estimativa inicial e(®) é fornecida, o erro em uma iteracio m
é dado por
em = RMe©), (3.33)

Portanto, a matriz R pode ser considerada como uma matriz de amplificacao do
erro (HACKBUSCH, 1985). O raio espectral de R, é definido como

p(R) = max |A\(R)], (3.34)

onde \¢(R), k =1,2,... K, indicam os autovalores de R. Os autovetores associados sao
indicados por ¥*. O raio espectral é chamado de fator de convergéncia do método iterativo

e governa o comportamento assintético do erro e. Pode-se demonstrar que o método é
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convergente (ou seja, o erro tende a zero) para todas as estimativas iniciais qﬁ(o) se, e
somente se, p(R) < 1 (HACKBUSCH, 1985; WESSELING, 1992; TROTTENBERG;
OSTERLEE; SCHULLER, 2001).

A quantidade —log,,p(A) também ¢é de importancia e é definida por Briggs,
Henson e McCormick (2000) como a taxa de convergéncia assintdtica. Seu inverso fornece
a quantidade de iteracoes necessarias para reduzir o erro em uma casa decimal. Assim,
quando p(R) é positivo e proximo a zero, a taxa de convergéncia é alta, e quando p(R) se

aproxima de 1, a taxa de convergéncia diminui.

Assumindo que o conjunto de autovetores 1* forma uma base para o R", onde n

é o ntimero de varidveis do problema, o erro inicial e(®) pode escrito como

K

e® = 3"k, (3.35)

k=1
onde os ¢;’s sd0 os coeficientes da combinacao linear. A partir das Eqgs. (3.33) e (3.35), é

facil mostrar que o erro na iteracao m pode ser calculado como
K
e™ =3¢ ()™ . (3.36)
k=1

No caso particular do método de Jacobi ponderado, por exemplo, com fator de

ponderagao w (0 < w < 1), os autovetores sao dados pelos seguintes modos de Fourier
(BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000)

Jkm

w;?zsen< >, 1<j<n, 1<k<K. (3.37)

n

Os correspondentes autovalores associados, da matriz de iteracao R,,, estao também

relacionados aos modos de Fourier através da seguinte expressao

k
Mo(Ro) = 1 — 2wsen? (27;) . 1<k<K, (3.38)

onde n é o nimero de nés da malha. Observa-se entao que os autovalores A, estao proximos
de 1 para valores baixos de k (pois n geralmente é grande), ou seja, para os modos de
Fourier menos oscilatérios (ou mais suaves). Por exemplo, para k = 10, n = 1000 e w = 0,7,
tem-se que Ag ~ 0,99965. Portanto, para o caso do método de Jacobi ponderado, nenhum
valor de w podera eliminar eficientemente as componentes mais suaves do erro. Além do
mais, a medida que a malha é refinada ou que n aumenta, os autovalores se tornam ainda
proximos da unidade, deteriorando ainda mais o fator de convergéncia. Apesar de essa
discussao ter sido realizada para o caso particular do método de Jacobi ponderado, de
acordo com Briggs, Henson e McCormick (2000), a maioria dos métodos iterativos basicos
possui essa limitacao e, segundo Ferziger e Peri¢ (2002), sua convergéncia também é mais

lenta em malhas refinadas.
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Conclui-se entao que a maioria dos métodos iterativos basicos possui a propriedade
de reducao satisfatoria apenas das componentes oscilatorias, ou de alta frequéncia, do erro,
a chamada propriedade de suavizacao. Por esse motivo, observa-se que, como apontado
anteriormente, a taxa de decaimento do erro tende a ser alta nas primeiras iteracoes,
passando entao a decair com o avango do processo iterativo. O rapido decaimento inicial
do erro é devido a sua propriedade de suavizacao, ou seja, a rapida eliminag¢ao dos modos
de alta frequéncia. A permanéncia das componentes suaves, que nao sao eficientemente

eliminadas, causa a reducao na taxa de decaimento do erro.

3.4 Métodos Multigrid

Os métodos MG sao geralmente aceitos como uma das técnicas mais rapidas para
solugao de EDP’s elipticas e também de outros tipos (LIAO et al., 2008). Esses métodos se
aproveitam principalmente do fato que componentes suaves do erro em uma certa malha
fina tornam-se mais oscilatérias quando observadas pela perspectiva de uma malha mais
grossa (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000). Dessa forma, quando as componentes
suaves se tornarem dominantes em uma malha fina, causando uma queda da taxa de
convergéncia, elas podem ser transferidas para uma malha mais grossa, tornando-se entao
oscilatorias, e serem também eficientemente suavizadas pelo método iterativo em uso.
O mesmo pode ser feito com as componentes suaves que dai restarem; elas podem ser
transferidas para uma malha ainda mais grossa e o processo é repetido. Essa é a ideia
basica dos métodos MG.

Contudo, o simples fato de transferir o erro para uma malha mais grossa e suaviza-
lo nao melhoraria, por si 80, a taxa de convergéncia do processo iterativo na malha mais
fina. Além do mais, ainda s@o necessarias informagoes sobre como essas transferéncias sao
realizadas e sobre como o erro pode ser suavizado nas malhas grossas. Essas questoes sao

esclarecidas a seguir, através da introdugao do esquema de correcdo de duas malhas.

3.4.1 Esquemas CS e FAS em Duas Malhas

Sendo ¢ uma aproximagao para a solu¢ao ¢ do sistema linear da Eq. (3.16). O
erro cometido na aproximagao é e = ® — ¢. Subtraindo A ¢ dos dois lados da Eq. (3.16)
resulta em:
Ad—Ap = f— Ag;
A(D— o) =r; (3.39)
Ae =,

onde o vetor independente Q foi reescrito como f (apenas por questao de notagao) e r é o
residuo do sistema obtido com a aproximacao ¢. A equacao Ae = r é denominada equacao

residual.
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Realizar suavizagoes no sistema original (3.16) com uma estimativa inicial arbitra-
ria ¢(¥) é equivalente a realizd-las na equacio residual com estimativa inicial do erro nula,
el® =0, e em seguida efetuar a correcio ¢(¥) = ¢ + e. Nesse caso, e é a solucdo parcial
da equacao residual (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000). A utilizagao da equagao
residual em conjunto com o sistema original é fundamental para o esquema de suavizagao
das componentes do erro empregado em métodos MG. Todavia, sao necessarias algumas

defini¢oes de notagao antes desse esquema ser apresentado.

No presente trabalho, sdo utilizadas malhas uniformes com tamanhos (ou espaga-
mentos) de malha iguais nas dire¢oes x e y, ou seja, Az = Ay. A malha mais fina original
do problema é indicada por Q" onde h = Az = Ay é o espacamento representativo da
malha. Assim, o sobrescrito h é utilizado para indicar os elementos (matrizes, vetores,
operadores, etc.) do esquema definidos na malha mais fina. A malha imediatamente mais
grossa é indicada por Q2" e, novamente, o sobrescrito 2k indica todos os elementos definidos
nessa malha. O sobrescrito 4h indica a proxima malha mais grossa que a malha 2h, e
assim por diante. Considera-se que cada malha imediatamente mais grossa possui sempre
a metade dos volumes, em cada dire¢do coordenada, da malha mais fina anterior. Ou seja,
a razao de engrossamento (TROTTENBERG; OSTERLEE; SCHULLER, 2001), utilizada

para a formacgao das malhas mais grossas, ¢ igual a 2.

O Algoritmo 1 apresenta o esquema basico sobre o qual o MG se fundamenta,
denominado esquema de corregao CS (correction scheme). Alguns passos do esquema CS
representam as ideias ja discutidas aqui, quando tratava-se da eliminacao das diferentes
frequéncias do erro. Inicialmente sao realizadas v suavizagoes na malha mais fina, utilizando
o método iterativo em uso, a fim eliminar as componentes de alta frequéncia. Em seguida, o
residuo da solucao aproximada obtida é calculado e restringido para a malha imediatamente
mais grossa. A restricao é efetuada através do chamado operador de restri¢do, o qual
transfere informacoes da malha fina (") para a malha imediatamente mais grossa (%) e

é indicado por 12"

Com o residuo calculado, a equagao residual é formulada na malha grossa e
solucionada a fim de eliminar as componentes suaves que permaneceram (e que se tornam
oscilatérias quando representadas nessa malha). O erro (ou corregao) calculado na malha
grossa é entao transferido (prolongado) para a malha fina através do operador de prolon-
gacio, indicado por I%, e adicionado & solucdo aproximada anterior. A solugio atualizada
pelo erro da malha grossa é entao utilizada como estimativa inicial para a realizacao de
mais v, suavizacgoes no sistema inicial na malha fina a fim de eliminar os modos oscilatoérios
restantes que ainda possam existir. A Fig. 4 apresenta uma representacao do esquema CS

de duas malhas.
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ALGORITMO 1: ESQUEMA DE CORRECAO (CS) DE DUAS MALHAS.

e Suavizar vy vezes A"@" = f* em Q" com estimativa inicial qbg e obter a solucao
intermediaria ¢"*;

Calcular o residuo " = fh — AP¢" e restringi-lo para malha Q2" com 2" « I,%hrh ;
Resolver a equacao residual A%"e?" = 12" na malha Q2" com estimativa inicial eg =0
Prolongar o erro da malha Q%" para a malha Q" com e’ « Ighe% ;

Corrigir a solucao aproximada intermediaria da malha Q" com ¢ < ¢ + e’ ;

Suavizar v vezes A"®" = f em Q" com estimativa inicial ¢".

FIGURA 4 - REPRESENTACAO DO ESQUEMA DE CORRECAO (CS) DE DUAS MALHAS.

¢" = ¢ + €
Ah¢h:fh 6h=[gh62h
s A £ .. £ .. : . . 62h
A2hp2h — g2 S g - - - : . :

FONTE: O autor (2020).

O esquema de correcdo CS é especifico para problemas lineares. No caso de
problemas nao lineares da forma

A() = f, (3.40)

onde a notagao de parénteses do lado esquerdo indica que o sistema ¢é nao linear, a equagao

residual ndo pode ser escrita como Ae = r, pois A(®) — A(¢) # A(P — ¢) = A(e). Assim,

a equacao residual para problemas nao lineares é dada por
A(P)—A(p) =r. (3.41)

Notando que @ — ¢ = e, pode-se escrever também a solugdo @ da equagao residual como
P =¢+e.

Assim, utilizando um raciocinio analogo ao utilizado para o problema linear, a

equacao residual para a malha grossa pode ser escrita como
A2h <¢2h + e2h) _ A2h <¢2h) _ 7ﬁ2h’ (3.42)

onde ¢?h = IZhgh e r? = I2hyh Como o erro e?* é a incégnita da equacio residual na
malha grossa, na pratica a Eq. (3.42) é resolvida para uma solugdo ®*" e o erro entdo é
calculado com a relacio e?" = @?* — $**_ Com o erro calculado, a solucdo intermediaria,

na malha fina pode entdo ser corrigida por ¢" « ¢"* + Ik e2h.
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O esquema que acaba de ser descrito é o equivalente ao CS para problemas nao
lineares e é denominado FAS (do inglés, Full Approximation Scheme). Como pode ser
observado, no FAS, além do residuo, a solucao intermedidria obtida na malha fina também
é restringida para malha grossa e o vetor independente na malha grossa nao é mais
composto apenas pelo residuo restringido, mas sim pelo residuo adicionado a multiplicagao
da matriz da malha grossa pela solucao intermediaria da malha fina restringida. Os passos

do esquema FAS em duas malhas estao representados no Algoritmo 2.

ALGORITMO 2: ESQUEMA DE APROXIMACAO COMPLETA (FAS) DE DUAS
MALHAS.
¢

e Suavizar v vezes A" ((ﬁh) = f" em Q" com estimativa inicial ¢} e obter uma solugio

intermediaria ¢"*;

e Calcular o residuo r* = f* — A ((;Sh) e restringi-lo para malha Q2" com r2" « I,thrh ;

o Restringir a solucdo intermediaria ¢ e defini-la como a estimativa inicial da malha
Q% com ¢gh « IZhoh ;

e Resolver o problema na malha Q2" dado por A" (@”‘) = A% (q%h) + 72" com
estimativa inicial gb%h e obter a solucio 92",

e Calcular o erro da malha Q%" com 2 = @20 — ¢2h ;

e Prolongar o erro da malha Q%" e corrigir a solucdo intermediaria da malha Q" com
Oh < ph* 4 1D, e2h

e Suavizar yg) vezes AP (@h) = f" em Q" com estimativa inicial ¢".

3.4.2 Ciclo-V FAS

Para que os esquemas CS ou FAS de duas malhas sejam efetivos, idealmente a
equacao residual na malha Q2" deve ser resolvida completamente. Todavia, se a malha Q"
é muito refinada, a resolucdo completa da equacio residual na malha Q?* também estard
associada a um alto custo computacional. Assim, a ideia natural seria utilizar novamente
um esquema de duas malhas, onde a malha Q%" é considerada como malha fina e a equacdo
residual é resolvida na malha Q*. A mesma ideia pode ser utilizada seguidas vezes caso
as resolucoes das equacoes residuais na malha Q% e nas malhas subsequentes, sejam

computacionalmente caras.

Na pratica, o MG é geralmente empregado através de um algoritmo que envolve
uma sequéncia de malhas cada vez mais grossas, até que a malha mais grossa possivel,
ou desejada, seja atingida. A forma como essas malhas sdo percorridas é chamada de
ciclo e o mais comum, e que talvez melhor represente as ideias do MG, é o chamado
ciclo-V. Os passos do ciclo-V para o esquema FAS estao representados no Algoritmo 3. Um
algoritmo semelhante ¢ utilizado para descrever o ciclo-V baseado no esquema CS. Uma
representagao grafica de como as malhas com diferentes espacamentos sdo percorridas no

ciclo-V pode ser visualizada na Fig. 5.
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Nos algoritmos apresentados até agora encontram-se versoes da matriz original A
nas malhas mais grossas, como A% A% .. . Neste trabalho, essas matrizes sdo calculadas
através dos valores das varidveis restringidos da malha fina, os quais s@o tomados como
estimativas iniciais, através de uma rediscretizagao do problema inicial na malha grossa

em questao.

ALGORITMO 3: ESQUEMA CICLO-V-FAS PARA PROBLEMAS NAO LINE-
ARES.
e Suavizar Vf’ vezes AP (¢h> = f" em Q" com estimativa inicial gbg e obter ¢";
e Fazer r2h I,%h (fh — Al (gf)h)) e qb(%h — I%hgf)h;
e Calcular f2h = A% (qﬁ%h) + r2h;
e Suavizar V? vezes A%h (@””) = f2" em Q%" com estimativa inicial $3" e obter ¢?";
o Fazer rih « I (2 — A% (¢2h)) e o < I3fg";
e Calcular f4h = A%k ((ﬁéh) + b,
Suavizar yf) vezes A (¢4h) = f4 em Q* com estimativa inicial ¢§" e obter ¢*";
Fazer 3" + Iff,}; (f4h — A%h (gb4h)) e gbgh — IE,’;‘gZ)‘Lh;

Calcular f8" = A8k (qb%h) + r8h.

e Resolver AL (@Lh) = fLh em QP com estimativa inicial qﬁéh e obter ¢";

e Calcular erro el = ¢lh — %Lh;

e Corrigir a soluco intermedidria ¢ + ¢ + Iff[fesh;

Suavizar Vg) vezes A (¢4h) = f* em Q% com estimativa inicial ¢** e obter ¢**;

e Calcular erro e = ¢*" — éh;

e Corrigir a solucdo intermedidria ¢2" + 2" + Iél;;e‘*h;

e Suavizar V;ﬁ vezes A%h (¢2h> = f?h em Q2" com estimativa inicial $?* e obter ¢?";

e Calcular erro e?h = ¢?" — (ﬁ%h;
e Corrigir a solucio intermedidria ¢" « ¢" + I,%hezh;

e Suavizar Vg’ vezes AP (@h) = f" em Q" com estimativa inicial ¢".

No Algoritmo 3, a notaciao QI é utilizada para indicar a malha mais grossa
possivel, onde 1 < L < 2Fmax—1 ¢ [ . é nimero méaximo de niveis permitido para uma
certa malha fina. Por exemplo, considerando-se que a malha mais grossa possivel tenha
dimensdo 22 (ou 2 x 2), se a malha fina inicial tiver dimensao 322, entdo o nimero maximo
de niveis permitido serd igual a 5 (utilizando-se a razao de refinamento padrao igual a 2),

ou seja, Lz = 5 e o valor maximo para L seria 16.

Como pode ser observado, similarmante aos esquemas de duas malhas, a equacao
residual deve ser resolvida na malha mais grossa e nao apenas suavizada com algumas

iteragoes, como ¢ feito nas malhas intermediarias. Um solver direto pode ser utilizado
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FIGURA 5 - REPRESENTACAO DO ALGORITMO CICLO-V.

Restricao

Prolongacao

FONTE: O autor (2020).

para a resolucao da equacgao residual na malha mais grossa, pois, como a malha possui

poucos elementos, o custo nao sera significativo.

O ciclo-V é composto por duas etapas, como mostra a Fig. 5. A primeira metade
do ciclo, na qual as solugoes e os residuos sao restringidos para as malhas imediatamente
mais grossas, ¢ chamada de ciclo de restrigoes. Nessa etapa, cada sistema ¢ suavizado vy
vezes apOs as restrigoes. Diz-se também que sdo realizadas vy pré-suavizacoes no ciclo-V. A
segunda etapa, na qual os erros sao prolongados para as malhas imediatamente mais finas, é
chamada de ciclo de prolongacoes e cada sistema ¢ suavizado v vezes apos as prolongacoes,

ou seja, diz-se que sao realizadas vy pés-suavizagoes no ciclo-V correspondente.

Os ciclos de restrigoes e prolongagoes sao representados pelas cores azul e vermelho,
respectivamente, na Fig. 5. O ciclo-V nao é o tnico tipo de ciclo possivel através do qual o
MG pode ser implementado. Outros tipos de ciclos, como o ciclo-W e o ciclo-F, também
sao bastante utilizados (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG;
OSTERLEE; SCHULLER, 2001).

3.4.3 Operadores de Transferéncia

Para que os ciclos de um método MG sejam eficientes na eliminacao das diferentes
frequéncias dos modos do erro, é necessario que as informagoes sejam transferidas de
maneira suficientemente acurada de uma malha para outra. Diversos sao os operadores de
transferéncia de dados utilizados conjuntamente nos métodos MG presentes na literatura
(LIU, 2009; LIU, 2011). Entre os operadores de restricio (/?") mais utilizados encontram-se
o operador de injecao, de meia ponderagao e de ponderagao completa (BRIGGS; HENSON;
MCCORMICK, 2000; TROTTENBERG; OSTERLEE; SCHULLER, 2001).

O operador de restricao por injecao, representado na Fig. 6, ¢ um dos mais simples

e intuitivos e também um dos mais utilizados para malhas discretizadas através do MDF.
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Nessa figura, os pontos pequenos em azul representam os nds pertencentes apenas a malha
fina " e os pontos grandes em preto representam os nés compartilhados tanto pela malha
fina quanto pela malha grossa Q2". Como pode ser observado, através desse operador, o
valor de uma certa propriedade no né j da malha grossa (22") ¢ tomado como o valor da

propriedade no né correspondente, 27, da malha fina (Q"), ou seja, gb?h = gbg]

FIGURA 6 - RESTRICAO POR INJECAO (MALHA DISCRETIZADA COM O MDF).

® o L * ®
S O P PO {
1 ¢2h |
& ‘7 re
‘ h ¢h ‘ hg ‘
L D |
p - - - - ------- <
[ . o . ®

FONTE: O autor (2020).

No MVF, os nos sao localizados no centro de cada VC e, como pode ser observado
na restricdo dos volumes 1, 2, 3 e 4 na Fig. 7, cada VC da malha grossa é composto por
quatro VC’s da malha fina. Assim, nao existem nés correspondentes entre as duas malhas

e, portanto, o operador de injecao nao pode ser aplicado.

Um operador igualmente simples e eficiente ao operador injen¢ao, que também é
amplamente utilizado, consiste em calcular o valor de uma certa propriedade no noé central
de um VC da malha grossa como a média aritmética dos valores da propriedade nos nés

dos VC’s correspondentes da malha fina.

Esse operador é representado na Fig. 7 e, como pode ser observado, o valor da
propriedade ¢ restringida para o né I da malha grossa é calculado como

2h_¢’f+¢g+¢g+¢2
I -_— .

; (3.43)

Como a integracao da equagao para uma dada variavel em um volume da malha
grossa corresponde a quatro integracoes dessa equagao nos volumes correspondentes da
malha fina, é razoavel esperar que o residuo associado da malha grossa seja a soma
dos residuos correspondentes da malha fina. Assim, para restricao do residuo no MVF,
uma técnica simples e eficiente, que reflete a conservatividade do MVF, é calcular o
residuo do volume na malha grossa como a soma simples dos residuos dos quatro volumes

correspondentes da malha fina (FERZIGER; PERIC, 2002).

A conservatividade do MVF também pode ser utilizada para as restrigoes dos

fluxos de massa através das faces dos VC’s. Como pode ser observado na Fig. 8, o fluxo
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FIGURA 7 — OPERADORES DE RESTRICAO POR MEDIA ARITMETICA E DE PROLON-
GACAO BILINEAR.

FONTE: O autor (2020).
(F) através de uma face (e ou n) de um dado VC da malha grossa ¢ calculado como a
soma dos fluxos através das faces dos dois VC’s correspondentes da malha fina, ou seja,

F?=F!'+ F" (3.44a)

e’

F=F! + F". (3.44b)

FIGURA 8 - RESTRICAO DOS FLUXOS DE MASSA ATRAVES DAS FACES DOS VC'S.
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FONTE: O autor (2020).

Em relagdo aos operadores de prolongacio, indicados genericamente por 1%, o
operador bilinear é certamente um dos mais utilizados (TROTTENBERG; OSTERLEE;
SCHULLER, 2001). De acordo com a Fig. 7 (com a prolongacao das informagoes nos
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pontos 1, 2, 3 e 4 de Q%" em I de Q") e Fig. 9, através do operador bilinear, os valores
da propriedade ¢ interpolados dos volumes da malha grossa para os da malha fina sao

calculados como:

961" + 305" + 365" + 41"

o = T (3.45)
O1r = SO + %ghlg %'+ 3¢3‘h; (3.45b)
Gt = S0 + 05" —:69¢§h i 3¢ih; (3.45¢)
o — ¢ + 33" 4{63¢§h + 963" (3.454)

FIGURA 9 - PROLONGACAO DE PROPRIEDADES DE Q2" PARA Q.
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FONTE: O autor (2020).

Apesar de ser afirmado em Trottenberg, Osterlee e Schuller (2001) que sdo neces-
sarios operadores de ordem mais alta para prolongacao das estimativas iniciais do FMG,
Gongalves (2013) reporta que, para o caso das equagoes de Burgers, o operador bilinear
obteve desempenhos tao bons quanto, ou mesmo superiores, a outros operadores de ordens
mais alta, como o operador bictibico de quarta ordem, por exemplo. Kumar, Kumar e
Kumar (2009) e Roy, Anand e Donzis (2015) também utilizaram o operador bilinear para
todas as prolongagcoes realizadas, incluindo as do FMG. Outros exemplos de operadores de

restricdo e prolongacao podem ser encontrados nesse trabalho e também nos seguintes:

Hackbusch (1985), Wesseling (1992) e Ferziger e Peri¢ (2002).

3.4.4  Full Multigrid

A construcao de uma boa estimativa inicial é crucial para a obtencao de um
modelo MG eficiente no caso de problemas nao lineares. Segundo Trottenberg, Osterlee e
Schuller (2001), para essa classe de problemas, o MG s6 atinge seu desempenho teérico

através de um algoritmo que constr6i uma boa estimativa inicial, o full multigrid (FMG).
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No FMG, tal estimativa é construida através de solugoes do problema inicial
obtidas em malhas mais grossas e interpoladas para as malhas imediatamente mais finas
até que a malha desejada seja atingida. Por exemplo, como estimativa inicial para o
problema em uma malha 2562, pode-se utilizar a prolongaciao da solucdo em uma malha,
1282. O mesmo raciocinio pode ser utilizado para a obtencao da estimativa inicial para
a malha 1282 e também para todas as malhas mais grossas anteriores. As solucdes do

problema inicial nas malhas mais grossas sao calculadas através do ciclo de preferéncia.

Uma representacao do FMG, baseado em ciclos-V, pode ser observada na Fig. 10.
Os niveis do FMG, representados pelos retangulos azuis de mesma altura e indicados por
ni, para i = 1,. .., (Lmax — 1), dizem respeito aos ciclos-V com mesma quantidade de niveis
de malha que sao executados em sequéncia para a obtencao de uma solugdo (convergida ou
intermedidria) em uma certa malha fina inicial. Assim, no nivel 7, sdo executados ciclos-V
com duas malhas para obtencdo de uma solucao na malha 42, no nivel 7, sdo executados
ciclos com 3 malhas para obtencdo de uma solucao na malha 82, e assim por diante. O
nivel maximo do FMG para uma certa malha é (L4 — 1), ou seja, para uma malha 1282,

por exemplo, tem-se que Lz = 7 e o nivel maximo do FMG é 7.

FIGURA 10 - REPRESENTACAO DO FMG BASEADO EM CICLOS-V.
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FONTE: Adaptado de Thekale et al. (2010).
O ntimero de ciclos-V que devem ser executados em cada nivel intermediario

My @ = 1,..., Lynax — 2, constitui um ponto de divergéncia entre alguns estudos: aqueles
voltados a resolucao das equagdes de Navier-Stokes geralmente aconselham a execucao
de ciclos-V até que uma solucao convergida seja obtida em cada nivel intermediario
(FERZIGER et al., 1989; FERZIGER; PERIC, 2002; KUMAR; KUMAR; KUMAR, 2009);
ja aqueles voltados a estudos tedricos do MG aconselham a execugao de apenas 1 ou 2
ciclos-V nos niveis intermediarios do FMG (TROTTENBERG; OSTERLEE; SCHULLER,
2001; BRANDT; LIVNE, 2011). Um estudo que busca determinar os valores 6timos desse

parametro pode ser encontrado em Thekale et al. (2010).

Uma solugao convergida (ou intermedidria) obtida em um certo nivel 7; é prolon-

gada como estimativa inicial para o proximo nivel 7;,;. Essa prolongagao nao pertence ao
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ciclo-V, mas é referente ao algoritmo do FMG e, por esse motivo, é representada de forma
diferenciada, como duas barras paralelas, na Fig. 10. Diferentes operadores de prolongacao
podem ser utilizados para as prolongagoes internas aos ciclos-V e para as do FMG. Para

mais informagoes, pode-se consultar Gongalves (2013).

Apoés a construcao de uma boa estimativa inicial, ciclos-V sdo executados normal-
mente na malha mais fina inicial (ou no nivel mais alto do FMG), a fim de eliminar as
componentes restantes do erro e garantir sua convergéncia. De acordo com Trottenberg,
Osterlee e Schuller (2001), o FMG ¢ a forma mais eficiente de aplicagdo do MG e o niimero
de operagoes aritméticas necessarias para se calcular a solugao de um problema com N

pontos de malha em Q" através do seu uso, é O(N).

3.5 Malhas Computacionais

Malhas computacionais representam aproximadamente de forma discreta os domi-
nios matematicos e fisicos, normalmente continuos, associados a problemas de Engenharia.
As opc¢oes de uso sao diversas. A natureza e a geometria de cada problema ditam as
melhores escolhas de utilizagao. Malhas computacionais podem ser dividas basicamente

em duas categorias: estruturadas e nao estruturadas.

Uma malha estruturada, Fig. 11a, possui uma forma de discretizacao que segue um
sistema global de coordenadas (cartesianas, curvilineas, etc.), ou lei de construgao. Dessa
maneira, os volumes de controle possuem sempre o mesmo ntmero de vizinhos. Quando
os volumes nao possuem uma lei fixa de construcdo e de conexao uns com os outros, nao

possuindo assim um ndamero fixo de vizinhos, diz-se que a malha é nao estruturada, Fig.
11b.

Malhas estruturadas possuem como vantagens a facilidade de implementacao e
a possibilidade de utilizar ordenagoes dos nds que resultem em matrizes em banda, as
quais facilitam muito a resolu¢ao dos sistemas de equacoes associados, pois permitem
ao utilizacao de solvers iterativos mais simples e eficientes. Todavia, esse tipo de malha
geralmente limita-se a reproduzir geometrias simples sem muitas variagoes dos contornos,
o que frequentemente torna invidvel sua utilizagdo para problemas reais sobre regioes
complexas. As malhas estruturadas podem ainda ser dividas em malhas ortogonais, Fig.
12a, quando um sistema ortogonal de coordenadas ¢ utilizado, e malhas curvilineas, Fig.

12b, caso um sistema de coordenadas generalizado seja utilizado.

As malhas nao estruturadas, em contrapartida, possuem grande adaptabilidade,
podendo representar com precisao geometrias complexas reais com cantos e saliéncias.
Entretanto, elas podem apresentar dificuldades de implementacao e de ordenacgao de seus
nos, dando origem a matrizes com formas mais gerais, ou esparsas, que requerem o uso de

solvers mais elaborados.
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FIGURA 11 — TTPOS DE MALHAS.

(a) Malha estruturada. (b) Malha nao estruturada.

FONTE: O autor (2020).

FIGURA 12 - MALHAS ESTRUTURADAS.

(a) Malha estruturada ortogonal. (b) Malha estruturada curvilinea.

FONTE: O autor (2020).

Os elementos de uma malha computacional sdo definidos como as formas e padrdes
geométricos comuns que a compoem. As malhas das Figs. 11a e 11b, por exemplo, contém
elementos triangulares, a da Fig. 12a elementos retangulares, e a da Fig. 12b, elementos
curvilineos com quatro lados. Ao contrario do MEF (VOLKER, 2002), cujo desenvolvimento
¢ fundamentado na defini¢ao rigorosa dos elementos da malha, no caso do MVF essa

definicdo nao é necessaria, pois os elementos da malha coincidem com os préprios VC’s.

Quando os nos estao localizados no centro de cada elemento e o VC coincide com
o elemento, como no caso da Fig. 13a, diz-se que a formulagdo centrada na célula, ou cell

centered, ¢ utilizada. Quando os VC’s sao construidos em torno dos vértices da malha, com
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seus centros localizados nos vértices, ou seja, nos pontos que definem os elementos, diz-se
que a formulag@o centrada nos vértices, cell verter, é utilizada. A Fig. 13b apresenta uma
malha com elementos triangulares e volumes centrados nos vértices. Nesse caso, os VC’s e
os elementos nao coincidem e suas faces se cruzam. Para maiores informagoes sobre cada

tipo de formulacao, bem como suas vantagens e desvantagens, pode-se consultar Maliska

(2004) e Hirsch (2007).

Em malhas ortogonais, quando os comprimentos dos volumes ao longo de um
eixo coordenado sao iguais, diz-se que a malha ¢é uniforme na dire¢ao desse eixo, como é
o caso das malhas das Figs. 12a e 13a. Na Fig. 13a, além de a malha ser uniforme nas
duas diregoes coordenadas, os comprimentos de cada VC nas duas diregoes (horizontal e

vertical) também sdo iguais, ou seja, os elementos sdo quadrados.

FIGURA 13 — TIPOS DE FORMULACAO PARA OS CENTROS DOS ELEMENTOS.

[ (] [
]
o
(a) 1\!/-[;11-1-‘(1“(:-0-; Lf;)-r-r;l-u-l-a-(;é(:;-;;;l- -c-e-r-L;ired. (b) Malha com formulagao cell vertex.

FONTE: O autor (2020).

Finalmente, existem ainda diferentes formas de armazenamento das variaveis
de um sistema de equacgoes. Particularmente, no caso das equacoes de Navier-Stokes,
as quais serao introduzidas no capitulo 4, as varidveis de interesse (para o caso de um
escoamento sem trocas de calor significativas) sao as componentes horizontal e vertical
do vetor velocidade, u e v, e a pressao p. Quando todas as varidveis sao armazenadas
nos nos centrais de cada VC, diz-se que um arranjo de varidveis colocalizado (collocated)
¢ utilizado. Quando as velocidades sdo armazenadas nas faces (w, e, s e n, ver Fig. 1)
e as pressoes sao armazenadas nos nos centrais, diz-se que um arranjo desencontrado

(staggered) de varidveis é utilizado.

Os arranjos colocalizados possuem maior facilidade de implementacao, pois todas
as variaveis sao armazenadas no mesmo ponto e, dessa forma, apenas um tipo de VC pode
ser utilizado para todas as integracoes das equagoes governantes. Todavia, a utilizacao
desse tipo de arranjo pode gerar desacoplamento entre os campos de velocidade e de

pressao, além de campos de pressao oscilatérios, pois a aproximagao dos gradientes de
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pressao, Eqs. (4.10a) e (4.10b), normalmente envolve pontos fora do VC em questao
(MALISKA, 2004). Além disso, como sera visto no capitulo 4, os métodos de acoplamento
pressao-velocidade do tipo SIMPLE, necessitam da avaliagao das velocidades nas faces
de cada VC para construgao da equagao de correcao de pressao, e assim, elas devem ser
obtidas por meio de algum método de interpolagao. No presente trabalho, o método de

interpolagdo de Rhie e Chow (1983) ¢é utilizado para esse fim.

No caso dos arranjos desencontrados, nao sao necessarias interpolagoes para
a obtencao de velocidades nas faces. Segundo Maliska (2004), esse tipo de arranjo é
consistente, pois o balanco de massa ¢ realizado em volume centrado na pressao e as
velocidades estao localizadas na posi¢ao correta para o balango. Além disso, o problema
de desacoplamento das pressoes também nao existe. Assim, o arranjo desencontrado
proporciona maior estabilidade de convergéncia e maior acuricia na representagao dos

gradientes.

Segundo Ferziger e Peri¢ (2002), talvez a maior vantagem do arranjo desencontrado
é o forte acoplamento entre velocidades e pressao. Apesar disso, a integracao das equagoes
governantes deve envolver dois tipos de VC’s e estruturas diferentes para armazenamento
das varidveis, aumentando assim, a memoria computacional necessaria. Assim, a grande
quantidade de informacoes que devem ser armazenadas e o controle intrincado dos diferentes
indices associados podem apresentar uma dificuldade de implementacao limitadora para
problemas mais complexos envolvendo malhas nao estruturadas, ndo ortogonais e/ou
tridimensionais. De acordo com Ferziger et al. (1989), o arranjo colocalizado possui
vantagem em relagdo ao arranjo desencontrado quando utilizado em conjunto com o MG,

pois apenas um conjunto de volumes de controle necessita ser refinado e engrossado.

3.6 Critérios de Verificagao Numérica

Verificacdo da acuracia de solugbes é um processo essencial na construcao de
qualquer novo modelo numérico. Segundo Oberkampf e Trucano (2002, p. 211), “verificacdo
é a avaliacao da acuracia da solugao para um modelo computacional através de comparagao
com solugoes conhecidas”. Ainda de acordo com os autores, essas solugoes conhecidas
tém basicamente duas origens: solugoes analiticas e solugdes numéricas com alto grau de
acuracia. A avaliacdo da acuracia da solucao numérica é geralmente realizada a partir de
comparagoes com dados de graficos e tabelas mas principalmente por meio da quantificagao

e analise dos erros envolvidos.

Nesta secao, sao apresentados alguns topicos tedricos referentes aos critérios que
serdo utilizados, no capitulo 5, para a verificacdo das solugoes obtidas do modelo numérico

desenvolvido neste trabalho.



Capitulo 3. Generalidades em CFD e o Método dos Volumes Finitos 71

3.6.1 Erros de Discretizagao

Através da utilizagao de métodos numéricos, sao obtidas solugdoes numéricas
aproximadas para as variaveis de um dado problema. Seja @ o valor real de uma certa
variavel (obtido de forma analitica, experimental ou outra qualquer). A cada solugao
numeérica aproximada obtida, indicada por ¢, esta associado também um erro nimerico, o

qual é calculado como

E(¢) = & — ¢. (3.46)

De acordo com Marchi (2001), o erro numérico E possui quatro fontes principais:
erros de truncamento, erros de iteragao, erros de arredondamento e erros de programacao.
Os erros de arredondamento estao relacionados a capacidade limitada dos computadores de
representacao numérica. A Uinica maneira de contorna-los é através da utilizacao de tipos de
variaveis com precisoes maiores, o que resulta também em uma demanda maior de memoria
computacional. Os erros de iteracao estao relacionados a diferenca entre o valor da solugao
exata de um sistema e o valor da solugdo em uma certa iteragao. Assim, esse tipo de erro
tende a zero com o aumento do ntimero de iteragoes, quando ha a convergéncia do solver.
Os erros de programacao, por sua vez, decorrem da inabilidade ou falta de experiéncia por
parte do programador com rela¢ao ao problema em questao. Desse modo, esta fonte de
erro pode ser contornada quando o programador emprega cautelosamente e corretamente
as técnicas de programacao necessarias e os métodos numéricos utilizados. Por esse motivo,
essa fonte nao é discutida aprofundadamente neste trabalho. (Para maiores informagoes
pode-se consultar Marchi (2001).)

Os erros de truncamento estao associados as aproximagoes numéricas utilizadas
para as variaveis e suas derivadas no processo de discretizacao. O erro numérico ¢ denomi-
nado de erro de discretizacao quando sua unica fonte sdo os erros de truncamento, ou seja,
quando os erros de arredondamento, de iteracao e de programacao podem ser desprezados
(FERZIGER; PERIC, 2002). Nesse caso, o erro de discretiza¢ao pode ser escrito como

E(¢) - Clhpl + Cghp2 + Cghp3 + ... 5 (347)
onde h é o tamanho representativo de malha, C;, ¢ = 1,2,3,..., s@o coeficientes que
independem de h, mas dependem da varidvel em questao, e p;, com p; < py < p3 < ..., sS40

inteiros positivos denominados ordens verdadeiras do erro. A primeira ordem verdadeira
¢ chamada de ordem assintotica e ¢ indicada também por p;, = p;. Seu valor é igual a
inclinagao da curva log(h) x log(E(¢)) para h — 0, e satisfaz py, > 1. A ordem assintética
é um resultado tedrico que pode ser obtido “a priori" das solu¢des numéricas a partir dos

tipos de aproximacoes utilizadas na discretizacao do problema.
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3.6.2 Ordens Efetiva e Aparente

Através das chamadas estimativas “a posteriori”, pode-se verificar se a ordem
assintotica do erro de discretizagao, calculada “a priori', é obtida pelo modelo numérico
desenvolvido. Se a solucdo analitica do problema é conhecida, pode-se utilizar a ordem
efetiva, pg, do erro de discretizagao para estimar a ordem assintética. De acordo com

Marchi (2001), a ordem efetiva é calculada fazendo uso de duas malhas, uma fina e uma

10g<q}_¢2>
D — ¢

log (q)
onde @ ¢ a solucao analitica exata, ¢; e ¢o, hy e hy, sdo as solugoes numéricas e os

grossa, através de

PE = (3.48)

tamanhos representativos das malhas fina e grossa, respectivamente, e ¢ = hy/h; é a razao

de refinamento de malhas.

Quando a solucao analitica nao estd disponivel, pode-se utilizar a ordem aparente
do erro de discretizagao para estimar a ordem assintdtica da Eq. (3.47). Sejam trés solugoes
numéricas ¢, ¢o € @3, correspondentes a trés malhas, uma fina, uma grossa e uma super

grossa, respectivamente. A ordem aparente, py, é calculada de acordo com a seguinte

log <¢2 - ¢3>
A Gy >
v log (q)

A razao de refinamento é dada por ¢ = hy/hy = h3/hy, onde hy, hy e hs sdo os tamanhos

expressao

. (3.49)

das malhas fina, grossa e super grossa, respectivamente.

Tanto a ordem efetiva quanto a ordem aparente tendem a ordem assintética com

o refinamento das malhas, ou seja, pgr — pr e py — pr, quando h — 0 (MARCHI, 2001).

3.6.3 Esforco Computacional

Seguindo a abordagem de Roy, Anand e Donzis (2015), o esfor¢o computacional
de um método numérico é avaliado através da andlise do comportamento dos tempos de
execugao (t, em segundos), ou de CPU, em fungao do nimero de nés (V) de cada malha
(lembrando que no MVF cada né da malha corresponde ao centro de um VC que o envolve).
Para tanto, ¢ realizado um ajuste (GONCALVES, 2013) da forma

t = NP, (3.50)

onde p ¢ a inclinacao da curva de crescimento do tempo em relagdo a N, também chamada

de ordem de complexidade do método, e ¢ é uma constante dependente do método.

Idealmente, para um método MG, o valor de p deve ser igual a 1, significando que

o tempo aumenta linearmente em relagdo ao nimero de pontos da malha, ou seja, exibe
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um comportamento O(N). Segundo Roy, Anand e Donzis (2015), essa é a “regra de ouro”

para um método MG. Para um método SG, o valor esperado é p = 2.
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4 METODOLOGIA

A metodologia empregada no presente trabalho é apresentada nesse capitulo. Os
modelos matematicos e numéricos sao apresentados nas segoes 4.1 e 4.2, respectivamente.
Esses modelos dizem respeito as equacoes de Burgers e de Navier-Stokes. O modelo
numérico para as equacoes de Navier-Stokes é desenvolvido através da utilizagdo do
método SIMPLEC (DOORMAL; RAITHBY, 1984) para o acoplamento pressao-velocidade.
Assim, esse método é apresentado na subsecao 4.2.2. As abordagens, padrao e proposta,
para a implementacao do MG através de esquemas FMG-SIMPLEC sao discutidas na
secao 4.3. Finalmente, o capitulo é encerrado com uma sessao apresentando os dados de
implementacao computacional utilizados. Algumas equagoes ja introduzidas no capitulo 3

sao reescritas aqui por questoes didaticas.

4.1 Modelos Matematicos

O problema-modelo da cavidade bidimensional quadrada de lado unitario, Fig.
14, é utilizado para os testes. No caso das equagoes de Navier-Stokes, duas variantes do
problema sao estudadas: o problema de Shih, Tan e Hwang (1989), o qual serd chamado
apenas de “problema de Shih”, para o qual solu¢oes analiticas fabricadas estao disponiveis;
e o problema classico (GHIA; GHIA; SHIN, 1982), para o qual nao existem solugoes

analiticas. Apenas o problema de Shih é estudado no caso das equacoes de Burgers.

FIGURA 14 - CAVIDADE QUADRADA.
u=up(x),v=>0

0,1) ———> (1,1)
u =1v = U=7vV= O
Y\
(0,0) (1,0)
x
u=v=0

FONTE: O autor (2020).

4.1.1 Equacoes de Navier-Stokes

Comumente na literatura, as equagoes de Navier-Stokes sao referidas como sendo o

sistema formado pelas equagoes da conservacao da quantidade de movimento nas diregoes
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r ey, QML-z e QML-y, juntamente com as equacodes das conservacoes da massa e da
energia. Dessa forma, por meio de sua resolugao, um perfil completo do escoamento é

observado através dos campos de velocidade, pressao e temperatura.

Quando nao hé trocas térmicas significativas, a equacao da conservagao da energia
pode ser desconsiderada. Assim, para o caso de um fluido incompressivel e inviscido, em
um escoamento bidimensional em regime permanente, sem trocas térmicas significativas,
as equagoes de Navier-Stokes sdo dadas por (KUNDU; COHEN; DOWLING, 2015):

d, 4 0 _ 1op Pu 0%u .
d, 5 0 _lop v 0% Y.
ou  Ov

onde v é a viscosidade cinemadtica, dada por v = p/p. Em todas as simulagoes realizadas,
considera-se que o fluido na cavidade ¢ a 4gua e, assim, p = 1 kg/m? é utilizado em todos

Casos.

As Eqgs. (4.1a), (4.1b) e (4.1c) s@o obtidas a partir da equagdo de conservagao para
uma propriedade geral do fluido ¢, Eq. (3.1), com ¢ = u, v e 1, respectivamente, segundo
a Tab. 1. Observa-se que para um fluido incompressivel, a equagao da continuidade, Eq.
(4.1c), nao contém o termo associado a massa especifica, p. Como o termo temporal da Eq.
(3.1) é incluido apenas devido a técnica pseudotransiente de subrelaxagao (os escoamentos

tratados sdo todos permanentes), ele nao foi incluido nas equagdes anteriores.

Para o problema classico, os termos-fonte S* e S” sao nulos. As condigoes de
contorno sao de acordo com a Fig. 14, onde a velocidade horizontal no topo (ou tampa)

da cavidade é ur(z) = 1, ou seja,

u(0,y) = u(x,0) = u(ly) =0, (4.2a)
u(x,1) = ur(x) =1, (4.2b)
v(0,y) = v(x,0) = v(l,y) = v(z,1) = 0. (4.2¢)

Em Marchi, Suero e Araki (2009), o nimero de Reynolds no problema cléssico é calculado

Ccomo

Lye
Re — el (4.3)

v
onde, de acordo com a Eq. (4.2b), ur =1 m/s e Ly é o comprimento representativo da

cavidade quadrada unitaria, ou seja, Ly = 1 m.

No caso do problema de Shih, Tan e Hwang (1989), a tinica diferenga com relagao

as condigoes de contorno, é a velocidade horizontal no topo, que passa a ser dada por

u(z,1) = ur(z) = 16(x* — 22° + 2?). (4.4)
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Ou seja, a Eq. (4.2b) é substituida pela Eq. (4.4). Os termos-fonte para esse problema sao
dados por:

S =0; (4.5a)
5" = S(ryRe) =~ [AF(x) +2f (2)g" (5) + [ (2)(y)

— 64 [Fy(2)G1(y) — 9(v)g' (v) Fa(2)], (4.5b)

onde Re é o nimero de Reynolds e

f(x) = 2% —22° + 22 (4.6a)
9ly) =y" — v, (4.6b)
F(x) = 0.20° — 0.50* + 2%/3, (4.6¢)
Fi(z) = —42°® 4+ 122° — 142* + 82% — 222 (4.6d)
Fy(x) = 0.5[f (x)]*, (4.6¢)
Gi(y) = —24y° + 8y° — 4y. (4.6f)

De acordo com os termos-fonte dados pelas Eqs. (4.5), as solugoes analiticas para

o problema de Shih, Tan e Hwang (1989) sao dadas por:

u(z,y) =8 (x4 —22° + xZ) (4y3 - 2y) ; (4.7a)
v(xy) = -8 <4;1:3 — 627 + 2:6) (y4 - y2) ; (4.7b)

p(zy.Re) = Pi[F( )g" (W) + f'(2)g' )] + 64F5(x) {g(w)g"(v) — [d W)]*} . (4.7¢)

Para o caso desse problema com os termos-fonte das Eqs. (4.5) e solugoes analiticas dadas
pelas Eqgs. (4.7) deve-se adotar Re = 1.

4.1.2 Equagoes de Burgers

As equagbes de Burgers (TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997) podem
ser consideradas como um caso particular das equagoes de Navier-Stokes, para o qual o
campo de pressoes é prescrito no dominio considerado. Assim, as equacoes de Burgers
consistem no sistema formado pelas equagoes da conservacao da quantidade de movimento

nas diregoes z e y, Egs. (4.1a) e (4.1Db).

O problema de Shih, Tan e Hwang (1989) também é utilizado para os testes
envolvendo as equagoes de Burgers. Assim, as condigoes de contorno sao dadas pelas Eqs.
(4.2a), (4.2c) e (4.4) e os termos-fonte sao dados pelas relagoes (4.5). Além disso, o campo
de pressoes prescrito é dado pela Eq. (4.7¢) e as solugoes analiticas para as velocidades
pelas Eqgs. (4.7a) e (4.7b).
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4.2 Modelos Numeéricos

Como ja discutido no capitulo 3, de acordo com os valores da Tab. 1, as Eqs.
(4.1) podem ser representadas pela equacao de conservagao para uma propriedade geral do
fluido, Eq. (3.1). Apds ser intergrada sobre um VC representativo, como o da Fig. 1, essa

equacao é representada como

MP L (60— 0%) + Mobe = Mt + Matn — Moo, = {£ [P?] , + £[87] } Avay

(3, ) Javee[(5), - () @

onde os fluxos de massa M 7 f = sw.en, (e também a massa volumétrica Mp) sdo dadas
pelas Egs. (3.5).

4.2.1 Conservagao da Quantidade de Movimento

Apés a introducao de aproximagoes centrais CDS para os termos difusivos, Eqgs.

(3.7), e aproximagoes do tipo UDS, Egs. (3.8), para os termos advectivos, a Eq. (4.8) é
reescrita de forma aproximada como
M, 1 1
AL (0r = o)+ Mt | (G ac)ort (5o o

o] (3o ) o (3]

it (i (5] (L= ()] 7], an

ow + ¢r — 2¢p) (s + o — 20p)
AL Ay + p Ay Az, (4.9)

+£ [ 5¢] LAy + ik

onde ¢ = u,v. As aproximagoes para os gradientes de pressao, utilizando expressoes do

tipo CDS, sao reescritas como:

dp _ _be—pPw,
L[PY, _,c[ ax] = - (4.10a)
c[PU]P_cl gﬂ - pNzgypS. (4.10b)

Os termos-fonte, quando existentes, sdo aproximados por £ [S‘ﬂp = Sf_f,. Mais detalhes
sobres essas aproximagoes podem ser consultados no capitulo 3. Ao escrever a Eq. (4.9) na

forma

Afpp = ASop + Al dp + ALdp + A\ép + By, (4.11)
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os seguintes coeficientes sdo obtidos:

AZ—A@(;+%)+ui? (4.12a)
AV, = M, @ + aw) + uii; (4.12D)
AY = —M, <; — oze) + uii; (4.12¢)
A =M, (; — @n) + Miz; (4.12d)
AE:AZ+AZ+A¥+AZ+A§:; (4.12¢)
By = BY + B} + B + B?, (4.12f)

onde Bz‘f, Bf , Bg e B? sao as contribui¢oes ao termo independente referentes ao gradiente de
pressdo, a formulacao pseudotransiente, ao termo-fonte do problema da cavidade (de Shih,
Tan e Hwang (1989) ou cléssico) e a corregao adiada, respectivamente. Essas contribuigoes

sao dadas por:

” PE — Pw v PN — Ds
Bp = —TAy, Bp = —TAx; (4.13&)
B¢ = SEAxAy, Bg = SpAzAy. (4.13¢)

Tem-se que Sp = 0 para os dois problemas-modelo considerados. S} é nao nulo
apenas para o problema de Shih, Tan e Hwang (1989) e, nesse caso, é dado pela Eq. (4.5b)
avaliada no n6 P. As contribui¢oes das correcoes adiadas, de acordo com as Egs. (3.8),
(3.10) e (3.11), sao dadas por:

B" = M.a, (u[}; — u%) — Moy (u%, - u(}a) + Myan, (u% — u?\,)

— Mag (u% - u(])p) ; (4.14a)
B! = M., (v?; — ’UO) — Myay, (UIQV — v%) + Mnozn (v?p — U?V)
— Msas (vg - v%) . (4.14Db)

Os coeficientes dados pelas Egs. (4.12), juntamente com as Eqgs. (4.13) e (4.14),
sao validos para os VC’s internos do dominio, que nao possuem faces coincidindo com as
fronteiras. Os coeficientes para os volumes que possuem intersegdo com a fronteira (ou
contorno) sdo obtidos por meio de integragoes especificas da Eq. (3.1) para esses volumes.
Essa técnica também é denominada de balangos para os volumes de fronteira (MALISKA,

2004) e é apresentada a seguir.

Sendo um VC de fronteira, como o da Fig. 15, os termos da Eq. (4.9) que devem

receber um tratamento diferente sdo os avaliados na face w (oeste). O termo difusivo nessa
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face pode ser aproximado, utilizando uma expressao do tipo UDS, como

o _
00y _9p—%w (4.15)
ox Az

w -

2

No caso particular de um VC da fronteira oeste, tem-se que é ¢,, = 0, para ¢ = u,v. O
termo advectivo nessa face, M, ¢, ¢ nulo, pois ndo existe fluxo de massa perpendicular
a face. O gradiente de pressao, avaliado no né central P de um VC do contorno oeste,
também pode ser aproximado por uma expressao do tipo UDS como

op| _ pe—pp
ﬁ[—axL_ N (4.16)

FIGURA 15 - VC ADJACENTE AO CONTORNO OESTE.
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N
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FONTE: O autor (2020).

Os termos difusivos e advectivos nas outras faces e o gradiente de pressao na
diregdo y sao calculados normalmente pelas Egs. (3.7), (3.8) e (4.10b). Assim, os coeficientes

para um VC genérico, que possui intersecdo apenas com o contorno oeste, sao dados por:

AY = M, (; + ozs) + ,uiz; (4.17a)
Ay = 0; (4.17b)
AL = -M, (; - oze> + ,uii; (4.17¢)
AN = -M, (; — an) + uii; (4.17d)
AIZ:AZ+AZ+AZ+AZ+2M25+/Z:; (4.17e)

By = BY + B} + B + BY. (4.17f)
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As contribuigoes para o termo independente, Eqs. (4.13) e (4.14), sdo as mesmas,
com excecao da contribuicao do gradiente de pressao para a QML-z, que é calculada,

utilizando uma aproximacao do tipo UDS, como
BZ = — (pg —pp) Ay. (4.18)

Nos célculos das contribuigoes da corregao adiada, Egs. (4.14), também deve-se

levar em conta que os fluxos de massa através da face oeste, M,,, sdo nulos.

Como as condig¢oes de contorno para a velocidade horizontal, u, na fronteira norte
impulsionam o escoamento na cavidade, os volumes adjacentes a essa fronteira, como o
da Fig. 16, merecem atencao especial. O termo advectivo na face n desse VC é nulo, pois

nao héa fluxo de massa perpendicular ao contorno, M,, = 0. O termo difusivo na face n é

a‘b . ¢n - ¢P
(ay)f ThAy (4.19)

2
Na QML-y, tem-se que ¢, = v, = 0. Na QML-z, tem-se que ¢, = u, =
ur(x), onde ur(z) é dado pelas Eqs. (4.2b) e (4.4) para os problemas classico e de Shih,

aproximado como

respectivamente. A condigdo de contorno ur(x) é adicionada ao termo independente B.
Assim, os coeficientes para um VC genérico, que possui interse¢ao apenas com o contorno

norte, sao dados por:

1 Ax
AY, = M, ( ) — 4.2
g =M 5 tas )+ “Ay’ (4.20a)
. 1 Ay
v o _ - .
Ay = My, (2 + aw) s (4.20b)
-1 Ay
v _ - .
Ap=-M, (2 oze) + N (4.20¢)
AN =0; (4.20d)
Ay ./\/lp
V _ gV 14 14 1% ) A
A Aw—l—Ae—i—AS—l—An—l—Zqu—l— A (4.20¢)
By = B? + B} + B + B?. (4.20f)

A tnica mudanca nas contribui¢oes para o termo independente da QML-y é no
termo de pressao, que passa a ser aproximada por uma expressao do tipo DDS de acordo

com
B! = — (pp — ps) Ay. (4.21)

No caso da QML-z, as contribui¢oes ao termo independente permancem as mesmas,
entretanto, como afirmado anteriormente, deve-se adicionar mais uma contribuicao referente
a condigao de contorno na face norte. Assim, o termo independente para a QML-x passa a
ser dado por

BY = B + B + BS + B? + ur(xp). (4.22)
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FIGURA 16 - VC ADJACENTE AO CONTORNO NORTE.
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C A n
w P E
° Ay |w ° e )
Y s
Ax
- T
° ° °

FONTE: O autor (2020).

Os coeficientes para os VC’s adjacentes aos contornos sul e leste sao obtidos de
maneira similar aos dos VC’s do contorno oeste. A secao A.1 do apéndice A lista os
coeficientes para todos os tipos de VC’s do dominio: internos (sem interse¢ao com qualquer
fronteira), de fronteira e dos cantos (que possuem intersecao com duas fronteiras). Todos
os coeficientes apresentados até agora, e também os contidos no apéndice A, sao referentes
a discretizacao das equagoes do movimento, QML-z,y, e sao validas tanto para as equagoes
de Navier-Stokes, em ambos os problemas-modelo, como correspondem a discretizacao

integral das equacgoes de Burgers, para as quais apenas o problema de Shih é estudado.

4.2.2 Método SIMPLEC

Um tratamento especial é necessario a equacao da conservacao da massa, que
se reduz a equagao da continuidade, Eq. (4.1c), no caso de um fluido incompressivel.
Essa equacao deve ser utilizada para fornecer o campo de pressdes como solugao, pois as
equagoes do movimento fornecem as velocidades u e v. Todavia, ndo hé informagcao de
pressao presente na equacao da continuidade e assim, uma das abordagens mais comuns é
a utilizagdo de métodos de acoplamento pressao-velocidade, como os da familia SIMPLE,

ra transformaé-la em um uaca r ressao”.
ara transforma-la e a “equacio para a pressao”

O método SIMPLEC é utilizado nesse trabalho para o acoplamento pressao-velo-
cidade das esquagoes de Navier-Stokes. A facilidade de implementagao desse método e os
bons resultados apresentados em trabalhos anteriores (JOHANSSON; DAVIDSON, 1994;
GJESDAL; LOSSIUS, 1997; KUMAR; KUMAR; KUMAR, 2009) motivaram essa escolha.

Sua descricao ¢ feita a seguir.

Ao substituir os valores da Tab. 1 referentes a conservacao da massa na Eq. (3.1),
a equacao da continuidade integrada sobre um VC representativo, Fig. 1, pode ser escrita

CcOo1mo

My — Mg+ M, — M, =0, (4.23)
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ou ainda, utilizando as relagoes dadas pelas Eqgs. (3.5) para os fluxos de massa e dividindo

toda a equagao resultante por p, tem-se
(e — Uy) Ay + (v, — v5) Az = 0, (4.24)

que ¢é a forma discretizada da equacao da continuidade.

No método SIMPLEC (DOORMAL; RAITHBY, 1984), supoe-se que em uma dada
iteracao externa, ou iteracao do SIMPLEC, tem-se um campo de velocidades intermediario,
indicado por u* e v*, que satisfaz as equagoes do movimento mas nao satisfaz a conservacao
da massa. Isso se deve ao fato de que as pressoes utilizadas para a obtencao desse campo
foram obtidas na iteragdo externa anterior. A notagdo p* também é utilizada para esse

campo de pressoes.

Corregoes para os campos intermediarios u*, v* e p* sdo propostas, de modo que os
respectivos campos corrigidos satisfacam simultaneamente as conservagoes da quantidade
de movimento e da massa. Essas corre¢oes sao indicadas por o/, v' e p’ e os campos

corrigidos sao obtidos através das seguintes relagoes:

w=u"+u'": 4.25a

, ( )
v=0v"+; (4.25b)
p=p*+p. (4.25¢)

Apods a realizagao das corregoes, o novo campo de velocidades provavelmente
deixara de satisfazer as QML-z,y e assim, uma nova iteracao externa ¢ iniciada. Esse
processo iterativo é repetido até que tanto as equagoes do movimento quanto a da
continuidade sejam satisfeitas pelos campos de pressao e de velocidade (com relagao a

uma certa tolerancia predefinida).

No método SIMPLEC, supoe-se a existéncia das seguintes relacoes entre as

corregoes das velocidades e da pressao:

’
up = —dg,g(pE ; pw); (4.26a)

R,
v = —dgw, (4.26D)

onde os coeficientes df e d%, especificos do SIMPLEC, sao dados por

Ay
s ==Y 427a
P AT s AT (4.27a)
Ay
d ==Y 4.27h
P AL S AT (4.270)

onde o indice “nb” se refere aos nés vizinhos do né P e assim, 3 AY, = Ay + Al + Ay + AY.
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A relacao entre as corregoes u' e p/, Eq. (4.26a), é obtida ao subtrair-se a QML-z,
Eq. (4.9), avaliada na velocidade intermediaria u*, da QML-z avaliada na velocidade
corrigida u. No célculo, supde-se ainda que uy, = u)p = u’z, ou seja, que as velocidades u
nos volumes vizinhos ao n6 P estao sujeitas as mesmas corregoes. A corre¢io v, é obtida
por meio de calculos analogos. Também através de calculos analogos, mas utilizando as
variaveis avaliadas nas faces do VC, obtém-se as seguintes relacoes para as correcoes das

velocidades nas faces:

u, = —de(pp — Pp); (4.28a)

= —d,(py — Pp), (4.28b)

o~

7~

(Y

onde os coeficientes d, e d,, sao obtidos por meio de aproximagoes centrais, envolvendo os

coeficientes dos nés adjacentes, de acordo com

g, = b+ ) ; dk) (4.29)
d, — (dP;dN). (4.29h)
As demais corre¢oes nas faces podem ser calculadas como:
(uw)p = (ue)y ; (4.30a)
(va)p = (Vn)s » (4.30D)
onde os coeficientes sao calculados pelas relagoes analogas

(dw)p = (de)yy (4.31a)
(ds)p = (dn)g- (4.31b)

As velocidades nas faces que coincidem com as fronteiras do dominio sao toda
nulas. Assim, tem-se que: u,, = 0 para os volumes da fronteira oeste; u, = 0 para os
volumes da fronteira leste; v, = 0 para os volumes da fronteira sul e v,, = 0 para os volumes
da fronteira norte. Da mesma forma, os coeficientes do SIMPLEC avaliados nas faces
sao nulos para esses volumes, pois nao sao necessarias correcoes as velocidades, que sao

prescritas.

Particularmente, de acordo com as técnicas de discretizacdo e aproximagoes
utilizadas neste trabalho, além da abordagem pseudotemporal utilizada como técnica de

sub-relaxagao, verifica-se das Eqs. (4.12) que os coeficientes do SIMPLEC sao fixos e dados

por:
At
= 2L 1.32
P pra ( 3 a)
A
@y = 2 (4.32b)

~ pAy’
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Desse modo, os coeficientes nas faces também sao fixos e ainda podem ser calculados

pelas relagoes Egs. (4.29).

Notando que v’ = u — u* e v/ = v — v*, tanto para as velocidades avaliadas nos
nos quanto nas faces, nao é necessario armazenar as corre¢oes para as velocidades, pois,

de acordo com as Eqs. (4.26), as seguintes relagoes podem ser utilizadas:

r
up =up — d$7<pE 5 pW); (4.33a)
I
vp = v — dvp(pNQpS), (4.33D)
e nas faces
ue = uy — de(pp — Pp), (4.34a)
Uy = ;ku - dw(plP - pé/l/)v (434b)
U = ) — dn(Py — D), (4.34c)
vy = v — ds(pp — D) (4.34d)

Portanto, poupa-se meméria computacional através do uso das relagoes das Eqs. (4.33) e

(4.34).

Apés a resolugao das equagoes do movimento, QML-z,y, os campos intermedia-
rios de velocidades obtidos u* e v*, avaliadas nos nés, sao utilizados para interpolar as
velocidades correspondentes nas faces, u’ e v). O método utilizado para esse fim sera
apresentado futuramente nesta se¢do. As velocidades intermediarias nas faces sao entao
inseridas nas Eqgs. (4.34), as quais sdo entdo substituidas na equacao da continuidade, Eq.
(4.23). Como as corregoes de pressao nas Eqs. (4.34) sao desconhecidas, elas se tornam as

incognitas dessa nova equacao, a qual é dada por

ut — do(ply — )] Ay — [ul, — du(pp — Ply)] Ay+
[ d(pE pp)] Ay [* (Pp — pw)] Ay (435)

[, = dn(Py — Pp)] Az — [0} — ds(plp — Pls)] Az = 0.

Assim, pode-se dizer que através do SIMPLEC a equagao da continuidade é transformada
em uma equacao para as corregoes de pressao.

*
n?

As velocidades intermediarias nas faces, u} e v}, sao interpoladas a partir das
velocidades nos nés através do método de interpolacao de Rhie e Chow (1983), também
chamado de Momentum Interpolation Method (MIM). Seus passos e calculos para a
obtengao da velocidade u} sdo apresentados a seguir. A velocidade v, é obtida por meio

de céalculos analogos.

As equagbes referentes a QML-z, Eq. (4.8), para ¢ = u*, avaliada nos nés
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adjacentes P e F¥ podem ser escritas como:

* . M PE — Dy " Y
(Ag)P up =y (AXbunb) + TZD P ETWAy + (Sp)p AzAy + (BY)p;  (4.36a)

M * _ >k
(AF) i = 32 (Alhuiy) , + Tl — PEEEE Ay + (Sp) g Axdy + (BY) g, (4.36b)

At 2

onde
> (Avun) , = (AW) L uiv + (A%) , ui + (A%) L us + (AX) , uk, (4.37a)
> (Avun) = (AW) ub + (A%) , vbe + (AY)  use + (AN) , uke: (4.37b)

Como o nome do método indica as velocidades intermediarias nas faces sao
obtidas por meio de interpolagoes envolvendo as equagdes do movimento avaliadas nos nos
adjacentes a face em questao. Para o caso particular de u}, é realizada uma espécie de
média (RHIE; CHOW, 1983; MALISKA, 2004) entre as Eqgs. (4.36a) e (4.36b), através da

qual ela ¢é calculada como

Mp+ M

. _E (Anbunb) + Z (Anbunb)E + (PAtE)ug -2 (p*E' - p};) Ay
: () + (A0),
[(SB)p + (SB) gl AzAy + (BY)p + (B:) g

(Ap)p + (Ap)g

i (4.38)

Por meio de calculos analogos, uma expressao semelhante é obtida para a velocidade

Ups
s (A, + 5 (Al)  + M o ) A
= (A7), + (Ab)
onde
> (Avors) = (AW) vl + (A%) , vi + (4F) , o5 + (AX) , vk, (4.40)

2 (A”bvnb) - (A“//V)NU;‘VW + (AE)NU}KVE + (AZ)NU}; + (Ax>N07VN'

Retornando a equacao da correcao de pressao, todas as velocidades e coeficientes
da Eq. (4.35) podem ser agora calculados por meio das relagoes (4.27),( 4.29), (4.30),
(4.31), (4.38) e (4.39). Seguindo o mesmo padrao de resolugao das outras variaveis, a Eq.

(4.35) é escrita na forma de sistema como

AlLplp = APl + APpl + APps + APply + BY, (4.41)
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da qual os seguintes coeficientes sdo obtidos:

Al = d Ax; (4.42a)
Al = dyAy; (4.42b)
AY = d.Ay; (4.42¢)
AR, = d, A (4.42d)
Ap = AL+ AY, + AL + AL (4.42¢)
B} = (ul, —ul) Ay + (vi —v) Aw. (4.42f)

Assim como antes, a Eq. (4.41) na verdade representa uma linha do sistema de
equacoes de p’. O sistema completo é obtido a medida que o indice P varia sobre todos os
VC’s do dominio. Observa-se que, a menos do sinal, o termo independente BY é a prépria
equacao da continuidade e, assim, espera-se que esse termo se aproxime de zero com o
avango das iteragoes do método. Os coeficientes AL, para F = S,W,P,E N, dependem
apenas dos coeficientes do SIMPLEC e esses, por sua vez, dependem exclusivamente das
dimensoes dos VC’s e do tamanho do passo temporal (Eqgs. (4.32) e (4.29)). Assim, esses
coeficientes podem ser calculados uma unica vez e armazenados (em cada malha) para

serem utilizados durante todo o processo iterativo.

Os coeficientes apresentados sao validos para os volumes internos do dominio, que
nao possuem intersecao com os contornos. Nao sao necessarias condig¢oes de contorno para
a pressao nos problemas estudados neste trabalho. Assim como feito no caso das equacoes
do movimento, através da técnica de balancos para os volumes de fronteira, os coeficientes
dos volumes adjacentes as fronteiras sdo obtidos por meio de integragoes da Eq. (4.1c) (ou
da Eq. (3.1) para ¢ = 1) especificas para esses volumes. Seja um VC adjacente apenas a
fronteira norte, como o representado na Fig. 16. A integracdo da equagao da continuidade

para esse volume resulta em
Mg — My — M, =0, (4.43)

pois M,, = 0 para esse VC. Substituindo as relacoes dos fluxos, Egs. (3.5), e das velocidades

corrigidas nas faces, Eqgs. (4.34), chega-se a

o ¥

[u

[ (4.44)

— de(py — Pp)] Ay — [uy, — duw(Pp — Piy)] Ay+
— ds(pp — p)] Az = 0.

» %

Escrevendo a Eq. (4.44) na forma da Eq. (4.41) , os seguintes coeficientes sao
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obtidos:
Al = d,Ax; (4.45a)
Al = dyAy; (4.45Db)
AY = d.Ay; (4.45c¢)
AR = 0; (4.45d)
AL = A+ Ay + AL + AN (4.45¢)
BY = (uy, — u}) Ay + viAz. (4.45f)

Os coeficientes para os demais volumes de fronteira sao obtidos por raciocinio e
calculos analogos. Os coeficientes da equacao da correcao de pressao, para todos os tipos

de VC’s, podem ser encontrados na secao A.2 do apéndice A.

Apos a obtencao do campo de corregoes de pressao, p’, as pressoes sao corrigidas
através da relacdo p = p* +p'; e as velocidades, avaliadas nos nds e nas faces, sdo corrigidas
através das relagoes dadas pelas Eqgs. (4.33) e (4.34). Os novos campos corrigidos de
velocidades e pressoes sao entao utilizados como estimativas iniciais para resolucao das
equacoes do movimento e todo o processo é reiniciado. Os passos do método SIMPLEC

sao sintetizados no Algoritmo 4.

ALGORITMO 4: METODO SIMPLEC PARA AS EQS. DE NAVIER-STOKES.

(1) Inicializar as varidveis u, v, e, v, p € p';
(2) Calcular fluxos de massa, Egs. (3.5);
enquanto a tolerdncia nao é satisfeita

(3) Calcular os coeficientes A e termos independentes B* e B, Eqgs. (4.12);
(4) Executar algumas iteragoes nas equagoes QML-z,y, Eq. (4.11), com p = p*, para
obter u* e v*;
(5) Calcular as velocidades nas faces u} e v} com as Egs. (4.38) e (4.39);
(6) Calcular os coeficientes do SIMPLEC, Eqgs. (4.32), (4.29) e (4.31);
(7) Calcular os coeficientes AP e os termos independentes BP, Eqgs. (4.42);
(8) Executar algumas iteragoes na Eq. (4.41) para obter p/;
(9) Corrigir o campo de pressoes com p < p* + p';
(10) Corrigir as velocidades nodais e nas faces utilizando as Eqs. (4.33) e (4.34);
(11) Calcular fluxos de massa, Egs. (3.5);
(12) Fazer p* < p.
fim

4.3 Implementaciao do Esquema FMG-SIMPLEC

Um esquema de duas malhas para a abordagem MG-SIMPLEC padrao é breve-
mente apresentado na subsecao 4.3.1, apenas para que se possa ter uma ideia das diferencas
em relagdo a nova abordagem proposta neste trabalho. A nova abordagem é apresentada
na subse¢ao 4.3.2. Uma descri¢cao detalhada da abordagem FMG-SIMPLEC padrao pode
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ser encontrada em Kumar, Kumar e Kumar (2009) e, no caso do esquema FMG-SIMPLE,

o trabalho de Roy, Anand e Donzis (2015) pode ser consultado.

4.3.1 Caracteristicas Gerais da Abordagem Padrao

A abordagem padrao baseia-se em equacoes do movimento modificadas na malhas
mais grossas. Assim, em um esquema de duas malhas, as equa¢des modificadas na malha

grossa Q%" podem ser escritas, nos moldes da Eq. (4.36a), como:

AV2hA2h ZAV2hA2h pIEQh _PQAQ/hA bu 2h
S Ay b+ (4.46a)
2V,2h A2h V.2h 52h P/z\%h - plsgh v,2h
Ap =N Ao fA z+ 057" 4 f, (4.46Db)
onde
furp = Abip =3 AV, — b — Rup, (4.47a)
fop=Afop = > AV by — b5 — Ry p. (4.47Db)

“w o~

Nas Egs. (4.46), os termos denotados por representam as variaveis (ou
quantidades que delas dependem) que estao sendo atualmente calculadas na malha grossa.
Esses termos sao inicializados pelas variaveis corresponentes restringidas da malha fina
0" e sdo continuamente atualizados com base nos seus valores mais recentes calculados
na malha grossa. Ja a notacdo “ ~ ” utilizada nos termos em f% e £, Egs. (4.47), indica
que esses termos também vém restringidos (ou sdo calculados com base nas quantidades
restringidas) da malha fina, todavia, a diferenca é que eles sao calculados uma tnica vez e
mantidos inalterados durante as iteragoes da malha grossa. Por esse motivo, a notacao
“2h” nao é utilizada para eles. Os termos b;@ sao compostos pelas contribui¢oes dos termos
independentes das QML-z,y, Egs. (4.13b), (4.13¢c) e (4.14), com excegao dos gradientes de

pressao, ou seja,

p=(B/)p+ (Bs)p+ (B)p, (4.48a)
p=(B)p+ (Bs)p+ (B)p- (4.48b)

Assim, os fluxos de massa M 7, [ = s,w,e,n, também devem ser restringidos, pois
os calculos dos termos b‘f—, e dos coeficientes A, para F' = S,\W,P,E,N, das Eqs. (4.46) ou
(4.47), dependem deles. As quantidades R¢’ p indicam os residuos restringidos associados

as solugdes nao convergidas da malha fina.

Observa-se que as equagoes do movimento dependem das diferengas de correcoes
de pressdo, ao invés das pressdes apenas. Além do mais, as correcdes de pressao p' 2" sdo
as proprias corregoes do SIMPLEC, calculadas como sendo a diferenga entre um campo
convergido e um campo intermediario de pressoes, como explicado na se¢ao anterior. Essas

corregoes sao inicializadas como nulas na malha grossa.
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Apos algumas iteragoes nas Eqs. (4.46a) e (4.46b), sdo propostas corregoes para
os campos de velocidades intermedidrios obtidos, 42"* e 92"*, ¢ também correcoes para as
correcoes de pressao p'2". As relacoes entre as velocidades e as correcoes das correcoes de
pressdo, indicadas por p”?", tém a mesma forma das Eqgs. (4.33) e (4.34), com p” no lugar

de p'. Assim, para 4% e 42", por exemplo, as relagdes sao as seguintes:

11 2h 112h
a2 — %2%); (4.49)
a2k = 2 d, (pr2h — ph, (4.49Db)

As relagoes para 92 e 92" tém formas similiares. Os coeficientes do SIMPLEC

utilizados também sao os mesmos e sao dados pelas Eqgs. (4.27) e (4.29).

h* e 92 presentes nas Eqs. (4.49),

As velocidades intermedidrias nas faces, 02
devem ser calculadas por meio de adaptagoes do MIM (ou de métodos semelhantes) para a
malha grossa. Em Roy, Anand e Donzis (2015), o método utilizado para esse fim é chamado
de método MIM modificado. Até a data na qual a revisao bibliografica desta tese foi
escrita, nao se teve noticia da existéncia de um trabalho que apresentasse formas definitivas
para tais adaptagoes, que sejam totalmente compativeis com o MG. Em Kolmogorov et
al. (2015), é enfatizado que a maneira como sdo calculadas as velocidades nas faces, nos
métodos do tipo SIMPLE, exerce grande impacto no desempenho dos modelos numéricos

e um calculo inadequado pode até mesmo resultar em divergéncia.

A substituicao das velocidades nas faces e dos coeficientes do SIMPLEC na equagao
da continuidade discretizada, Eq. (4.23), produz uma equacgao para p” similar a Eq. (4.35),

que € escrita na forma de sistema como
p,2h //2h p,2h_112h D, 2h
ZAnb Doy + Bp™, (4.50)

onde os coeficientes A”*?" sdo os mesmos dados pelas Eqs. (4.42), com excecdo do termo
independente, o qual é dado por
By = [(@, — @) — (@7 — )] Ay — [(0] — &) — (8}, — 8)] A, (4.51)
As notagbes “*” ou “7” nao sao utilizadas na Eq. (4.50), pois nenhum tipo de
restrigdo é necessaria no célculo de p’ ou p”. Da Eq. (4.51), constata-se que as diferengas
entre as velocidades nas faces, intermedidrias e restringidas iniciais, compoem o termo
independente da Eq. (4.50). Novamente, fica claro que o célculo correto das velocidades
nas faces dos volumes das malhas grossas ¢ imprescindivel para um bom desempenho do
MG. Apoés os célculos das corregoes para as corregoes de pressao através da Eq. (4.50),
a relacdo p'? = p'?h + p"?" ¢ utilizada para corrigir p’'?". As velocidades, nos nés e nas

faces, sdo corrigidas por meio de relacoes similares as das Eqs. (4.49).
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Finalmente, apds algumas iteragoes na malha grossa do esquema que acaba de ser
descrito, as corregoes (ou erros) do MG associadas as velocidades sao calculadas através
w2h — g2k 2h — 2 — 5. As correcoes de pressio p'?" sdo inicializadas

das relagoes e —tueev

como sendo nulas na Eq. (4.46) e assim, as corre¢oes do MG para p na malha grossa

2h — /21 As correcoes do MG sdo

equivalem as préprias correcoes de pressao, ou seja, eP
entao prolongadas para a malha fina e utilizadas para corrigir suas respectivas variaveis
através de relagoes da forma ¢ = ¢ + [2he® 2" para ¢ = u,v,p, onde I é o operador

de prolongacdo de informacoes da malha 2" para a malha Q".

Os passos do esquema que acaba de ser escrito estao representados no Algoritmo 5.
Esse esquema é valido para duas malhas, uma fina e uma grossa. Para informagoes sobre a
sua extensao para um ciclo do MG, como o ciclo-V, com diversas malhas e também para o
FMG, os trabalhos ja referenciados nesse segao (KUMAR; KUMAR; KUMAR, 2009; ROY;
ANAND; DONTZIS, 2015) e também o de Lien e Leschziner (1994) podem ser consultados.

ALGORITMO 5: ESQUEMA DE DUAS MALHAS PARA A ABORDAGEM MG-
SIMPLEC PADRAO.
(1) Executar em Q" 0 Algoritmo 4 com apenas algumas iteracoes do laco principal
(passos 3 a 12) e obter as solucdes intermediarias u/*

Coh* e ph*
(2) Calcular os residuos R? e R associados as respectivas solugdes intermediarias;
(3) Restringir velocidades, fluxos de massa e residuos das velocidades;

(4) Fazer ¢ < I}, " e Ry + I}%hRg e calcular f¢ (Eqs. (4.47)), para ¢ = u,v;

(5) Considerar as estimativas iniciais M = §, para ¢ = u,v, e p'2h = 0;

(6) Calcular os coeficientes do SIMPLEC em Q2" com as Eqgs. (4.32) e (4.29);

enquanto tolerdncia em Q2" nio é satisfeita

(7) Calcular os coeficientes A>2" Eqgs. (4.12), e os termos bus2h o pu:2h Egs. (4.48);
(8) Executar algumas iteragoes nas Eqs. (4.46) para obter 42"* e 92",

(9) Calcular as velocidades u2"* e v2"* com uma versao modificada do MIM;

(10) Calcular os coeficientes AP>2" Eqs. (4.42), e termos BP>2" Eqs. (4.51);

(11) Executar algumas iteracdes na Eq. (4.50) para obter p?";

(12) Corrigir o campo de pressoes com p' 2" < p/ 2l 4 p/'2h,

(13) Corrigir as velocidades nodais e nas faces com relagdes similares as Eqgs. (4.49);
(14) Calcular os fluxos de massa, Egs. (3.5);

fim
(15) Calcular as correcoes do MG: e 2 = qg% — &, para ¢ = u,v, e ePr2h = p/2h,

(16) Prolongar correcdes do MG e corrigir solugdes intermedidrias em Q" com
¢ ¢ + IZhe?2h para ¢ = u,v,p;

(17) Executar novamente algumas itera¢oes do lago principal (passos 3 a 12) do
Algoritmo 4 para eliminar as componentes remanescentes do erro.

4.3.2 Nova Abordagem FMG-SIMPLEC

Em termos de estrutura, um dos principais objetivos da nova abordagem proposta

neste trabalho é que ela seja de facil implementacao, de modo que o esquema resultante
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tenha a estrutura mais simples possivel e mais proxima ao método SIMPLEC original

(Algoritmo 4), mas ainda assim se beneficie dos ganhos de desempenho do algoritmo FMG.

Assim, a nova abordagem possui diferencas estruturais fundamentais em relagao a
padrao. Na abordagem padrao, como exposto na se¢ao anterior, o SIMPLEC é executado
com sua estrutura principal inalterada em cada malha de um dado ciclo-V (comparar
Algoritmos 4 e 5), com a diferenca que nas malhas grossas as equagdes possuem algumas
modificagdes em relacao as equagoes da malha fina. Por esse motivo, diz-se que a abordagem
padrao é baseada em equagoes de correcao modificadas nas malhas mais grossas. J& na

nova abordagem, a relacao entre o SIMPLEC e os ciclos-V é totalmente diferente.

Seja um dado nivel genérico n; do FMG (ver subsecao 3.4.4). Para a obtencao das
solugdes na malha mais fina desse nivel (que nesse caso tem dimensdo 21 x 27+1) | os passos
do método SIMPLEC de uma tnica malha, Algoritmo 4, sdo executados praticamente sem
alteracoes nessa malha. As tnicas mudancas estao nos passos associados as resolucoes dos
sistemas (passos 5 e 8), onde, ao invés de eles serem simplesmente suavizados com os solvers
SG em questao, ciclos-V sao executados para uma melhor suavizacao das componentes
dos erros. Pode-se dizer entdao que na abordagem padrao o SIMPLEC ¢ aplicado de forma
interna nos ciclos-V de cada nivel do FMG, ou seja, em cada malha desses ciclos. J&
na nova abordagem proposta, os ciclos-V sao internos ao SIMPLEC e sao utilizados
apenas nas suavizacoes das equacoes governantes. Todos os outros passos do SIMPLEC
sao executados apenas na malha mais fina do nivel 7;. As caracteristicas desses ciclos-V

internos ao SIMPLEC sao explicadas a seguir.

A notacdo genérica QF é utilizada para indicar a malha mais fina de um dado
nivel genérico n; do FMG e diferencia-se da notacdo " que é utilizada para indicar a,
malha mais fina inicial da simulacao. Ou seja, H pode assumir os valores 2h, 4h, 8h,.. .,
de acordo com o nivel atual do FMG. J& a malha mais grossa possivel, seguindo a notacao
da subsecdo 3.4.2, é denotada por QX" e é dependente apenas de Q" e do nimero méximo

de niveis utilizados, L1, conforme explicado na subsecao indicada.

Na suavizacao das equagdes do movimento QML-z,y (passo 5 do Algoritmo 4),
o mesmo ciclo-V é compartilhado pelas duas equagoes; esse procedimento também é
geralmente adotado na resolugdo das equagdes de Burgers através de métodos MG. As
equacoes do movimento formuladas na malha Qf podem ser escritas na forma compacta

como:
AYPull = Y A 4 B (4.52a)
Apfod =3 An ol + Bt (4.52b)
Os coeficientes AIZ’H, para ' = SW.P,E,N, e os termos independentes B%H

para ¢ = u,v, sdo exatamente os mesmos das Eqs. (4.12) para os VC’s internos e também

encontram-se na secao A.1 do apéndice A para todos os tipos de VC'’s.
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Apés Vi e 1} iteragdes nas Egs. (4.52a) e (4.52b), respectivamente, as solugoes
ndo convergidas u* e vH* estao associadas aos residuos R e R respectivamente. Essas
quantidades, juntamente com os fluxos de massa, sao entao restringidas a malha mais

grossa (227 No esquema FAS, as equacoes em Q27 sdao formuladas como:

AV2H g2t N~ JVi2H g2l | pu2H, (4.53a)
AV:2H g2H ZAV 22y pu2H (4.53b)

onde
By = A S A2t e (4.54a)
By — JV:2HpH _ ZAV 2H 20 R (4.54Db)
Como anteriormente, a notacao “ ~ 7 indica variaveis ou termos que sao restringidos

da malha fina (ou calculados com base em termos restringidos) e mantidos fixos, enquanto

AN

a notacao indica os termos que também sao inicializados por valores restringidos
mas sao continuamente atualizadas na malha grossa. Os coeficientes Ag’ M sd0 calculados
através das mesmas expressoes que os da malha fina Qf e, portanto, também dependem
dos fluxos de massa restringidos. As técnicas para restricoes dos fluxos e também das

variaveis e residuos podem ser consultadas na subsegao 3.4.3.

Os mesmo passos executados na malha fina sdo repetidos em Q2 ou seja, apés

vit e 1/} iteragoes nas Eqs. (4.53a) e (4.53b), respectivamente, as solugoes intermedidrias

u?* ¢ v2H* também estdo associadas a residuos B2 e R*. As velocidades intermediérias

e residuos devem ser transferidos juntamente com os fluxos para a préxima malha mais
grossa, Q. Equacoes semelhantes as Eqs. (4.53) e (4.54) sdo entdo construidas nessa

malha e o processo é repetido até que a malha mais grossa possivel, Q" seja atingida.

Quando a malha mais grossa do ciclo for atingida, as corre¢oes do MG sao entao
calculadas através das relacoes d¢™" = ¢Lh o para ¢ = u,v, onde ¢ indica os valores

mais recentes das variaveis. As corregoes da variaveis sdo entao prolongadas para a préoxima

(L/2)h

malha mais fina, nesse caso 2 , e utilizadas para corrigir os valores existentes através

(L/2)h* _ ¢(L/2 h* [(L

das relagoes gb L00H" . Apés as corregoes, sdo executadas V4 e vy

suavizagoes adicionais nas equagoes analogas as Eqs. (4.53a) e (4.53b), respectivamente, a
fim de eliminar as componentes do erro que ainda possam ter permanecido, fornecendo as

(L/2)h

solugoes (;B(L/ 2k As correcoes do MG sao novamente calculadas em e prolongadas

(L/4)h

para ) para corrigir as solugoes la existentes. Esse processo é repetido até que a

malha mais fina Q seja atingida.

Os passos do procedimento que acaba de ser descrito, referentes ao ciclo-V para
resolucao das equagoes do movimento com um campo fixo de pressoes, ou equagoes de

Burgers, estao representados no Algoritmo 6. Observa-se que no 2° passo ha a marcagao
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“(*)”, presente para indicar que esse passo é executado apenas no caso das equagoes de
Burgers. Na resolucao das equagoes de Navier-Stokes, as velocidades nas faces e os fluxos
de massa sao calculados fora dos ciclos-V seguindo a ordem dos passos do SIMPLEC,
Algoritmo 4. Apés o dltimo passo de cada algoritmo, caso a solu¢do ainda nao tenha
convergido, faz-se ¢1* = ¢! e retorna-se ao passo inicial. O ciclo-V é executado até que

algum critério de convergéncia na malha mais fina, Q7| seja atingido.

Os termos independentes da malha grossa, cujos valores sao dados por expressoes
andlogas as Eqs. (4.54), sdo construidos utilizando as aproximagoes do FAS e assim, nao
sao formados pelas mesmas contribui¢oes que compdem os termos independentes da malha
fina. Desse modo, uma caracteristica importante presente nesse ciclo-V é que nao existem
termos explicitos de pressao presentes nas malhas grossas intermediarias. As informacoes
de pressao que percorrem essas malhas vém exclusivamente de forma implicita dos termos

restringidos da malha mais fina.

No caso das equagoes de Burgers, o campo de pressoes é prescrito e fixo, todavia,
essa ideia pode ser utilizada também nos casos em que p também é uma variavel dependente,
como nas equacoes de Navier-Stokes. Para tanto, basta que o campo de pressdes mais
recente, obtido na tltima iteragao externa (ou do SIMPLEC) na malha fina, seja mantido
fixo durante todo o ciclo-V das equagoes do movimento. Essa ideia é fundamental para o

desenvolvimento da nova abordagem.

Para a resolugdo das equagoes de Burgers através do FMG, o Algoritmo 6 é iterado
até a convergéncia em cada nivel 7;. As solugoes convergidas sdo entao prolongadas, através
do operador de prolongacao do FMG, para o proximo nivel n;,;. Esse processo é repetido
até que a malha mais fina inicial, Q", seja atingida. A partir dai, ciclos-V sdo executados

até a convergéncia das solugoes do problema inicial.

Na resolucao das equagoes de Navier-Stokes, de acordo com a nova abordagem, os
passos do SIMPLEC, Algoritmo 4, sdo executados na malha mais fina, Q7 de cada nivel
n; do FMG. No passo 5, associado a suavizagao das equagoes do movimento, o nimero de
ciclos-V do Algoritmo 6 executados (sem o 22 passo) é representado como ;. Assim, apds

a execucao de 7; ciclos-V para as equacdes do movimento, as solucdes intermedidrias u’* e

vH* sdo obtidas e, de acordo com o passo 6, as velocidades nas faces correspondentes, uf*
e viT* devem entdo ser calculadas. O método de interpolagao de Rhie e Chow, ou MIM, é

utilizado em sua formulagdo original para os calculos, através das Eqgs. (4.38) e (4.39).

“k7 ainda nao satisfazem

Até esse ponto, as solugbes intermediarias, indicadas por
a conservacao da massa. Assim, seguindo o algoritmo do SIMPLEC na malha mais fina
do nivel n;, deve-se calcular as corregoes para as velocidades e pressoes. Portanto, os
proximos passos do Algoritmo 4 sdo o 72 e o 82, referentes, respectivamente, ao calculo

dos coeficientes, e do termo independente, e da suavizacdo da equacgao da correcao de
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ALGORITMO 6: ESQUEMA CICLO-V-FAS PARA AS EQS. QML-z,y.

e Suavizar uf vezes AV H (qZ)H) = B%»H ¢ obter ¢H*;

e (*) Calcular as velocidades nas faces, ul e vl  através do MIM, e os fluxos de massa MH ;
e Calcular os residuos RH B&H AV H (¢H*) ;
e Calcular as restricoes: ¢p2H I ot MZH — 1 HM? e RQH 5 R

e Calcular AV:2H ¢ B#:2H — AV.2H (¢2H) RiH,
e Suavizar l/fs vezes AV:2H ($2H) = B%2H com estim. inicial ¢* e obter g?)QH*;
e Calcular os residuos RQH B#2H _ AV.2H <¢2H*) ;
e Calcular as restrigoes: ¢*7 « I2H ¢2H* M4H — IE}I}IM?H e Ry ap + IFH R
e Calcular AV-4H ¢ pé4H — J4H (¢4H) + R4H
e Suavizar z/f vezes AV 4H (¢4H) = B%* com estim. inicial ¢*¥ e obter $4H*;
e Calcular os residuos RéH = B%:4H _ fV.4H ((;§4H*) ;
e Calcular as restricoes: ¢5H Iglgg?)‘m*, M?H — I4HM4H e RSH — I4HR4H,
e Calcular AV:8H ¢ po:8H — AV.8H (ggSH) + R8H.
e Suavizar v{ vezes AV-8H (dgsﬂ) = B%8H com estim. inicial ¢ e obter ¢3H*:

e Calcular os residuos RiH = B#»8H _ jV:8H (dggH*) ;

H
e

%m\h

. bt LH-Lpge 4 Ly,
e Calcular as restrigoes: ¢ «+ 17, QS%H , M]LCH —Ipg M
BLH FH 5 H
Rd) — Iy R¢ i i i
e Calcular AV-LH ¢ B¢ LH — AV.LH (d)LH) + RéH;
e Resolver AV-LH (éLH> = B%LH ¢om estim. inicial £ e obter éLH;

e Calcular as correcoes §¢ LH = &LH - CZ;LH ;

e Prolongar as corregoes: 6% 81 « [10H 5¢,16H,
e Corrigir as solucdes intermediarias ¢37* « ¢8H* 4 §¢:8H.
e Suavizar 1§ vezes AV:8H (g?)gH) = B?»3H com estim. inicial ¢*7* e obter ¢%¥;
o Calcular as correcoes 81 = (;ASBH - $8H;

e Prolongar as corregdes: 6% 4 « [$H 59,84,

e Corrigir as solucdes intermediarias ¢g27* « ¢H* 4 §94H,

e Suavizar V;J vezes AV>4H (¢4H) = B%*H com estim. inicial ¢p*7* e obter ¢*¥;
e Calcular as correcoes 6% 4H = o4 _ HH .
e Prolongar as corregdes: 6% 21 « [3H 5041
e Corrigir as solucdes intermediarias ¢>7* < ¢2H* 4 §-2H,
e Suavizar Vg vezes AV:2H (¢2H = B%2H com estim. inicial $?7* e obter ¢?H;
e Calcular as correcoes 6% 2H = 21 _ 42H .
e Prolongar as corregoes: 6% H «+ [2H§¢:2H,
e Corrigir a solucdo intermedidria ¢pf* < ¢f* + 5% H
e Suavizar 1/;) vezes AH (ng) = B%H com estim. inicial ¢* e obter ¢¥;
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pressao, Eq. (4.41), de modo a obter as corregoes p'*’. Na nova abordagem, a suavizacio
da equagao da correcao de pressao também é realizada por meio da execucao de ciclos-V

especificos para essa equacao. As caracteristicas desses ciclos sao abordadas a seguir.

A equacgao da corregao de pressao discretizada, Eq. (4.35), pode ser escrita em

QO como
ApTpEl =37 ANy + BRY, (4.55)
onde os valores dos coeficientes A’I’;’H, para ' = SW,P,E.N, e do termo independente
B% sdo dados pelas Eqs. (4.42) para os VC'’s internos e podem ser encontrados na
secao A.2 do apéndice A para todos os tipos de VC’s. Observa-se que os coeficientes de p’
dependem apenas dos coeficientes do SIMPLEC e, dessa maneira, o sistema de equagoes

resultante é linear e, portanto, o esquema CS pode ser utilizado nos ciclos-V.

Apoés algumas iteragoes na Eq. (4.55), a solugao intermedidria p'f* estd associada
a um residuo Rf . De acordo com o CS, esse residuo ¢ restringido para Q*# para compor o
termo independente da equagao residual (ver segdo 3.4.1) nessa malha. A equagao residual

em % ¢ escrita como
ApPieRt =52 At + BpY, (4.56)
onde os valores dos coeficientes A%*" sdo os mesmos dos coeficientes da Eq. (4.55) e o
termo independente é dado por
By = R4, (4.57)

P2H _ [H pH
onde R>% = Ly R} p.

Similarmente ao que acontece na resolugao das equacoes do movimento, na equagao
da correcao de pressao as informagoes associadas as velocidades estao armazenadas apenas
no termo independente da malha mais fina, Eq. (4.42f). Nas malhas mais grossas, os termos
independentes sao dados por equagoes similares a Eq. (4.57) e, portanto, contém apenas
os residuos restringidos. Assim, a unica informacao das velocidades que percorre as malhas
mais grossas é aquela proveniente do termo independente da malha Q. Portanto, um
campo fixo de velocidades pode ser utilizado durante todo o ciclo-V associado a suavizagao
da equacdo da correcao de pressio. Esse campo é exatamente o campo (u*,v7*) obtido

dos ciclos-V das equagoes do movimento no 5° passo do Algoritmo 4.

A suavizacao do erro na Eq. (4.56) segue os mesmos passos utilizados na Eq.

*

(4.55). Apds algumas iteragoes, uma solucio nio convergida é2H* estd associada a um
residuo R]%H , 0 qual é entdo transferido para malha Q% de modo a compor o termo
independente da equacao residual nessa malha. A mesma ideia é sucessivamente aplicada
para suavizaciao do erro em Q* e nas malhas mais grossa em sequéncia. O processo é
repetido até que a malha mais grossa Q" possivel (ou predefinida) seja atingida, onde a

L

solucdo real do erro ¢ é obtida e ndo apenas sua aproximacdo. A partir daf a etapa de

prolongacoes dos erros se inicia.
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O erro prolongado de uma dada malha Q®® & utilizado para corrigir o erro

kHx* __ ékH* + 56kH

da malha imediatamente mais fina, Q"7 através da relacdo é , onde

SekH = [EMHaCWH  (uando a malha mais fina é atingida, os valores intermedisrios
das correcbes de pressdo sdo corrigidos através da relacdo p'* = pH* 4 e, onde
def = I2H e O processo que acaba de ser descrito reflete o ciclo-V, baseado no esquema
CS, para resolucao da equagao da correcao de pressao. Seus passos podem ser conferidos

em detalhes no Algoritmo 7.

ALGORITMO 7: ESQUEMA CICLO-V-CS PARA A EQ. DA CORRECAO DE
PRESSAO (p').

e Suavizar 1} vezes AP Hp'H = Br.H ¢ obter p'H*
e Calcular o residuo RH BrH _ AHpHx

Restringir o residuo RP»2H = =1 i Rf ;

Calcular AP-2H ¢ pr2H — RzH
AP-2H 2H _

[ ]
[ ]
2H %

BP:2H ¢om estim. inicial nula e obter &
BP> 2H — AP 2H AZH* .

I

Suavizar 1 vezes
Calcular o residuo R2H

B e PAH _ 72H p2H.
e Restringir o residuo: R, —~I Ry
e Calcular A»4H ¢ pr4H — R4H'

4H 4H 4 H *

= BP4H com estim. inicial nula e obter é
JAH JAH pAH* .
BP — AP s

e Suavizar 1/{’ vezes AP
e Calcular o residuo R4H

- ‘duo: PSH — TAH pdH.
Restringir o residuo: R;™ = Igy R)™;

[}
e Calcular AP-8H ¢ pr.8H — RSH;
[}
[ ]

= BP:8H ¢om estim. inicial nula e obter &3 ;

Bp,SH AP 8H ASH* .

?

Suavizar v} vezes AP»8H g8

Calcular o residuo RSH

L L
- . 7 shsh
e Restringir o residuo: RLh I Ry

e Calcular AP Lh ¢ BP: Lh RLh
h

e Resolver AP:Lhglh — BP.Lh com estim. inicial nula e obter é-” ;

e Prolongar a corregio: §e3 = [19H g16H
e Corrigir as solugoes mtermedlanas com: é

e Suavizar v} vezes AMe8H =

~8H — 68H* +5€8H
»8 H *

7

8H

= BP'8H com estim. inicial é e obter é°'* ;

e Prolongar a corregio: det = [$He8H

e Corrigir as solugoes mtermedlarlas com: é
e Suavizar v} vezes AYeH = BP4 com estim. inicial é

4 H * <—é4H*+5e4H;

~4.H 4H

e obter é** ;

e Prolongar a corregio: de?! = [ e4H

e Corrigir as solugoes mtermedlarlas com: é
e Suavizar v} vezes A2 &2H

’
~2H* %é2H*+5€2H;

~2H* H

= BP'2H com estim. inicial é e obter &2 ;

)

e Prolongar a correcao: de
e Corrigir as solucdes intermediarias com: p/#* « p'f* 4 set
e Suavizar v} vezes A p'H = BPH com estim. inicial p’#* e obter p'f!
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O parametro v, é utilizado para representar o ntimero de vezes que o ciclo-V da
correcao de pressao é executado no SIMPLEC, ou seja, no 8 passo do Algoritmo 4. O
campo p'! obtido é utilizado primeiramente para corrigir o campo de pressoes, através
das relacoes p* = p™* 4 p'H e, em seguida, as velocidades nodais e nas faces por meio de
relages similares as Eqgs. (4.33) e (4.34). Esses procedimentos correspondem aos passos 9
e 10, respectivamente, do algoritmo do SIMPLEC. Finalmente, de acordo com os passos
11 e 12, respectivamente, os fluxos de massa sao recalculados, com as relagoes das Eqs.
(3.5), e 0 campo intermediario de pressoes recebe o novo campo corrigido, ou seja, p* = p.
O novo campo intermediario de pressoes ¢ utilizado para iniciar uma nova iteragao do

SIMPLEC na malha Q¥ do nivel n; do FMG, o qual ¢ iterado ai até a sua convergéncia.

Apés a convergéncia do SIMPLEC no nivel n; do FMG, o operador de prolongagao
do FMG ¢ utilizado para transferir as solugoes para o proximo nivel 7;,;. Faz-se entao
H < H/2 e o SIMPLEC é novamente executado até a convergéncia na malha mais fina
genérica Q. As novas solucoes obtidas sdo novamente prolongadas para o préximo nivel
do FMG e o processo é repetido até que a malha mais fina inicial da simulacdo, Q" seja

atingida, ou seja, até que H < h.

O processo que acaba de ser descrito constitui a nova abordagem MG-SIMPLEC
proposta neste trabalho (ou abordagem FMG-SIMPLEC, pois o multigrid é empregado
por meio do algoritmo full multigrid). Sua estrutura é descrita em detalhes no Algoritmo
8. Ao compara-lo com o Algoritmo 4, nota-se que além das diferencas 6bvias associadas
as questoes de niveis e prolongagoes do FMG, as diferencas béasicas entre os lagos mais
internos, responsaveis pela execucao dos passos do SIMPLEC na malha fina atual ou inicial
(no caso do modelo SG), encontram-se justamente nos passos associados a suavizagao dos
sistemas. No SIMPLEC tradicional de uma malha, os sistemas sao solucionados por meio
de solvers SG comuns; ja na nova abordagem, ciclos-V sao utilizados para suavizacao
das equagoes. Nesse caso, o campo mais recente de pressoes ¢ mantido fixo durante as
v1 iteragbes do ciclo-V das equagoes do movimento, Algoritmo 6, e da mesma forma, os
campos mais atuais de velocidades sao mantidos fixos durante as v, iteragdes do ciclo-V

da corregao de pressao, Algoritmo 7.

Todos os outros passos do lago mais interno do Algoritmo 8 sdo executados apenas
na malhas mais fina Qf do nivel atual do FMG. Essa caracteristica ¢ especialmente
vantajosa para os céalculos das velocidades nas faces, através do MIM, que nesse caso
pode ser utilizado em sua formulagao original. Além disso, os coeficientes do SIMPLEC,
utilizados para as correcoes das velocidades e também para construir os coeficientes da
equacao da correcao de pressao, podem ser calculados uma tnica vez e armazenados em

cada malha.

Assim, pode-se dizer que através da nova abordagem proposta, um algoritmo
SIMPLEC modificado, denominado aqui de Mod-SIMPLEC, é executado na malha mais
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fina, Q. de cada nivel ; do FMG; ou ainda que o FMG é empregado através de um
algoritmo SIMPLEC modificado que é executado na malha mais fina de cada um de seus
niveis. Os critérios utilizados para verificar a convergéncia do Mod-SIMPLEC, em cada

nivel do FMG, sdo apresentados na préxima secao.

ALGORITMO 8: ESQUEMA DA NOVA ABORDAGEM FMG-SIMPLEC.

(1) Executar o Algoritmo (4) na malha mais grossa QX" até a convergéncia ;
(L/2)h .

(2) Prolongagao do FMG das solugoes u, v and p para §2

(3) H < (L/2)h

enquanto H > h

(4) Calcular os fluxos de massa, Eqgs. (3.5);

enquanto o critério de convergéncia de Q nao é satisfeito

(5) Calcular os coeficientes AV># e os termos independentes B e B"H Egs.

(4.12);

(6) Executar ; ciclos-V do Algoritmo 6, com p = p*  para obter u™* e v

(7) Calcular as velocidades nas faces ul’* e vi* através do MIM, Eqs. (4.38) e

(4.39);

8) Calcular os coeficientes do SIMPLEC, Egs. (4.32), (4.29) e (4.31);

9) Calcular os coeficientes A»H e o termo independente BP 1| Eqs. (4.42);

10) Executar 7o ciclos-V do Algoritmo 7, para obter p';

11) Corrigir o campo de pressoes, com a relagao pH = pt* 4 p/H.

12) Corrigir as velocidades nodais e nas faces, Egs. (4.33) e (4.34);
)
)

H Hx.
)

13) Atualizar os fluxos de massa, Egs. (3.5);
14) Fazer pf* = pH.

(
(
(
(
(
(
(

fim
se H = h entao

‘ (15) Retornar solugoes ul, ol e ph
senao

‘ (16) Prolongacio do FMG de uff, v e p" para o préximo nivel QH/2 ;
fim

(17) H «+ H/2.

fim

4.4 Dados de Implementacao

Como ja informado nos capitulos anteriores, todas as equagoes deste trabalho
sao discretizadas através do MVF implementado em malhas estruturadas ortogonais com
arranjo colocalizado de varidveis. Além disso, as malhas também sdo uniformes e sao

formadas por elementos quadrados (Az = Ay).

Conjuntamente com o MVF, sao utilizadas aproximacgoes do tipo CDS, de 22
ordem, para os termos difusivos e do tipo UDS com a técnica adicional de correcao adiada
para os termos advectivos, de modo que eles também sao aproximados com acuracia de 22
ordem. As condi¢des de contorno sdo tratadas pela técnica de balancos para os volumes de
fronteira (MALISKA, 2004). As estimativas iniciais para todas as varidveis independentes,

para todos os problemas considerados, sao sempre nulas, com excecao da pressao para o
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problema de Shih, Tan e Hwang (1989) (chamado simplesmente de “problema de Shih”),

a qual ¢ inicializada por sua solucao analitica.

De modo a acelerar a convergéncia dos modelos niimericos desenvolvidos, o MG é
empregado através de uma nova abordagem para a formulacaio FMG-SIMPLEC, a qual
foi descrita em detalhes na segdo anterior. O esquema de aproximacao FAS é empregado
para os ciclos-V das equacoes do movimento e o CS para o ciclo-V da equacao da correcao
de pressao. Cada um desses ciclos-V é executado uma tnica vez em cada iteracao do
Mod-SIMPLEC, na malha mais fina de um dado nivel do FMG, ou seja, 71 =7, =1. O
Mod-SIMPLEC ¢ iterado até sua convergéncia em cada nivel do FMG.

No caso das equacoes de Burgers, o SIMPLEC nao é necessario, pois nao ha
calculo de pressoes. Assim, o algoritmo FMG padrao baseado em ciclos-V é utilizado
para essas equagoes. O mesmo ciclo-V, representado no Algoritmo 6, é utilizado para as

suavizagoes das equacgoes QML-z,y em cada nivel do FMG.

Internamente ao ciclo-V das equagoes do movimento, uma unica suavizagao é
executada pelos solvers de u e v , tanto na etapa de restricoes quanto na etapa de

. . v
prolongagoes, ou seja, vy = v

= vy = vy = 1. No caso do ciclo-V da pressao, sao
executadas 2 suavizacoes, pelo solver correspondente, na etapa de restricoes, 1 =2, e 1
suavizacao na etapa de prolongacoes, /f = 1. Esses valores foram selecionadas com base
em estudos da literatura (GONCALVES, 2013) e também em diversas simulagoes de testes

realizadas, sempre buscando o melhor desempenho computacional.

Em relacao aos operadores de transferéncia entre malhas, em todas as equagoes
e problemas, as variaveis dependentes sao restringidas através da média aritmética dos
valores nodais dos volumes da malha fina que compoem o VC correspondente da malha
grossa e os residuos sao restringidos através da soma dos respectivos residuos nessas mesmas
localizagoes. Como uma dada face de um VC da malha grossa corresponde a duas faces da
malha fina, o valor de um fluxo através dessa face é aproximado como sendo a restricao da
média dos fluxos através das faces correspondentes da malha fina (HORTMANN; PERIC;
SCHEUERER, 1990). O operador bilinear é utilizado para realizar a prolongagao de
todas as corregdes de todas as varidveis e é utilizado, inclusive, para prolongar também as
solugoes entre os niveis do FMG. Todos esses operadores de transferéncia sao descritos na

secao 3.4.3.

O numero de niveis utilizado para todos os ciclos-V, L4y, € sempre o maximo, com
a malha mais grossa possivel contendo apenas dois volumes em cada dire¢ao coordenada
(22). Ou seja, para uma malha 10242, por exemplo, cada ciclo-V executado possui 10 niveis
(com razdo de engrossamento padrao r = 2). O FMG ¢é sempre iniciado na malha 4%, ou
seja, de acordo com o Algoritmo 8, apos a resolugdo das equagdes nessa malha, as solugoes

convergidas sao prolongadas para o préximo nivel (8%) e assim, os ciclos-V do nivel
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posstiem trés niveis: 82, 4% e 22,

Os critérios de parada utilizados para definir a convergéncia do Mod-SIMPLEC
em cada nivel do FMG sao baseados no erros das velocidades e também nos residuos
globais. Seguindo a recomendagao de Kim, Anand e Rhode (1998), as formas relativas dos

residuos globais sao utilizadas, as quais sao dadas por:

1% 14
; ‘APUP - ZbAnbunb — B}
—_— n .

u %: AV up] ; (4.58a)
o > ‘Agvp — > Ayyum — Bp

=L ; |ZLZ}‘QUP| ; (4.58b)
X (e —ue) Ay + (vs — vn) Az
R,="% P : (4.58¢)

onde et € Lyeof correspondem aos valores de referéncia da velocidade u e de um comprimento
representativo da cavidade, respectivamente. Para o problema classico, adota-se u.f = 1
m/s, ou seja, a velocidade prescrita na tampa; ja para o problema de Shih, adota-se et
como sendo a média da distribuigao prescrita de velocidades na tampa, Eq. (4.4). Como a

cavidade é quadrada e de lado unitario, adota-se L., = 1 m para todos os problemas.

Os erros globais das velocidades, indicados por e e €, utilizados como um dos
critérios de parada, sao calculados em relagoes as solucoes exatas dos problemas. Sao
consideradas como solugoes exatas aquelas sem erros de iteragao, ou seja, aquelas obtidas
quando as iteragoes externas (iteragdes do Mod-SIMPLEC no caso das equagoes de Navier-
Stokes) sdo executadas até que o limite da precisdo da méaquina seja atingido. Nesse caso,
as solucbes exatas sdo representadas pela notacdo ¢, para ¢ = u,v, onde ¢ = ¢*) para

k — oo. Um critério semelhante é utilizado em Santiago (2017).

A média da norma [y, sobre todos os VC’s do dominio, é utilizada para representar

globalmente os erros através das seguintes relagoes:

> |lup — ug|

u__ P
et =y (4.59a)
% lvp — vF|
Vo 4.59b
R A (4.590)

onde NV é o nimero de VC’s do dominio. O erro global total, indicado por e, é calculado
como e = (e" + €¥) /2. Apenas os erros das velocidades sao considerados, pois como um
campo fixo de velocidades é impulsionado pelas diferencas, ou gradientes, de pressao, e
nao por seus valores especificos, diferentes campos de pressao podem produzir exatamente
o mesmo campo de velocidades, desde que os gradientes de pressao sejam os mesmos em

cada ponto do dominio. O problema de Shih é uma excecao a esse caso, pois através do
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método das solugoes fabricadas (ou manufaturadas), um campo de pressoes fixo associado

ao termo-fonte, Eq. (4.5b), é gerado. Sua solugao analitica é dada pela Eq. (4.7c).
A pratica indicada pelos desenvolvedores do SIMPLEC (DOORMAL; RAITHBY,

1984), para garantir a convergéncia da pressao, ¢ monitorar o residuo da equagao da
corregao de pressao, Eq. (4.58¢), que corresponde & prépria equacao da continuidade. Nesse
trabalho, seguindo a pratica de Kim, Anand e Rhode (1998), a convergéncia dos residuos
relativos é monitorada através do residuo global total, calculado como
_ R,+R,+R,

RT
3

(4.60)

Em Ferziger et al. (1989), uma tolerancia de 10™* ¢ adotada para os residuos.
Analisando também os resultados de Kim, Anand e Rhode (1998), constata-se que uma
tolerancia aproximadamente igual a 107, para o residuo global total, garante a convergéncia
das solugbes. Assim, com o objetivo de adotar um critério um pouco mais rigoroso neste
trabalho, a tolerancia de 5 x 107¢ é utilizada para o residuo global total no problema

classico.

Através de andlises de convergéncia dos erros, as quais podem ser conferidas no
capitulo 5, chegou-se & conclusdo que uma tolerancia de 107 é mais adequada ao residuo
global total no problema de Shih. Nesse problema, o termo independente da QML-y contém
um termo-fonte adicional, dado pela Eq. (4.13c), e, além disso, a velocidade de referéncia
Uref, Utilizada no calculo do residuo relativo da corre¢ao de pressao, Eq. (4.58¢), também
é calculada de forma diferente. Esses fatores podem contribuir para o comportamento
diferenciado do residuo total nesse problema. Em relacdo aos erros das velocidades, a

tolerancia de 107% 4 adotada para o erro global total e.

As notagdes €g e €, sao utilizadas para representar as tolerancias do residuo global
total e do erro global total, respectivamente. Ou seja, ez = 1077 e €. = 107°, para o

problema de Shih, e eg =5 x 107% e ¢, = 107°, para o problema cléssico.

Neste trabalho, as escolhas de todos os parametros, métodos e técnicas foram
realizadas sempre com base em pesquisas na literatura, buscando-se sempre os melhores
custos-beneficios associados e sempre levando em conta também os objetivos principais do
trabalho, os quais consistem principalmente no fornecimento de uma abordagem facilmente
implementavel e que, ainda assim, se beneficie da eficiéncia dos métodos MG. De fato, todos
os parametros utilizados aqui, descritos nessa sec¢ao, sao bastante comuns na literatura,
podendo-se dizer até mesmo que constituem os “parametros padrao” empregados na

construcao de modelos numéricos baseados na abordagem FMG-SIMPLE.

Todas as simulacoes e testes foram realizados no Laboratorio de Experimentacao
Numérica (LENA) do departamento de Engenharia Mecanica da UFPR. Os modelos

numéricos foram programados na linguagem Fortran, utilizando o compilador Intel®
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Fortran (versdo 15.0.1). Um computador com processador Intel® Core™ i7-4790, com
frequéncia de 3.6 GHz, 8 MB de cache e 8 GB de meméria RAM foi utilizado para as

simulagoes.
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5 RESULTADOS

5.1 Verificagao Numérica

A verificacdo dos modelos numéricos é feita por meio de comparacoes das suas
solugoes e por meio da analise dos erros envolvidos, a qual, por sua vez, esta associada
principalmente ao monitoramento das ordens efetivas (quando disponiveis) ou aparentes
dos erros (ver se¢ao 3.6), além da anélise de seus decaimentos em relagdo ao refino de
malha. No caso do problema de Shih, Tan e Hwang (1989), as solugoes produzidas sao
comparadas com suas correspondentes analiticas. No problema classico, solu¢oes acuradas

ja consolidadas na literatura sao utilizadas para as comparagoes.

Os erros de discretizacao, no caso do problema com solucao analitica, sdo calculados
de maneira global em todo o dominio através das médias de suas normas [y, dadas por

relagoes similares as Eqs. (4.59), com ¢ no lugar de ¢>. Ou seja,

Z’Cbp—ap’
6_ P

E
NV ’

(5.1)

para ¢ = u,v,p. A notagdo ¢ é utilizada para indicar as solugoes analiticas correspondentes.
Esses erros nao sao analisados no problema classico, pois as solugdes analiticas nao estao

disponiveis.

O residuo global total, Eq. (4.60), também é monitorado em todas as equagoes
e problemas. Em ambos os problemas, sao analisadas também as seguintes varidveis de

interesse:

e velocidade horizontal minima (unm,) ao longo da linha vertical que passa pelo centro
da cavidade (linha = = 1/2);

e velocidades verticais minima e maxima (Ui € Umax, respectivamente) ao longo da

linha horizontal que passa pelo centro da cavidade (linha y = 1/2);

e vazdo massica (M) através da linha central horizontal y = 1/2 entre os pontos z = 0
ex=1/2;

e forca de arrasto do fluido sobre a base inferior da cavidade (Fj).

As velocidades avaliadas no ponto central (ou centroide) da cavidade, tcentro €
Ucentro, também sao avaliadas no problema cldssico. Como nao ha nenhum VC cujo no
central corresponda ao ponto central da cavidade, essas velocidades sao calculadas a partir
de médias aritméticas envolvendo seus respectivos valores avaliados nos quatro nés centrais

dos VC’s adjacentes ao centroide.
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A vazao massica e a forca de arrasto na base sao calculadas analiticamente através
das seguintes relagoes (MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009):

1/2

M; = /pv (,1/2) zdx; (5.2a)

1
ou

F, = — zdx. 5.2b

[ ( ay>y:0 (5.2)

Essas mesmas quantidades sdo aproximadas numericamente como:

Nz/2
Mf ~ ZpAQ? Z Unﬂ"yzl/g; (53&)
=1
2zpulg Xe
FS ~ — ui7 9 53b
Ay ; 0 (5.3b)

onde 7 é o indice que percorre os VC’s na dire¢do = e z é a profundidade da cavidade, que
também ¢ tomada como igual a unidade. A notagao vy ;,—1/2 representa as velocidades
através das faces n, v,, que coincidem com a linha central horizontal y = 1/2, com i
variando até a metade da cavidade. A notacao u, o representa as velocidades nodais u
avaliadas em cada volume cuja face sul corresponde a fronteira y = 0, ou seja, a soma é

realizada sobre todos os volumes adjacente a fronteira sul.

Em todos os testes o tamanho representativo de malha, h, é calculado como
h =1/N, = 1/N,, onde N, e N, sao os nimeros de VC’s da malha nas direcoes x e v,

respectivamente.

A seguir, os testes de verificacado numérica para os dois problema-modelo estudados
sao apresentados. Todas as solugoes referentes ao modelo numérico desenvolvido a partir

da nova abordagem sao indicadas pela legenda “Mod-SIMPLEC”.

5.1.1 Problema de Shih

As Figs. 17a e 17b apresentam os perfis numérico e analitico das velocidades ao
longo das linhas centrais = 1/2 e y = 1/2, respectivamente. As solu¢oes aproximadas
sao representadas por pontos e as solugoes analiticas por linhas continuas, indicadas
pela legenda “exata”. Como pode ser observado graficamente, os perfis estdo em plena
concordancia. A mesma afirmacao pode ser feita com relacdo a comparacao dos perfis
numérico e analitico da pressao ao longo das linhas centrais, como mostram as Figs. 17c
e 17d. A malha mais fina utilizada nessas simulacoes possui dimensao 10242, ou seja, os

ciclos-V, do nivel mais alto do FMG, possuem 9 malhas (ou niveis).

Os comportamentos dos erros de discretizacdo podem ser analisado nas Figs. 18 e

19. A Fig. 18 apresenta o decaimento dos erros de discretizacdo globais E?, para ¢ = u,v.p,
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com o refinamento das malhas. Apesar de os erros associados a pressao serem maiores (por
aproximadamente uma ordem de grandeza), as inclina¢oes aproximadamente iguais das

trés curvas indicam que todos os erros decaem sob as mesmas taxas.

Na Fig. 19, nota-se que as ordens efetivas, tanto dos erros de discretizacao globais
de u, v e p (Fig. 19a), quanto dos erros das demais varidveis de interesse (Fig. 19b), tendem
ao valor esperado 2 com o refino de malha. Esse valor corresponde & ordem (ou grau) das
aproximacoes empregadas na discretizacao das equagoes, também chamada de ordem do

modelo numérico (ver capitulo 3).

FIGURA 17 — PERFIS DAS VELOCIDADES E PRESSOES AO LONGO DAS LINHAS CEN-
TRAIS DA CAVIDADE PARA O PROBLEMA DE SHIH.
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x=1/2. tal y = 1/2.

FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 18 - DECAIMENTO DOS ERROS DE DISCRETIZACAO COM O REFINO DE
MALHA (h — 0) PARA O PROBLEMA DE SHIH.

10t /
!
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L

h
FONTE: O autor (2020).

FIGURA 19 - COMPORTAMENTO DAS ORDENS EFETIVAS (pg) DOS ERROS DE DIS-
CRETIZACAO COM O REFINO DE MALHA (h — 0) PARA O PROBLEMA

DE SHIH.
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FONTE: O autor (2020).

5.1.2 Problema Cléssico

A acurécia das solugoes do problema cldssico pode ser analisada na Fig. 20, a
qual apresenta comparagoes dos perfis das velocidades u e v, nas linhas centrais z = 1/2
e y = 1/2, com resultados retirados da literatura. Os resultados sdo apresentados para
uma ampla gama de ntimeros de Reynolds que assume valores no intervalo de Re = 10
a Re = 7500. Os resultados dos seguintes trabalhos sao utilizados para as comparagoes:
Marchi, Suero e Araki (2009) (Re < 1000); Erturk (2009) (Re = 2500, 5000 e 7500); Roy,
Anand e Donzis (2015) (Re = 3200). Observa-se que graficamente a concordancia de todos
os perfis é bastante satisfatéria. Os trabalhos citados também comparam seus resultados
com os obtidos de Ghia, Ghia e Shin (1982), Bruneau e Saad (2006) e Botella e Peyret
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(1998). Assim, os resultados do presente trabalho também estao em boa concordancia com

essas referéncias. Todos os resultados sdo obtidos para uma malha de dimensao 10242

FIGURA 20 - PERFIS CENTRAIS DAS VELOCIDADES DO PROBLEMA CLASSICO.
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FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 20 - PERFIS CENTRAIS DAS VELOCIDADES DO PROBLEMA CLASSICO (CON-

TINUACAO).
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FIGURA 20 - PERFIS CENTRAIS DAS VELOCIDADES DO PROBLEMA CLASSICO (CON-

TINUACAO).

0.8

/ 1
0.6
/
> f
0.4 /
0.2 Erturk (2009) <©
0 Mod-SIMPLEC ——
-06 -04 -0.2 0 0.2 04 06 0.8
u(1/2,y)

(m) w na linha x = 1/2 para Re = 5000.

l /f 7
0.8 /
0.6 /
> /
0.4 /
0.2 Erturk (2009) &
Mod-SIMPLEC ——
0 L
06 04 02 0 02 04 06 08
u(1/2,y)

(0) u na linha = = 1/2 para Re = 7500.

0.6
0.4
0.2 \
N N
=)
>
0.2 \\
-0.4r  Erturk (2009) ¢
Mod-SIMPLEC ——
-0.6 . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

(n) v na linha y = 1/2 para Re = 5000.

0.6

AN

S ol N
=]
>

0.2 \\

-0.4r  Erturk (2009) ¢

Mod-SIMPLEC ——
-0.6 : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

(p) v na linha x = 1/2 para Re = 7500.

FONTE: O autor (2020).

Na Tab. 2, podem ser encontradas comparacoes dos valores das variaveis de

interesse, listadas anteriormente, com seus valores respectivos obtidos de Marchi, Suero e
Araki (2009) (legenda “Marchi”). Os resultados sdo apresentados para Re = 100, 400 e

1000. A anélise dos dados da tabela evidencia que os valores estao em boa concordancia.

TABELA 2 - VARIAVEIS DE INTERESSE DO PROBLEMA CLASSICO.

Re =100 Re = 400 Re = 1000

Variével | Mod-SIMPLEC Marchi Mod-SIMPLEC Marchi Mod-SIMPLEC Marchi
Umin -0.214042 -0.214036 -0.328730 -0.328695 -0.388572 -0.388470
Vmin -0.253804 -0.253799 -0.454058 -0.454021 -0.527056 -0.526940
Vmiéx 0.179573 0.179569 0.303832 0.303800 0.376947 0.376850
Ucentro -0.209149 -0.209143 -0.115054 -0.115052 -0.0620561 -0.0620503
Vcentro 0.0575366 0.0575367 0.0520581 0.0520631 0.0257995 0.0258001
M; 0.0665473 0.0665461 0.106628 0.106620 0.116514 0.116490
F 0.00326793 0.00326798 0.00119435 0.00119434 0.000798040 0.000797840

FONTE: O autor (2020).

As linhas de corrente (ou linhas de contorno da funcao de corrente) do escoamento
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na cavidade sdo apresentadas na Fig. 21. Sdo empregados os mesmos valores de Re utiliza-
dos na geragao dos perfis centrais das velocidades (Fig. 20). De maneira qualitativa, pode-se
afirmar que os padroes das linhas de corrente e dos vértices centrais (primdrios) e dos cantos
do cavidade (secundarios, tercidrios, etc.) estao coerentes com trabalhos da literatura. Den-
tre esses, os seguintes podem ser consultados para comparagao: Shankar e Deshpande (2000)
(Re =100 e Re = 1000); Erturk (2009) (Re = 1000, 2500, 5000, 7500); Kumar, Kumar e
Kumar (2009) (Re = 1000, 5000, 7500) e Santiago (2010) (Re = 100, 400, 1000, 5000).

FIGURA 21 - LINHAS DE CORRENTE DO PROBLEMA CLASSICO.

.\

0 02 0.4 0.6

(d) Re = 1000.

FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 21 - LINHAS DE CORRENTE DO PROBLEMA CLASSICO (CONTINUACAO).

(2) Re = 5000. (h) Re = 7500.

FONTE: O autor (2020).

De modo a se ter resultados mais concretos, com relagao aos comportamentos dos
erros envolvidos, as ordens aparentes (Eq. 3.49) das varidveis de interesse também foram
calculadas. Seus comportamentos em relacao ao refino de malha podem ser observados na
Fig. 22 para Re = 100, 400, 1000 e 3200. De maneira geral, pode-se afirmar que todas as
variaveis tendem ao valor esperado 2 a medida que h — 0. A malha mais fina utilizada

nesses calculos possui dimensao 20482.

Apesar de a variavel v, apresentar um comportamento aparentemente “tortuoso”,
principalmente para Re = 100, e de F§ aparentar estar relativamente longe de 2 para

Re = 400, os valores apresentados estao de acordo com a literatura, conforme se nota a



Capitulo 5. Resultados 112

partir dos resultados da Tab. 3. Nessa tabela, as ordens aparentes, para Re = 100, 400 e
1000 na Fig. 22, sao comparadas com as ordens respectivas retiradas de Marchi, Suero e
Araki (2009). Os resultados apresentados nessa referéncia foram obtidos em uma malha de

dimensdao 10242, ou seja, correspondem aos pontos com h = (1/1024) na figura.

FIGURA 22 - COMPORTAMENTO DAS ORDENS APARENTES (pyy) COM O REFINO DE
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FONTE: O autor (2020).

Na Tab. 3, nota-se que o valor estranhamente baixo de vy, para Re = 100, na
malha 10242, Fig. 22a, estd de acordo com o respectivo valor do referido estudo, com um
erro de apenas 1,5%. O mesmo pode ser dito dos valores dessa variavel para outros valores
de Reynolds. No caso de Fj, seu valor para Re = 400, na malha 1024% ¢ aproximadamente
1,65 e, apesar de parecer baixo no grafico da Fig. 22b, esta mais préximo de 2 que o valor
correspondente de Marchi, Suero e Araki (2009). A ordem da variavel veentro para Re = 100

também apresentou um valor estranhamente baixo.

Os valores das ordens aparentes sao bastante sensiveis aos métodos utilizados nos
calculos das variaveis envolvidas, principalmente em relacao aquelas calculadas a partir de

formulas baseadas em médias ou integragoes numéricas. Assim, talvez formas alternativas
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de calculo das varidveis Fy € Ugentro POSsam vir a produzir valores mais coerentes para suas
respectivas ordens aparentes. Com excecao desses casos, todos as outras ordens da tabela

parecem estar em boa concordancia.

TABELA 3 - ORDENS APARENTES (py;) DO PROBLEMA CLASSICO.

Re = 100 Re = 400 Re = 1000
Variavel | Mod-SIMPLEC ~ Marchi | Mod-SIMPLEC  Marchi | Mod-SIMPLEC  Marchi
Umin 2.07441 2.075970 2.03095 2.03111 1.99649 1.997271
Umin 1.11741 1.101600 2.14317 2.14308 2.12429 2.125597
Umax 1.86029 1.86809 2.01725 2.01677 1.97254 1.972962
Ucentro 1.99748 2.000935 2.01548 2.028634 2.08039 2.071716
Ucentro 1.37616 1.759938 2.01469 2.013626 2.38602 2.345369
Me 2.00122 1.996948 2.00748 2.006947 2.00144 2.002034
Fy 2.00352 2.029269 1.65285 1.332492 1.92807 1.929611

FONTE: O autor (2020).

5.2 Testes de Solvers

Antes de discutir os resultados referentes aos desempenhos computacionais dos
modelos desenvolvidos, sao apresentados nesta se¢ao alguns testes de desempenho dos
diferentes solvers propostos para resolucao das equacoes governantes. Os solvers testados
sao os seguintes: Gauss-Seidel com ordenacao red-black (GSRB) (BURDEN; FAIRES,
2011); método de Stone fortemente implicito (SIP) (STONE, 1968); TDMA iterativo de 5
diagonais (TDMAS5D) (PRASAD, 2014); método de Stone modificado (MSI) (SCHNEIDER;
ZEDAN, 1981). Os solvers utilizados nas simulagoes realizadas foram escolhidos com base

nos resultados desses testes.

Dois tipos de testes foram realizados: primeiramente foram testados os desem-
penhos dos solvers em relagdo a variagdo do nimero de volumes de malha (NV) e, na
sequéncia, em relacao a variacdo do nimero de Reynolds. Os desempenhos sao medidos
por meio dos tempos de execucao (ou de CPU) e apenas os modelos MG sdo testados, pois

eles constituem o objetivo de estudo deste trabalho.

A Fig. 23 apresenta os comportamentos dos tempos de execucao (ou de CPU) dos
solvers em relagao a NV. O niimero de Reynolds ¢ fixado como 400 nesses testes, pois é
um valor frequentemente utilizado na literatura do problema classico e que esta associado
a tempos praticos para a realizagao de testes. Na Fig. 23a, os solvers para as equagoes do
movimento, QML-x,y, sdo testados; e na Fig. 23b os solvers para a equacao da corregao
de pressao. O MSI nao apresentou convergéncia para a equagao da correcao de pressao
(em nenhum dos testes) e, por esse motivo, seus resultados nao sao apresentados. Talvez
um estudo mais aprofundado para busca de pardmetros do modelo numérico (v1, va, 71,

Yo, Lmax, €tc.) mais adequados a esse solver possa contornar essa equagao.

Como se pode notar, o GSRB e o TDMAS5D apresentaram os melhores desempenhos
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para todas as equacoes e, no caso da correcao de pressao, seus tempos de execugao estao
muito préximos. Todavia, pode-se afirmar que de forma geral o GSRB apresentou o melhor

desempenho.

As variagoes dos tempos de execugdo com relagdo ao nimero de Reynolds podem
ser observadas na Fig. 24. Comportamentos similares aos do teste anterior podem ser
observados, com o GSRB e o TDMAS5D apresentando os melhores desempenhos. Nota-se
que os tempos desses dois solvers estao préximos para altos valores de Re (particularmente
para Re > 3200) nas equagoes do movimento, e sdo praticamente coincidentes para
Re > 1000 na equacgao da correcao de pressao. Novamente levando em consideracao a
praticidade dos tempos das simulacoes, principalmente para altos valores de Re, uma
malha com dimensao 5122 foi utilizada nesses testes. Pode-se afirmar que o desempenho

geral do GSRB foi mais uma vez o melhor dentre os solvers testados.

Assim, com base nos testes realizados, o solver GSRB foi escolhido para suavizagao
de todas as equagoes governantes. Além do fato de seu desempenho geral ter sido o melhor,
a utilizacdo de um unico solver contribui para uniformizagao e, principalmente, para a
simplificacao dos modelos numéricos resultantes. Lembrando que a construcao de modelos
simples, em termos da abordagem utilizada e em termos de suas componentes, é um dos
objetivos principais desse trabalho. Entretanto, o TDMAS5D também poderia certamente
ser utilizado para a equacgao da corre¢ao de pressao sem que houvessem perdas significativas

de desempenho.

FIGURA 23 -~ TEMPOS DE CPU DE DIFERENTES SOLVERS EM RELACAO AO NUMERO
DE VOLUMES (NV).
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FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 24 - TEMPOS DE CPU DE DIFERENTES SOLVERS EM RELACAO AO NUMERO
DE REYNOLDS.
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FONTE: O autor (2020).

5.3 Desempenho do Multigrid

5.3.1 Equacoes de Burgers

Conforme discutido na sec¢ao 4.1, como o SIMPLEC nao ¢é necessario (pois o
campo de pressoes é prescrito), as equagoes de Burgers foram solucionadas por meio do
algoritmo FMG padrao, baseado no ciclo-V das equagoes QML-z,y. O desempenho 6timo
do MG, também denominado de TME, conforme proposto em Brandt, Thomas e Diskin
(2003), é facilmente obtido para as equagoes de Burgers, apesar de elas serem nao lineares.
Segundo os autores, essa eficiéncia requer que o MG apresente convergécia total (até o

erro de méquina) em até no maximo 10 avaliagdes residuais da malha fina.

No caso das equacoes de Burgers, como nao sao necessarias técnicas de sub-rela-
xacao ou de marcha pseudotemporal, a contagem de avaliacoes residuais na malha mais
fina coincide com a contagem das iteragoes externas, ou seja, dos ciclos-V executados
no nivel mais alto do FMG (que corresponde a malha fina inicial). Diversos trabalhos
da literatura apresentam modelos numéricos MG com eficiéncia TME para as equagoes
de Burgers, dentre os quais pode-se citar Caughey e Jameson (2003), Zhang, Zhang e
Xi (2010) e Santiago, Marchi e Souza (2015). Desse modo, o desempenho do modelo
numérico desenvolvido neste trabalho para as equagoes de Burgers é apresentado de forma
simplificada, apenas de modo a “validar” o desempenhos do algoritmo FMG e dos ciclos-V

para as equagoes do movimentos utilizados.

Na Fig. 25, sdo apresentados os decaimentos dos residuos totais, R?, e dos erros
de discretizagao de u e v, E* e EY, em relagdo ao numero de iteragoes externas (it).
Nota-se na Fig. 25a que no modelo SG sdo necessarias aproximadamente 100 mil iteragoes

para a convergéncia dos erros de discretizacao. Ja no modelo MG, Fig. 25b, o algoritmo
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FMG resulta na convergéncia total dos erros em aproximadamente 8 iteragoes apenas,
confirmando assim a eficiéncia tedrica (TME) do MG nos moldes da definigdo de Brandt,
Thomas e Diskin (2003). O decaimento do residuo total, Ry, é muito mais intenso, em
relagdo as magnitudes, quando comparado aos decaimentos dos erros. O residuo total
chega ao seu valor minimo (< 107!%) em aproximadamente 12 iteragoes, entretanto,
para Ry < 107! os erros de discretizacao ja convergiram. Confirma-se a afirmacao de
Trottenberg, Osterlee e Schuller (2001) de que, para problemas nao lineares, a eficiéncia

6tima do MG é obtida por meio do algoritmo FMG.

FIGURA 25 - DECAIMENTOS DOS RESIDUOS E ERROS DE DISCRETIZACAO DAS
EQUACOES DE BURGERS.
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FONTE: O autor (2020).

A dimensdo da malha mais fina utilizada nessas simulagoes ¢ 5122 (malhas mais
finas resultariam em nimeros de itera¢oes dos modelos SG demasiadamente elevados). Os
tempos computacionais, e speedups associados, nao sdo apresentados, pois, como afirmado,
a eficiéncia teodrica 6tima do MG para as equacoes de Burgers é facilmente obtida e pode
ser avaliada apenas por meio dos decaimentos de residuos e erros. Entretanto, apenas
para que se tenha ideia das magnitudes envolvidas, no caso da uma malha 2562, o speedup
obtido é da ordem O(10?%). J4 para malhas mais finas, a partir de 5122, speedups da ordem
O(10%) sao facilmente obtidos.

5.3.2 Equacoes de Navier-Stokes

Nesta subsecao sao apresentados os resultados dos testes de avaliacao de desem-
penho dos modelos numéricos construidos a partir da nova abordagem FMG-SIMPLEC,
denominada aqui de Mod-SIMPLEC. Nesse caso, os desempenhos sdo avaliados de forma
um pouco mais elaborada. Primeiramente sao comparados os decaimentos dos erros e
residuos das versoes SG e MG dos modelos. Em seguida, os tempos computacionais e

os speedups associados sao exibidos e discutidos. Finalmente, sao abordados os esforcos
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computacionais calculados a partir dos perfis de crescimento dos tempos de CPU em

relacao ao refino das malhas.

A Fig. 26 apresenta os decaimentos dos residuos totais e dos erros com o avango
do ntimero de iteragoes para o problema de Shih. O primeiro ponto a ser notado é
que os critérios de parada e tolerancias adotados sao adequados, pois, tanto no modelo
SG quanto no MG, as tolerancias eg = 1077 e ¢, = 107% garantem a convergéncia
dos erros de discretizacdo verdadeiros E¢ (¢ = u,v,p). Em seguida, nota-se que sio
necessarias aproximadamente 10 mil iteracoes para convergéncia dos erros no modelo SG e
aproximadamente 240 iteracdes no modelo MG. A malha mais fina possui dimensao 5122

nesse caso.

FIGURA 26 - DECAIMENTOS DOS RESIDUOS E ERROS DE DISCRETIZACAO DAS
EQUACOES DE NAVIER-STOKES (PROBLEMA DE SHIH).
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FONTE: O autor (2020).

Os decaimentos dos residuos e erros totais relativos as versoes SG e MG do
modelo numérico para o problema classico podem ser comparados na Fig. 27. Os valores
de Re simulados sao 10, 400, 1000 e 3200, conforme indicam as legendas. A malha mais
fina utilizada em cada caso possui dimensdo 5122 e, como comentado anteriormente, as

tolerancias utilizadas sdo ez =5 x 1078 e ¢, = 1076.

Apesar de os residuos e erros dos modelos MG, representados pelas linhas mais
grossas, convergirem em um numero muito menor de iteragoes quando comparados aos
provenientes dos respectivos modelos SG, esses nimeros ainda parecem ser grandes quando
comparados aos nimeros do modelo MG para as equacoes de Burgers. Esse comporta-
mento decorre, todavia, da técnica de sub-relaxacao utilizada, através da qual o modelo
numérico deve ser iterado a partir de um estado inicial (pseudotransiente) até que o regime
permanente final seja atingido. Para o caso de altos nimeros de Reynolds, Re > 1000,
sao necessarias ainda mais iteragoes até a convergéncia. Um comportamento semelhante
pode ser observado em Chen, Ju e Zhang (2018), onde a técnica pseudotransiente de

sub-relaxacao também é empregada conjuntamente com o MG.
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FIGURA 27 - DECAIMENTOS DOS RESIDUOS E ERROS TOTAIS DAS EQUACOES DE
NAVIER-STOKES (PROBLEMA CLASSICO).
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FONTE: O autor (2020).

Desse modo, devem ser utilizadas outras formas para se avaliar os desempenhos
do MG, as quais nao sejam baseadas apenas no nimero de iteracoes externas. Segundo
Trottenberg, Osterlee e Schuller (2001), o tempo é um bom pardmetro para medigao de
desempenho de modelos numéricos MG. Da mesma forma, a definicao de Roy, Anand e
Donzis (2015) de comportamento 6timo do MG ¢é baseada nos tempos de CPU e afirma
que esses devem aumentar linearmente em relagao ao tamanho do problema. Assim, o
tempo ¢é utilizado aqui como o principal pardmetro para medicao dos desempenhos dos

modelos numéricos construidos.

Os tempos de CPU das versoes SG e MG dos modelos numéricos Mod-SIMPLEC e
de Santiago (2017) para o problema cldssico podem ser analisados na Tab. 4. Os hardwares
utilizados nos dois trabalhos sao bastante similares: computadores com processadores
da familia Intel® Core™ i7 e 8 GB de meméria RAM. Além do mais, como informado
anteriormente, os critérios de convergéncia também sao semelhantes, lembrando que no

presente estudo, além dos erros, os residuos globais totais também sao considerados.

Os niimeros de Reynolds empregados nas simulagées (100, 400 e 1000) sdao exten-
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samente encontrados na literatura do problema da cavidade e apenas por esse motivo sao
utilizados aqui para as comparagoes na Tab. 4. Pois, como serd visto em breve nessa secao,
infelizmente é nessa faixa de valores de Re que o Mod-SIMPLEC apresenta seus piores
desempenhos. Na tabela, observa-se que os tempos do modelo atual sao razoavelmente
maiores para Re = 100 e Re = 400. Ja para Re = 1000, os tempos das versoes MG
do Mod-SIMPLEC e do modelo do trabalho referenciado estao proximos. Todavia, os
tempos das versoes SG do modelo de Santiago (2017) sao consideravelmente maiores e, por
esse motivo, apesar de os tempos das versoes MG dos modelos (para Re = 1000) serem

comparéaveis, os speedups de Santiago (2017) sdo superiores, como pode ser observado na
Tab. 5.

Nessa tabela, os speedups associados aos tempos de CPU da Tab. 4 sdo apresentados
e os speedups de Roy, Anand e Donzis (2015) também sao incluidos para comparagao. De
modo a reduzir as dimensoes da tabela, as legendas reduzidas “Mod”, “Sant.” e “Roy”
sao utilizadas para referenciar os resultados do presente trabalho e os dos trabalhos de

Santiago (2017) e de Roy, Anand e Donzis (2015), respectivamente.

TABELA 4 - TEMPOS DE CPU (s) DO PROBLEMA CLASSICO.

Re = 100 (Mod-SIMPLEC) Re = 400 (Mod-SIMPLEC) Re = 1000 (Mod-SIMPLEC)
malha SG MG SG MG SG MG
642 0,730 0,058 0,925 0,062 2,152 0,146
1282 11,452 0,353 8,467 0,343 18,537 0,587
2562 112,649 2,469 99,285 2,306 | 186,392 2,844
5122 1857,828 17,592 | 1756,730 15,559 | 2975,053 15,493
10242 | 30488,100 66,182 | 30981,200 54,141 | 47515,800 68,749
20482 . 146,225 - 175,243 - 236,230

Re = 100 (SANTIAGO, 2017) Re = 400 (SANTIAGO, 2017) Re = 1000 (SANTIAGO, 2017)
malha SG MG SG MG SG MG
642 1,92 0,190 1,680 0,190 2,790 0,530
1282 27,85 0,500 20,590 0,590 30,020 1,460
2562 424,72 1,530 | 284,900 1,780 | 371,190 4,500
5122 9540,23 8,430 | 6597,170 8,460 | 6723,380 20,800
10242 - 28,690 - 27,570 - 63,290
20482 - 113,900 - 86,050 - 192,730

FONTE: O autor (2020).

Os speedups da Tab. 5 confirmam o fraco desempenho do Mod-SIMPLEC para
Re = 100 e 400; todavia, para Re = 1000, os speedups do modelo do presente trabalho sao
superiores aos de Roy, Anand e Donzis (2015) (e inferiores aos de Santiago (2017) devido a
questao dos tempos das versoes SG, discutida no paragrafo anterior). Os speedups de Roy,
Anand e Donzis (2015) sdo obtidos através de versoes paralelas dos modelos numéricos SG

e MG, nas quais 4 processadores foram utilizados para as simulagoes.

Na Tab. 6 sao apresentados os tempos de CPU provenientes do Mod-SIMPLEC,
bem como os respectivos speedups, para outros valores de Re no problema classico e também

para Re = 1 no problema de Shih (a notagao “*” é utilizada nesse caso). Os trabalhos
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referenciados nao apresentam resultados nesse formato para esses valores. Os dados
referentes aos valores de Re ja apresentados anteriormente também sdo reapresentados na

tabela de modo a facilitar a consulta.

TABELA 5 - SPEEDUPS ASSOCIADOS AOS TEMPOS DE CPU DA TAB. 4.

Re =100 Re =400 Re = 1000
malha Mod Roy Sant. Mod Roy  Sant. Mod Roy  Sant.
642 12,58 - 10,25 | 14,92 - 9,00 | 14,75 - 5,27
1282 32,44 13,90 55,78 | 24,68 11,41 34,74 | 31,58 4,50 20,56
2562 45,62 89,30 277,81 | 43,05 64,90 160,20 | 66,19 19,95 82,47
5122 105,61 404,10 1132,24 | 106,09 307,80 780,25 | 192,03 110,99 323,27
10242 | 460,67 1371,60 - | 572,23 1182,70 - | 691,15 509,04 -

FONTE: O autor (2020).

TABELA 6 - TEMPOS DE CPU (s) DO MOD-SIMPLEC E SPEEDUPS (S)

ASSOCIADOS.
malha Re=0,1 *Re=1 Re=1 Re=10 | Re=100 | Re =400
642 0,052 0,047 0,051 0,042 0,058 0,062
1282 0,253 0,232 0,252 0,236 0,353 0,343
2562 1,514 1,295 1,511 1,502 2,469 2,306
5122 10,123 7.471 9,253 9,403 17,592 16,559
10242 97,469 98,828 98,343 99,142 66,182 | 54,141
20482 58,780 81,940 62,695 65,643 146,225 175,234
malha | Re = 1000 | Re = 2500 | Re = 3200 | Re = 5000 | Re = 7500
642 0,146 0,532 0,868 3,335 9,744
1282 0,587 2,061 3,253 11,167 29,072
2562 2,844 8,356 12,450 36,730 99,269
5122 15,493 37,234 53,629 153,229 366,824
10242 68,749 146,916 208,267 529,791 1252,265
20482 236,23 485,401 626,898 1722,879 4191,849

FONTE: O autor (2020).

Um bom desempenho é observado para Re = 1 no problema de Shih e também
para Re = 10 no problema cldssico na malha 10242. Para valores mais altos do ntimero
de Reynolds, 2500 e 3200, os speedups sao comparaveis aos dos outros valores de Re nas
malhas com dimensoes até 5122. Todavia, hd uma queda de desempenho na malha mais
refinada 10242, com os speedups praticamente caindo pela metade em relacdo a Re = 1000.
Roy, Anand e Donzis (2015) afirmam que hd uma queda no desempenho do FMG para
valores mais altos de Re em malhas refinadas. Os autores explicam que ela se deve a
incapacidade de se produzir uma boa estimativa inicial para o préximo nivel do FMG
devido ao forte efeito de advecgao associado a esses regimes. Ainda assim, pode-se afirmar
que o desempenho do Mod-SIMPLEC para altos valores de Re é bastante satisfatorio, como
sera comprovado mais adiante. Infelizmente, faltam dados na literatura para comparagoes

nesses casos.

Os dois trabalhos referenciados apresentam os tempos para Re = 3200 apenas em

forma de graficos e em escala logaritmica. Assim, apenas para que se possa ter uma ideia de
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suas magnitudes, a Tab. 7 apresenta esses tempos, juntamente com os do Mod-SIMPLEC,
representados de forma aproximada em notacao cientifica, pois foram obtidos diretamente
dos graficos. Pode-se afirmar que todos os tempos correspondentes possuem a mesma
magnitude e até mesmo que sao surpreendentemente proximos, com os tempos do Mod-
SIMPLEC sendo um pouco menores em relacao aos trabalhos considerados. Novamente,
observa-se o bom desempenho do modelo numérico construido a partir da nova abordagem

para um valor mais elevado de Re.

TABELA 7 - TEMPOS DE CPU (s) DOS MODELOS MG
PARA Re = 3200 NO PROBLEMA CLASSICO.

malha | Mod-SIMPLEC | Roy et al. (2015) | Santiago (2017)
1282 3,2 x 10° ~ 6,0 x 10° ~ 6,0 x 10°
2562 1,2 x 10 ~ 2,0 x 10! ~ 2,0 x 10!
5122 5,4 x 10 ~ 6,0 x 10! ~ 8,0 x 10!
10242 2,1 x 102 ~ 2,0 x 102 ~ 3,0 x 102
20482 6,3 x 102 ~ 9,0 x 10? -

FONTE: O autor (2020).

Os tempos computacionais da Tab. 6 e também para outros valores de Re sao
representados graficamente em relacao ao NV na Fig. 28. As retas em cinza claro, indicadas
pela legenda “linear”, representam a relacao linear entre os tempos e o NV, ou seja, elas
representam o comportamento esperado do MG segundo Brandt (1977) apud Roy, Anand
e Donzis (2015). Nota-se que na maioria das curvas hd uma mudanga de inclinagao a partir
da malha 5122, indicando que a partir desse ponto esses regimes parecem adotar um regime
sublinear de crescimento temporal. Esse comportamento é mais evidente para valores mais
baixos de Re. Para valores mais altos (Re > 1000), essas mudancas sao mais sutis e as
curvas parecem estar submetidas a inclinagoes mais constantes. Praticamente em todos
0s casos, com excecao talvez de *Re = 1, as curvas apontam para um regime sublinear
de crescimento a partir da malha 5122, indicando que o desempenho do Mod-SIMPLEC

tende a melhorar com a utilizacdo de malhas mais refinadas.

Finalmente, as informagoes que permitem uma avaliacao mais concreta do modelo
numérico Mod-SIMPLEC encontram-se na Tab. 8. As ordens de complexidade, representa-
das através do expoente p da relacdo dada na Eq. (3.50) (a qual modela o crescimento
dos tempos de CPU em rela¢ao ao NV) sao listadas nessa tabela. O valor de p é definido
também como a inclinagdo de cada uma das retas que melhor aproximam as curvas da Fig.
28. Como ja apontado diversas vezes no decorrer do texto, idealmente p deve ser igual a

unidade no caso do MG, indicando a relagao linear (em cinza claro) na figura.

Observa-se assim que a “regra de ouro"de Archi Brandt, como foi apontada por
Roy, Anand e Donzis (2015), é satisfeita pelo modelo numérico construido, ao menos

aproximadamente, para a maioria dos regimes simulados, mas principalmente para altos
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valores do niimero de Reynolds. Infelizmente, na faixa de valores de Re onde se encontra
boa parte dos dados disponiveis para benchmarking na literatura, o presente modelo
apresenta os piores desempenhos, com p = 1,11 e p = 1,13 para Re = 100 e Re = 400,
respectivamente. Esses resultados confirmam as constatagoes anteriores com relagao aos
fracos desempenhos do modelo, em relacao a tempos de CPU e speedups, para esses mesmos
valores de Re (ver Tab. 4). Em contrapartida, a partir de Re = 1000 o desempenho do
Mod-SIMPLEC parece melhorar com o aumento de Re, tanto em termos de tempos de

CPU quanto em termos de esfor¢o computacional.

FIGURA 28 — PERFIS DE AUMENTO DOS TEMPOS DE CPU (s) EM RELACAO A NV.
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FONTE: O autor (2020).

TABELA 8 — ESFORCOS COMPUTACIONAIS (p) PARA AS EQUACOES
DE NAVIER-STOKES.

*Re=1 Re =0,1 Re=1 Re =10 Re =100 Re =400

p 1,07 1,00 1,01 1,02 1,11 1,13
Re = 1000 Re = 2500 Re=3200 Re=5000 Re = 7500
P 1,09 0,09 0,96 0,90 0,90

FONTE: O autor (2020).
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Desse modo, pode-se afirmar que a nova abordagem proposta é uma opg¢ao que deve
ser levada em consideragao pelos pesquisadores que desejam construir modelos numéricos
baseados na formulagdo FMG-SIMPLEC para simulagdes envolvendo as equagdes de
Navier-Stokes incompressiveis. Essa estratégia proporciona, a partir de métodos e técnicas
simples, a criacao de modelos que apresentam desempenhos que, de maneira geral, podem
ser considerados satisfatorios para uma gama variada de nimeros de Reynolds e sao
comparaveis com os de outras abordagens na literatura . Além disso, para Re > 1000, os
desempenhos do Mod-SIMPLEC sao muito bons (ver Tab. 7 e Figs. 28c e 28d) e parecem
melhorar, em termos de ordem de complexidade, com o aumento de Re (ver Tab. 8).
Finalmente, analisando a Fig. 28, constata-se que os desempenhos para todos os valores

de Re considerados melhoram com o refinamento de malha.
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6 CONCLUSOES

6.1 Conclusoes Gerais

Uma nova abordagem para empregar o MG nas equacoes de Navier-Stokes in-
compressiveis, através do algoritmo FMG-SIMPLEC, foi apresentada neste trabalho. O
FMG é baseado em um algoritmo SIMPLEC modificado, Mod-SIMPLEC, que ¢é executado
na malha mais fina de cada um de seus niveis. O Mod-SIMPLEC preserva praticamente
todas as etapas originais do SIMPLEC, com excecao apenas dos passos responsaveis pela
suavizacao dos sistemas lineares. No SIMPLEC modificado, essas etapas incluem ciclos-V

independentes para suavizar as equagoes correspondentes.

De acordo com os métodos de discretizacao e aproximagoes utilizadas para o
modelo matematico original, o modelo numérico resultante permite a utilizacao de dois
ciclos-V independentes na malha mais fina de cada nivel do FMG: um para as equagoes
do movimento, QML-z,y, e um para a equacao da correcao de pressao. As solugoes
convergidas obtidas em um dado nivel 7; do FMG sao transferidas ao préoximo nivel
Nix1 como estimativas iniciais para o Mod-SIMPLEC, o qual também ¢é executado até a
convergéncia na malha mais fina desse nivel. O processo é repetido até que a malha mais
fina inicial seja atingida. O Mod-SIMPLEC ¢ entao finalmente executado nessa malha até

a convergéncia das solucoes do problema inicial.

Duas variantes do problema de escoamento na cavidade quadrada unitaria com
topo deslizante foram utilizadas para os testes: o problema classico da cavidade, com
velocidade unitaria na tampa e sem solucao analitica; e o problema de Shih, com solucao
analitica obtida pelo método das solugoes fabricadas. Em termos de qualidades das solucoes,
0 Mod-SIMPLEC gerou campos de velocidade muitos proximos aos da literatura para o
problema classico, mesmo para altos valores do nimero de Reynolds. No caso do problema
de Shih, os campos de velocidade e de pressao gerados coincidiram muito bem com suas
respectivas solucoes analiticas. As ordens praticas dos erros de discretizacao, ordens efetivas
e aparentes, tenderam ao valor esperado 2 com o refinamento de malha, confirmando assim

a acuracia geral de segunda ordem dos modelos numéricos.

Apesar da simplicidade do Mod-SIMPLEC, com relacao as aproximacoes e técnicas
utilizadas na sua composicao, e também em relacdo a nova abordagem FMG-SIMPLEC
sobre a qual sua construcao é fundamentada, diversos testes mostraram que seu desempenho
é comparavel as perfomances dos modelos construidos com base na abordagem padrao.
Mas, principalmente, os testes também mostraram que o critério de Brandt (1977), para
performance MG, foi atingido, isto é, os tempos de CPU aumentam proporcionalmente a
O(N), onde N = NV ¢é o nimero de volumes da malha mais fina inicial. Além do mais, o

critério de Brandt foi atingido sobretudo para altos valores do niimero de Reynolds. Para
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valores intermediarios de Re, os resultados mostraram que o comportamento linear (ou

sublinear) é atingido para malhas mais refinadas (a partir de 512?).

Todavia, como afirmado no inicio do texto, o objetivo aqui nao consiste em
apresentar uma abordagem FMG-SIMPLEC definitiva em termos de desempenho, mas
sim oferecer uma que proporcione a construcao de modelos numéricos de estrutura simples,
e facilmente implementaveis, e que ainda assim apresentem os ganhos de performance
associados aos métodos MG. Portanto, nesse sentido, pode-se afirmar que a nova abordagem

obteve sucesso.

Observa-se também que poucos sao os trabalhos da literatura que apresentam
resultados satisfatorios, tanto em termos de qualidade das solu¢oes quanto de desempenho,
para uma gama tao vasta de nimeros de Reynolds quanto a que foi utilizada nas simulag¢oes
do presente trabalho. Geralmente as simulacoes sdo limitadas a uma faixa restrita de

valores de Re.

6.2 Principais Contribuicoes

As principais contribuicoes desta tese sao:

e Fornecimento de uma abordagem alternativa para constru¢ao de modelos numéricos
que utilizam o método MG na resolugao das equacoes de Navier-Stokes incompressi-

veis em regime permanente;

e Fornecimento de um conjunto variado de dados para benchmarking relacionados ao
desempenho do MG (andlises de erro, tempos de CPU, speedups, esforgos computaci-
onais, entre outros) na resolugao das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis sob

uma gama diversa de nimeros de Reynolds;

e Confirmacao do esfor¢co computacional linear para o MG na resolucao das equagoes
de Navier-Stokes bidimensionais incompressiveis em regime permanente sob altos
numeros de Reynolds no problema classico da cavidade; suprindo, assim, a lacuna

existente na literatura.

Dos itens listados anteriormente, sem duvidas a nova abordagem proposta re-
presenta a maior contribuicao da tese. Suas principais vantagens, juntamente com as

vantagens do respectivo modelo numérico construido, sao:

e Facilidade de implementacao do MG a partir dos algoritmos padrao do método

SIMPLEC, do ciclo-V comum e do ciclo-V para as equacoes de Burgers;

e Facilidade de implementagao do FMG a partir dos algoritmos anteriores e do algo-
ritmo FMG padrao;
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e (Ciclos-V independentes para as suavizacoes das equagoes do movimento e da correcao

de pressdao em cada nivel do FMG;

e Realizacdo dos demais passos do SIMPLEC, como célculos das velocidades nas faces
(através do MIM original) e corregoes de velocidades e pressoes, apenas na malha
mais fina de cada nivel do FMG. Desse modo, pode-se afirmar que o Mod-SIMPLEC
¢ muito semelhante ao SIMPLEC original;

e Nao sdo necessarias formulagoes de equacoes modificadas nas malhas mais grossas, e

nem o uso de corregoes de correcoes;

e Geracao de solugoes com acuracia de segunda ordem para uma vasta gama de valores
de Re: 0,1; 1 (problema de Shih); 1 (problema classico); 10; 100; 400; 1000; 2500;
3200; 5000 e 7500;

e Esforgo computacional linear para os seguintes valores de Re: 0,1; 1 (problema
classico); 10; 2500; 3200; 5000 e 7500. Esfor¢co computacional préximo ao linear para
os seguintes valores de Re: 1 (problema de Shih); 100; 400 e 1000;

e Utilizacao de pardmetros do MG e componentes numéricas que podem ser considera-

das padrao na literatura.

Portanto, de acordo com as contribui¢oes da tese e também de acordo com as
vantagens da nova abordagem apresentadas, conclui-se que seu objetivo geral, e também

os especificos (ver segao 1.2), foram concluidos com éxito.

6.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros que desejem aprimorar o Mod-SIMPLEC,

os seguintes estudos sao aconselhados:

e Testar outros métodos de sub-relaxacao para auxiliar na convergéncia do processo

iterativo;

e Estudar outras técnicas e variantes do MIM para calcular as velocidades nas faces

necessarias a equacao da correcao de pressao;
e Testar outros métodos de acomplamento pressao-velocidade da familia SIMPLE;

e Fazer um estudo direcionado a obtencao de parametros 6timos do MG para a nova
abordagem: niimero 6timo de niveis do FMG; nimero 6timo de niveis de cada ciclo-V;
operador de prolongacdo do FMG; outros tipos de ciclos, como o F, por exemplo,

entre outros;
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e Estender a aplicagdo da nova abordagem para sua formulacdo em malhas generaliza-

das;

e Empregar outros problemas-modelo para testes.
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APENDICE A - COEFICIENTES DAS EQUACOES DE
NAVIER-STOKES DISCRETIZADAS

Sao apresentados neste apéndice os coeficientes referentes as formas discretizadas
das equagoes da conservagao da quantidade de movimento, QML-z,y, e da equacao da
correcao de pressao. As técnicas e aproximagoes apresentadas nos capitulos 3 e 4 sao
utilizadas para as discretizagoes e o tratamento das condi¢oes do contorno é feito através
da técnica de balangos para os volumes de fronteira (MALISKA, 2004), a qual também
foi discutida no capitulo 4. Os coeficientes para alguns tipos de VC também ja foram
apresentados anteriormente, entretanto, sdo apresentados aqui os coeficentes para todos os

tipos de VC’s do dominio, de modo que o leitor possa utiliza-lo como guia.

A.1 Coeficientes das Equacoes do Movimento

A seguir, sao apresentados os coeficientes, para todos os tipos de VC’s do dominio,
referentes as equagoes do movimento, Eq. (4.9), para ¢ = u,v, quando escritas na forma
da Eq. (4.11).

Contorno sul (Fig. 29):

Ay =0; (A.1a)
AV, = M, <; + aw) + Mii; (A.1Db)
AV = —M, (; — oze) + uii; (A.lc)
A = -M, <; — an) + ,ui;j; (A.1d)
A= AL+ AV AY 4 AL T+ T (A0
B = B + B{ + B + B, (A.1f)

onde
B, = —@Ay, B, = —(py — pp) Az, (A.2a)
By = '/Zlfu%, By = 'Azfv%, (A.2b)
Bg = SpAxAy, B¢ = SpAxAy, (A.2c)

e

B" = M.a. (u% - u%) — My, (u%, — u?;) + M,a,, (u?g - u?\,) : (A.3a)

BY = M.a, (v% — v%) — My, (vgv - v%) + M,a, (v% - U?V) : (A.3Db)
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Contorno oeste (Fig. 30):
1 Az
2=t (1) e ad
Ay = 0; (A.4Db)
1 Ay
AV:_ e<_ e) —; A4
E M 5 @ +p N (A.4dc)
1 A:v
AV — M, ( ) A4d
A
AIZ:AZ+AZ+AZ+A5+MAy+A§ (A 4e)
B = B+ B{ + B + B, (A.4f)
onde
BY=—(pp—pp) Ay, By=-"% ;ps Az, (A.5a)
u_ Mp v _ Mp
B EU%, By =% P (A.5b)
Bg = SpAxAy, Bg = SpAzAy, (A.5¢)
e
B" = M.a, (u% — u%) + Mo, (u?; - u?v) — M,a, (u% - u%) : (A.6a)
BY = M.a, (v% - v%) + My, (v% - v?v) - M,a, (vg - v%) : (A.6Db)
Contorno leste (Fig. 31):
/1 Az
. 1 Ay
vV o_ 2 =Y.
AV = M, (2 4 ozw) +usl (A.7h)
A} = 0; (A.7c)
/1 Az
Ay Mp
Ap =AY + AV + A AV 2u—=+ —— AT
4 AL+ AL+ A o+ T (A.7e)
By = BY + B} + B + B?, (A.TF)
onde
By =—(pp—pw)Ay, B = _Pn ;pSA:c, (A.8a)
w_ M .M
Bt = T:u(])% Bt = va?% (A8b)
Bg = SEAxAy, Bg = SpAxAy, (A.8c)
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B" = — M, (u?,v — uop) + M,ay, (u% — uN) Ma, ( — u?D) : (A.9a)
B’ = —M,a, (v?,v - v%) + M,a, (vP — UN> — Moy (vs - v%) : (A.9Db)
Contorno norte (Fig. 32):
-1 Az
vV _ - =.
AS - Ms <2 +as) +,uAya (Aloa)
. 1 Ay
Ay = Mo (5 + ) + 132 Al
w =M 2+a +,qu, (A.10b)
! Ay
Vi_ _ - =J.
AV = M, (2 oze> +usl (A.10¢)
Al = 0; (A.10d)
AIZ:AZ+AZ+AZ+A5+2/L&+& (A.10e)
Ay At
By = B + B} + B + B, (A.10f)
onde
u PE—D v
By = — L 5 Y Ay, By = —(pp — ps) Ax, (A.11a)
u MP v MP
VI iy wall & (A.11b)
B¢ = SpAxAy, Bg = SpAxAy, (A.11c)
e
B" = M., (u(}; - u%) — Moy, (uW - up) Mo (uS — u%) (A.12a)
BY = M.a, (v% - v%) — My, (UW — UP> Mo ( - UP) : (A.12D)
Canto noroeste (Fig. 33a):
/1 Az
AY = M, ( D us Al
g =M 5 Ta —i—uAy, (A.13a)
Ay = 0; (A.13Db)
-1 Ay
V=_ - Al
AY M6<2 >+“A (A.13¢)
Al = 0; (A.13d)
Ay Arx  Mp
AY = A+ AV + AV + AY + 20— + 2u—— Al
P w+ e+ s+ n+:uA +HAy+ At ( 36)
By = B + B} + B + B, (A.13f)
onde
By = —(pe —pp) Ay, By =—(pp —ps)Ar, (A.14a)
u MP ) MP
Bt = Ttu%, Bt == Tt'l)?g, <A14b)

B¢ = SEAxzAy, Bg = SpAzAy, (A.14c)
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e
B" = M.a. (u(}; - u%) — Mag <us — up) , (A.15a)
B’ = M.a, (vp - v%) — Mo, (vs — 'z)P) (A.15Db)
Canto nordeste (Fig. 33b):
-1 Ax
AL = M, (2 + as) + uA—y; (A.16a)
. 1 Ay
Ay = M, ( w) —=; A.16b
w =M 5 tow ) Funs ( )
AL =0; (A.16¢)
AN =0; (A.16d)
Ay Az Mp
AP = AV + AV + AY + AY + 2= + 2u— + ——; Al
P w+ e+ s+ n+/’LAx+/’LAy+ Atv ( 68)
By = B? + B} + B + B, (A.16f)
onde
B, = —(pp —pw)Ay, B, =—(pp—ps)Ax, (A.17a)
w_ M o _ M
B = Afu%, B! = va%, (A.17b)
Bg = SpAxzAy, B¢ = SpAxAy, (A.17c¢)
e
B" = — Mo, (u?,v — u%) — Moy (u% — u%) (A.18a)
B’ = —May, (v%, - v%) — Moy (vg — v%) : (A.18Db)
Canto sudoeste (Fig. 33c):
Ay = 0; (A.19a)
Ay = 0; (A.19Db)
-1 Ay
Ag = —Me (2 — Oée> + ME, (A19C)
At Az
PN S ¥
Ay Ax Mp
V _ gV 1% 1% 1% =Y [ ,
Ay, =A, +A; + A, +A"+2”Agg+2“Ay+ ; (A.19e)
B} = BY+ B{ + B + B, (A.19f)
onde
By = —(pg —pp)Ay, B =—(pn—ppr)Az, (A.20a)
u MP v MP
t = At (}_;, Bt = Tt'l)?g, <A20b)

B¢ = SpAzxzAy, Bg= SpAzAy,

(A.20c)
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e
B" = M.a, (u% — uOE) + M, (u% — u?v) , (A.21a)
B’ = M.a, (v?; - v%) + M,ay, (v?; - v?\,) : (A.21Db)
Canto sudeste (Fig. 33d):
A =0; (A.22a)
. 1 Ay
Ay = M, ( w) —; A.22
Ay =0; (A.22¢)
. 1 Ax
AV = —-M,, ( — n) — A.22d
N M 5 @ + 'uAy’ ( )
Ay Ax Mp
A=AV + AY + AV + AV +ou—2 +2u=" + ——; A.22
P w+ e+ s+ n+MAZL‘+MAy+ Atv ( e)
By = BY + B} + B + B?, (A.22f)
onde
B) = —(pp —pw)Ay, B, =—(pn —pp)Ar, (A.23a)
w_ M v _ M
B = Tfu?), B’ = vag,, (A.23D)
Bg = SpAxzAy, B¢ = SpAxAy, (A.23c)
e
B" = — M, (u?,[, - u%) + Mo, (uOP - u?\,) , (A.24a)
BY = —M 0y, (U%/ - v%) + Mo, (v% — U?V) : (A.24b)
Volumes internos:
AY =M <1+a>+ A, (A.25a)
S S 2 S :LLAy) .
. 1 Ay
Ay = w( w) —; A2
w =M ;T R (A.25b)
/1 Ay
v L =29,
AV = M, (2 oze) it (A.250)
. 1 Ax
A= (L) A2
A=Ay + AY + AY + AY + /th; (A.25¢)
By = BY + B} + B + B?, (A.25f)
onde
u Pe—DP v PN — Ds
B! = —%Ay, Bl = 5 A, (A.26a)
u MP ) MP
B = < up, B =t (A.26b)

Bg = SpAxzAy, Bg = SpAzAy,

(A.26¢)
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B" = M.a, (uOP — uOE) — Mya, (u%, — uop) + M, (uop — u%) — M,y (u% — u%) ,
(A.27a)

B’ = M.a. (U% — U%) — My, (v%/ — ’U%) + My, (U% — U?V) — M,a, ('Ug — v%) :
(A.27D)

FIGURA 29 - VC REPRESENTATIVO DA FRONTEIRA SUL.
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FONTE: O autor (2020).

FIGURA 30 - VC REPRESENTATIVO DA FRONTEIRA OESTE.
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FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 31 — VC REPRESENTATIVO DA FRONTEIRA LESTE.
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FONTE: O autor (2020).

FIGURA 32 - VC REPRESENTATIVO DA FRONTEIRA NORTE.
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FONTE: O autor (2020).
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FIGURA 33 — VC'S DOS CANTOS DO DOMINIO.

C C
n A A n
P E w P
w [ ] e Ay [ ] [ ] Ay w [ ] e
S " V S
B Az - Ax _
- > - o>
° ° ° °
(a) VC representativo do canto no- (b) VC representativo do canto nor-
roeste. deste.
N N
[ ] [ ] [ ] [ ]
- AT < 2 -
n | A n
P E w P
w ° elAy[ o o |Aylw ° e
s Y Y s
C C
(¢) VC representativo do canto su- (d) VC representativo do canto su-
doeste. deste.

FONTE: O autor (2020).

A.2 Coeficientes da Equacao da Correcao de Pressao

A seguir, sdo apresentados os coeficientes, para todos os tipos de VC’s do dominio,
associados a equagao da correcao de pressao, Eq. (4.23), quando escrita na forma (4.41).

Contorno sul (Fig. 29):

A% =0, (A.28a)
Al = dy,Ay; (A.28b)
AL = d.Ay; (A.28¢)
AP = d, Az (A.28d)
AL = A% + Ay, + AL+ AR (A.28¢)
BY = (uf, —ul) Ay — v Aw. (A.28f)
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Contorno oeste (Fig. 30):
Al = dsAx; (A.29a)
AP, = 0; (A.29D)
Al = d.Ay; (A.29¢)
AR, = d, Aw; (A.29d)
A = AL+ A + AL + AN (A.29¢)
BY = —ulAy + (v} —v)) Az. (A.29f)
Contorno leste (Fig. 31):
Al = dsAx; (A.30a)
Al = dy,Ay; (A.30b)
AL =0, (A.30c)
AR = d, Ax; (A.30d)
AR = AL+ A, + AL + AR (A.30e)
BY = uy Ay + (v —v)) Az (A.30f)
Contorno norte (Fig. 32):
Al = d,Ax; (A.31a)
AV = dyAy; (A.31b)
AL = d.Ay; (A.31c)
AR, = 0; (A.31d)
AL = A% + A + AL + AR (A.31e)
B} = (u, — ul) Ay + viAz. (A.31f)
Canto noroeste (Fig. 33a):
Al = dsAx; (A.32a)
AP, = 0; (A.32D)
AL = d.Ay; (A.32c)
AR, = 0; (A.32d)
AL = A% + Ay, + AL+ AR (A.32e)
BY, = —ulAy + viAw. (A.32f)
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Canto nordeste (Fig. 33b):
Al = d;Ax; (A.33a)
Al = d,Ay; (A.33b)
AP = 0; (A.33¢)
AR, = 0; (A.33d)
A = A+ Ay + AL + AN (A.33e)
BY = w, Ay + viAz. (A.33f)
Canto sudoeste (Fig. 33c):
Al =0 (A.34a)
AP, = 0; (A.34D)
Al = d.Ay; (A.34c¢)
AR, = d Az (A.34d)
AL = A% + Ay, + AL+ AR (A.34e)
BY, = —ulAy — v} Aw. (A.34f)
Canto sudeste (Fig. 33d):
AL = 0; (A.35a)
Al = dyAy; (A.35b)
AL =0; (A.35¢)
AR, = d,Ax; (A.35d)
A = A+ Ay, + AL + AN (A.35¢)
BY = ul Ay — vl Ax. (A.35f)

Volumes internos:

Al
Ajy
Ap
Ay
Ap
Bp

= d,Ax;

= d,Ay;

= d.Ay;

=d,Ax;

= A+ Ay + AL + AL

= (uy, — ug) Ay + (v; — vy,) Az.



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de algoritmos
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Motivação
	Objetivos
	Objetivo Geral
	Objetivos Específicos

	Delineamento do Texto

	Revisão Bibliográfica
	Multigrid
	Aplicação do Multigrid às Equações de Navier-Stokes

	Generalidades em CFD e o Método dos Volumes Finitos
	Discretização das Equações Governantes
	Solução do Sistema de Equações
	Erros e Convergência
	Métodos Multigrid
	Esquemas CS e FAS em Duas Malhas
	Ciclo-V FAS
	Operadores de Transferência
	Full Multigrid

	Malhas Computacionais
	Critérios de Verificação Numérica
	Erros de Discretização
	Ordens Efetiva e Aparente
	Esforço Computacional


	Metodologia
	Modelos Matemáticos
	Equações de Navier-Stokes
	Equações de Burgers

	Modelos Numéricos
	Conservação da Quantidade de Movimento
	Método SIMPLEC

	Implementação do Esquema FMG-SIMPLEC
	Características Gerais da Abordagem Padrão
	Nova Abordagem FMG-SIMPLEC

	Dados de Implementação

	Resultados
	Verificação Numérica
	Problema de Shih
	Problema Clássico

	Testes de Solvers
	Desempenho do Multigrid
	Equações de Burgers
	Equações de Navier-Stokes


	Conclusões
	Conclusões Gerais
	Principais Contribuições
	Sugestões para Trabalhos Futuros

	Referências
	Coeficientes das Equações de Navier-Stokes Discretizadas
	Coeficientes das Equações do Movimento
	Coeficientes da Equação da Correção de Pressão


