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Resumo

Neste trabalho foi realizado um estudo do escoamento laminar bidimensional em regime
transiente de fluido incompressivel, modelado pelas equacdes de Navier-Stokes, utilizando método
de projecao paralelizado no tempo e no espaco. Para tanto, utilizou-se o método de volumes
finitos (MVF), com esquema de aproximagdo de segunda ordem (CDS), além de método de
projecdo com correcao incremental na pressao. O solver utilizado foi o0 método de Gauss-Seidel
red-black. Para a obten¢ao da solucdo foi empregado o método multigrid geométrico, com ciclo V,
esquema de correcdo CS, restri¢do por ponderacdo completa, prolongacao utilizando interpolagcao
bilinear e nimero médximo de niveis para os casos estudados. Os métodos de projecdo presentes
na literatura, normalmente, apresentam avango temporal sequencial, isto €, resolvem as equagdes
de Navier-Stokes a cada passo de tempo. Neste trabalho sdo apresentadas novas formulacdes dos
métodos de projecdo paralelizados no tempo e no espaco. Nesta nova formulacdo as equacdes de
Navier-Stokes foram aproximadas em todos os passos de tempo em paralelo. A paraleliza¢do no
tempo foi realizada através da reformulacdo dos métodos de projecao e a paralelizacdo no espaco
foi realizada aplicando-se metodologia de particionamento do dominio. Com a paralelizagcdo do
método de projecdo no tempo e no espago foi possivel reduzir em até 12 vezes, utilizando 16
processadores, o tempo de CPU necessdrio para obter as solu¢des das equacdes de Navier-Stokes.

Palavras-chave: Navier-Stokes, métodos de projecao, multigrid, volumes finitos, paralelizacao.



Abstract

In this work it has been studied the two-dimensional laminar flow in a transient regime of
an incompressible fluid modeled by the Navier-Stokes equations using a projection method
parallelized in time and space. It was used the finite volume method (MVF) with a second
order approximation scheme (CDS), as well as a projection method with incremental pressure
correction. The solver used was the Gauss-Seidel red-black method. To obtain the solution, the
geometric multigrid method was used, with V - cycle, correction scheme (CS), full-weighting
restriction operator, prolongation by bilinear interpolations and maximum number of levels
for the studied cases. The projection methods present in the literature usually show sequential
temporal advancement, that is, they solve the Navier-Stokes equations at each time step. In this
work, new formulations of the projection methods parallelized in time and space are presented, in
this new formulation the Navier-Stokes equations were approximated in all time steps in parallel.
Parallelization in time was accomplished through the reformulation of the projection methods and
the parallelization of the space was accomplished applying a methodology of domain partitioning.
With the parallelization of the projection method in time and space it was possible to reduce the
CPU time needed to obtain the solutions of the Navier-Stokes equations by up to 12 times using
16 processors.

Keywords: Navier-Stokes, projection methods, multigrid, finite volume, parallelization.
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1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas generalidades em Dindmica dos Fluidos Computacional
(DFC), uma revisao da literatura sobre métodos de projec@o, a motivacao e objetivos do trabalho.

1.1 Generalidades em dindmica dos fluidos computacional

Modelos matematicos que representam fendmenos fisicos, em geral, ndo possuem
solucdes analiticas conhecidas. Buscam-se entdo solugdes via métodos numéricos, transformando-
se os modelos continuos em modelos discretos.

Além dos métodos analiticos e numéricos, denominados métodos tedricos porque
trabalham com modelos matematicos (Maliska, 2004), existe uma terceira estratégia que pode ser
empregada na solugdo de problemas em Engenharia: os métodos experimentais. Cada estratégia
possui vantagens e desvantagens, que dependem das caracteristicas do problema estudado, mas
devem ser consideradas complementares. A Tab. 1.1, extraida de Pletcher et al. (1997), traz uma
comparagao entre as trés estratégias.

Tabela 1.1: Comparacdo entre os métodos de solucao de problemas em Engenharia (adaptada de Pletcher et al.
(1997))
Método Vantagens Desvantagens
Experimental - mais realistico - sdo exigidos equipamentos

(empregados na medic¢ao)
- problemas de escala

- dificuldades de medicao
- custo operacional
Analitico - solugdo aplicdvel a qualquer - restrita a geometrias e processos
ponto no dominio fisicos simples
- representacdo matemdtica do - geralmente restrita a problemas
fendmeno real lineares
- erros de modelagem
Numérico - ndo hd restri¢do quanto a - erros numéricos
linearidade - prescri¢des das condigdes de
- geometrias e processos contorno apropriadas
complicados - custo computacional

- evolucdo temporal do processo - erros de modelagem

Os métodos numéricos consistem em resolver as equagdes diferenciais dos modelos
matemadticos, que representam os fendmenos fisicos, aproximando derivadas por expressoes
algébricas que contenham a fun¢do incégnita. O processo, de aproximac¢do de derivadas por
expressoes algébricas, € denominado de discretizacdo.
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(a) Dominio continuo, Q (b) Dominio discreto, Q"

Figura 1.1: Discretiza¢do do dominio

Existem vdrias formas de se obter as expressoes algébricas que aproximam derivadas,
das quais trés métodos sao citados abaixo:

* Elementos finitos (Hughes, 2000; Reddy e Gartling, 2010);
* Diferencgas finitas (Pletcher et al., 1997; Fortuna, 2000);
* Volumes finitos (Maliska, 2004; Versteeg e Malalasekera, 2007).

Neste trabalho serd utilizado o método dos volumes finitos (Maliska, 2004; Versteeg e
Malalasekera, 2007) que, em problemas bidimensionais cartesianos, consiste em particionar o
dominio do problema {(x,y) e R?:0<x < L,e0<y< Ly} em subconjuntos de incégnitas
(volumes) dados por N = N,N, , onde N, e Ny sdo os niimeros de volumes nas direcdes
coordenadas x e y, respectivamente, € L, e L, determinam o comprimento do dominio de calculo.

Considerando malhas estruturadas e uniformes por direcdo tem-se os pontos:

. . L L
(x:,;) = (( = Dhy,(j = Dhy), com hy = = e hy = —, (1.1)
N, Ny
ondei=1,---,N,,j=1,---,N,, e h, e h, representam o tamanho de cada volume (ou passo)

nas direcdes coordenadas x e y, respectivamente. A este conjunto de pontos dados pela Eq. (1.1),
dé-se 0 nome de malha e denota-se por Q" .

Diferentemente do método analitico, que permite calcular os valores das varidveis
dependentes para infinitos pontos (solu¢do continua), o método numérico fornece valores para
um ndmero discreto de pontos (volumes) definido pela malha computacional (Mesquita, 2000).
A Fig. 1.1(a) representa um dominio continuo e a Fig. 1.1(b) o mesmo dominio, mas discreto.

Para localizar os volumes do dominio discreto (malha obtida ap6s o particionamento) é
necessario algum tipo de ordenacdo. A Fig. 1.2 exemplifica um tipo de ordenacao conhecida
como ordenagdo lexicogréfica para Ny = Ny = 8.

Cada retangulo na Fig. 1.2 representa um volume na malha e € localizado por um indice
(ndmero) p.
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57 58 59 60 61 62 63 64
49 50 51 52 53 54 55 56
41 42 43 44 45 46 47 48
33 34 35 36 37 38 39 40
25 26 27 28 29 30 31 32
17 18 19 20 21 22 23 24
9 10 11 12 13 14 15 16
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.2: Ordenacdo lexicogréfica.

O processo de discretizacdo do dominio e da equagao diferencial do modelo matemético
gera um sistema de equacdes algébricas do tipo:

Au = b, (1.2)

onde A € a matriz dos coeficientes, b € o vetor dos termos independentes e u o vetor de incognitas.
A estrutura da matriz A depende do método de discretizagdo e pode, em alguns casos, ter
elementos diferentes de zero apenas na diagonal principal (e algumas paralelas a esta).

Varias técnicas computacionais sdo estudadas com o objetivo de resolver o sistema
representado pela Eq. (1.2) com o menor custo computacional (tempo de CPU) e solu¢ao mais
proxima da solucdo exata. Métodos diretos, como a eliminagao de Gauss, resolvem razoavelmente
bem sistemas lineares de pequeno porte (da ordem de 10? elementos), mas na pritica nio sio
recomendados, visto que, a matriz A apresenta ordem elevada em problemas de interesse na
Engenharia, e o custo da inversdo € alto (Golub e Van Loan, 2013). Para sistemas de grande
porte, métodos iterativos sao mais adequados (Burden e Faires, 2008), pois possuem custo
computacional da ordem de O (N 2/ 2), valor consideravelmente menor que o custo da ordem de
0] (N 3) dos métodos diretos, onde N € o nimero de incognitas. Neste contexto, os métodos de
resolucao de sistemas lineares sao chamados de solver.

Os métodos multigrid pertencem a familia dos métodos iterativos utilizados para resolver
com eficiéncia equagdes diferenciais parciais. Estes métodos t€m como principal objetivo acelerar
a convergéncia do esquema iterativo em que sao aplicados (Pletcher et al., 1997).

Os métodos multigrid estao entre as técnicas mais eficientes utilizadas na solugdo de
equacoes elipticas (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001) porque o nimero de operacdes
aritméticas que precisam ser realizadas para atingir o nivel do erro de discretizagcao € proporcional
ao numero de incégnitas do sistema de equacdes a ser resolvido (McBryan, 1990). A relacdo entre
o numero de operacdes aritméticas e o nimero de incognitas € uma das virtudes dos métodos
multigrid e € conhecida como textbook multigrid efficiency (TME) (Thomas et al., 2003).
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O interesse em resolver problemas de larga escala, mantendo o custo computacional
(tempo de processamento) aceitdvel, conduz a necessidade de constantes melhorias nos algoritmos
utilizados. Considerando a ampla disponibilidade de processadores nos sistema atuais a
paralelizac@o do processamento computacional apresenta-se como recurso desejdvel.

1.2 Motivacao

A discretizacdo de equagdes que modelam certos fendmenos, como o escoamento
de fluido em trés dimensdes, pode resultar em sistemas de equacdes com elevado nimero de
incognitas de forma que até mesmo os mais eficientes computadores seriais podem apresentar
desempenho inadequado. Possivel solugdo para estes casos, em que até mesmo o emprego do
método multigrid pode ser insuficiente, € o uso de processamento em paralelo (McBryan, 1990).

Existem varios métodos utilizados para resolver numericamente o escoamento laminar
bidimensional em regime transiente de fluido incompressivel modelado pelas equagdes de
Navier-Stokes. Bastante populares, os métodos de passo fraciondrio, frequentemente referidos
na literatura como métodos de projecdo, podem ser divididos em trés classes (Guermond et al.,
2006): esquemas de correcdo na pressao (pressure-correction schemes), esquemas de corre¢ao na
velocidade (velocity-correction schemes) e esquemas de divisdo consistente (consistent splitting
schemes).

O primeiro e mais simples método considerado de projecao foi proposto por Chorin
(1968) e Temam (1969). Na primeira etapa do algoritmo e utilizando-se o método de Euler na
discretizacdo temporal, o algoritmo consiste em criar uma varidvel auxiliar (também conhecida
como velocidade tempordria ou ainda preditiva) com a qual se estimam as velocidadades no
passo de tempo atual a partir do valor das velocidades no passo anterior ignorando a pressao.
Na segunda etapa € calculada a pressao a partir da velocidade auxiliar. Nesta etapa, em que €
realizada a projecao, sdo aplicadas as condi¢des de incompressibilidade (no célculo da pressao).
Com o valor da pressao € realizada a correcao da velocidade no tempo atual.

O fato de que em cada uma das etapas dos métodos de projecdo serem resolvidas
equacoes elipticas para a pressdo e velocidades de forma desacoplada representa o aspecto
mais atrativo destes métodos. No entanto, as etapas realizadas nos métodos de projecao sao
inerentemente sequenciais no tempo o que conduz a necessidade de paralelizar os métodos
numéricos utilizados nas resolugdes dos sistemas lineares resultantes, neste trabalho os métodos
multigrid. Além da paralelizacdo que pode ser empregada na solucdo dos sistemas lineares
(utilizando o multigrid), propde-se neste trabalho também a paralelizag¢ao temporal dos métodos de
projecdo, que representa uma grande oportunidade de reducdo no tempo total de processamento.

1.3 Revisao bibliogréfica

1.3.1 Métodos de projecao para resolucdo das equacoes de Navier-Stokes

Ap6s os trabalhos de Chorin (1968) e Temam (1969), Goda (1979) observou que
adicionando o valor do gradiente de pressdao de uma iteracdo anterior a primeira etapa do
algoritmo de Chorin (1968), que ignora a pressdo completamente na primeira etapa, a acuricia
do algoritmo aumenta. Esta observagao foi utilizada por van Kan (1986) na formula¢ao de um
método de corre¢do na pressao de segunda ordem. O método em questdo € conhecido como
esquema de correcdo incremental na pressao na forma padrao.
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Em Bell et al. (1989) encontra-se um método de projecao bastante conhecido, similar
ao de van Kan (1986), ou seja, consiste em um esquema de correcao incremental na pressao na
forma padrdo. O esquema de Bell et al. (1989) tem sido bastante utilizado na literatura e pode ser
encontrado em vdrias variantes, normalmente utilizadas para resolver problemas mais complexos,
tais como escoamentos reativos, discutidos em Almgren et al. (1993, 1996) e escoamentos
multifasicos, detalhados em Villar (2007).

Assim como no caso do método de Chorin (1968), os métodos de Goda (1979) e van
Kan (1986) também possuem sua acurdcia afetada devido a condi¢des de contorno impostas a
pressdo. Na tentativa de superar esta dificuldade Timmermans et al. (1996) propuseram adicionar
o divergente das velocidades auxiliares na segunda etapa do algoritmo de van Kan (1986). Esta
pequena modificagdo conduz a melhorias na taxa de convergéncia da pressao, principalmente
porque impde sobre a pressao, condi¢cdes de contorno consistentes. No algoritmo de Timmermans
et al. (1996) as condicdes de contorno da pressdo devem satisfazer o rotacional das velocidades
nos contornos; devido a esta propriedade o método € chamado de correcio incremental na pressao
na forma rotacional.

Em Kim e Moin (1985) encontra-se um método de projecao que, como o método
de Chorin (1968), ignora a pressao na primeira etapa do algoritmo e nao realiza a correcao
da pressdo na segunda etapa, no entanto apresenta taxas de convergéncia similares as obtidas
pelo esquema de correcdo incremental da pressdo na forma rotacional, ou seja, o esquema de
Timmermans et al. (1996). Pelo fato de ignorar a pressdo na primeira etapa e nao realizar a
correcao da mesma na segunda etapa, Brown et al. (2001) referem-se ao esquema de Kim e Moin
(1985) como pressure-free projection method. Guermond et al. (2006), através de mudancgas de
variaveis apropriadas, provam que o esquema de Kim e Moin (1985) € equivalente ao esquema
de Timmermans et al. (1996), explicando assim as taxas de convergéncia observadas.

Em Orszag et al. (1986) e Karniadakis et al. (1991) € apresentada uma nova classe de
métodos de projecao conhecidos como esquemas de correcao na velocidade. Estes métodos,
basicamente, invertem as etapas dos métodos com corre¢ao na pressao. De forma similar ao caso
da correcdo na pressdo, os métodos de correcio na velocidade também possuem uma versao com
corre¢do incremental na forma padrdo e, introduzida por Guermond e Shen (2003), na forma
rotacional.

Guermond et al. (2006) fazem uma ampla revisao dos métodos de projec@o disponiveis
na literatura. Apresentam os principais métodos de projecao, as taxas de convergéncia e a relacao
destes com outros métodos de projecao.

Kadioglu et al. (2008) apresentaram um método numérico de quarta ordem para
escoamentos compressiveis para dindmica de gases com ndmero de Mach tendendo a zero. O
método de projecao proposto consiste na extensao do caso de escoamentos incompressiveis para
o caso de escoamentos compressiveis (Oseledets, 1989). A discretizacdo espacial de quarta
ordem € feita utilizando o método dos volumes finitos e a discretiza¢do temporal é baseada no
método das corregdes espectrais adiadas.

Guermond e Salgado (2009) apresentaram um novo método de separagcdo consistente
de segunda ordem para resolug¢do das equacdes de Navier-Stokes com densidade varidvel. O
método tem custo computacional reduzido ao resolver apenas uma equacao por passo de tempo.
A estabilidade do método € provada analiticamente e o desempenho do método € testado.

Griffith (2009) resolveu as equacOes de Navier-Stokes para escoamentos incompres-
siveis utilizando uma metodologia de segunda ordem empregando malhas desencontradas. A
metodologia consiste no emprego de um método de projecao como precondicionador do sistema
linear resultante, este resolvido com o método dos gradientes conjugados precondicionado com o
método multigrid geométrico. Validou a metodologia proposta para varios problemas incluindo
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o problema da cavidade com tampa deslizante (Ghia et al., 1982). Apresentou resultados para
numeros de Reynolds variando de 1 a 30000.

Astorino e Grandmont (2010) apresentaram a andlise de convergéncia de um método de
projecdo com discretizacao espacial pelo método dos elementos finitos e discretizacdo temporal
semi-implicita. Apresentaram analiticamente uma estimativa do erro associado a discretizagao
temporal e apresentaram resultados numéricos para corroborar a solucdo analitica.

Almgren et al. (2013) resolveram as equacdes de Navier-Stokes utilizando um método
de quarta ordem tanto na discretizag@o espacial quanto temporal. Similar ao trabalho de Kadioglu
et al. (2008), o método de projecdo proposto consiste na extensao do caso de escoamentos
incompressiveis para o caso de escoamentos compressiveis (Oseledets, 1989). Utilizou o
método dos volumes finitos na discretizagdo espacial e o método das corre¢des espectrais
adiadas na discretizagdo temporal. O trabalho avaliou a relagcdo entre o método apresentado
e a resolucao de malha necessdria para adequadamente resolver problemas de escoamento
turbulento. Compararam o método de quarta ordem apresentado com versdes de segunda ordem
e demonstraram que para determinado nimero de Reynolds a resolu¢do de malha necesséria para
resolver adequadamente escoamentos turbulentos ¢ muito menor que a necessdria para métodos
de segunda ordem. Além disso, mostram que para dado Reynolds é possivel prever a resolu¢do
de malha necessdria.

Zhang (2014) resolveu as equacdes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis
utilizando um método de projecdo de quarta ordem de acuricia tanto na discretizacao espacial
quanto temporal. Empregou volumes finitos para a discretizacdo espacial e o método de Runge-
Kutta semi-implicito para a discretizacdao temporal. Utiliza malhas estruturadas com refinamento
adaptativo. A condicao de divergente nulo € satisfeita empregando um operador de projecao
aproximado em que o autor apresentou detalhada anélise de estabilidade e acuricia.

1.3.2 Paralelizacao do método multigrid

Visto que as etapas realizadas nos métodos de projecdo sdo inerentemente sequenciais no
tempo € bastente comum paralelizar os métodos numéricos utilizados nas resolucdes dos sistemas
lineares resultantes, como neste trabalho sdo utilizados os métodos multigrid apresentam-se a
seguir trabalhos que abordam a paralelizacao do mesmo.

Virios autores (Thole, 1985; Chan e Schreiber, 1985; Chan e Saad, 1986; Hempel e
Schiiller, 1988; Herbin et al., 1988; McBryan, 1990) estudaram a paralelizacdo dos métodos
multigrid.

Contudo, segundo Trottenberg et al. (2001), o multigrid padrao ndo é completamente
paralelizdvel, pois as malhas sdo processadas sequencialmente e o grau de paralelismo € diferente
para cada malha considerada (menor para malhas mais grossas).

Visto que o custo de comunicacao entre os processadores nao € desprezivel, vérias
versoes do método multigrid paralelo foram criadas. Uma classe de algoritmos multigrid que
processam vdrios (ou todos) niveis simultaneamente, ou seja, as malhas ndo sdo processadas
sequencialmente (conhecida como versao aditiva), foi estudada por autores como Gannon e
Rosendale (1986), Bramble et al. (1990), Greenbaum (1986) ¢ Xu (1992).

Autores como Frederickson e McByran (1987b,a, 1990) desenvolveram o algoritmo
Método Multigrid Paralelo Superconvergente (Parallel Superconvergent Multigrid Method)
que trata de paralelismo massivo (emprego de uma grande quantidade de processadores em
paralelo) e consiste em resolver varias malhas grossas simultaneamente com objetivo de acelerar
a convergéncia do método multigrid.
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Na tentativa de evitar o custo de comunicacao crescente nas malhas mais grossas,
Hempel e Schiiller (1988) sugeriram uma técnica de aglomeragdo: nas malhas mais grossas
podem-se aglomerar vérios pontos de malha em um unico processador para evitar comunicacao
em excesso.

A Decomposi¢ao do Dominio (DD) foi estudada por autores como Quarteroni e Valli
(1999) e Smith et al. (1996). Esta técnica consiste em decompor o problema em vdrios outros
problemas com dominios préprios, com ou sem a sobreposicao dos mesmos.

Com a popularizacao dos sistemas com memoria compartilhada surge o interesse em
estudar o desempenho do método multigrid neste tipo de maquina.

Baker et al. (2011) observam que o método multigrid algébrico (AMG) apresenta
bom desempenho em sistemas com memoria distribuida, no entanto, enfrenta desafios que
podem prejudicar sua eficiéncia quando executados em arquiteturas com memoria compartilhada:
sistema com vdrios processadores, processadores com varios nucleos, acesso ndo uniforme a
memoria, compartilhamento de memoria cache, que é um tipo de memoria presente dentro dos
processadores com o propdsito de diminuir a diferenca com que os processadores executam
instrucoes e a velocidade com que o dados sdo acessados na memdria principal. Em seu trabalho
resolvem um problema representado por Laplace 3D discretizado com diferencas finitas em
um cubo com 1000 pontos de malha. Foca no estudo da utilizacdo das APIs (Application
Programming Interface) OpenMP e MPI, além de uma aplicagcdo hibrida destas. Apresentam
melhorias no uso da API OpenMP em sistemas com acesso ndao uniforme & memoria. O sistema
testado € o Hera: um cluster com 864 nés sendo estes equipados com 4 AMD Quadcore 8356
rodando a uma velocidade de 2,3 GHz, ou seja, um sistema com memdria distribuida cujos nds
sd30 compostos por sistemas com memoria compartilhada.

Courtecuisse e Allard (2009) estudam o desempenho do método Gauss-Seidel utilizando
vdrias estratégias com objetivo de expor o paralelismo (processos que podem ser executados
em paralelo). As estratégias testadas consistem em dividir a matriz do sistema de equacdes em
linhas, colunas e blocos de forma que cada um destes possa ser processado em paralelo. Para os
testes empregam sistemas com memoria compartilhada com 2, 4, 8 e 16 ntcleos, além disso,
testam o desempenho das técnicas discutidas para o caso de um GPU (NVIDIA GeForce GTX
280) com 240 nticleos. Demonstram que a implementagcdo do Gauss-Seidel utilizando as técnicas
propostas é capaz de utilizar todos os nucleos disponiveis.

Wallin et al. (2006) resolvem um problema representado por Poisson 3D utilizando os
métodos Gauss-Seidel red-black, multigrid e, proposta no trabalho, parallel temporally blocked
Gauss-Seidel (TBGS). O sistema utilizado € o UltraSPARC 1V com memoria compartilhada e
um total de 8 niicleos. Para os testes sdo empregadas malhas com 1293 | 2573 e 5133. O nimero
de suavizagdes utilizado no método multigrid varia de 1 a 7, mas iguais na pré e pds-suavizagao.
Demonstram que a versao do método Gauss-Seidel proposta no trabalho (TBGS) conduz a
melhores resultados que a versao red-black convencional.

Em Kowarschik et al. (2000) € resolvido um problema representado por Poisson 2D
utilizando o método Gauss-Seidel red-black. O trabalho apresenta possiveis modificacdes do
método Gauss-Seidel red-black de forma que este faca uso intensivo da memoria cache. Discute
a técnica loop fusion na qual se faz uma tnica varredura do dominio atualizando nés black e
red alternativamente, ou seja, reduzindo pela metade (em relagdo ao red-black convencional) o
numero de vezes que as informag¢des das malhas s@o escritas no cache. Discute a técnica loop
blocking (ou loop tiling), na qual o dominio € dividido em blocos com tamanho apropriado a
quantidade de memoria cache disponivel nos processadores; nesta técnica os blocos devem ser
reutilizados 0 maximo possivel para se beneficiar da velocidade superior da memoria cache,
no entanto € prejudicada pela dependéncia local (nés vizinhos) dos dados. Introduz a técnica
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Windshield Wiper, que consiste em utilizar um pequeno (apropriado ao nivel da memoria cache
que se deseja otimizar) bloco bidimensional que atualiza o dominio fazendo uso intensivo da
informac¢do armazenada na memoria cache, além disso, beneficia-se dos diferentes niveis (L1,
L2, L3, registradores, etc) que compdem esta. Demonstra que a otimiza¢ao do uso da memoria
cache conduz a bons resultados.

McAdams et al. (2010) resolvem um problema modelado por Poisson 3D com condi¢des
de Dirichlet e Neumann. Utilizam o método multigrid como precondicionador da aplicacao
de um método de Krylov. O tipo de ciclo utilizado € o V e o suavizador escolhido € o Jacobi
ponderado com fator de ponderacdo w = 2/3. Os testes sdo realizados em um servidor Intel
Xeon X7350 e sdo obtidos bons resultados.

Apesar da paralelizacdo que pode ser empregada na solugdo dos sistemas lineares
utilizando o método multigrid, neste trabalho optou-se pela modificagdo dos métodos de projecao
de forma que estes permitam paralelizacao temporal, principalmente porque que estes métodos
sdo inerentemente sequenciais no tempo e a paralelizacdo proposta representa uma grande
oportunidade de reducdo no tempo total de processamento. Além disso deve-se observar a
escassez de trabalhos com estudos semelhantes a proposta deste trabalho.

1.4 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € modificar os métodos de projecao sequenciais no tempo
(Guermond et al., 2006) para que permitam processamento temporal em paralelo. Na resolugcao
dos sistemas lineares serd utilizado o método multigrid.

Os objetivos especificos sdo:

1. Unificar os campos de velocidades tempordria (ou auxiliar) e real, onde a velocidade
tempordria € a velocidade utilizada para calcular a pressao e velocidade do fluido, sendo
esta ultima a velocidade “real”.

2. Modificar os métodos de projecdo para que cada passo de tempo possa ser processado
em paralelo.

3. Modificar os métodos de projecdo para obter aproximagdes das componentes da
velocidades a cada passo de tempo.

4. Modificar os métodos de projecao para obter aproximacoes da correcao da pressdo a
cada passo de tempo.

5. Obter as aproximacdes das velocidades com o emprego do método multigrid para todos
os passos de tempo simultaneamente.

6. Obter as aproximagdes da correcao da pressao com o emprego do método multigrid
para cada passo de tempo de forma individual.

7. Paralelizar a atualizacao da pressao utilizando o particionamento do dominio.
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2 Fundamentacao

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos bdsicos do método multigrid e discutidos
os operadores de transferéncia entre malhas (restricdo e prolongagdo) especificos para cada
variavel (velocidades e pressao). Além disso sao discutidos a ordenago lexicografica adotada no
trabalho e conceitos basicos de paralelizagdo.

2.1 Método multigrid

2.1.1 Consideracoes sobre o método multigrid

O método multigrid consiste, basicamente, em explorar a propriedade de suavizacao
(reducao de componentes de erro oscilatorio) dos métodos iterativos basicos. Como exemplos de
métodos iterativos bédsicos podem-se citar os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel (Briggs et al.,
2000; Trottenberg et al., 2001). As etapas do método multigrid podem ser resumidas no esquema
de correcdo para duas malhas descrito a seguir:

1. Aplicacdo do método iterativo em uma dada malha até que as componentes do erro
tornem-se suaves. Neste passo a malha serd chamada de malha “fina” e serd denotada
por Q" ou seja, uma malha com volumes de tamanho s, com h = h, = h,,.

2. Transferéncia das informacdes da malha fina para uma malha mais grossa (com menos
pontos que a original). Neste passo a malha serd chamada de malha “grossa” e sera
denotada por Qf ou seja, uma malha com volumes de tamanho H, com H > h. Nesta
malha os erros suavizados no passo anterior tornam-se mais oscilatérios e, portanto, a
aplicacdo dos métodos iterativos € muito mais vantajosa que sua aplicacdo na malha
fina.

3. Transferéncia das informacdes da malha mais grossa para a malha mais fina. A solucdo
da malha fina é melhorada com o erro suavizado da malha grossa.

O esquema de correcado para duas malhas apresentado pode ser facilmente estendido
para diversas malhas, ou seja, pode ser aplicado de Q" para Q*", de Q?" para Q* etc. O
procedimento por ser repetido até que a malha mais grossa possivel, ou outra malha conveniente,
seja atingida.

Considerando malhas uniformes (volumes da malha com mesmo tamanho), a razao de
engrossamento € definida como r = H/h, onde h representa o tamanho dos volumes da malha
fina Q" e H o tamanho dos volumes da malha grossa Q. Neste trabalho ser4 utilizado r = 2
(Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001).

O nimero de malhas (também chamado de niveis) 1 < L < Ly, que podem ser
visitadas durante o processo de engrossamento depende do problema considerado e da razdo
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de engrossamento utilizada. A malha mais grossa possivel € a malha com 2 X 2 volumes. A
quantidade de niveis até atingir essa malha, chamada nimero maximo de niveis, serd aqui
denotado por Ly,x. Nao € obrigatdrio engrossar as malhas até o nivel maximo, mas Pinto e
Marchi (2007) e Oliveira et al. (2012) recomendam utilizar todos os niveis.

A Fig. 2.1 mostra o processo de engrossamento de uma malha de 32 x 32 volumes
de tamanho / (em cada direcdao coordenada) e razao de engrossamento r = 2, ou seja, H = 2h.
Neste caso o processo de engrossamento inicia na malha de 32 X 32 volumes (o primeiro nivel)
e termina no quinto nivel, ou seja, na malha mais grossa possivel (2 x 2 volumes), totalizando
L = Lpnax = 5 niveis. A seta indica a direcdo de engrossamento da malha.

Figura 2.1: Processo de engrossamento de uma malha uniforme e razao de engrossamento r = 2.

A ordem na qual as malhas sdo visitadas é chamada de ciclo multigrid. Existem varios
tipos de ciclos multigrid tais como o ciclo V, o ciclo W, o ciclo dente-de-serra, entre outros
(Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001; Wesseling, 2004). Neste trabalho sera utilizado
exclusivamente o ciclo V, pois o ciclo W € cerca de 50% mais caro em relacdo ao nimero de
operacoes envolvidas (Hirsch, 1991). A Fig. 2.2 apresenta um exemplo de ciclo V para L = 5.

() o
R P

R P
9 Oh
R P
S = Suavizagao e Q8h
R = Restrigao R P
P = Prolongagéao 9 Q16h

Figura 2.2: Diagrama do ciclo V para L = 5.



26

Nao existe restricao ao valor da razdo de engrossamento utilizado, que pode ser r = 2,
r = 3, r = 4 entre outros valores, mas Brandt (1977) recomenda utilizar » = 2 por ser o valor
mais proximo da razdo de engrossamento 6tima e Briggs et al. (2000) observa que utilizar r # 2
sem considerar as caracteristicas do problema, ndo traz vantagens.

Tendo-se estabelecido o papel da malha grossa torna-se necessario definir um procedi-
mento para transferir informacdes da malha fina para esta malha (processo de restricao) e desta
para a malha fina (processo de prolongacdo). Estes processos de transferéncia sdo os temas das
secoes 2.1.3 e 2.1.4.

2.1.2 Ordenacao lexicografica

A implementa¢do (em FORTRAN) dos conceitos desenvolvidos neste trabalho segue
as recomendacdes de Briggs et al. (2000), ou seja, o vetor solugdo de cada nivel de malha
(uh,uzh,. . .,uLh), onde foi assumido que Lh = 2/~'/ para algum [ > 1, e o vetor de termos
independentes (bh, b2’ ... ,bLh) sdo armazenados na memoria em um dnico vetor (array 1D) de
forma adjacente, como ilustrado na Fig. 2.3.

Vetor solucdou Vetor de termos independentesb

h 2h 4h

u u u ver futn bh bzh b4h v |ptn

Figura 2.3: Armazenamento adjacente na memoria.

A escolha pela ordenacao lexicogréfica dos volumes do dominio deve-se a forma de
armazenamento ilustrada na Fig. 2.3.

A relacdo entre as coordenadas lexicograficas das varidveis pressao, pp, componentes u
(horizontal), pu, e v (vertical), pv, da velocidade; e (i, j) sdo dadas por

pp = i+(j—1DNxp
pv = i+ (j—1)Nxv , (2.1)
pu = i+ (j—1)Nxu

onde Nxp, Nxu e Nxv representam o nimero de volumes, para a pressao, e nimero de faces,
para as componentes da velocidade, de cada varidvel na direcao x.

Na Fig. 2.4(a) € apresentado o recorte de uma malha com as posigdes (i, j) da pressdo P
(circulo cheio), da velocidade v (quadrado cheio) e velocidade u (quadrado vazio). Deve ficar
claro que cada varidvel (pressao e velocidades) possui seu préprio indice (i, j), cujas posicoes
sao mostradas na Fig. 2.4(a). Na Fig. 2.4(b) € apresentado o recorte de uma malha com os
indices (i, ), (i — 1,j), i + 1,j), (i,j — 1) e (i, j + 1) da variavel pressdo. De forma similar ao
caso da Fig. 2.4(b), nas figuras 2.4(c) e 2.4(d) sao mostrados os indices das velocidades u e v,
respectivamente.

Na Fig. 2.5 s3o apresentadas as posicOes de todas as varidveis; da pressdo P (circulo
cheio), da velocidade v (quadrado cheio) e velocidade u (quadrado vazio); na ordem lexicografica
calculados com a Eq. (2.1).

2.1.3 Processo de restri¢ao

Os operadores que transferem informagdes da malha fina Q" para a malha grossa Q"

sdo chamados de operadores de restri¢ao e sao denotados por Izh . Estes operadores transformam

vetores da malha fina v” em vetores da malha grossa v>* de acordo com a regra I,%hvh = v2h,



ij+1
lul':
ij(v)
]
) i-1j i e
ij-l
-
(a) Posi¢do dos indices (i, j) da pressdo, u e v (b) Indices da pressio
i1
Iu'[‘jf‘
i+
]
i-bj i il i-Lj i 1
5j-1
]
il
(=]
(c) Indices de u (d) Indices de v

Figura 2.4: Nomenclatura dos vizinhos genéricos dos volumes da malha bidimensional uniforme.
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rv+Nxy
|

pp+Nxp pr+Nxu
- ]

pv-1 v pvtl
| | |

pp-1 pnu-1 Di " pp+i pu+l
. o . (= a8 o

p-Nxv
|

pp-Nxp pu-Nxn
]

Figura 2.5: Posicdes da pressdo P e velocidades u e v na ordem lexicografica.

Um operador muito conhecido e utilizado € o de restricdo por ponderacdo completa
(Trottenberg et al., 2001), que para o caso da pressdo € dado por

h h h h
o (¢pp + ¢pp+1 + ¢pp+pr + ¢pp+pr+1)
op = n : 22)

onde ¢3 & o valor da pressdo na malha grossa Q*" na posi¢ao pp (pp da malha grossa). De
forma similar ¢Zp € o valor da pressao na malha fina na posi¢ao pp (pp da malha fina). A Fig.
2.6 ilustra como o processo € realizado.

Para o caso das velocidades u e v o procedimento € semelhante ao utilizado por
Trottenberg et al. (2001) apresentado na Eq. (2.3)

L{Zh _ (u2u+uﬁu+qu)
pu ) 2.3
(vhwot) 2.3)
2h _ p pv+l
va = T

A Fig. 2.7 ilustra o processo de restricao de varidveis deslocadas apresentado na Eq.
(2.3). Nela € mostrado como a informagdo contida nas faces dos volumes da malha fina Q¢
transferida para a malha grossa Q" .

2.1.4 Processo de prolongacao

Os operadores que transferem informagdes da malha grossa Q" para a malha fina Q"
sao chamados de operadores de prolongacdo, também conhecidos como interpolacdo, e sdo
denotados por Izhh. Estes operadores transformam vetores da malha grossa v2 em vetores da

malha fina v de acordo com a regra Ié’hvz}’ =v"
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nm
¢1’1’ +Nep ¢;Ip+ Nap+1

A\ -/ h

¢PP ¢;p+1

\/
/4

Figura 2.6: Processo de restricao para varidvel centrada (pressao).

h’ - / - u pu+Nxu
- h - h
/\ p\+l

/

Vv

Figura 2.7: Processo de restricdo para varidveis deslocadas (u e v).

Entre os operadores de prolongacdo conhecidos, um dos mais utilizados € o operador de
interpolacgdo bilinear. Para o caso da pressao o procedimento € similar ao utilizado por Villar
(2007) e seguindo a nomenclatura convencionada para ordenacdo lexicografica, tem-se

2h
¢h _ ¢ +3¢pp 1+3¢pp Nap T Ppp-Nxp-1
pp
2h
¢h _ 9¢ +3¢pp+l+3¢l7p -Nxp ¢pp Nxp+1
pp+1 16 24
2h 2h 2h . :
¢ _ 9¢ +3¢p;7 1+3¢ p+pr+¢ p+Nxp—1 ( )
pp+Nxp — 16
2132 432 g
¢ — pp+1 p+pr pp+Nxp+1
pp+Nxp+1 16
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A Fig. 2.8 ilustra o processo de prolongacdo da pressdo apresentado na Eq. (2.4) (mais
especificamente a dltima equagdo). Nela é mostrado como a informac¢do dos volumes da malha
grossa Q% ¢ transferida para os volumes da malha fina Q"

S - S

- -
/.

/ -

Z -

e
7 XK

.

N

¢pp+/\’.\‘p+l

ot

AN
¢pp +

Figura 2.8: Processo de prolonga¢do para a varidvel pressao.

Para o caso da varidvel u as equagdes de interpolacdo seguem o procedimento utilizado
por Villar (2007) e utilizando a nomenclatura convencionada para a ordenacgao lexicografica,
tem-se:

2h 2h
uh _ 3upu+upu—qu
pu = 2
3u2h +3u2h +u2h +u2h
I/lh _ pu pu—1""pu—Nxu ' "pu—Nxu-1
pu—-1 8
2h 2h 2h 2h
I/lh — 3MPM-’—31417:44-1-’—upu—qu Upu-Nxu+1
<
2h 2h . .
uh _ 3upu+upu+qu
pu+Nxu
2h 2h 2h 2h
uh _ 3MP“+3upu—l+upu+qu+upu+qu—1
pu+Nxu—1 8
2h 2h 2h h
Mh _ 3MP“+3upu+l+upu+qu+upu+qu+1
pu+Nxu+1

A Fig. 2.9 ilustra o processo de prolongacao da varidvel u apresentado na Eq. (2.5)
(mais especificamente as trés ultimas equagdes). Nela € mostrado como a informacao das faces
da malha grossa Q" ¢ transferida para as faces da malha fina Q".
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N A A :
/Z _u[l;u:Nx%/ - mZ:+}\%/ ”;u:m %/ / - /7 Zh
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VAN

- 2h -
upu+qu—l %u uzh

2h
pu+Nxu+l

- 2h -

o 2

pu+l

Figura 2.9: Processo de prolongacdo para varidvel deslocada u.

De forma similar, para a varidvel v as equacgdes de interpolagdo podem ser escritas,
seguindo Villar (2007) e utilizando a nomenclatura convencionada para a ordenagao lixocogréfica,
tem-se

2h . ,2h
vh _ 3va+vpv—1
v = 7
3v2h 13,2k Fp2h 20
vh _ pv pv+Nxv ' 'pv—1""pv+Nxv-1
pv+Nxv
2h 2h 2h 2h
Vh _ 3va+3VpV*NXV+VpV71+VpV7NXV*1
pv—Nxv — 8
1 X 32 20 . (2.6)
— PY pvil
vpv+1 -
2h 2h 2h
Vh _ 3vl7v+3vpv—Nxv+va+l+va—Nxv+1
pv—Nxv+1
2h 2h 2h 2h
Vh 3vl7v+3vpv+Nxv+va+l+va+Nxv+1
pv+Nxv+1

A Fig. 2.10 ilustra o processo de prolongacdo da varidvel v apresentado na Eq. (2.6)
(mais especificamente as trés ultimas equacdes). Nela € mostrado como a informacao das faces
da malha grossa Q" ¢ transferida para as faces da malha fina Q"

2.1.5 Esquema de correcao para duas malhas

Como serd discutido em detalhes no capitulo 4 os métodos de projecao utilizados neste
trabalho consistem em calcular uma velocidade auxiliar (também conhecida como temporéria
ou preditiva). Uma consequéncia vantajosa desta abordagem é que os termos ndo-lineares das
equagdes de Navier-Stokes passam a fazer parte do termo fonte dos sistemas lineares obtidos,
desta forma pode-se utilizar o esquema de correcao (Correction Scheme, CS) de duas malhas que
consiste em um processo de “correcdo residual” ou “refinamento iterativo” exemplificado nos
passos a seguir:

1. Resolver Au = b (com um método iterativo) e obter v;
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Figura 2.10: Processo de prolongagéo para varidvel deslocada v.

2. Calcular o residuo comr = b — Av;
3. Resolver Ae = r (equagao residual) e obter e;

4. Usando a defini¢do de erro, corrigirucomu = v +e.

z

No método multigrid, o passo 3) da “correcao residual” € realizado na malha grossa, ou
seja, o residuo € transferido para a malha grossa, resolve-se a equagao residual, transfere-se o
valor do erro para a malha fina e corrige-se a solucao anterior.

Utilizando os conceitos desenvolvidos até agora pode-se formalizar a discussao anterior
no algoritmo a seguir

Algoritmo 1 Esquema de correcdo para duas malhas (adaptado de Briggs et al. (2000)).

1. Tterar A"u" = b? v| vezes em Q" com estimativa inicial v";

2. Calcular r" = b — Ahv";

3. Restringir o residuo da malha fina Q" para a malha grossa Q" Iﬁhrh =r’

A%he2h = r2h | vezes em Q2 com estimativa inicial €2 = 0;

(b) Interpolar e?” da malha grossa Q*" para a malha fina Q": Ié’heZh = e’

(a) Iterar

4. Corrigir v « v/ + e’;

5. Tterar A™u" = b" v, vezes em Q" com estimativa inicial v".

Assim como a matriz A” foi obtida a partir da discretizacdo do problema, a matriz A>"
pode ser obtida pela rediscretizacio do problema na malha grossa Q. Os parimetros v| e v,
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sao conhecidos como pré e pds-suavizacao, respectivamente. Estes pardmetros sao importantes
porque impactam no desempenho do método multigrid. Estudos dos valores 6timos destes
parametros podem ser consultados em Oliveira et al. (2012) e Pinto e Marchi (2007) para a
equacdo de Laplace, Oliveira et al. (2012) para a equacao de Poisson.

Aplicando o Algoritmo 1 sucessivamente a cada duas malhas e seguindo a ordem
estabelecida na Fig. 2.2 (ciclo V), pode-se formalizar o algoritmo multigrid empregando ciclo V
no Algoritmo 2.

Para facilitar este procedimento foram feitas as seguintes modificacdes na notacdo do
Algoritmo 1: na equagio residual o vetor r?”, foi substituido por b?", e o vetor e*, por u?”. Desta
forma os vetores do lado esquerdo (u”,u?”, . .., ul") sempre representam o vetor solucdo de um
sistema de equagdes Au = b. De forma semelhante, os vetores do lado direito (bh,bZh,. .. ,b”’)
sempre representam o vetor dos termos independentes. Nesta notacao as equagdes residuais sao
interpretadas como um sistema de equacdes Au = b, onde o residuo assume o papel do vetor
de termos independentes. O Algoritmo 2, que utiliza a notacao discutida, € uma adaptacao do
esquema de correcdo para duas malhas para o caso de varias malhas.

Algoritmo 2 Ciclo V com esquema CS para varias malhas (adaptado de Briggs et al. (2000)).

1. Tterar A"u” = b? v vezes em Q" com estimativa inicial v";
2. Calcular r" = b" — Ahyh:
3. Restringir o residuo da malha Q" para a malha Q*": [?hr" = b2";

(a) Iterar A2"u?" = b?" v| vezes em Q" com estimativa inicial v?* = 0;
(b) Calcular r*" = b2 — A%hy2h;
(c) Restringir o residuo da malha Q" para a malha Q**: I;/r?" = b*;

i. Tterar A*"u*" = b*" | vezes em Q*" com estimativa inicial v** = 0
ii. Calcular r*" = b*" — A%hy4h.

iii. Restringir o residuo da malha Q* para a malha Q8" Iff;llr“h = b3,

Resolver ALl = plh.

iv. Corrigir v — vy Igfl‘vgh;
v. Tterar A*"a*" = b*" v, vezes em Q* com estimativa inicial v*";

(d) Corrigir v — v 4 Iﬂfv‘”’;
(e) Iterar A>"u?" = b?" v, vezes em Q" com estimativa inicial v>*;

4. Corrigir v — v+ Ifhvz}’;

5. Tterar A"u" = b" v, vezes em Q" com estimativa inicial v".
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2.2 Conceitos de paralelizacao

Neste trabalho duas formas de paralelizacdo foram adotadas: de processos e de dados.
A paralelizagdo temporal dos métodos de projecdo foi realizada através de modificagao para
que permitam que processos sejam paralelizados. Como a pressao nestes métodos ndo permite
paralelizacdo de processos optou-se por paralelizacao de dados através do particionamento do
dominio em subdominios, ou seja, considera-se que cada subdominio pode ser resolvido com o
mesmo algoritmo. O modelo de paralelizacdo que aplica o mesmo programa em cada um dos
subdominios € conhecido como SPMD (Single Program Multiple Data) (Chapman et al., 2007).

O particionamento do dominio do problema consiste em dividir o dominio em subdomi-
nios de forma que cada thread (processador fisico ou 16gico) resolva uma parcela do sistema de
equacoes que define o problema em um menor intervalo de tempo.

Nao existe restricdo na forma em que o dominio € dividido, mas algumas demandas
precisam ser respeitadas (Al-Nasra e Nguyen, 1991):

1. Distribuir a carga entre os processadores de forma balanceada. Cada processador deve
receber carga proporcional a sua capacidade de processamento;

2. Minimizar o tempo de comunicacao entre os processadores reduzindo as dimensdes dos
contornos dos subdominios;

3. O tempo gasto no processo de particdo do dominio deve ser pequeno em relagdo ao
tempo gasto na solucao do problema;

4. O algoritmo deve ser capaz de tratar geometrias irregulares e discretizagdes arbitrdrias.

O problema do particionamento do dominio sujeito as restricoes 1) e 2) pode ser
classificado como problema MPE (Minimum Perimeter Equi-partition): uma malha retangularM X
N deve ser dividida em T (threads ou processadores) subdominios com o0 mesmo niimero de
volumes e com o menor perimetro (contorno dos subdominios) possivel (Christou e Meyer, 1996;
Martin, 1998). Muitos dos subdominios resultantes do MPE, que satisfazem 1) e 2), s@o figuras
irregulares e, normalmente, representadas por uma unido de retangulos (Yackel e Meyer, 1992),
como mostram as figuras 2.11(a) e 2.11(b) extraidas de Yackel e Meyer (1992) e Martin (1998),
respectivamente, o que pode resultar em dificuldades na implementagdao do método multigrid.

Pode-se particionar as malhas decompondo estas em subdominios retangulares, como
mostra a Fig. 2.11(c) extraida de Trottenberg et al. (2001) onde uma malha com 16 X 16 volumes
€ particionada em subdominios de 1 x 16 (1D) volumes e 4 X 4 (2D) volumes. Subdominios
retangulares implicam em menor dificuldade comparada aos casos citados por Yackel e Meyer
(1992), Christou e Meyer (1996), e Martin (1998). No entanto a diferenca entre o niimero de
volumes por processador (desbalanceamento de carga) ndo pode ser evitada, o que pode resultar
em desempenho insatisfatorio da paralelizacio (Trottenberg et al., 2001).

O algoritmo PERIX-GA de Christou e Meyer (1996) satisfaz o balanceamento de carga
e minimiza o tempo de comunicagao entre os processadores, contudo torna-se invidvel devido
a0 aumento expressivo no tempo necessario para encontrar as formas 6timas dos subdominios
(Martin, 1998).

O algoritmo MSP (Minimum Striped Perimeter) de Martin (1998) apresenta tempo de
processamento significativamente menor que o de Christou e Meyer (1996), todavia, o tempo de
processamento cresce linearmente com N.

Donaldson (2000) apresenta revisdes de outras metodologias, entretanto considera que
as metodologias de Christou e Meyer (1996) e Martin (1998) sdo as que apresentam os melhores
resultados.



35

(b) Martin (1998)

o ——

4

(a) Christou e Meyer (1996)

T

——

o ——

(c) Trottenberg et al. (2001)

Figura 2.11: Particionamento da malha em subdominios.
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Neste trabalho sdo tratados com especial atencao o problema do balanceamento de carga
e o problema do tempo gasto no processo de particdo do dominio. Como foram utilizadas apenas
malhas estruturadas e discretiza¢ao pelo método dos volumes finitos, o item 4) € automaticamente
satisfeito.

A auséncia darestricdo 2), ignorada neste do trabalho, implica em encontrar subdominios
com balanceamento de carga 6timo. Desta forma, representa um problema muito mais simples
que os estudados por Yackel e Meyer (1992), Christou e Meyer (1996), e Martin (1998).

O presente trabalho utiliza uma metodologia de particionamento do dominio com baixo
custo computacional, que ndo depende do tamanho da malha utilizada e apresenta balanceamento
de carga 6timo (no maximo um volume de diferencga entre os processadores). Diferentemente
dos casos apresentados na Fig. 2.11, os subdominios resultantes da metodologia utilizada aqui
possuem forma ndo retangular e, em geral, com forma geométrica desconhecida. No entanto se
ajustam perfeitamente aos algoritmos de paralelizacdo que serdo apresentados.

2.2.1 Subdominios e balanceamento de carga

O modelo de paralelizagdo SPMD consiste na aplicacdo do mesmo programa (mesmo
conjunto de instru¢des sequenciais) em cada subdominio. Logo, pode-se concluir que, para o
caso de processadores com as mesmas especificacdes (desempenho), o balanceamento de carga
pode ser atingido através de uma divisao do dominio em subdominios de mesma dimensao.

De acordo com a conclusdo acima, o numero de volumes de cada subdominio pode ser
calculado como

NxN
Now = | == Y 2.7)

onde T é o niimero total de threads disponiveis na maquina. O simbolo | | refere-se a funcdo
piso definida por Graham et al. (1994)

piso : R — Z, com x — piso(x) = max{z € Z | z < x}. (2.8)

A Eq. (2.7) distribui o nimero de volumes no interior do dominio entre os threads
disponiveis. Uma consequéncia importante da Eq. (2.7) é que o nlimero méximo de volumes que
podem “sobrar” na divisdo é T — 1, e estes podem ser redistribuidos entre os threads de forma
que a diferenca entre o nimero de volumes entre os subdominios ndo seja maior que um, técnica
que serd apresentada a seguir.

A Fig. 2.12(a) mostra a divisdo exata de um dominio com 25 volumes distribuidos entre
5 threads de forma que Ny, = 5. Na Fig. 2.12(b),t = 1,2, -- ,T é 0 nimero que identifica o
thread e, portanto, o subdominio do qual este vai se encarregar. Ainda na Fig. 2.12(b), pode-se
notar como os indices do primeiro e do ultimo volume de cada subdominio estao relacionados
com o thread t.

O caso geral (onde a divisao na Eq. (2.7) ndo € exata) é apresentado na Fig. 2.13(a).
Nota-se que existem volumes que precisam ser redistribuidos. Neste exemplo, a Fig. 2.13(a),
tem-se um dominio com 28 volumes que € distribuido entre 5 threads com a Eq. (2.7), de forma
que 3 volumes precisam ser redistribuidos. A escolha de quais threads receberdo os volumes
que “sobram” € arbitrdria, desde que cada thread receba apenas 1 volume extra. Neste trabalho,
optou-se por redistribuir os volumes entre os threads t > t., onde

te =T +1— |NyNy — TNy . (2.9)
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(a) Dominio dividido em 5 threads (b) Inicio e fim de cada subdominio

Figura 2.12: Divisao exata de um subdominio.

Cada thread a partir de ¢, (este thread incluso) receberd 1 volume dos que sobraram na
divisdo do dominio com a Eq. (2.7). No exemplo da Fig. 2.13 ¢, = 3, ou seja, todos os threads
a partir do terceiro, t = 3, 4, e 5, receberdo 1 volume extra. Na Eq. (2.9), pode-se notar que
T —t. + 1 é igual ao niimero de volumes que sobram na divisdo da Eq. (2.7).

Na Fig. 2.13(b) cada thread t > t. recebe +1 volume (colocado fora do subdominio para
ressaltar que a escolha € arbitraria) em seu subdominio de forma que os indices do primeiro e
ultimo subdominios precisam ser corrigidos com o acréscimo dos termos C(r —t.) e C(t —t. + 1),
respectivamente. O valor C € definido por

1, t>t
C = { et =t (2.10)
0, ser<t,

Da Fig. 2.13(b) pode-se concluir que os indices que particionam o dominio em
subdominios, na ordenacgdo lexicografica, sdo dados por

ir = (t = 1) Nyup ( ), @.11)
ft :tNrub+C(l_tc+ 1)

em que i, representa o inicio e f; representa o fim de cada subdominio. O termo C € responsavel
por “ativar” a redistribuicdo dos volumes que “sobraram’ na Eq. (2.7).

A Eq. (2.11) resulta no particionamento do dominio com 6timo balanceamento de carga,
pois implica que um thread vai resolver, no maximo, uma equacao a mais que os outros. Além
disso, implica também que o nimero de subdominios sempre serd igual ao nimero de threads
disponiveis, evitando que processadores fiquem ociosos.

A Fig. 2.14 ilustra um dominio com 49 volumes distribuidos, utilizando a Eq. (2.11),
entre: (a) 4 threads e (b) 8 threads. As formas geométricas representam os subdominios. Pode-se
observar nas duas situacdes, (a) e (b), que a diferenga no nimero de volumes entre os subdominios
nao passa de um.

Como cada dominio (malha utilizada no método multigrid) precisa ser particionado
apenas uma vez, o custo computacional da Eq. (2.11) pode ser considerado pequeno em relagdo
ao custo de resolver um sistema de equagdes com muitas incognitas.
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Figura 2.14: Dominio com 49 volumes particionado em (a) 4 subdominios e (b) 8 subdominios.
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2.2.2 Lei de Amdahl e métricas de desempenho

O objetivo principal da paralelizagao de uma aplicacao € reduzir o tempo de CPU, ou
seja, melhorar o desempenho desta. Uma das principais formas de avaliar o ganho de desempenho
obtido com a paralelizacdo € através do speedup.

O speedup € uma medida empregada para avaliar o aumento de velocidade obtido
durante a execucdo de um programa utilizando um algoritmo “A” em relagdo a sua execugdo
utilizando um algoritmo “B” (Trottenberg et al., 2001)

_ tcpy(Algoritmo A)

Sp (2.12)

~ tepy(Algoritmo B)

No contexto do paralelismo, o speedup é empregado para avaliar o aumento de velocidade,
ou “aceleracao”, obtido durante a execu¢do de um programa utilizando um algoritmo “A”, em
apenas um processador, em relacdo a sua execucdo em n processadores (Chapman et al., 2007;
Trottenberg et al., 2001). O speedup, S,, devido a n processadores é dado pela formula

_ ti(Algoritmo A)
~ t,(Algoritmo A)

onde #; € o tempo de CPU utilizando apenas 1 processador (tempo de execugao serial do programa)
e t, € o tempo de CPU utilizando n processadores (tempo de execucdo em paralelo do programa).
Quanto maior o valor de S, mais rapido se encontra a versao em paralelo do programa.
Porém, devido a execucao sequencial de regides do programa, o valor maximo que S, pode
atingir € limitado pelo tempo que o algoritmo “A” utiliza realizando o processamento serial. Este
fendmeno € conhecido como “lei de Amdahl” (Amdahl, 1967).
Seguem abaixo as premissas da lei de Amdahl:

(2.13)

n

1. O tempo de execucdo T, de um programa utilizando um algoritmo “A” € a soma do
tempo Ts que o programa emprega realizando processamento serial, com o tempo 7p
que o programa utiliza realizando processamento em paralelo, ou seja, T = Ts + Tp;

2. Apenas o tempo de processamento realizado em paralelo, Tp, € afetado pela adi¢io de

processadores ao sistema (Tp, TTP, %”, e ) O tempo de processamento serial ndo pode

ser reduzido pela adi¢do de processadores;

3. Para n processadores, o tempo de CPU € dado por:

T,
ty=Ts + —; (2.14)
n

4. Teoricamente, com a adi¢do ilimitada de processadores, o tempo de execu¢cdo do
programa tende para o tempo gasto no processamento serial do mesmo.

Na Fig. 2.15 estdo ilustradas tais premissas.
A férmula matematica que descreve a lei de Amdahl pode ser obtida substituindo a Eq.
(2.14) na Eq. (2.13), ou seja, o speedup devido a n processadores pode ser calculado com:

t T + T 1 1
L _IsTr - _ (2.15)
t, T T,

Sn
T ’
Ts+ 355 Tg+-L2 (1-T,)+=L
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Figura 2.15: Premissas da lei de Amdahl.

onde Té = % é a fragdo do tempo T~ de execucdo (do programa) devido ao processamento

sequencial, e TI; = 7;—” ¢ afracao do tempo empregado no processamento paralelo. Por simplicidade

. . . . . . ’ .
pode-se adimensionalizar tal medida e com isso, considerar 7" = 1. Assim

1

Sp=———.
T (-Tp)+

(2.16)

Pode-se notar que se n — oo, entdo S,, — 1/Tg, ou seja, o valor do speedup € limitado
pela parcela serial do processamento.

Na literatura (Sun e Chen, 2010) é comum encontrar a lei de Amdahl em sua forma
mais genérica

1
(1-f+i
onde f representa a parcela do processamento que pode ser melhorada por um fator m e o restante,
(1 = f), a parcela que ndo pode ser melhorada. No contexto do paralelismo, f representa a
parcela do trabalho que pode ser paralelizada e m, o nimero de processadores utilizados.

A Fig. 2.16 ilustra o speedup teérico maximo previsto, pela Eq. (2.17), para programas
que tém, hipoteticamente, fracdes paralelas f de 50%, 80%, 90% e 95%.

O speedup tedrico calculado pela Eq. (2.17) representa o valor ideal desta métrica, pois
considera que f é perfeitamente paralelizdvel, ou seja, ignora custos como a comunicagao e
sincroniza¢do dos processadores, tempo de acesso a memdria, entre outros.

E importante observar que o speedup previsto pela Eq. (2.17) é vélido apenas para o
caso em que a “carga de trabalho” € fixa (Gustafson, 1988; Sun e Chen, 2010). Neste trabalho,

pode-se interpretar “carga de trabalho” como o nimero de incégnitas do sistema de equagdes
resultante das discretizacoes.

SAmdahl = (2.17)
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Figura 2.16: Limite superior de speedup para programas com fragdes paralelas entre 50% a 95%.

A Eq. (2.17) é importante no contexto do paralelismo, pois modela a escalabilidade do
sistema (considerando uma carga de trabalho fixa). A escalabilidade de um sistema paralelo pode
ser interpretada como uma medida de sua capacidade de aumentar o fator speedup em propor¢ao
ao numero de elementos de processamento. Desta forma, a escalabilidade reflete a capacidade de
empregar eficientemente novos elementos de processamento introduzidos no sistema (Grama
et al., 2003).

Existem outras leis de escalabilidade, como a lei de Gustafson (Gustafson, 1988) e a lei
de Sun e Ni (Sun e Ni, 1993). Esta dltima € a generalizacdo da lei de Amdahl e Gustafson. No
contexto destas leis, a carga de trabalho nao € fixa (a carga de trabalho aumenta com o nimero de
processadores), portanto a escalabilidade € diferente da prevista pela lei de Amdahl.

Os problemas estudados neste trabalho sdao governados pela lei de Amdahl, pois se
tratam de problemas cuja carga de trabalho € fixa, ou seja, os mesmos sistemas de equagdes sao
resolvidos com diferentes nimeros de processadores.

Outra métrica utilizada na avalia¢do do desempenho da paralelizacdo € conhecida como
eficiéncia e € definida como

Sn

E=—, (2.18)
n

onde S, € o speedup calculado com a Eq. (2.13) e n o nimero de processadores.

O valor da eficiéncia, calculada pela Eq. (2.18), encontra-se entre 0 e 1. Esta métrica
pode ser interpretada como uma medida do tempo em que os processadores sao efetivamente
empregados no processamento paralelo (Grama et al., 2003).
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3 Modelo matematico

Neste capitulo apresentam-se o modelo matemadtico e os problemas estudados. Sao
apresentados os dominios, condi¢des de contorno e sao discutidos os propésitos de cada problema.

O modelo matemético considerado refere-se ao escoamento laminar bidimensional em
regime transiente sem forcas externas de fluido incompressivel modelado pelas equagdes de
Navier-Stokes (Pritchard e Mitchell, 2015)

V-a=0 (3.1)

A

p% +p(@- Vi) = -Vp + uV2a (3.2)
onde

e f é a coordenada temporal (varidvel independente) (s);

1 € o vetor velocidade (m/s);

» p é a pressao estdtica do fluido (Pa);

* p é a massa especifica (Kg/m?); e

* u a viscosidade absoluta do fluido (Pa s).

Visto que p e u sdo constantes homogéneas e considerando-se as grandezas de referéncia
L., (m) e Uy (m/s) as seguintes varidveis adimensionais podem ser escritas (Pritchard e Mitchell,
2015)

X = % (3.3)
y= ﬁ (34)
u= Ulm (3.5)
t = % (3.6)
P = p%go (3.7)

onde £ e y sdo as coordenadas espaciais (varidveis independentes) (m).
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Substituindo as Egs. (3.3-3.7) nas Egs. (3.1) e (3.2) obtem-se as equacoes de Navier-
Stokes na forma adimensional (Kim e Moin, 1985):

V-u=0, (3.8)
Oou oP 1 _,
- Vuy=-——+_—_V 3.
3 +u-Vu Ep + Re u, (3.9
ov oP 1
—+u-Vy=——+ —V?%, 3.10
ar VT Ty TRe (5.10)
onde u e v sdo as componentes do vetor velocidade u nas dire¢des x e y, respectivamente, e
U Lo
Re = £ 3.11)
u

¢ o nimero de Reynolds.

O numero de Reynolds expressa a razio entre as caracteristicas inerciais pUc Lo €
viscosas u do fluido e € utilizado na caracterizacdo do comportamento do escoamento, sendo este
classificado em laminar, turbulento ou transitério. Escoamentos abaixo de um valor critico Reg itico
sdo classificados como laminares e as forcas viscosas predominam sobre as inerciais. Acima de
Reritico 0 comportamento € chamado de turbulento e as forgas inerciais sdo predominantes sobre
as viscosas. No problema da cavidade quadrada, a ser apresentado neste capitulo, Erturk (2009)
observou que para Re < 6000 o escoamento pode ser considerado laminar, para 6000 < Re <
8000 o comportamento € transitorio pois comega a apresentar sinais de turbuléncia e para Re >
8000 o escoamento € considerado turbulento.

Como serd discutido no capitulo 4 € necessério reescrever as equagdes de Navier-Stokes
com os termos ndo lineares na forma conservativa:

Jou 5 o oP 1 _,
E + (M )x + (MV)y = —a + R—eV u, (312)
v 2y . 0P 1 _,
E + (uV)x + (V )y = ——ay + @V V. (313)

Para testar a metodologia numérica foram resolvidos 2 problemas:
Problema 1: Voértices de Taylor-Green (Pearson, 1965)
Dominio dado por {(x,y) € R*?:0 < x <7me0 <y < n} e solucdes analiticas

u = —(cosx-siny)e 20+TD
v = (sinx-cosy)e2*T) . (3.14)
p = —% (cos 2x + sin 2y) e~ 4+TD)

Na Eq. (3.14) Ti € o tempo inicial da simulacdo. As condi¢des iniciais e de contorno
sao obtidas diretamente da solucdo analitica.

O propdsito deste problema € validar a implementacao do c6digo bem como a acuricia
das solu¢des numéricas pois, visto que possui solucao analitica, permite que a ordem do erro
numérico seja calculada. Além disso é possivel avaliar a discretizagdo temporal comparando-se
os resultados com estimativas tedricas apresentadas em Guermond et al. (2006).

Problema 2: Cavidade quadrada com tampa deslizante (Ghia et al., 1982)

Dominio dado por {(x,y) € R>: 0 < x < 1e0 < y < 1} cujas condi¢des de contorno
sdo mostradas na Fig. 3.1 e apresentadas na Eq. (3.15):
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(0,1) u=1, v=0

u=0, v=0 u=0, v=0

T

X

u=0, v=0 (1,0)

Figura 3.1: Dominio e condi¢gdes de contorno.

u(x,1) =1
u(0,y) =u(l,y) = u(x,0) =0 . (3.15)
v(0,y) =v(l,y) =v(x,0) =v(x,1) =0

O problema 2 ndo possui solu¢do analitica, no entanto as solugdes numéricas apresentadas
por Ghia et al. (1982) sao amplamente utilizadas na literatura como referéncia na comparagao
dos resultados numéricos.

Visto que a solucao analitica do probelma 1 € valida apenas para Re = 1 o problema 2
¢ utilizado principalmente para testar o c6digo implementado considerando vérios valores de
Reynolds para escoamentos com comportamento laminar, isto é, Re < 6000 (Erturk, 2009).
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4 Metodologia numérica

Neste capitulo € discutida a metodologia numérica utilizada no trabalho. Sao apresen-
tados o tipo de malha utilizada, a discretizacdo das equagdes de Navier-Stokes, os métodos de
projecdo sequenciais no tempo, os coeficientes das velocidades de pressido, as restricdes no passo
de tempo e condicdo de integrabilidade.

4.1 Tipo de malha utilizada

Neste trabalho sdo utilizadas malhas desencontradas do tipo Harlow e Welch (1965)
para o dominio espacial, também utilizadas por Maliska (2004), em que as componentes da
velocidade s@o posicionadas nas faces e a pressao no centro dos volumes. A razado disso € para
evitar instabilidades numéricas na solucdo da pressao (Trottenberg et al., 2001).

Na Fig. 4.1 os indices pu, pv e pp representam as posi¢coes (em um volume genérico)
das varidveis u, v e P respectivamente.

Vpl,'

Ppp uvu

Figura 4.1: Disposi¢ao das varidveis: velocidades nas faces e pressao no centro dos volumes.

A Fig. 4.2 ilustra uma malha de 8 por 8 volumes, nela € apresentada a ordenagdo que
serd adotada ao longo do trabalho. Nesta mesma figura os volumes com linha tracejada sao
chamados de volumes ficticios e nao pertencem ao dominio fisico do problema. Além disso,
pode-se observar que utilizando a malha desencontrada, as condi¢des de contorno para a varidvel
u sdo automaticamente prescritas nos contornos oeste e leste. Nos contornos norte e sul é
necessdrio algum tipo de procedimento para que os volumes ficticios levem em consideragdo
a informacgdo dos contornos; neste trabalho utilizou-se extrapolacdo linear. De forma similar
ao caso do varidvel u , nota-se, na Fig. 4.2, que as condi¢des de contorno na varidvel v sdo
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automaticamente prescritas nos contornos sul e norte, e nos contornos oeste e leste, extrapolagao
linear.

B e e Ry Eishenles kot | e e e G R e | | coibentes il e Ry Eshenles st B R e e G R 2 S | P G R Ry Eshentes st 1
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Figura 4.2: Malha e ordenacio lexicografica das varidveis pressao e velocidades.

4.2 Discretizac¢ao espacial por volumes finitos
As Egs. (3.8), (3.9) e (3.10) podem ser integradas em cada volume de controle mostrado

na Fig. 4.3 e serem reescritas como:
Equacio da conservag¢do da massa (massa)

fu-ndS:O. “4.1)
S

Equacdo da conservagdo da quantidade de movimento linear na direcdo x (QML-x)

0 1
—/udV:—j{uu-ndS—jI{andS+—%Vu-ndS. 4.2)
ot Vv S S Re S
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Vv upu -1+ N P p+ MYp—upu + Nu
upu -1 Ppp uP“ VPV
vpv - Nxvy upu -1 Ppp upzr
(a) Volume centrado em P (b) Volume centrado em v
Vo vpv +1

vpv - Nxy va +1-Nxv

(c) Volume centrado em u

Figura 4.3: Volumes de controle.

Equacao da conservagao da quantidade de movimento linear na direcao y (QML-y)

0 1
E/VvdV:—}évu'ndS—}ande+gyng-ndS. 4.3)

Os termos das Egs. (4.1), (4.2) e (4.3) foram discretizados utilizando o Método dos
Volumes Finitos (MVF) empregando malhas desencontradas calculando-se tais integrais sobre
os volumes de controle definidos na Fig. 4.3. Por questdo de simplicidade foi utilizado o mesmo
refinamento espacial em todas as dire¢des, ou seja, h, = hy = h (malhas uniformes).

A equacdo da conservacao da massa, Eq. (4.1), € discretizada utilizando a Fig. 4.3(a),
ou seja, um volume centrado em P

~ o+l o+l n+l _  n+l _
jéu NdS x s vy — iy, = 0. (4.4)
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Os termos das velocidades com variacao no tempo sao discretizados utilizando os
volumes definidos nas Figs. 4.3(b) e 4.3(c) de acordo com

=)
5 /udV~—h

vrt-v)
5 /vdV~—h

Os termos das pressoes sdo discretizados utilizando os volumes definidos nas Figs.
4.3(b) e 4.3(c) de acordo com

4.5)

j{an dS = (Pyp+1 — Ppp)h
5 . (4.6)

any dS = (Pppsnxp — Ppp)h
S

Utilizando os volumes de controle definidos pelas Figs. 4.3(b) e 4.3(c) pode-se discretizar
os termos difusivos com

n
%Vu ndS~upqul +u 1 +upu+qu+upu qu—4upu
S (4.7)

n
yés.Vv nds ~ VpV+1 + V -1 F vpV+Nxv + VPV Nav T Hpy

Os termos advectivos da componte u sdo discretizados também utilizando os volumes
de controle definidos nas Figs. 4.3(b) e 4.3(c), ou seja, volumes centrados nas componentes das
velocidades

2\n 2\n n n
‘%Sull ‘nds = [(u )pu+1/2 + (Lt )pu—1/2 + (uv)pu+qu/2 - (uv)pu—qu/2 h (4.8)

Na Eq. (4.9) sdo apresentados as aproximacoes para as componentes das velocidades
utilizadas na Eq. (4.8):

4.9)

1
[E (vzv + VZV+1)]

1 n
5 (vpv—Nxv + va+1 Nxv)

De forma similar para a compontente v a discretizacao € dada por

1
(uv)pu+qu/2 2 ( + upu+qu)

1
(uv)pu ~Nxuj2 = 2 ( + upu qu)

‘%SVU nds ~ [(V pv+Nxv/2 T (vz);v—Nxvﬂ + (uv);l)v+l/2 - (uv);l)v—l/Z] h, (4.10)
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e as aproximagodes sao dadas por

2
1
(V pv+Nxv/2 — [E (VZV+NXV + VZV):|

2

1
(V pv—Nxv/2 — [2( +vpv Nxv)
1
2 (5 i)
1 n n
E (va_l + va)

4.3 Meétodos de projecao sequenciais no tempo

(4.11)

1
(uv)pv+1 [ ( + upu+qu)

1 n
(uv)pv 1= E (upu 1 +Mpu 1+qu)

Os métodos de projecao, ou métodos de passo fraciondrio, foram introduzidos por
Chorin (1968) e Temam (1969) e sdo caracterizados pela solug¢ao das Egs. (3.8), (3.9) e (3.10) em
dois passos. Inicialmente uma velocidade auxiliar u’ é calculada desprezando-se a condigdo de
incompressibilidade e o termo da pressdao. Neste passo € resolvida a equagcdo com a discretizacao
temporal. No segundo passo € calculada a pressao resolvendo-se uma equacdo de Poisson.
Como este passo € equivalente a proje¢do da velocidade auxiliar u’ no espago dos campos
vetoriais com divergente nulo, de acordo com o teorema de Decomposicao de Hodge, sao obtidas
condi¢des de contorno de Neumann para a pressao. A propriedade mais atraente dos métodos de
projecdo € o fato de que a cada passo de tempo resolve-se uma sequéncia de equacdes elipticas,
desacopladas, para a pressdo e velocidades permitindo que simulacdes numéricas de larga escala
sejam realizadas de forma eficiente. No entanto, ndo € trivial desenvolver e analisar métodos de
projecdo de altas ordens (Guermond et al., 2006). Ha vérias formula¢des para os métodos de
projecdes diferindo na forma de calcular a velocidade auxiliar u’ e o passo de projecdo. A seguir
serd apresentada uma derivacdo do método de Chorin (1968) para a componente u de u.

Substituindo as Egs. (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8) na Eq. (4.2) tem-se

h, [(u pu+1/2 + (Lt pu—1/2 + (uv)Zu+qu/2 - (uv);lm—qu/Z]
1 (4.12)
- Z (Ppp+1 - Ppp)
1

n
Ry Reh2 ( pu+1 + upu T upu+qu + upu Nxu ~— 4”[714) :
Substituindo os indices por i, j, a Eq. (4.12) pode ser reescrita como

n+l _ ,n
(”i,j ”i,j)

P = A?,j + D?,j — VP,‘J. (413)
1



50

onde

1 2 2
AlrfJ = _Z [(u ;u+1/2 + (Lt );u—l/Z + (uv);u+qu/2 - (uv);lm—qu/Z]
1

VPij = =3 (Popet = Ppy) . (4.14)

1
no_ n n n n AN
ij — Reh? (upu+1 + upu—l + upu+qu + upu—qu 4upu)

Introduzindo a varidvel auxiliar u’, a Eq. (4.13) pode ser dividida em duas partes

(u’ — u?‘.)
ij

- = A}, +D}; (4.15)
t
c
)
i =V (4.16)
t

Aplicando o divergente na Eq. (4.16) e lembrando que V - ul”J“ = ( tem-se

1
V2P = h—v u'. (4.17)

1

Isolando a varidvel u’ na Eq. (4.15)

ut =+ by (AL + D). (4.18)

As Eqgs. (4.16), (4.17) e (4.18) representam o método de projecao originalmente proposto
por Chorin (1968) e Temam (1969):

1. Primeiro passo:

(l/ll - Mn) - _ [(un)Z]x _ (unvn)y + RLGVZMn’

hy
(v =v") o 2 1, (4.19)
. - — VA"
T = W = [0 T
u'|po =b"
2. Segundo passo:
1
v2prtl = h—v -, (4.20)
1
utl=u - p VP 4.21)

sendo u’ o campo de velocidades auxiliar cujas componentes sdo u’ e v/, u” o campo de
velocidades no passo de tempo n, h; o refinamento temporal, P" a pressdo no passo de tempo n €
b" as condi¢des de contorno no passo de tempo n.

Devido a auséncia do gradiente de pressdo na Eq. (4.19), a condicao de contorno de
Neumann imposta na pressdo VP! . n|yq = 0, em que n é o vetor normal ao contorno 9L, e
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erros causados no passo de projecao, o método de Chorin nio chega a ser um método de primeira
ordem (em relacdo ao tempo) na pressdo na norma /», (Guermond et al., 2006). O método de
Chorin é conhecido como esquema de corre¢do na pressao nao incremental (o significado de
“incremental” ficara claro adiante).

4.3.1 Método 1

Goda (1979) observou que adicionando o gradiente de pressao na Eq. (4.19) o algoritmo
de Chorin apresenta melhora em termos de acurdcia, ideia utilizada por van Kan (1986) para
desenvolver um esquema de corre¢ao na pressao incremental de segunda ordem que pode ser
descrito como

1. Primeiro passo:

(3u’ - 4u" + u" 1)

1
= Bg + R—Vzu’ + VP"
e

2h, , (4.22)
u'[yo =b"
2. Segundo passo:

V2! = Sy (4.23)
2hy ’ '
2h

un+1 —u - Ttv(pnﬂ’ (4.24)
Pl =Pttt (4.25)

onde ¢" € a correcdo da pressdo no passo de tempo 7.

A partir de agora os termos convectivos u - Vu serdo tratados como g onde S é uma
constante. A razao desta escolha ficard clara quando a generalizacdo dos esquemas de corre¢cdo
na pressao for apresentada.

Devido 4 equacio P! = P" + ¢"*! que o método acima é conhecido como correcio
na pressao “incremental” e também conhecido como “forma padrao”. Bell et al. (1989) utilizam
este esquema com o termo advectivo calculado na iteragcdo n + 1/2 (semi-implicito), ou seja, o
termo advectivo € calculado a partir dos termos advectivos na iteracdo n e n + 1 . Este esquema é
de segunda ordem no tempo para as velocidades nas normas /, /; e l.,. Para a pressdo, o esquema
¢ de segunda ordem nas normas /; e [, mas apenas de primeira ordem na norma /.. As provas
destes fatos podem ser consultadas em Shen (1996) e E e Liu (1995). Este método encontra-se
implementado e serd analisado na secao de resultados como Método 1, na referida secdo serdo
apresentadas evidéncias que corroboram as conclusdes sobre as ordens de convergéncia do
método citadas acima. A principal fonte de erro numérico do Método 1 estd no fato de que este
impde condicdes de Neumann artificiais do tipo: VP! -n|yq = VP" -n|yq = --- = VP - n|yq.

As condic¢des de contorno de Neumann sdo ditas artificiais porque ndo ocorrem no
fendmeno fisico. Estas condi¢des sdo impostas pelo método de projecao e sdo uma de suas
principais fontes de erro numérico.
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4.3.2 Meétodo 2

Com objetivo de melhorar a acurdcia do Método 1 (correcao incremental na pressao na
forma padrao), Timmermans et al. (1996) modificaram o Método 1:

1. Primeiro passo:

(3u’ - 4u" +u" 1)

1
= Bg + —V?u' + VP"
Re

2h; , (4.26)
u'[yo =b"
2. Segundo passo:

Vil = Sy, u’ (4.27)
2h, ’ '
2h

un+1 — ut _ Ttv¢n+l’ (428)
n+1 n n+l 1 t
P =P+ ¢"" — —V.u'. (4.29)
Re

A versdo acima tem como condi¢des de contorno na pressio d,P""! = é(V x V X
u"*!) - n|sq, que diferente do Método 1, sdo condi¢es de contorno consistentes para a pressio
(Guermond et al., 2006). Tal método € conhecido (Guermond e Shen, 2001, 2004) como corre¢ao
incremental na pressao na forma rotacional. Guermond e Shen (2004) mostram que a versao
incremental na forma rotacional é de segunda ordem para as velocidades nas normas b, /1 € /.
Para a pressao o esquema € de segunda ordem nas normas /, /; e de ordem 3/2 na norma /u.
Este esquema também se encontra implementado e na secdo de resultados serd tratado como
Meétodo 2, nela serdo apresentadas evidéncias das conclusdes sobre a convergéncia das normas
em relacdo ao tempo citadas acima.

4.3.3 Generalizagao e Método 3

A seguir € apresentada uma generalizacao dos métodos de projecdo com corre¢do na
pressdo (Guermond et al., 2006):

1. Primeiro passo:

—1

1 < . 1

—|au’ - Z aju"’ | =Bg+ szut + vprrtl
70

hy , (4.30)

u'|sq = b”

onde os coeficientes a de o u’ — Z]q,;ol a;ju"™/ sdo obtidos da expansdo em série de Taylor
da derivada temporal utilizando diferenca regressiva (Upstream Difference Scheme,
UDS) de ordem . Em particular, para primeira (¢ = 1) e segunda (¢ = 2) ordens tem-se

ntl _ g SCqZI

qg-1
gt = Y e =47 . . 4.31)
= su"™ = 2u" + Ju” seq=2
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O termo P***! representa uma extrapolagio linear de ordem r, em particular, para r = 0,
r = 1 (primeira ordem) e r = 2 (segunda ordem) tem-se

0 ser =0
ptl = 3 pn ser=1. (4.32)
2P —prl ger =2

2. Segundo passo:

(0%
Vit = h—qv -, (4.33)
t
h
un+1 —u - a_fv¢n+1’ (4.34)
q
Pn+1 _ P*,n+1 + ¢n+l _ iv . ut (4 35)
B Re ' '

onde o termo ) € uma constante que assume os valores 0 ou 1 e sua escolha resulta na forma
padrio (y = 0) ou na forma rotacional (y = 1) do esquema de corre¢io na pressao.

Evidentemente que diferentes combinagdes de ¢, r e y irdo gerar diferentes métodos,
por exemplo, pode-se citar que a combinagdo g = 1,7 = 0 e y = 0 resulta no método original de
Chorin.

Para a combinacdo ¢ = 2,r =2 e y = 1 Guermond et al. (2006) descrevem o método
resultante como de segunda ordem tanto nas velocidades como na pressao para todas as normas
consideradas b, /] e . O algoritmo do método em questdo encontra-se implementado e sera
tratado na secdo de resultados como Método 3, na secdo em questao serao apresentadas evidéncias
numéricas que de fato o algoritmo resultante desta combinagdo (g =2, r =2e y = 1) é de
segunda ordem em relacdo a todas as normas consideradas.

Considerando que os métodos resultantes de g = 2 sao métodos de trés passos de tempo
foi utilizada a metodologia apresentada em Villar (2007):

(a’zllt + aju” + a’()lln_l)

_ 1 on
= Brg1(u") + Bogo(™ ) + R—eVZut 4 ypentl

hy
V2¢n+1 — %V !

hy : (4.36)

lln+1 —u - £V¢n+l

%)
Pn+1 — P*,n+1 + ¢n+l iv -u

Re
onde para o primeiro passo de tempo sdo escolhidos a» = 1, @1 = —1, g = 0 (equivalente a
escolher g = 1) e para os demais ap = 3/2, ;1 = -2, @y = 1/2 (equivalente a escolher g = 2), a

escolha das constantes 31 e By vai depender de como se quer tratar os termos convectivos. Para o
Meétodo 3, Kim e Moin (1985), foram escolhidos 81 =3/2e By = —1/2.

Antes de encerrar esta secdo € necessdrio observar que existem varios outros métodos
de projecdo. Por exemplo, pode-se inverter a ordem e resolver para pressao no passo 1 dos
algoritmos citados anteriormente e resolver as velocidades no espago dos campos vetoriais com
divergente nulo (passo de projecdo) dando origem aos métodos de projecdo com corre¢ao nas
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velocidades. Além dos métodos de corre¢io na pressao e velocidades existem outras formas de
aplicar a projecdo, para mais detalhes sobre estes métodos consultar o trabalho de Guermond
et al. (2006).

4.4 Coeficientes das velocidades

Com as discretizacOes apresentadas na secdo 4.2 e os métodos de projecao apresentados
nas secoes 4.3.1,4.3.2 e 4.3.3 apresentam-se agora os coeficientes das velocidades. Primeiramente
deve-se isolar a velocidade auxiliar, dada pela primeira equagao da Eq. (4.36).

au’ — g—;vzuf = —qu" — qu" ! + ht (,81 g1(u") + Bogo(™ 1) + vp*’"“) = LD, (4.37)
onde LD representa o “lado direito” da Eq. (4.37) e serd utilizado como termo fonte no sistema
de equacdes das velocidades. Os coeficientes para as velocidades dos volumes internos e os que
fazem vizinhanga com os volumes ficticios serdo apresentados a seguir.

Deve-se lembrar que os termos g representam os termos advectivos do tipo u - Vu,
conforme Eq. (4.22).

Reescrevendo a Eq. (4.37) no formato da Eq. (4.13)

ht
an’ - D] = —anu" - agu" " + (,81A + BoALT! + VP;‘}.”“) - LD. (4.38)
A seguir os termos difusivos D} . ij ¢ advectivos A” serdo reescritos na ordem lexicografica

adotada, ver Fig. 2.5 para mais detalhes.

4.4.1 Termos difusivos na ordem lexicogréfica

Reescrevendo a parte difusiva da Eq. (4.14) na ordem lexicografica para a componente
t
u tem-se

1
D, = =5 (e et + U+ s = 4 (4.39)

onde pu € o indice lexicografico da varidvel u, ver Fig. 2.5, e Nxu € o nimero de “faces” na
dire¢do coordenada x. Evidentemente pu + Nxu representa u ao norte de up,,.
De forma similar, o termo difusivo para a componente vertical da velocidade v’

1
D)= (Vo 8y o+ Vs = 4y (4.40)
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4.4.2 Termos advectivos na ordem lexicografica

Reescrevendo os termos advectivos u, A" da Eq. (4.14), como ug” +v a” (Villar, 2007)
e utilizando a ordenacdo lexicogréfica adotada, tem se

ou ou
u-Vu=u—+v— =
0x dy
, 4.41)
" (upu+1 - Mpu—l) + Vpy T Vpy+1 + Vpy—Nxv + Vpy+1-Nxv (Mpu+qu - Mpu—qu)
- 2h 4 2h

neste ponto sugere-se utilizar a Fig. 4.2 para familiarizar-se com os subindices. Verificando a
Fig. 4.2 observa-se que o tGnico termo que nao estd definido na expressao ug“ +v g“ év,logo
recorre-se a uma média de v “sobre” o ponto onde estd u,,.

Resumindo as notagdes utilizadas nas Eqs. (4.22), (4.38) e (4.41) para a advecgdo,

tem-se para a componente u

0 0
gw) =A;;=u-Vu=ul 2% (4.42)
ox 0y
De forma similar para v tem-se
0 0
u V= a4 2 =
0x 0y
. (4.43)
Upy + Upy—1 T Upyu+Nxu t+ Upu—1+Nxu (va+1 - va—l) oy (va+Nxv - va—Nxv)
4 2h P 2h

4.4.3 Gradiente na ordem lexicografica

O gradiente da pressao, primeira equacao da Eq. (4.36), pode ser reescrito na ordem
lexicografica como

aP*’”H P* at+tl P* n+1

ypentl _ _ppl pp
ox h
ou . 4.44)
#n+1 #n+1
yptl = opl _ Popsnzp = P
9y h

Deve-se notar que P*"*! vai depender, Eq. (4.32), do método utilizado: P***1 = p"
(Métodos 1 e 2) e P+ = 2P — P"~1 (Método 3).

Comparando-se a Eq. (4.44) com a Fig. 4.1 percebe-se que as derivadas da Eq. (4.44)
estdo sendo calculadas sobre os pontos pv ou pu, ou seja, sobre as faces do volume onde se
encontram as velocidades uﬁl e v;;’ ! que estd de acordo com a proposta de uso de malhas
desencontradas, isto &, evitar instabilidades numéricas do tipo odd-even (Trottenberg et al., 2001).

E necessario observar que a Eq. (4.44) é uma aproximacio da derivada da pressdo de
segunda ordem de acurdcia pois € calculada sobre os pontos pu e pv, por exemplo

Pl Pl by - Pl = By P P

- - , 4.45
0x 2% h ( )
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onde xu € a posi¢do de up, (ver Fig. 4.1).
De forma similar ao gradiente da pressao, Eq. (4.44), o gradiente da corre¢do da pressao
pode ser reescrito na ordem lexicografica como

6¢n+1 ¢np+1 ¢n+1

v n+1 —
¢ 0x h
ou (4.46)
V¢n+1 _ 3‘/’"“ _ ¢Z;‘1FNXP ¢n+1
9y h

As aproximagdes da Eq. (4.46) sdo de segunda ordem porque sdo calculados nos pontos
pue pv.

4.4.4 Coeficientes para as velocidades dos volumes internos

Volumes internos se referem aos volumes que nao possuem volumes ficticios como
vizinhos, ver Fig. 4.2. Para obter os coeficientes da velocidade u destes volumes, basta substituir
a Eq. (4.39) na Eq. (4.38). A seguir, serd apresentada apenas a deducao dos coeficientes para a
componente horizontal da velocidade (). A dedugdo para a velocidade v € anéloga.

Uy |2 + =— hy ul e +u! P +
2" Reh? “put1 Reh? pu=1| Rep2

(4.47)
t ht t ht LD
upu+qu Reh? + upu—qu Reh2 +
Reescrevendo a Eq. (4.47) na forma
Clpl/l;m = aEu;mJrl + awu’ pu—1 T aNupu+qu + asupu Ny T DPs (4.48)
tem-se que os coeficientes para as velocidades dos volumes internos e o termo fonte sao
N 4h,
ap =«
P27 Ren?
hy
aw = ag =
V0T Ren?. (4.49)
hy
ac = an =
57N Ren?
bp = LD

4.4.5 Coeficientes para as velocidades dos volumes com contornos

Para obter os coeficientes da velocidade u, como antes, substitui-se a Eq. (4.39) na Eq.
(4.38). No entanto € necessdrio levar em consideragdo os contornos, o que serd mostrado a seguir.
Serd apresentada apenas a deducdo dos coeficientes para a componente horizontal da velocidade
u no canto sudoeste (South-West, SW) pois a dedugao para a velocidade v e os outros contornos é
andloga.

Na Fig. 4.4 as linhas tracejadas representam os volumes ficticios, ou seja, volumes que
ndo pertencem ao dominio fisico do problema. E mostrada uma velocidade, Upy, qUE possui
dois vizinhos internos u,,+1 € Upy+Nxu, UM vizinho ficticio up,—n, € uma velocidade, up,—1, que
contém uma condi¢do de contorno prescrita uy. Além disso, € mostrada a condi¢ao de contorno



57

us que nao € considerada pelo disposi¢do das velocidades u. Desta figura podem-se deduzir as
seguintes equagdes

Hpu-1 = W (4.50)
Upu—Nxu = 2ug — Upy

. 1 ~ . u +Upy—
onde foi utilizado a extrapolagdo linear ~2—5"=% = yg.

U pu+Nxu

...................

Uy =Upy-] Upy Upy+1]

| :
A , “S

u pul-an

Figura 4.4: Velocidade u de um volume com vizinhos ficticios e contornos.

Substituindo as Egs. (4.39) e (4.50) na Eq. (4.38) conduz a

N L R (N B RN
Upy | X2 Reh2 _upu+l Reh2 upu+qu Reh2
h
LD+(F;12) (MW+2MS)

Comparando a Eq. (4.51) com a Eq. (4.48) conclui-se que

(4.51)

L A
ap =+ ——
P2 Ren?

awy = 0
hy
ag =
Reh?
a5 = 0 . (4.52)
~ Reh?

hy
bP =LD+ (@) (MW + ZMS)

an
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4.5 Coeficientes da pressao

4.5.1 Termos difusivos na ordem lexicogréfica

Reescrevendo o laplaciano da corregdio da pressio, V¢, na ordem lexicografica

1
Dy = 55 (ks + 0ty + il + 0Ly — 4035 ). (4.53)

onde pp € o indice lexicografico da correcdo na pressao, varidvel ¢, e Nxp € o nimero de volumes
na dire¢do coordenada x. O indice pp + Nxp representa ¢ ao norte de ¢,.

4.5.2 Divergente na ordem lexicografica

O divergente na segunda equacdo da Eq. (4.36), discretizado na ordem lexicografica é
reescrito como
t_ a_ut " 6_\’t _ ultW - u;u—l + VIIW - v;v—Nxv

ox 0Oy h h

Comparando-se a Eq. (4.54) com a Fig. 4.1 percebe-se que as derivadas da Eq. (4.54)
estdo sendo calculadas sobre o ponto pp, ou seja, sobre o centro do volume onde se encontra a
pressao P[’,’;l, que € exatamente o que se pretendia quando se utilizaram malhas desencontradas.
Este arranjo de varidveis € o que evita instabilidades numéricas do tipo odd-even (Trottenberg
et al., 2001).

De forma similar ao gradiente da pressao, Eq. (4.44), as derivadas da Eq. (4.54) sdo de
segunda ordem porque sdo calculadas sobre o ponto pp.

V-.u

(4.54)

4.5.3 Coeficientes da pressao para os volumes internos

Para obter os coeficientes dos volumes internos sdo possiveis duas estratégias: ou utilizar
a condicao de incompressibilidade (V - w! = 0) ou substituir as Egs. (4.53) e (4.54) na segunda
equacao da Eq. (4.36)
a2
hy
0 que, satizfaz a condi¢c@o de incompressibilidade e resulta em

Vil = =V ., (4.55)

4 1 1
ol R RN BN
t t r_ .t

— (4.56)
¢I’l+1 i + ¢n+1 i _ % M[Jl/t upu—l + va va—NXV
pp+Nxp \ 1,2 pp=Nxp | 1,2 hy h h
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Comparando com uma equacao na forma (4.48), tem-se que os coeficientes e termo
fonte para a pressao sao dados por

4

ap ﬁ

1
aw = adg = ﬁ

1 . (4.57)
as = an ﬁ
bp = ] Ll;m u;m—l Vlt’V v[t)v—Nxv

hy h h

4.5.4 Coeficientes da pressao para os volumes com contornos

Um dos grandes problemas das Equacgdes de Navier-Stokes € que a pressdo e as veloci-
dades estdo acopladas pela condi¢do de incompressibilidade. Para deduzir os coeficientes nos
volumes que possuem vizinhos ficticios € necessdrio utilizar a condi¢cao de incompressibilidade:

1 n+1 n+1 n+1
u™l —y il —y)
pu u—1 pv v—Nxv
V-u'tl = - Py h” = 0. (4.58)

Das Egs. (4.36) tem-se u"*! = u/ — %V(ﬁ"” que completamente discretizada vai gerar
as equagoes

n+l _ gn+l
R ﬁ ¢pp+1 pp
pu P h
n+l _ n+l
I D he [ Ppp ¢pp—1
pu—1 pu—1 @ h
¢n+1 _ ¢n+1 (459)
N hi [ Pppenxp ~ Pop
pv LA h
n+l _ gn+l
n+l _ ot hy ¢PP ¢pp—pr

vpv—Nxv - Mpv—Nxv @ h

Substituindo as Eqgs. (4.59) na Eq. (4.58) (condicdao de incompressibilidade) os
coeficientes e termo fonte na Eq. (4.57) seriam obtidos para volumes que ndo possuem volumes
ficticios como vizinhos. Para o caso de volumes com contornos serd realizada a deducao dos
coeficientes para a pressdo no canto sudoeste (South-West, SW). A deducgdo para os outros
contornos é andloga.

Na Fig. 4.5 as linhas tracejadas representam os volumes ficticios, ou seja, volumes
que nio pertencem ao dominio fisico do problema. E mostrado um volume de pressio, Ppp,
que possui duas faces internas u, € v,,, € duas velocidades que possuem condi¢ao de contorno

prescrita uy e vg. Da Fig. 4.5 pode-se deduzir as seguintes equagdes

Hpumt = AW (4.60)

Vpy—Nxyv = VS
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__________________________

i- ------------------------- Vpv

HW:"’P”'I Ppp Upu

Vpv-Naov—=Vg

Figura 4.5: Pressdo de um volume com contornos.

Substituindo as Eqgs. (4.59) e (4.60) na Eq. (4.58) tem-se

2 1 1
n+1 _ an+l n+1
¢p1+9 (ﬁ) - ¢p;+1 (ﬁ) + ¢p;+pr (ﬁ)
¢ ) " 4.61)

t
[0%) (upu — uw vpv — Vs

T T

comparando com uma equacao na forma (4.48), tem-se que os coeficientes e termo fonte sdo
dados por

2
ap—ﬁ
aW—O
1
ClE—ﬁ
as = 0 . (4.62)
1
aN—ﬁ
t t
[0%) upu—uW va_VS
bp=—-— +
i ht( h h )

Diferentemente dos coeficientes das velocidades, os coeficientes da pressao nao depen-
dem nem do niimero de Reynolds nem da discretizacdo temporal. Devido a esta independéncia,
o método multigrid descrito no capitulo 2 apresenta a convergéncia esperada de sua aplicagcdo na
resolugdo da equagdo de Poisson.
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4.6 Condicao de integrabilidade e estabilidade

Uma caracteristica comum dos métodos de projecao é que estes impdem condi¢des de
contorno de Neumann homogéneas sobre a pressido nos contornos (Guermond et al., 2006),

n+1
(Método 1) 3 loo =0
n (4.63)
n+1
(Métodos 2 e 3) loa = —(V x Vxu™™) - n|yo
on Re

Devido a estas condi¢des de contorno, a seguinte condicao de integrabilidade precisa
ser satisfeita para garantir a existéncia e unicidade da solucdo (Briggs et al., 2000):

/ vl = [ Zy.u=o. (4.64)
o) o h

Para satisfazer a Eq. (4.64) € aplicado a cada passo de tempo o procedimento utilizado
por Villar (2007):

1. Calcular numericamente a integral de ‘;l—fV -u’ obtendo uma constante.

2. Subtrair essa constante da correcdo da pressio ¢"+!.

Nas secoes anteriores foi demonstrado que o termo Z—fV -u’ é basicamente o termo
fonte bp da pressao (ver Egs. (4.55) e (4.57)) que é conhecido antes de se resolver a equagao de
Poisson no segundo passo dos Métodos 1, 2 e 3. No presente trabalho, a Eq. (4.64) € calculada
utilizando a regra do retangulo

o NxNy
h—zv u' = Y by’ (4.65)
@ pp=1

onde NxNy representa o total de volumes da pressao e by, o termo fonte do volume pp.

Foi observado nas simulacdes realizadas neste trabalho que a condi¢do de integrabilidade
€ necessdria para se conhecer o valor “real” da pressdo a cada passo de tempo. Se a condicao
de integrabilidade ndo for utilizada, a solu¢gdo numérica das velocidades ndo seré afetada. No
entanto, a solu¢do da pressao serd do tipo P + C, onde C € uma constante, ou seja, a pressao
obtida serd o valor “real” mais uma constante.

Se o passo de tempo £, for muito grande em relacdo ao refinamento espacial (hy € hy),
as simula¢des podem se tornar instdveis (Kalland, 2008). O critério utilizado neste trabalho para
evitar instabilidades € dado por (Maliska, 2004; Kalland, 2008):

272
1 hyhy

hy < — .
" T 2Re 12 + 122

(4.66)

Como foi considerado hy = hy, = h neste trabalho, o critério pode ser reescrito como

h2
< —.
4Re
Em Kalland (2008) sdo apresentados outros critérios que auxiliam a estabilidade
numérica.

hy 4.67)



62

4.7 Algoritmo do método de projecao sequencial

Embasado nas se¢Ges anteriores, o algoritmo do método de projecdo pode ser dado por

Algoritmo 3 Método de projecdo sequencial

1: Inicializar varidveis: Ti, T f, Lx, Ly, Nx, Ny, Nt (nimero de passos de tempo), hx, hy, h; e Re.
2: Calcular os coeficientes das velocidades e pressdo. Ver segdes 4.4.4,4.4.5,453¢e4.54

3: Aplicar condi¢des de cortorno e iniciais para as velocidades e condigdes iniciais para a pressao.
4: paran=0,1,2,--- ,Nt — 1 faca

5:  Definir as constantes a», a1, ag, 81, Bo da Eq. (4.36).
6:  Atualizar condi¢des de contorno das velocidadesf.
7. Calcular LD = —aqu” — aqou’™! + ht (,81A;1’j + ,BOAZ;I + VP;:’]’.““) da Eq. (4.38) onde os A; ; sdo
dados pelas Eqgs. (4.41)e (4.43) e VPZ’]V” dado pela Eq. (4.44)77.
8:  Resolver apu’ — ﬁ—éDlt.,j = LD, onde Dlt.,j sdo dados pelas Egs. (4.39) e (4.40).
9:  Resolver a equagio de Poisson VZ¢"*! = Z—fV -u.
10:  Remover sua constante de integracdo da correco da pressio ¢"+! — fg Z—fV -u’. Ver Eq. (4.65).
11:  Atualizar velocidades anteriores com u” = u"*!,
12:  Corrigir as velocidades com u**! = u’ — %V(ﬁ”“.
13:  Corrigir a pressdo com P! = pontl 4 gntl _ &V.u'.
14:  Atualizar pressdo anterior com P" = P!,
15: fim para

T Lembrando que estas condi¢des variam a cada passo de tempo e sio obtidas da solucdo

analitica para o problema 1. Para o problema 2 estas condicdes sdo idénticas para todos os passos
de tempo.

++ Paracasosn— 1 < 0 (w*!, A;?JTI, P 1) utiliza-se o valor destas varidveis no instante

inicial n = 0.
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S Métodos de projecao em paralelo

Neste capitulo os métodos de projecdo serdo modificados para que permitam processa-
mento paralelo ao longo do tempo. Como a corre¢io da pressao ndo permite processamento ao
longo do tempo nela serd utilizado processamento paralelo em relacdo ao espaco. Desta forma o
método de projecao proposto neste trabalho apresentard paralelizagdo temporal e espacial.

5.1 Método de projecao sequencial de referéncia

Como o objetivo deste trabalho é modificar os métodos de projecao para que permitam
paralelizacdo em relacdo ao tempo, optou-se por utilizar um método de proje¢do mais simples de
referéncia obtido pela combinacao de parametros ¢ = 1, r = 1 e y = 1 na generalizacdo dos
métodos de projecao proposta por Guermond et al. (2006) discutida na se¢do 4.3.3. Para esta
combinacdo tem-se o método de projecdo dado por

1. Primeiro passo:

t n

u—-u n n-1 1 2ut n

— + +—V + VP
= Pigi) + Bogo(u™ ) + poViu , (5.1)

u'lso =b"
2. Segundo passo:
2 n+l 1 t
\vJ ¢ =—V-u , (52)
hy
't = ul — h,V¢n+1, (5.3)
1

Pn+1 — pn n+l —V. f, 5.4
+é Re " O

onde g, com B constante, representa os termos advectivos u - Vu.

O principal motivo de se escolher aqui um método de projecdo mais simples e nao
outros mais complexos, como o Método 3 por exemplo, foi para evitar dificuldades associadas
a solucdo das velocidades (Passo 1) para todos os passos de tempo em paralelo com o método
multigrid. A aplicacdo das ideias deste capitulo em métodos de projecdo mais acurados (pelo
menos segunda ordem nas velocidades e pressdo), como o Método 3, serd realizada em trabalhos
futuros.

Para este método, as velocidades sdo de segunda ordem em relacdo ao tempo para as
normas I, b, e I e a pressdo € de primeira ordem (Guermond et al., 2006).
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O método de projecao apresentado € resolvido como ilustrado no Algoritmo 4 onde n
representa o passo de tempo e i a iteracao do solver:

Algoritmo 4 Método de projecao sequencial de referéncia

1: u™!' = u’ = Condigdes iniciais de u e v.

2: PY = Condigdes iniciais de P

3: N, = Ultimo passo de tempo da simulagio.
4: paran=0,1,2,--- ,Nt — 1 faca

Passo 1: Resolver u’ com

Byt —u' = —u" - (B1g1(0") + fogo(u™ ") + VP
Passo 2: Resolver ¢! com

V2¢n+1 — %V -u

Atualizar w™*! = u’ — i, V¢!

10:  Atualizar P"*! = P74 ¢! — RLeV -’
11: fim para

L eI

Nota-se que no Algoritmo 4 as Egs. (5.1) e (5.2) sdo resolvidas até o critério de parada
ser atingido.

5.2 Métodos de projecao paralelizados no tempo

Nesta secdo propde-se uma modificacdo no método de projecdo sequencial de referéncia
(secdo 5.1) para que a Eq. (5.2) possa ser calculada em paralelo no tempo, isto €, a Eq. (5.2) serd
calculada para cada passo de tempo.

Primeiramente serdo unificados os campos de velocidades u’ e u”. Para isto, basta
substituir a Eq. (5.3) na Eq. (5.1) e em seguida substituir u” por @1" para caracterizar que se estd
trabalhando no espacgo das projecoes.

1. Primeiro passo:

M Goonil  anil ~ ~ ~n—1
— VA" @ =-0"-h ") + ') - V(P - ¢"
Re ¢ [Brg1@) + Bogo(@" ") — V( ¢ )]’ 5.5)
l~ln+1|aQ — bn+1
2. Segundo passo:
2 yn+l 1 ~n+1
Vet = =V .-, (5.6)
hy
1
Pn+1 — Pn + ¢n+1 _ _V . ﬁn+1. (57)

Re

Em Borregales et al. (2018) € apresentada uma inovadora abordagem para resolver as
equacoes de Biot de forma paralela no tempo. Borregales et al. (2018) aplicam a paralelizacdo
no tempo ao método fixed-stress (Gaspar e Rodrigo, 2017). Neste trabalho propde-se aplicar tal
parelizacdo ao método de projecdo sequencial.

Analizando o método de projecao com a velocidade 0", Egs. (5.5-5.7), pode-se notar
que a Eq. (5.6) é temporalmente independente e pode ser calculada em paralelo para cada passo
de tempo desde que @i" exista.
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Neste trabalho propde-se calcular de forma iterativa aproximagdes de 1" para todos
os passos de tempo n = 0,1,2,3,--- ,N; — 1. Com tais aproximacgoes, pode-se calcular as
aproximacoes de ¢”". Como as aproximacdes de ¢" podem ser utilizadas para calcular a pressao
P, um processo de sucessivas melhorias em @i” e ¢" pode ser repetido até que algum critério de
parada seja atingido. No final do processo iterativo as velocidades nas faces (i" e ¥") e a pressao
no centro dos volumes (P") estardo definidas para todos os passos de tempo, n = 0,1,2,3,--- | N,
considerados.

A Eq. (5.5) pode ser calculada utilizando uma abordagem similar a discutida em
Friedhoff et al. (2013), ou seja, considerando cada passo de tempo n = 0,1,2,3,--- ,N; — 1,
pode-se escrever o sistema linear

I ﬁO gO
-0 ] ii! g!
Al = — =17 | == (5.8)
-d 7 ﬁNt—l gNt—l

onde os termos @ e g serdo obtidos a seguir.
Paran =0,1,2,3,--- ,N; — 1 a Eq. (5.8) é equivalente a

+1 _ di” + gn
" _ (5.9)
" = condi¢do inicial de &
A discretizacdo espacial por volumes finitos, secao 4.2, da Eq. (5.5) por ser escrita
como

hy s+l _ -1
(gD I) = 0" - hy ,BIAZJ. + ,BOAZJ. — VPZ]. + V¢Zj (5.10)
onde / € a matriz identidade, os termos A”j e VP”J sao dados pelas Egs. (4.14). A discretizacdo
espacial do termo V¢" € similar a discretizacdo de VP". O termo D € a matriz da discretizagao
espacial por volumes finitos de V2 tal que para um volume (i, j) no interior do dominio tém-se

(D), = Uyl Rl 4u;fj) (5.11)

1
hz l+lj
Para volumes com contornos (Dﬁ”)i, ; pode ser obtida de acordo com a discussdo

apresentada na secdo 4.4.5.
Isolando @**! na Eq. (5.10)

h S (h N
it = - (R—;D I) i - (R—;D ~ I) hy [ﬂlAZJ + BoAj;" = VP + Ve, (5.12)

Os termos @ e g da Eq. (5.8) sdo obtidos comparando-se as Egs. (5.12) e (5.9), ou seja
hy !
O=-|—D-1
Re

" —1 (5.13)
g=- (R—;D — I) hy [ﬁlAZj +ﬁoAZj1 VP” + V¢

O sistema da Eq. (5.8) € temporalmente sequencial, pois a velocidade no passo de tempo
n, ", depende da velocidade no passo de tempo anterior n — 1, *~!, desta forma dois passos
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de tempo consecutivos ndo podem ser processados simultaneamente. No entanto, € possivel
calcular o sistema da Eq. (5.8) em paralelo no tempo dividindo-se o dominio em nos red e black.
Os detalhes de como este processo € realizado serdo discutidos na proxima secao.

O Algoritmo 5 apresenta a proposta deste trabalho. Como sao calculadas aproximacdes
para todos os passos de tempo foi necessdria a introducio de um ciclo externo (varidvel k do
algoritmo 5) para garantir a convergéncia do processo iterativo. No algoritmo 5, n representa o
passo de tempo considerado e a varidvel k a iteracao do ciclo externo. As varidveis i e P sdo
inicializadas com @i’ e PY em todos os passos de tempo.

Algoritmo 5 Método de projecao paralelizado no tempo

1: u® = Condigdes iniciais de u e v
2: PY = Condigdes iniciais de P
3: parak =0,1,2,3--- faca
4:  Passo 1: dado K1 @~ LAl gnk-1 g prok-l
Suavizar
paran=0,1,2,3,--- N, — 1 faca
%VZﬁnH,k _ ﬁn+1,k — _ﬁn,k _ ht(ﬁ1g1(ﬁ"’k_1) +B0go(ﬁn—l,k—l) _ V(Pn,k—l _ ¢n,k—1))
fim para
Passo 2: dado ii"*!¥ calcule ¢*!*¥ com
10:  Suavizar
11: paran=1,273,---,N, —1faca
12: V2¢n+l,k — %V . itk
13:  fim para
14:  Atualizar P"*1% com
15: paran=1,2,3,--- ,N;, — 1 faca
16: pr+lk — pnk ¢n+l,k _ év i
17:  fim para
18:  Verifica algum critério de parada
19: fim para

eI

No Algoritmo 4 (Projecao de referéncia) o campo de velocidades u e a corre¢ao na
pressdo ¢ sdo resolvidas até que algum critério de parada seja atingido. Resolvidos os campos u
e ¢, o método de projecdo avanga um passo tempo. Este processo se repete até que a solugcdo
no passo de tempo N, seja atingido. Naturalmente, o avango no tempo nesta abordagem é
sequencial e ndo pode ser resolvido em paralelo no tempo, no entanto € possivel empregar solvers
paralelizados ou paralelizacdo espacial via decomposi¢do do dominio (Neundorf et al., 2016).

Diferentemente da versao sequencial, o Algoritmo 5 ndo resolve os campos u e ¢, mas
calcula aproximacdes destas varidveis. Como sdo calculadas aproximagdes para todos os passos
de tempo, foi necessdria a introdu¢do de um ciclo externo (varidvel k do Algoritmo 5) para
garantir a convergéncia do processo iterativo. No entanto, como pode-se observar no passo 2
do Algoritmo 5, aproximacoes para a corre¢ao da pressao ¢ podem ser calculadas de forma
totalmente independente para todos os passos de tempo.

Apesar do passo 1 do Algoritmo 5 ser sequencial no tempo, devido as varidveis
ii"* 1k ¢ @i*, a solucdo do sistema representado pela Eq. (5.8) pode ser realizada em paralelo no
tempo desde que o dominio seja dividido em volumes red e black. Basicamente todos os volumes
red de todos os passos de tempo sao resolvidos em paralelo repetindo-se o processo para os
volumes black. Isto € possivel porque os volumes red e black alternam tanto no espaco quanto no
tempo, isto €, volumes red em um passo de tempo serdo volumes black em outro passo de tempo.
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5.3 Paraleliza¢ao temporal no método multigrid

Para se resolver em paralelo o sistema linear no tempo, dado pela Eq. (5.8), pode-se
dividir o dominio em volumes red e black. A Fig. 5.1 ilustra dois passos de tempo consecutivos
divididos em volumes red (circulos) e black (quadrados).
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(a) Dominio red-black para o passo de tempo n (b) Dominio red-black para o passo de tempo n + 1

Figura 5.1: Dominio red-black para dois passos de tempo consecutivos.

O detalhe mais importante na Fig. 5.1 € o fato de que todos os vizinhos de um volume
black sdo volumes red tanto no passo de tempo considerado (n) quanto nos passos de tempo
anterior (n — 1) e posterior (n + 1). Desta forma pode-se resolver em paralelo no tempo o dominio
considerado na Fig. 5.1.

Por exemplo: considerando-se duas threads resolvendo o dominio da Fig. 5.1. Como
pretende-se que seja resolvido em paralelo no tempo, uma thread ird se encarregar do dominio
dado pela Fig. 5.1(a) e a outra do dominio dado pela Fig. 5.1(b). Considerando que as duas
threads irdo resolver apenas os volumes black e depois apenas os volumes red, ndo existirdao
casos de leitura e escrita de informacdes de um volume simultaneamente por diferentes threads.
Portanto, o método multigrid pode ser resolvido em paralelo no tempo também.

No Algoritmo 6 € apresentada uma versao simplificada do método multigrid paralelizado
no tempo. Nele considera-se que cada thread estd resolvendo um passo de tempo n. Além disso
considera-se que existem Nt — 1 threads resolvendo Nt — 1 passos de tempo, ou seja, um passo
de tempo apenas por thread.

5.4 Paralelizacdo espacial da atualizacdo da pressao

A Eq. (5.7) ndo pode ser resolvida em paralelo no tempo, além disso a divisdo red-black
discutida na sec¢do 5.3 ndo pode ser empregada. No entanto pode-se observar que cada volume da
Eq. (5.7) depende apenas do volume no passo de tempo anterior, desta forma pode-se particionar
o dominio em subdominios que serdo processados em paralelo.

Neste trabalho o dominio € particionado de acordo com os conceitos discutidos na se¢ao
2.2.1, isto é, o dominio € particionado com
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Algoritmo 6 Método multigrid paralelizado no tempo

1: Inicio do paralelismo: Todos os passos do algoritmo sdo realizados simultaneamente por cada thread.

2

3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44.
45:
46:
47:
48:
49:
50:

51

: paran=1,2,3,---,N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca

Atualizar o valor inicial de .
: fim para
: Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
: paraciclo = 1,2,3,--- ,NcV (NcV = Niumero mdximo de ciclos V permitidos) faca
paralevel = 1,2,3,--- ,L — 1 (L = Nimero maximo de niveis de malha) faca
paran = 1,2,3,--- N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Atualizar o termo fonte de @
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
parav; = 1,2,3,---,6 (iteragSes do solver) faca

paran =1,2,3,--- ,N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Aplicar Gauss-Seidel apenas nos volumes Red
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
paran =1,2,3,--- ,N; — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Aplicar Gauss-Seidel apenas nos volumes Black
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
fim para
paran =1,2,3,--- ,N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Calcular o residuo
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.

paran =1,2,3,--- N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Restringir o residuo
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
fim para

paran = 1,2,3,--- , N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Resolver na malha mais grossa
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
paralevel = L,---,2 faca
paran = 1,2,3,--- N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Prolongar a solug¢do
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
parav, = 1,2,3,--- ,6 (iteragdes do solver) faca
paran =1,2,3,--- N, — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Aplicar Gauss-Seidel apenas nos volumes Red
fim para

Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
paran =1,2,3,--- ,N; — 1 (Realizado em paralelo por cada thread) faca
Aplicar Gauss-Seidel apenas nos volumes Black
fim para
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
fim para
fim para

: fim para
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ii=(0—-1)Ngp+1+C(t—t.)
fi =tNgp +C(t —1t.+ 1)

2

em que i; representa o inicio e f; representa o fim de cada subdominio. O termo C € calculado
com

b

| Iset>t.
| Oset <t

e t. € dado por
=T +1- [NxNy - TNM,] .

Nsup pode ser entendido como o nimero de volumes por thread (T), ou

NN
NsubZ{ x_y|
T

Considerando que cada subdominio ilustrado na Fig. 2.14 pertence a uma thread, a
paralelizacdo da atualizacdo da pressdo pode ser realizada de forma com que cada thread calcule
a Eq. (5.7) apenas para os volumes que pertencem ao seu subdominio do segundo passo de tempo
até N,. Apesar do processo ser serial no tempo, o processamento serd realizado em paralelo no
espaco devido a divisdo em subdominios.

O Algoritmo 7 ilustra como este processo € realizado em paralelo.

Algoritmo 7 Atualizacio da pressdo em paralelo via particionamento do dominio em subdominios

1: Inicio do paralelismo

2: paran=1,23,.--- ,N; — 1 faca

3:  paravolume =i, - -, f; (Realizado em paralelo por cada thread) faca
4 Pn+1 - P4 ¢n+1 _ ﬁv . ﬁ”+1

5. fim para

6: fim para

7: Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.

5.5 Métodos de projecao paralelizados no tempo e no espago

Na secdo 5.2 foi discutido como os métodos de projecao podem ser modificados para
que a Eq. (5.2) possa ser calculada em paralelo no tempo. Na secao 5.3 foi apresentado como
o método multigrid pode ser utilizado para resolver em paralelo no tempo o sitema da Eq.
(5.8). Apesar da Eq. (5.7) ndo permitir paralelizacao temporal foi exposto na se¢do 5.4 como a
paralelizacdo pode ser realizada em relagcdo ao espaco utilizando o particionamento do dominio
em subdominios.

Combinando os Algoritmos 5, 6 € 7, apresentados nas secoes anteriores, obtém-se o
Algoritmo 8, isto €, a versao paralelizada no tempo e no espago do Algoritmo 4.
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Algoritmo 8 Método de projecao paralelizado no tempo e no espago

u’ = Condicdes iniciais de u e v
PY = Condicdes iniciais de P
Inicio do paralelismo: Todos os passos do algoritmo sdo realizados simultaneamente por cada thread.
parak =0,1,2,3..- faca
Passo 1: Suavizar a Eq. (5.8) utilizando o método multigrid paralelizado no tempo apresentado
no Algoritmo 6.
Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
7 Passo 2: Em paralelo, suavizar a Eq. (5.6) para cada passo de tempo n = 1,2,3,--- ,N; — 1,
utilizando o método multigrid apresentado no Algoritmo 2.
8:  Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
Atualizar a Eq. (5.7) utilizando o Algoritmo 7 (paralelizacdo espacial).
10:  Barreira: Esperar que todas as threads atinjam este ponto.
11:  Verifica algum critério de parada
12: fim para

AN ey

<
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6 Resultados

Neste capitulo serdo discutidos os resultados obtidos no presente trabalho. Serdo
apresentados testes para validar a implementacao do c6digo, bem como a acurécia das solucdes
numéricas. Serdo apresentados resultados para cinco algoritmos implementados: Método 1 (dado
na secao 4.3.1), resultado da combinacdo g = 2, r = 1 e y = 0, conhecido como método de
corre¢do incremental na pressdo na forma padrao. O Método 2 (dado na se¢do 4.3.2), resultado
da combinacdo g = 2, r = 1 e y = 1, € conhecido como método de corre¢do incremental na
pressdo na forma rotacional. O Método 3 (dado na secdo 4.3.3), resultado da combinag¢do
q =2,r=2ey = 1também conhecido como corre¢dao incremental na pressdo na forma
rotacional. O método de projecdo de referéncia, Algoritmo 4, € resultado da combinacgao
qg=1,r=1e y = 1. E finalmente, o método de projecdo paralelizado no tempo, dado pelo
Algoritmo 5. Todas as solu¢des numéricas aqui apresentadas foram obtidas com o método
multigrid, descrito no capitulo 2 e seu formato em paralelo detalhado no capitulo 5, aplicado
tanto nas velocidades como na resolucdo da pressao.

6.1 Dados de implementagdo

Nesta secao sao apresentados os parametros empregados no método multigrid padrao
utilizado neste trabalho.

O tipo de ciclo utilizado € o ciclo V.

O processo de restrigdo € feito empregando-se as Eqgs. (2.2) e (2.3). O processo de
prolongacdo € realizado empregando-se as Eqs. (2.4), (2.5) e (2.6).

A razdo de engrossamento das malhas (r) € a razdo de engrossamento padrdo, ou seja,
r =2 (Briggs et al., 2000).

Tanto no método singlegrid (solucao obtida pelo solver utilizando-se apenas uma malha)
quanto no método multigrid, o solver utilizado foi o0 método de Gauss-Seidel red-black.

Neste trabalho, o nimero de iteracdes internas empregadas na pré-suavizagao, v, €
igual ao ndmero de iteracdes internas utilizadas na pds-suavizacao, v».

Com o Algoritmo 3 sao resolvidos os Métodos 1, 2, 3 e com o Algoritmo 4 € resolvido
o método de projecio de referéncia. Para estes algoritmos foi utilizado v; = v, = 3 no método
multigrid aplicado nas velocidades e pressdo. Estes pardmetros foram obtidos através de um
estudo de otimizagdo de parametros.

No caso do Algoritmo 5, o método multigrid que resolve as velocidades € aplicado ao
longo de todos os passos de tempo considerados, ver Eq. (5.8). Para esta aplicagao do multigrid
utilizou-se v; = v, = 6. Para o multigrid aplicado na pressao utilizou-se vi = v, = 3. Estes
parametros foram obtidos através de um estudo de otimizacdo de parametros.

Os critérios de parada para os Algoritmos 3 e 4 sdo diferentes dos critérios para o
Algoritmo 5.
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No caso dos Algoritmos 3 e 4 a cada passo de tempo sao resolvidas numericamente, com
multigrid ou singlegrid, as velocidades e a pressdo. O critério de parada usado para interromper
0 processo iterativo de cada uma das varidveis (velocidades e pressdo) € a norma euclidiana do
residuo adimensionalizada pela norma euclidiana do residuo na estimativa inicial (Briggs et al.,
2000; Trottenberg et al., 2001), ou seja, ||r®||,/[Ir?||,, onde o termo r") & o residuo na iteracio
i e 19, o residuo na estimativa inicial. Entre os trabalhos que usam essa norma pode-se citar:
Briggs et al. (2000); Oliveira et al. (2012); Trottenberg et al. (2001). O processo iterativo €
interrompido quando a norma é menor ou igual a tolerincia & > 0, isto & |[r||,/|r V||, < &;.
Neste trabalho foi utilizado &, = 107°.

Como existe um ciclo externo no Algoritmo 5 (representado pela varidvel k) o critério
de parada usado para interromper o processo iterativo deve ser realizado em relacdo a este ciclo.
Neste trabalho o critério utilizado foi max|u (N,)* = u (N,)¥ | < &, isto &, para alguma iteragdo
externa o valor maximo da diferenca em mddulo das velocidades u e v na iteragdo k e k — 1
(iteragdo externa anterior) no ultimo passo de tempo considerado, N;, deve ser menor que alguma
tolerancia (&,). Neste trabalho utilizou-se £, = 107!, Para todos os experimentos realizados
com o Algoritmo 5 o critério max|u (N)* —u(N)*'| < & = 107! mostrou-se suficiente para
obter resultados similares aos do Algoritmo 4. Outros critérios de parada para o Algoritmo 5
serdo investigados em trabalhos futuros.

Em todas as simulacdes, o0 método multigrid partiu da malha mais fina, nivel 1, e foi até
a malha mais grossa possivel, ou seja, utilizou-se L.

Para avaliar o fator speedup (aceleracao em relacdo ao processamento serial do algoritmo)
devido a paralelizacdo € necesséario medir o tempo de CPU (TCPU). Este tempo foi medido em
segundos (s) com o uso da fungdo OMP GET WTIME(). Entende-se por TCPU o tempo gasto
para realizar a geracdo de malhas, atribuir a estimativa inicial, calcular os coeficientes e resolver
os sistemas lineares até que atinjam a tolerancia estabelecida. Na avaliacdo do paralelismo foram
utilizados de 1 a 16 threads até atingir a tolerancia estabelecida. Em todos os experimentos foi
considerado um passo de tempo por thread, ou seja, foram resolvidos 16 passos de tempo.

Os algoritmos foram implementados na linguagem Fortran 2003 utilizando o compilador
GNU Fortran (GFortran), versao 4.6.3, com a op¢cdo OpenMP e precisdo dupla.

Os testes com 16 passos de tempo foram realizados em um servidor disponibilizado
pelo Sistema Meteorolégico do Parand-SIMEPAR. O servidor utilizado estd equipado com
processadores Intel (R) Xeon (R) CPU E5-2660 v3 de 2.60GHz e totalizando 40 threads, das
quais 16 foram utilizadas para testes; 32 GB de memodria RAM e sistema operacional Linux 64
bits.

6.2 Avaliacao dos métodos de proje¢ao sequenciais

Para avaliacdo do erro numérico foi utilizado o Problema 1 (Vortices de Taylor-Green)
que possui solugdo analitica conhecida.

E importante observar que neste capitulo serd utilizado o termo “ordem efetiva do erro”
para referir-se a ordem do erro associada a discretizagcao espacial e “taxa de convergéncia” para
referir-se a ordem do erro associada a discretizacao temporal dos métodos testados.

Para a discretizagdo espacial dos métodos serd avaliada se a ordem efetiva do erro (Pg)
tende para a ordem assintética (P ). No caso da discretiza¢do temporal serd verificado se as taxas
de convergéncia, calculadas a partir do melhor ajuste linear dos valores das normas calculados
com o método dos minimos quadrados, estao de acordo com as ordens tedricas apresentadas em
Guermond et al. (2006).
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A quantidade Ej;, = ® — ¢, onde ® representa a solucdo analitica de uma varidvel e ¢ a
solucdo numérica, € conhecida como erro de discretizacdo (Ej) ou erro numérico (Ferziger e
Peric, 2001).

Nas secdes seguintes serd verificado se a ordem efetiva do erro (Pr) tende para a ordem
assintdtica (Py) a medida que a malha é refinada. As discretizagdes utilizadas em todos os
algoritmos e em todas as varidveis, sdo de segunda ordem, portanto, espera-se que P — Pp = 2.
A ordem efetiva é calculada com (Marchi, 2001)

oz (%)

" el e
onde ¢; e ¢, sdo solugdes numéricas de duas malhas e g = hy/h;, onde hy e hy representam os
tamanhos dos volumes de controle das malhas grossa e fina, respectivamente. Neste trabalho foi
adotado ¢ = 2. Como varidvel de interesse, para ¢, e ¢ foi utilizado a solu¢ao numérica no
ponto central do dominio para o tempo final da simulagdo (dltimo passo de tempo) 1s (segundo).

No caso das taxas de convergéncia, as ordens dependem do método de projecdo e da
norma considerada. Os resultados obtidos neste trabalho sdo comparados com as estimativas
tedricas apresentadas em Guermond et al. (2006). E importante observar que o método de
projecao paralelizado no tempo e espaco proposto neste trabalho deve apresentar as mesmas
ordens do método de projecdo de referéncia, visto que € uma adaptagdo deste.

6.2.1 Ordem efetiva

Nesta secdo serd verificado se a ordem efetiva do erro (Pg) tende para a ordem assintdtica
para o caso dos Métodos 1, 2, 3 e de referéncia. Para tal deve-se observar que a solu¢do numérica
foi considerada no dltimo passo de tempo, visto que o Problema 1 depende do tempo. Portanto,
para atingir o tempo em que se deseja a solucdo numérica foram necessarios centenas de passos
de tempo: em todos os testes o tempo final (no ultimo passo de tempo) € 1 segundo e a simulagdo
parte de O segundos (t inicial).

A Fig. 6.1 apresenta a ordem efetiva do (Pg) do erro para as velocidades e pressao.
Nela pode-se observar que a ordem (Pg) do erro, calculado com a Eq. (6.1), para o ponto central
do dominio no dltimo passo de tempo, de todas as varidveis primitivas tende para a ordem
assintotica esperada (P = 2) para todos os métodos sequenciais testados. Isto significa que para
todos os métodos, o erro de discretizacdo espacial a posteriori esta de acordo com o previsto a
priori, ja que todas as discretizagdes espaciais utilizadas sdo segunda ordem.

6.2.2 Taxa de convergéncia

Nesta secdo serdo verificadas se as taxas de convergéncia (discretizacao temporal) estdo
de acordo com as estimativas tedricas apresentadas em Guermond et al. (2006).

A Fig. 6.2 apresenta as taxas de convergéncia paras as normas [, [, e [, dos métodos 1,
2, 3 e de referéncia. Taxas de convergéncia referem-se a inclinacdo das curvas apresentadas na
Fig. 6.2. Pode-se observar que para todos os métodos testados as velocidades possuem taxas de
convergéncia muito préximas e que apenas os Métodos 3 e de referéncia possuem a mesma taxa
de convergéncia para a pressdo para as normas avaliadas.

Os resultados apresentados na Fig. 6.2 s@o confirmados pela Tab. 6.1. Pode-se concluir
desta tabela que as velocidades sdo de segunda ordem para todas as normas e métodos estudados.
No entanto as taxas de convergéncia da pressdo variam de acordo com método e com a norma
considerada: observa-se que o Método 1 é de primeira ordem na norma /., 0 Método 2 € de
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Figura 6.1: Ordem efetiva do erro (Pg) para as varidveis u, v e P

ordem 1,6 na norma /., 0 Método 3 € de segunda ordem em todas as normas e o método de
referéncia € de primeira ordem para todas as normas testadas.

Todos os resultados obtidos para os métodos de projecdo sequenciais no tempo estao
de acordo com as estimativas tedricas apresentadas em Guermond et al. (2006). Segundo estes
autores, por exemplo, a taxa de convergéncia da pressao para o Método 2 na norma [/, é de 1,5,
consideravelmente proxima do valor 1,6 obtido neste trabalho.

Tabela 6.1: Taxas de convergéncia para os métodos sequenciais

Método 1 Método 2 Meétodo 3 Método referéncia
I b oo I b lo A b oo I b oo
P | 1,963 1,797 0,963 | 1,994 1,991 1,644 | 1,995 1,993 1,944 | 1,041 1,048 1,063
u | 1,995 1,989 1,906 | 1,975 1,978 1,979 | 1,978 1,98 1,977 | 1,962 1,963 1,947
v | 1,995 1,989 1,907 | 1,98 1,983 1,984 | 1,979 1,983 1,984 | 1,962 1,962 1,946
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6.2.3 Multigrid versus singlegrid

Nesta secao serdo apresentados os resultados do multigrid e do singlegrid. Basicamente
foi utilizado o método iterativo Gauss-Seidel red-black para o singlegrid e como suavizador para
o método multigrid (veja capitulo 2).

Para gerar o tempo de CPU foi resolvido o Problema 1 usando-se o Algortimo 3 (Método
de projecao sequencial) considerando apenas o primeiro passo de tempo (lembrando que A,
depende do refinamento espacial utilizado de acordo com as restricdes ao passo de tempo). A
solucao numérica depende do tempo e diferentes refinamentos de tempo podem gerar diferentes
numeros de passos de tempo, logo, para que a comparacao tenha sentido foi realizado apenas
um passo de tempo para varios tamanhos de malha. Foram realizadas pelo menos 5 simulacdes
(repeticoes) de cada experimento numérico com as respectivas coletas de tempo de CPU para
cada tamanho de malha. O tempo apresentado na Fig. 6.3 é uma média destes tempos (esta
figura estd na escala bi-logaritmica). Além disso, foi utilizado o mesmo critério de parada para
ambos os métodos: norma /, do residuo da iteragdo atual dividida pela norma /; do residuo na
estimativa inicial. Esta razdo deve ser menor ou igual 4 uma tolerancia, isto ¢ ||r®||,/[lr||, < e.
Neste trabalho foi utilizado & = 107°.

10° T

10%}

101}

10%}

Tempo de CPU (s)

10t}

1072}

=—a GS Red-black
»=—e Multigrid com GS Red-Black

1073 i 1 1
102 103 104 10° 10°

Tamanho do problema ()

Figura 6.3: Tempo de CPU para multigrid versus singlegrid.

Na Tab. 6.2 sdo apresentados os tempos de CPU do multigrid (serial), do singlegrid e o
fator speedup (aceleracdo do multigrid em relacdo ao singlegrid). Pode-se observar um fator
speedup significativo do multigrid em relacdo ao singlegrid. Pode-se observar ainda que o fator
speedup aumenta com o refinamento da malha, uma propriedade desejavel.

Tabela 6.2: Tempo de CPU multigrid (MG) versus singlegrid (SG)

Malha  Multigrid Singlegrid speedup

32x32 0,01 0,16 16
64 x 64 0,08 2,58 32
128 x 128 0,23 38,8 169
256 x 256 1,22 572,94 470

512 x 512 9,91 — —
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A partir de malhas com 512 X 512 volumes torna-se invidvel a coleta dos tempos de
processamento do singlegrid. Para a malha com 512 X 512 volumes, por exemplo, o tempo de
processamento de apenas uma simulagdo seria de aproximadamente 3,6 horas. Desta forma
optou-se por nao realizar simulacdes com singlegrid a partir de malhas com 256 X 256 volumes.

Para calcular o esforco computacional (ordem de complexidade) foi realizado o ajuste
geométrico dos dados da Tab. 6.2 considerando a fungao

TCPU(N) = cN?, (6.2)

onde p representa a ordem do solver utilizado (multigrid ou singlegrid) ou a inclinacao das curvas
apresentadas na Fig. 6.3. No caso do multigrid, quanto mais proximo p estiver de 1 melhor o
desempenho do algoritmo testado (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001). A Tab. 6.3
apresenta o valor de p calculado utilizando a Eq. (6.2) e os dados da Tab. 6.2.

Tabela 6.3: Esforco computacional dos algoritmos multigrid e singlegrid

Multigrid  Singlegrid
)4 1,196 1,978

6.2.4 Resultados para o Problema 2

Nesta secao serdao apresentados resultados para as simulacdes do Problema 2.

Apesar do Problema 2 (cavidade com tampa deslizante) ndo ter solu¢ao analitica para
comparagOes diretas, em Ghia et al. (1982) podem ser encontrados resultados numéricos para
comparacao, resultados estes amplamente utilizados na literatura. Como nao € conhecido o
momento a partir do qual o Problema 2 atinge o regime permanente, nao € possivel definir um
tempo final (T) para este problema. Logo, para interromper o processo iterativo foi considerado
max|¢" — ¢"~!| < 1075, onde ¢ representa a varidvel de interesse (pressio ou velocidades) e n é
o passo de tempo atual. O processo so6 foi interrompido quando todas as varidveis atingiram a
tolerancia estabelecida.

Na Fig. 6.4 sdo apresentadas as simulacdes para o Problema 2. Nela sdo mostrados os
resultados de Ghia et al. (1982) para malhas com 128 x 128 volumes e resultados deste trabalho
utilizando malha de 1024 x 1024 volumes e Reynolds variando de 100 até 5000. Pode-se observar
boa concordancia entre os resultados até Reynolds igual a 1000 e pequenas discrepancias para
Reynolds igual 5000. Pode-se observar também que hd uma forte dependéncia dos perfis das
velocidades em relagdo ao nimero de Reynolds.

Na Fig. 6.5 sdo apresentadas as simulacdes para o Problema 2 utilizando Reynolds
igual a 5000. Nela sao mostrados os resultados dos trabalhos de Ghia et al. (1982) para malhas
com 128 x 128 volumes, Kumar et al. (2009) utilizando malhas com 513 X 513 volumes e os
resultados obtidos neste trabalho empregando malhas com 1024 x 1024 volumes.

Da Fig. 6.5 pode-se observar que os resultados obtidos neste trabalho, em geral,
apresentam melhor concordancia com Kumar et al. (2009) do que com os resultados obtidos por
Ghia et al. (1982).

Nas Tabs. 6.5 e 6.4 sdo apresentadas as diferencas percentuais de u em x = 0,5 e v em
y = 0,5 para Re = 5000. As diferencas percentuais sao calculadas de acordo com

Presente — Referéncia
DP =

6.3
Referéncia 6.3
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Figura 6.5: Perfis das velocidades u e v em x = 0,5 e y = 0,5 para Re = 5000.

onde DP ¢é o valor da diferenca percentual, Presente os resultados obtidos neste trabalho e
Referéncia os valores apresentados nos trabalhos de Ghia et al. (1982) e Kumar et al. (2009).

Da Tab. 6.4 pode-se observar que os resultados obtidos apresentam melhor concordancia
com Kumar et al. (2009), calculando-se a média do valor absoluto das diferecas percentuais de v
obtém-se para Ghia et al. (1982) média de 4,89% e para Kumar et al. (2009) 2,75%.

De forma similar, da Tab. 6.5 para Ghia et al. (1982) a diferenca percentual média de u
obtida foi de 3.41% enquanto que para Kumar et al. (2009) este valor foi 2,46%.

Das Tabs. 6.4 e 6.5 nota-se que, exceto para v em x = 0,5, as diferencas percentuais
nao superam 9 Y%.



Tabela 6.4: Diferencas percentuais de v em y = 0,5 para Re = 5000.

Presente Ghia et al. (1982) Kumar et al. (2009)
X % \% DP % DP

0,00000 | 0,03302 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
0,96880 | -0,50665 | -0,49774 | 1,79090 | -0,51740 | -2,07692
0,96090 | -0,58166 | -0,55069 | 5,62300 | -0,56888 | 2,24569
0,95310 | -0,57063 | -0,55408 | 2,98666 | -0,56835 | 0,40090
0,90630 | -0,43049 | -0,41442 | 3,87776 | -0,42919 | 0,30295
0,80470 | -0,30028 | -0,30018 | 0,03470 | -0,30968 | -3,03405
0,50000 | 0,01360 | 0,00945 | 43,93710 | 0,01163 | 16,95663
0,23440 | 0,26617 | 0,27280 | -2,42948 | 0,28036 | -5,06050
0,22660 | 0,27478 | 0,28066 | -2,09509 | 0,28859 | -4,78537
0,15630 | 0,35605 | 0,35368 | 0,66980 | 0,36438 | -2,28636
0,07810 | 0,44585 | 0,43648 | 2,14778 | 0,44599 | -0,03035
0,07030 | 0,44032 | 0,43329 | 1,62231 | 0,44231 | -0,45007
0,06250 | 0,42882 | 0,42447 | 1,02473 | 0,43287 | -0,93569
1,00000 | -0,02294 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000

Tabela 6.5: Diferengas percentuais de u em x = 0,5 para Re = 5000.

Presente Ghia et al. (1982) Kumar et al. (2009)
y u u DP u DP

1,00000 | 1,00000 | 1,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 0,00000
0,97660 | 0,51557 | 0,48223 | 6,91467 | 0,49601 | 3,94439
0,96880 | 0,48378 | 0,46120 | 4,89599 | 0,47696 | 1,42995
0,96090 | 0,48049 | 0,45992 | 4,47149 | 0,47649 | 0,83849
0,95310 | 0,48001 | 0,46036 | 4,26786 | 0,47699 | 0,63262
0,85160 | 0,34345 | 0,33556 | 2,35110 | 0,34748 | -1,15997
0,61720 | 0,07469 | 0,08183 | -8,72162 | 0,08098 | -7,76352
0,50000 | -0,03117 | -0,03039 | 2,55171 | -0,03208 | -2,85079
0,45310 | -0,07096 | -0,07404 | -4,15633 | -0,07604 | -6,67720
0,28130 | -0,22131 | -0,22855 | -3,16837 | -0,23558 | -6,05795
0,17190 | -0,33060 | -0,33050 | 0,02912 | -0,33743 | -2,02524
0,10160 | -0,41781 | -0,40435 | 3,32861 | -0,41598 | 0,43974
0,07030 | -0,45062 | -0,43643 | 3,25176 | -0,44444 | 1,39089
0,06250 | -0,43864 | -0,42901 | 2,24528 | -0,43485 | 0,87214
0,05470 | -0,42869 | -0,41165 | 4,13968 | -0,41478 | 3,35382
0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
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6.3 Avaliacdo do método de projecao paralelizado

Nesta secdo serdo avaliados a convergéncia, relacdo entre iteracdes externas e internas e
desempenho paralelo do método de projecao paralelizado proposto, Algoritmo 5, para o Problema
1 (Vortices de Taylor-Green).

6.3.1 Numero de iteracdes externas versus o nimero de iteracoes do solver

Considerando-se que no Algoritmo 5 foi introduzido um ciclo externo, nesta secao serd
discutida a relagao destas iteracdes com as iteragdes do solver.

A Fig. 6.6(a) mostra o numero de iteragdes externas versus o nimero de iteracoes do
solver para o caso do singlegrid. Em 6.6(b) € mostrado o tempo de processamento (TCPU
para apenas uma thread) para o ndmero de iteracdes externas apresentadas em 6.6(a). O
tempo de processamento mostrado em 6.6(b) foi normalizado dividindo-se pelo tempo de
processamento utilizando apenas uma iteragao do solver para que os resultados das malhas
possam ser apresentados no mesmo grafico.
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Figura 6.6: Comparativo entre iteracdes externas contra iteracdes do solver.

Da Fig. 6.6(a) pode-se concluir que o aumento de iteracdes do solver reduz o nimero
de iteracOes externas. Naturalmente este resultado é esperado considerando-se que a filosofia do
Algoritmo 5 € a cada iteracdo externa obter uma aproximacao para as varidveis de interesse, logo,
mais iteracoes do solver resulta em melhores aproximacdes e portanto menos iteracdes externas.
O conhecimento da relagc@o entre iteragdes externas e do solver é importante no contexto de
otimizacdes. Por exemplo: no caso da malha com 64 x 64 volumes € vantajoso realizar até 25
iteragcoes do solver (40% de redugdo no tempo de processamento) e entdo focar na otimizagao
das iteracOes externas, principalmente pelo fato de que € em relacdo aos passos de tempo que o
Algoritmo 5 estd paralelizado.

A Fig. 6.6(b) apresenta um resultado muito mais interessante: com o refinamento
das malhas o tempo de processamento empregado no solver torna-se mais custoso. Apesar de
ndo ter sido mostrado neste trabalho, pode-se esperar que para malhas mais refinadas, o custo
computacional de uma iteracdo do solver seja equivalente ao custo de uma iteracdo externa. Neste
caso duas possibilidades: 1) substituir o solver por uma alternativa menos custosa ou, 2) manter
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o solver e focar na otimizagao do ciclo externo. No contexto do Algoritmo 5 recomenda-se a
otimizacao do ciclo externo, pois este pode ser realizado em paralelo.

6.3.2 Ordem efetiva e taxa de convergéncia

Nesta secdo serd verificado se a ordem efetiva do erro (Pg) tende para a ordem assintética
para o caso do método de projecao paralelizado. Para tal deve-se observar que a solu¢do numérica
foi considerada no ultimo passo de tempo e para o ponto central do dominio.

Na Fig. 6.7 pode-se observar que a ordem efetiva (Pr) do erro das varidveis tende para
a ordem assintética esperada (Py = 2). Além disso, € interessante notar que a Fig. 6.7 € idéntica
a Fig. 6.1(d).

Ordem Efetiva Pg

DR

D]

1,9 1

<]

6 x 10~* 10-3 2x 1073 3x1073 4x1073
h

Figura 6.7: Ordem efetiva do erro (Pg) para todas as varidveis primitivas

Na Fig. 6.8(a) sdo apresentadas as normas /., paras as velocidades e pressao. Pode-se
observar que as velocidades sdo de segunda ordem e a pressao €, como ja esperado (Guermond
et al., 2006), de primeira ordem.

Na Fig. 6.8(b) sdo apresentadas as taxas de convergéncia em relacio as normas [y, l, e
I« para a velocidade u. Para este caso em particular os resultados para v ficaram idénticos aos
resultados de u, por isso foi utilizada a mesma figura. Dela pode-se observar que as velocidades
sdo de segunda ordem para todas as normas testadas.

Com base nos resultados obtidos pode-se constatar que as ordens efetivas e as taxas
de convergéncia do algoritmo proposto (método de projecdo em paralelo) nao foram alteradas,
isto €, do ponto de vista dos erros de discretizacdo espacial e temporal, o algoritmo proposto
¢ idéntico ao sequencial. Este é um resultado importante porque demonstra que as melhorias
de desempenho do novo algoritmo, que iremos mostrar na proxima se¢ao, estdo associadas
exclusivamente ao seu paralelismo, que € a proposta deste trabalho.

6.3.3 Desempenho paralelo

Nesta secao sdo apresentados os resultados da paralelizacdo do método de projecao
utilizando o método multigrid. Vale lembrar que a proposta deste trabalho foi a de modificar os
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Figura 6.8: Taxas de convergéncia das varidveis primitivas u, v e P.

métodos de projecdo sequenciais para que estes permitam processamento paralelo no tempo e no
espaco, logo, nesta secdo sdo apresentados os resultados mais importantes deste trabalho. Dos
resultados apresentados aqui espera-se principalmente:

1. O tempo de CPU do método proposto, ou seja, do método de projecdo paralelizado
no tempo e no espaco, seja menor em relacdo ao método de projecdo de referéncia
sequencial no tempo.

2. O método proposto apresente escalabilidade, isto é, que o tempo de CPU diminua
em relacdo a versdo serial a medida que novos processadores sejam acrescentados no
sistema.

Para a geracdo dos tempos computacionais foram simulados 16 passos de tempo de
forma que os tempos totais de CPU medidos ficassem acima de 1s e, portanto, acima da precisao
da fungdo OMP GET WTIME() do médulo OMP da linguagem FORTRAN. Além disso, foram
feitas pelo menos 5 simulagdes de cada experimento numérico com as respectivas coletas de
tempo de CPU para cada tamanho de problema e thread utilizada. O tempo de CPU considerado
foi a média destes tempos.

A Fig. 6.9(a) mostra o fator speedup (aceleracdo da versdo paralela em relagdo a versao
paralela utilizando apenas 1 thread) versus o nimero de threads, com 16 passos de tempo
utilizando-se varias malhas e o método Gauss-Seidel red-black (singlegrid). Desta figura pode-se
observar reducdo significativa no tempo de CPU (14 vezes utilizando 16 threads). Além disso
pode-se observar que a medida que threads sdo adicionadas no sistema, o tempo de CPU diminui,
portanto o Algoritmo 5 apresenta escalabilidade. Pode-se notar que a aceleracdo da versao
paralela do algoritmo de projecdo aumenta com o refinamento da malha, portanto conclui-se que
0 maior speedup acontecerd na malha mais refinada possivel o que é uma propriedade desejavel.

A Fig. 6.9(b) mostra o fator speedup versus o nimero de threads, com 16 passos de
tempo utilizando-se varias malhas e o método multigrid.

Uma anélise da Fig. 6.9(b) mostra que o algoritmo 5 utilizando o método multigrid
apresentou caracteristicas vantajosas em relacao ao paralelismo como a escalabilidade em relagdo
ao refinamento das malhas. Desta forma pode-se concluir que o maior speedup sera obtido
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Figura 6.9: Speedups para os métodos singlegrid e multigrid para varias malhas e 16 threads

utilizando o nimero maximo de threads disponiveis na malha mais refinada possivel, o que é um
resultado desejdvel.

Apesar do método singlegrid apresentar escalabilidade superior ao método multigrid, e
portanto se beneficiar mais do paralelismo, este método € invidvel para malhas muito refinadas.
Neste trabalho a malha mais refinada vidvel (tempo de processamento aceitdvel) para a utilizacao
do método singlegrid foi uma malha de 128 X 128 volumes. Com o método multigrid foi possivel
testar malhas mais refinadas.

A Fig. 6.10 apresenta o fator speedup para as malhas mais refinadas testadas para os
métodos singlegrid (128 X 128) e multigrid (2048 X 2048). Além disso, sdo apresentados as curvas
de speedup tedrico maximo previsto, pela Eq. (2.17), para programas que t€m, hipoteticamente,
fracOes paralelas de 95%, 97% e 99%. Como pode-se observar para ambos os métodos o
Algoritmo 5 apresentou boa escalabilidade, realizando, pelo menos, 97% do seu processamento
em paralelo.
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Figura 6.10: Escalabilidade para os métodos singlegrid e multigrid
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Considerando que, tanto para o método singlegrid quanto para o método multigrid, o
tempo de CPU foi consideravelmente reduzido e estes métodos apresentaram escalabilidade
pode-se considerar que o Algoritmo 5 representa um avango sobre o método de referéncia
sequencial no tempo.

Na Fig. (6.11) pode-se observar o fator speedup obtido utilizando paralelizacdo espacial,
via decomposi¢ao de dominios, apresentado em Neundorf et al. (2016) empregando uma malha
com 1024 x 1024 volumes e os resultados da paralelizagdo temporal proposta neste trabalho
utilizando uma malha similar. E possivel notar que as abordagens (espacial e temporal) apresentam
escalabilidades equivalentes até 8 threads, a partir deste valor a paralelizacio temporal proposta
apresenta melhor desempenho em termos de uso de CPUs e portanto torna-se preferivel em
relacdo a paralelizacdo espacial.
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_____ — o P
12 4 f=95 -
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-
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10 A :

Speedup

T T T T T T T T
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Figura 6.11: Paralelizacdo espacial apresentada em Neundorf et al. (2016) versus paralelizagdo temporal

6.3.4 Consolidacao dos resultados

Nesta secao € apresentado um resumo dos resultados obtidos neste trabalho.

Na secdo 6.1 sdo discutidos os detalhes de implementagdo e os critérios de parada
utilizados para encerrar os processos iterativos. Além disso sdo expostos os parametros dos
algoritmos, o software € o hardware empregados.

Nas secOes 6.2.1 e 6.2.2 a ordem efetiva e taxas de convergéncia foram avaliadas e seus
resultados comparados com previsdes tedricas disponiveis na literatura (Guermond et al., 2006).

Na secdo 6.2.3 foi demonstrado como os métodos de projecao beneficiam-se signi-
ficativamente com emprego do método multigrid. Nesta secdo sdo apresentados speedups
considerdveis do método multigrid em relacao ao uso de uma tUnica malha (singlegrid).

Na secdo 6.2.4 € discutido o problema da cavidade com tampa deslizante amplamente
utilizado na literatura. E debatido o critério de parada e sdo apresentados resultados para fluidos
com Reynolds variando de 100 até 5000, préximo do limite para o qual o escoamento pode ser
considerado laminar (Erturk, 2009). Os resultados sao comparados com os trabalhos de Ghia
et al. (1982) e Kumar et al. (2009).

Na secdo 6.3.1 sdo discutidas caracteristicas do método de projecao proposto com foco
na relagdo entre as iteragdes externas (ciclo introduzido no novo método) e as iteracdes do solver.
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Nesta secdo recomenda-se a otimizacao das iteragdes externas para o cendrio em que iteracoes
do solver apresentem custo comparavel as iteragoes externas do método paralelizado.

Na secdo 6.3.2 verifica-se que a ordem efetiva e a taxa de convergéncia do método
paralelizado proposto sdo muito préximas da sua versdo de referéncia.

Na secdo 6.3.3 sdo apresentados o produto do estudo, isto €, o desempenho do algoritmo
paralelizado no tempo e no espago. Sao apresentados resultados que mostram escalabilidade
satisfatdria utilizando o método multigrid e singlegrid. Além disso € realizado um comparativo
entre as escalabilidades espacial, obtida via decomposicao de dominios, apresentada em Neundorf
et al. (2016) e temporal obtidas neste trabalho.
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7 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um método de projecdo com correcdo incremental na

pressdo paralelizado no tempo e no espago para a resolugdo de problema de escoamento laminar
bidimensional em regime transiente de um fluido incompressivel modelado pelas equagdes de
Navier-Stokes nas varidveis primdrias. Foi utilizado o método dos volumes finitos em malhas
desencontradas para a discretizag@o das varidveis. Os sistemas lineares gerados foram resolvidos
com o método multigrid geométrico com esquema CS e ciclo V. O método multigrid foi usado
em conjunto com técnicas de paralelizacdo no tempo e no espaco.

7.1 Constatagoes gerais

7.2

Com base nos resultados obtidos neste trabalho verificou-se que:

. Foi possivel modificar os métodos de projecao sequenciais para que permitam processa-

mento paralelo para cada passo de tempo.

. As ordens de discretizacdo espacial e temporal do algoritmo proposto sao similares as

do algoritmo sequencial.

. Foram realizados testes numéricos com resultados satisfatorios para um problema com

solucdo analitica conhecida (vortices de Taylor-Green) e solucdo analitica ndo conhecida
(problema da cavidade com tampa mével de Ghia et al. (1982)).

. Utilizando-se 16 threads foi possivel reduzir em até 12 vezes, de sua versao serial, o

tempo de CPU necessdrio para se obter as solu¢des das equagdes de Navier-Stokes.

. Verificou-se que, empregando o método de projegao paralelizado, o tempo de CPU

diminuiu a2 medida que aumentou-se o nimero processadores utilizados, ou seja, o
algoritmo proposto apresenta escalabilidade.

. O uso de memoria € a principal desvantagem do método proposto, pois € proporcional

ao numero de passos de tempo processados em paralelo.

Contribuigdes

Este trabalho contribui com a literatura no sentido que:

. Desenvolveu uma nova formulacdo dos métodos de projecao paralelizados no tempo e

no espaco.

. Apresenta a paralelizacdo do método multigrid em relagdo ao tempo no contexto do

novo método de projecao.
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3. Apresenta a paralelizacdo espacial da atualizacdo da pressao via decomposicdo de
dominios.

4. Demonstra que o novo algoritmo apresenta escalabilidade, isto €, o desempenho melhora
a medida que mais processadores sdo inseridos no sistema.

7.3 Trabalhos futuros

Apresentam-se a seguir algumas questdes que servem de sugestdes para novas pesquisas:

1. O método de projecao modificado € conhecido como corre¢do na pressao. Nestes
métodos sdo resolvidos dois sistemas lineares na primeira etapa € um na segunda. O
método de projecao proposto neste trabalho consiste justamente em permitir que a
segunda etapa seja processada em paralelo. Considerando que o custo computacional da
primeira etapa € maior, propde-se modificar os métodos de projecdo conhecidos como
corre¢do nas velocidades, pois estes possuem etapas invertidas em relacdo aos métodos
com corre¢ao na pressao.

2. Neste trabalho foi escolhido modificar um método de projecao mais simples e de acuracia
reduzida (segunda ordem nas velocidades e primeira na pressao). Propde-se modificar
métodos mais complexos e acurados.

3. Na resolucdo dos sistemas lineares foi empregado apenas o suavizador Gauss-Seidel
Red-Black. Propde-se utilizar outros suavizadores como ILU, Gradiente Conjugado, etc.
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