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Resumo

Nesta tese apresenta-se um estudo dos métodos usados para resolver equagoes diferenciais
parciais transientes com o uso do método multigrid. Os modelos mateméaticos usados sao
dados pela equacao do calor e as equagoes da poroelasticidade. O modelo numérico é obtido
através do emprego do Método das Diferencas Finitas, usando aproximacao central de
segunda ordem para a discretizagdo espacial e os métodos de Euler e Crank-Nicolson para
as discretizagoes no tempo. Na solugao do sistema de equagoes resultante da discretizacao,
utilizou-se o método multigrid geométrico com esquema CS, ciclos V', F' e W, operador
de restricao por ponderacao completa, prolongacao por interpolacao linear nos casos
unidimensionais e bilinear nos casos bidimensionais, e razao de engrossamento padrao nas
direc¢oes das coordenadas espaciais. Utilizou-se o suavizador Gauss-Seidel para a equacao
do calor e o suavizador Vanka de 3 e 5 pontos para as equacoes da poroelasticidade. Com o
objetivo de desenvolver algoritmos paralelizaveis, além da ordenacao lexicografica, usou-se
a ordenagao colorida para a suavizagao das incognitas. Para os primeiros estudos com a
equacao do calor utilizou-se os métodos Time-Stepping - multigrid, Waveform Relazation
- multigrid e Space-Time - multigrid. Visando algoritmos paralelizaveis, propos-se um
novo método, o Space-Time com engrossamento padrao. Esse método consiste em usar
engrossamento padrao em todos os niveis de malha, um apropriado operador de restricao
e prolongacao, e uma estratégia de suavizagao baseada em um processo que depende do
grau de anisotropia de cada malha; processo esse, que contou com a ajuda da anélise
de Fourier local (LFA). Propds-se o uso do método da dupla discretizagao associado
ao Space-Time com engrossamento padrao para garantir aproximagoes de 2% ordem de
acuracia. Essa técnica apresentou robustez, bons fatores de convergéncia e possibilitou o
uso de algoritmos altamente paralelizaveis no espaco e tempo, podendo ser considerado
como um excelente método para resolver esse tipo de problemas. Propos-se também o
método Waveform Relazation - multigrid para o sistema de equagoes da poroelasticidade.
Esse método permite o desenvolvimento de algoritmos que podem ter um maior grau de
paralelizacao que os algoritmos usuais descritos com o método Time-Stepping. O uso do
método Waveform Relazation - multigrid associado ao suavizador Vanka com ordenacao
colorida, além de possibilitar o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis no espaco e
tempo, apresenta robustez e bons fatores de convergéncia. Com isso, pode ser considerado

como um excelente método para resolver os problemas propostos.

Palavras-chave: Multigrid. Waveform Relazxation. Space-Time com Engrossamento
Padrao. Equagao do Calor. Dupla Discretizacao. Equagoes da Poroelasticidade. Suavizador
Vanka.



Abstract

This thesis presents a study of the methods used to solve transient partial differential
equations with the application of the multigrid method. The mathematical models employed
are given by heat equation and poroelasticity equations. The numerical model is obtained
by means of the Finite Difference Method, with the application of second-order central
approximation for spatial discretization and Euler and Crank-Nicolson methods for time
discretization. For the solution of the equation system that resulted from the discretization,
the multigrid geometric method was used with CS scheme, V, F' and W-cycles, full-
weighting restriction operator, linear interpolation prolongation for one-dimensional cases
and bilinear for bi-dimensional cases, and standard coarsening ratio in the directions
of the spatial coordinates. The Gauss-Seidel smoother was used for heat equation and
the 3-point and 5-point Vanka smoothers for the poroelasticity equations. Aiming at
developing parallelizable algorithms, besides the lexicographical ordering, color ordering
was employed in the unknowns smoothing. In the first studies with the heat equation,
the Time-Stepping-multigrid, Waveform Relaxation-multigrid and Space-Time-multigrid
methods were employed. A new method, the Space-Time with standard coarsening, was
proposed aimed at parallelizable algorithms. This method consists in using standard
coarsening in every level of the mesh, an adequate prolongation and restriction operator
and a smoothing strategy based on a process that depends on the anisotropy degree of
each grid; process which was assisted by local Fourier analysis (LFA). It was proposed
the use of the double discretization method in conjunction with the Space-Time method
with standard coarsening in order to assure accurate second-order approximations. This
technique presented robustness, good convergence factors and allowed the use of highly
parallelizable algorithms in space and time, and can be considered as an excellent method
to solve this type of problems. Moreover, the Waveform Relaxation-multigrid method was
proposed for the poroelasticity equation system. This method enables the development of
algorithms that might have a higher degree of parallelization than the algorithms usually
described for the Time-Stepping method. The application of the Waveform Relaxation
multigrid method together with the Vanka smoother with color ordering, besides allowing
the development of parallelizable algorithms in space and time, presents robustness and
good convergence factors. With this, it can be considered as an excellent method to solve

the proposed problems.

Keywords: Multigrid. Waveform Relaxation. Space-Time with Standard Coarsening. Heat

Equation. Double Discretization. Poroelasticity Equation. Vanka Smoothers.
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1 Introducao

Nesta tese, buscam-se métodos eficientes para a solucao de sistemas de equacgoes
grandes e esparsos decorrentes da discretizagao de equagoes diferenciais parciais (EDPs)
transientes que modelam matematicamente muitos problemas encontrados em diversas

areas, de aplicagoes industriais, econémica, de biomedicina, entre outros.

Neste capitulo introduzem-se os conceitos gerais sobre a Dinamica dos Fluidos
Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics, CFD), sobre o acelerador de

convergéncia multigrid, sobre a motivacao e os objetivos deste trabalho.

1.1 Generalidades em CFD

A &4rea do conhecimento denominada CFD trata dos estudos de métodos
computacionais para simulacao de fenomenos que envolvem fluidos em movimento com ou
sem trocas de calor, cujo interesse principal é obter grandezas fisicas, como velocidade,
temperatura e pressdo, na regiao do escoamento (FORTUNA, 2000). Estes modelos
matematicos, em geral, nao tém solucoes analiticas conhecidas. Buscam-se entao solucoes

numéricas transformando-se o modelo continuo em um modelo discreto.

De acordo com Maliska (2004), o engenheiro ou projetista tem a sua disposigao,
fundamentalmente, trés ferramentas para desenvolver seu projeto ou analisar seu problema:
os métodos analiticos, os métodos numéricos e os métodos de experimentacdo em

laboratério.

A experimentacao em laboratério trata a configuragao real do objeto de estudo,
porém apresenta, em geral, um alto custo para sua elaboracao e, muitas vezes nao pode

ser realizada por questoes de seguranca ou pelas dificuldades de reproducao das condigoes
reais (MALISKA, 2004).

Os métodos analiticos e numéricos formam a classe dos métodos tedricos, pois
objetivam resolver as equacoes diferenciais que modelam fendmenos fisicos reais. A diferenca
entre eles estd apenas na complexidade das equagoes que cada método pode resolver. Os
métodos analiticos sdo aplicaveis a uma classe de problemas que simplificam muito as
hipdteses do fendmeno real. Além disso, sao aplicados a geometrias e condigoes de contornos
mais simples. Obviamente, as solugoes analiticas nao devem ser descartadas porque auxiliam

na validacao de modelos numéricos e no desenvolvimento de métodos numéricos mais

robustos (MALISKA, 2004).

As simulac¢des numéricas podem resolver problemas com condig¢oes de contorno

gerais e definidos em praticamente todos os tipo de geometrias. Para isso, transforma-
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se o dominio continuo (com um ndmero infinito de pontos) em um dominio discreto
(com um numero finito de pontos) através do uso de uma malha. Para aproximar as
derivadas, os métodos tradicionais de discretizacao do modelo matematico sao os Métodos
das Diferengas Finitas (MDF) (TANNEHILL et al., 1997; GOLUB; ORTEGA, 1992;
FERZIGER; PERIC, 2002; SAAD, 2003), Método dos Elementos Finitos (SAAD, 2003),
Método dos Volumes Finitos (GOLUB; ORTEGA, 1992; MALISKA, 2004), entre outros.
Neste trabalho emprega-se o MDF.

Os fendmenos fisicos geralmente podem ser modelados por Equagoes Diferenciais
Parciais (EDPs). As EDPs que nao dependem da varidvel temporal dao origem ao regime
denominado de permanente (ou estacionério), enquanto que as EDPs que dependem da

variavel temporal dao origem ao regime transiente.

Apods a discretizacao das EDPs, tem-se um um sistema linear a ser resolvido. A
resolucao desse sistema linear através de métodos diretos nao é recomendavel, visto que
na pratica, a matriz dos coeficientes é muito grande e o custo da inversao da matriz é alto
(GOLUB; LOAN;, 1989). Para problemas de grande porte os métodos iterativos sdo mais
adequados (BURDEN; FAIRES, 2016).

Os métodos iterativos mais usados para aproximar a solugao (variaveis espaciais)
sao o método de Jacobi ponderado e o método de Gauss-Seidel. Para aproximar a variavel
temporal, tem-se os método de Euler, Crank-Nicolson (CN), entre outros (BURDEN;
FAIRES, 2016; LENT, 2006). Porém, esses métodos iterativos geralmente perdem a
eficiéncia quando o nimero de iteragdes aumenta ou a malha é refinada (BRIGGS et al.,

2000).

Para o caso de sistemas de equagoes diferenciais, como os decorrentes das equagoes
da poroelasticidade, os métodos que suavizam as varidveis ponto a ponto de forma
desacoplada nao sao eficientes, sendo necessario o uso de métodos que suavizam todas as
variaveis em um ponto de forma acoplada, como por exemplo o suavizador Vanka, ver
Oosterlee e Gaspar (2008) e Rodrigo (2010).

1.2 Método multigrid

O método multigrid, proposto originalmente por Fedorenko (1964), é apresentado
como uma técnica numérica alternativa para resolver iterativamente sistemas de equagoes
obtidos com a discretizagdo de uma equacao diferencial que modela algum fendémeno
fisico. Suas conclusdes mostraram que a velocidade de convergéncia com o uso da técnica
multigrid é melhor que a dos métodos iterativos puros (sem o uso de multigrid). A
ideia basica deste método é usar um conjunto de malhas e alternar suavizagoes em cada
nivel de malha e as aproximagoes destas solugoes em uma malha mais grossa através de

operadores que transferem informagoes da malha fina para a malha imediatamente mais
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grossa (operador de restrigao), ou transferir informacao da malha grossa para a malha
imediatamente mais fina (operador de prolongagao) (WESSELING, 1992; BRIGGS et al.,
2000; TROTTENBERG et al., 2001).

A sequéncia com que as diversas malhas sao visitadas caracteriza um ciclo multigrid,
que pode ser do tipo V, W, F, entre outros. Os sistemas lineares em cada malha sao
suavizados com um método iterativo que goza das propriedades de reduzir rapidamente os
erros oscilatorios (propriedades de suavizagao). Podem ser usados dois tipos de esquemas
(BRIGGS et al., 2000): o esquema de correcao (em inglés, Correction Scheme, CS) e o
esquema de aproximagao completa (em inglés, Full Approzimation Scheme, FAS). De
acordo com Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001), o esquema CS é geralmente
recomendado a problemas lineares e o FAS, a problemas nao-lineares. Trottenberg et al.
(2001) comentam que uma simples modificagdo no algoritmo do multigrid pode resultar

em uma grande variagdo no tempo computacional (ou tempo de CPU, topy).

O objetivo do método multigrid é acelerar a convergéncia de um esquema iterativo
(TANNEHILL et al., 1997). Os melhores desempenhos do método multigrid sao obtidos
em problemas totalmente dominados pela difusdo, ou seja, elipticos (WESSELING, 1992).
Ferziger e Peric (2002) comentam que para problemas dominados pela advecgao, os
resultados ainda nao se mostram totalmente satisfatérios e Stitben (2001), Brandt (1977),
Wesseling e Oosterlee (2001) relatam que a eficiéncia ideal do método multigrid nao tem

sido totalmente alcancada em aplicacoes realisticas em CFD.

1.3 Motivacao

Se por um lado tem-se a grande importancia de modelos matematicos para equagoes
transientes, como a equagao do calor (eq. de Fourier) e as equagoes da poroelasticidade, por
outro lado, tém-se as dificuldades em se resolver numericamente esses tipos de problemas.
Sabe-se ainda que a eficiéncia de certas ferramentas numéricas, como o método multigrid,
ainda nao tem sido totalmente alcangada em aplicagbes realisticas da Engenharia (BRIGGS
et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001), em especial para problemas transientes. Diante
desta situagao, pensou-se em buscar métodos que ajudem a suprir tal necessidade. A
equagao do calor, por exemplo, é uma equacao bastante referenciada na literatura dos
métodos numéricos aplicados na resolugdo de EDPs (FORTUNA, 2000; INCROPERA et
al., 2008). Para tal equacao, usam-se principalmente como metodologias de solugao:
o método Time-Stepping (TANNEHILL et al., 1997; STRIKWERDA, 1989; LENT,
2006), o método Waveform Relazation (VANDEWALLE, 1993; JANSSEN, 1997; LENT,
2006) e o método Space-Time (HORTON; VANDEWALLE, 1995), contudo ainda sem
atingir a plena eficiéncia, principalmente no que diz respeito a paralelizacdo. As equacoes

da poroelasticidade (dadas por um sistema de equagoes em regime transiente), por
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exemplo, tém uma ampla area de aplicacbes em escoamentos em meios porosos, como
reservatorio de petréleo, processamento de alimentos, medicina, etc. Para tal equagao,
usa-se principalmente a metodologia Time-Stepping (GASPAR et al., 2003; WIENANDS
et al., 2004; RODRIGO et al., 2016), também sem atingir a plena eficiéncia. Devido a
grande importancia de tais equagoes, suas aplicacoes e também a dificuldade em suas
resolugoes numéricas, pretende-se desenvolver métodos com baixo erro de discretizagao,

baixo consumo de memoria, alta velocidade de resolucao e paralelizaveis.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é melhorar ao menos um dos métodos para
solucao de problemas transientes, como os governados pelas equagoes do calor e da
poroelasticidade, com o uso do método multigrid. Os principais métodos estudados para
resolver tais problemas sao: Time-Stepping, Waveform Relaxation e Space-Time. A partir
desse estudo pretende-se aplicar o método melhorado para resolver a equacao do calor e

usar o método Waveform Relazxation para resolver as equagoes da poroelasticidade.

Os objetivos especificos estao resumidos como:

e Desenvolver c6digos computacionais na linguagem Fortran 90 para resolver a equagao
do calor, com multigrid, e os métodos Time-Stepping, Waveform Relazation e Space-

Time;
e Verificar as vantagens e desvantagens de cada um dos respectivos métodos estudados;
e Otimizar parametros do método multigrid para cada caso estudado;

e Estudar o problema da poroelasticidade e desenvolver um coédigo em Fortran 90

usando o método multigrid e o método Waveform Relaxation para resolvé-lo.

1.5 Delineamento do texto

Este texto é delineado da seguinte forma: o Cap. 2 apresenta a revisao bibliografica;
o Cap. 3 descreve a fundamentacao tedrica necessaria para o embasamento deste trabalho
e a teoria sobre o método multigrid é descrita no Cap. 4. O Cap. 5, descreve-se a anélise
de Fourier local (em inglés, Local Fourier Analysis, LFA) para um problema modelo dado
pela equacao de Poisson e os modelos matematico e numérico. As aproximagcoes para as
equacoes do calor e da poroelasticidade sao apresentadas no Cap. 6. O Cap. 7 descreve
os métodos Time-Stepping, Waveform Relaxation e Space-Time usados na solugao dos
problemas discretizados e com o uso do método multigrid. No Cap. 8 é apresentada uma

breve verificagdo dos codigos computacionais desenvolvidos para resolver as equagoes
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do calor e da poroelasticidade. Os resultados preliminares, considerando o estudo dos
métodos Time-Stepping, Waveform Relazation e Space-Time para a equagao do calor sao
mostrados no Cap. 9. Os resultados, comparacgoes e discussoes estao descritos no Cap. 10

e as conclusoes finais e as sugestoes para trabalhos futuros estao descritas no Cap. 11.
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2 Revisao bibliografica

Os métodos numéricos usados para aproximar a solugao de problemas oriundos
da discretizagao de EDPs podem ser empregados em casos bem gerais, com geometrias
arbitrarias e condigoes de contorno complicadas, por exemplo. Mesmo assim, na maioria das
vezes apresentam resultados com maior rapidez quando comparados a métodos analiticos
(MALISKA, 2004). De acordo com Fortuna (2000), em muitas situagdes os métodos
numeéricos consistem na forma mais pratica, ou até mesmo tnica, de se obter informacoes
sobre um determinado problema fisico. Porém, mesmo com o uso de métodos numéricos,
encontrar uma aproximagcao para a solugao muitas vezes é dificil, pois esse processo depende
de algumas propriedades das equacoes que modelam o problema fisico, da malha onde as
equagoes serao discretizadas, do suavizador utilizado, entre outros fatores. Neste contexto,
o método multigrid é considerado muito bom para acelerar a convergéncia dos sistemas de

equacoes obtidos a partir da discretizagao dos modelos matematicos.

Neste capitulo sera descrito o referencial tedrico usado para os estudos do método
multigrid e principalmente em suas aplicagoes para acelerar a convergéncia dos problemas

dados pela equacgao do calor e pelas equagoes da poroelasticidade.

2.1 Meétodo multigrid

Os primeiros estudos sobre o método multigrid foram realizados por Fedorenko
(1964), que investigou a convergéncia de problemas de valor de fronteira de segunda
ordem utilizando a equagao de Poisson. Pouco depois, Bakhvalov (1966) fez um estudo da

convergéncia para as equagoes elipticas usando a equacao de advecgao-difusao.

Porém, o reconhecimento do método multigrid ocorreu somente na década de 70,
quando Brandt (1977) apresentou uma andlise tedrica e numérica que, além do método
multigrid usado para equacoes lineares chamado esquema de correcao, CS, incluiu uma
introdugao do esquema especifico para problemas nao lineares: o FAS. O trabalho também
apresenta estudos sobre razoes de engrossamento, andlise local de Fourier e taxa de

convergencia.

Wesseling (1992) e Briggs et al. (2000) comentam que o método multigrid pode
ser geométrico ou algébrico. O multigrid geométrico utiliza-se de informagcoes das malhas
consideradas na discretizacao do problema, portanto, ele é recomendado para problemas
em malhas estruturadas. Por outro lado, o multigrid algébrico nao faz uso desta estrutura,
ele usa apenas dados da matriz do sistema, por isto, ele é recomendado para problemas em

malhas nao estruturadas. O método multigrid algébrico pode ser usado para varios tipos
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de problemas em que a aplicacdo do método multigrid geométrico é dificil ou impossivel.
Ruge e Stuben (1986) citam que, por exemplo, um problema em que a discretizagao na
malha mais fina ndo permite engrossamento uniforme para todos os pontos, pode ser
resolvido pelo método multigrid algébrico. Neste trabalho, como sdo empregadas apenas

malhas estruturadas, utiliza-se o método multigrid geométrico.

No método multigrid podem ser usados dois tipos de esquemas: o esquema CS e
o esquema FAS. O método multigrid com esquema CS é indicado para a resolucao de
problemas lineares e o método multigrid com esquema FAS é indicado para problemas nao
lineares (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

A forma com que as malhas sdo percorridas no método multigrid geométrico é
chamada de ciclo. Os ciclos mais utilizados sao o ciclo V', F' e W. Uma forma de acelerar
a convergencia do método multigrid é inicid-lo na malha mais grossa, caracterizando o
denominado multigrid completo (em inglés, Full Multigrid, FMG) (WESSELING, 1992;
BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001)

Trottenberg et al. (2001) afirmam que os métodos multigrid sao talvez, os mais
eficientes métodos para resolucao de sistemas lineares obtidos com a discretizacao de
EDPs elipticas, como a equagao de Poisson. Esse método foi desenvolvido inicialmente
para equacoes elipticas, mas tem sido aplicado com grande sucesso a uma variedade de

problemas, como as equagoes de Euler e Navier-Stokes discretizadas (GHIA et al., 1982).

Wesseling e Oosterlee (2001) fizeram uma revisao do desenvolvimento do multigrid
geométrico na década de 90, enfatizando aplicacoes em CFD e apresentando o estado da
arte para escoamentos compressiveis e incompressiveis. Stiiben (2001) fez uma andlise
semelhante, relativa ao mesmo periodo, enfocando o método multigrid algébrico. Neste
trabalho, Stiiben afirma que apesar do grande niimero de métodos desenvolvidos, ainda
nenhum deles seria capaz de tratar com eficiéncia todos os problemas praticos em CFD.
Apesar de nao ter alcancado a plenitude da eficiéncia, esses autores apontaram o método
multigrid como um dos mais importantes desenvolvimentos em anélise numérica na segunda

metade do século XX.

Santiago et al. (2015) analisaram o desempenho e os pardmetros que otimizam
o método multigrid geométrico para as equagoes de Laplace, Navier, Burgers e duas
formulacoes da equagao de Navier-Stokes (fungao corrente — vorticidade (¢ — w) e fungao
corrente — velocidade (1) — u, v)) usando discretizagao através do Método das Diferengas
Finitas em malhas uniformes com aproximacoes numéricas de primeira e segunda ordem
acuracia. Eles concluem que o desempenho do método multigrid parece estar relacionado

a fisica do problema e nao a formulagao ou acoplamento entre as equagoes.
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2.2 Equacao do calor

A equagao do calor (ou de Fourier) modela um problema de transferéncia de
calor por condugao. Existem porém, outras formas de transferéncia de calor, que sao
por conveccao e por radiacdo. Um exemplo de transferéncia de calor por convec¢ao pode
ser observado em Nguyen et al. (2016) que investigaram a convecgao térmica livre em
meios porosos heterogéneos e sua dependéncia nas discretizacoes da malha para realizar
experimentos numéricos. Mossi (2011) estudou a transferéncia de calor por radiagao térmica
e analisou seus efeitos em uma chama laminar resultante da combustao de metano com o

ar.

O primeiro método usado para resolver numericamente a equacao do calor foi o
método Time-Stepping. Esse método resolve o sistema discretizado em cada passo de tempo
de forma subsequente até o passo de tempo final, e considera-se a solugao encontrada no
passo de tempo anterior como condigao inicial para o passo de tempo atual. Vandewalle
(1993), Lent (2006), Falgout et al. (2017) e muitos outros autores falam da eficiéncia em
usar o método multigrid associado ao método Time-Stepping. Esta eficiéncia se da pelo
fato de se resolver um sistema discretizado em cada passo de tempo (VANDEWALLE,
1993). Com isso, esse sistema se comporta como um sistema oriundo da discretizagao de
EDPs elipticas, para as quais o método multigrid é comprovadamente eficiente (BRANDT,
1977; WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

Vargas (2013) resolveu a equagao do calor uni e bidimensional usando o método
Time-Stepping e fez também uma andlise a priori e a posteriori das ordens efetivas,

aparentes e assintéticas para o erro numérico, usando os métodos de Euler implicito e CN.

Devido ao avanco computacional, o desenvolvimento de computadores com muitos
nucleos de processadores e o fato do algoritmo do método Time-Stepping ndo permitir
paralelizagao no tempo, sao realizadas pesquisas de algoritmos que sejam eficientes e
permitam o uso de paralelizagao de computadores. Dentre esses métodos pode-se citar
o método Waveform Relaxation (LELARASMEE et al., 1982), multigrid parabdlico
(VANDEWALLE; HORTON, 1993), multigrid paralelo no tempo (VANDEWALLE;
HORTON, 1995), multigrid no espago e tempo (em inglés, space-time multigrid) (HORTON;
VANDEWALLE, 1995), multigrid Waveform Relazation com reducao ciclica (WRMG-CR)
e multigrid com redugao no tempo (MGRIT) (FALGOUT et al., 2017), novo multigrid
espago-tempo em paralelo (em inglés, New Space-Time parallel multigrid) (GANDER;
NEUMuaLLER, 2016), entre outros.

De acordo com Vandewalle (1993), Tannehill et al. (1997), Strikwerda (1989) e Lent
(2006), verifica-se que o método Time-Stepping considera a equacao diferencial parabdlica
como uma sequéncia de equagoes elipticas e soluciona-se uma equacao eliptica a cada

passo de tempo até alcangar uma aproximacao para a solu¢ao no passo de tempo desejado.
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O método Waveform Relazation, também chamado de método de iteragao dinamica
(em inglés, Dynamic Iteration) (MIEKKALA; NEVANLINNA, 1997), é uma técnica
para resolver um sistema de equagoes diferenciais ordinarias com condigao inicial. O
método Waveform Relazation foi inicialmente estudada por Lelarasmee et al. (1982)
como um método de solu¢ao pratica no contexto de simulacao de circuitos integrados.
Sua convergéncia foi descrita por Miekkala e Nevanlinna (1997). A combinagao desse
método com a técnica multigrid foi inicialmente estudado por Lubich e Ostermann (1987),
Lent e Vandewalle (2002). Lubich e Ostermann (1987) descreveram o potencial desse
método para o paralelismo e ilustraram seus resultados teéricos para um problema modelo

unidimensional.

Vandewalle e Horton (1993) trataram a variavel temporal como uma varidvel
espacial, caracterizando o método Waveform Relazation. Consideraram este problema
envolvendo variaveis espaciais e temporal como um problema anisotropico, trabalharam
com paralelismo e utilizaram a anélise local de Fourier (LFA) para prever os resultados

numéricos.

Jansen et al. (1994) investigaram a estabilidade e convergéncia do método Waveform
Relazxation aplicado a equacao do calor 1D e 2D de forma tedrica e compararam com

experimentos numéricos.

Vandewalle e Horton (1995) fizeram uma comparagdo das propriedades de
convergéncia entre o método Waveform Relaxation e o método multigrid paralelo no
tempo (em inglés, Time-parallel multigrid) por meio da LFA e mostraram que o método
Waveform Relaxation é robusto em relagao ao tamanho de passos no espago e tempo,
enquanto o método paralelo no tempo depende do fator de anisotropia associado a

discretizacao espacial e temporal para garantir convergéncia.

Horton e Vandewalle (1995) apresentam um método que resolve a equacao do
calor no espaco e tempo simultaneamente, o método Space-Time multigrid. Esses autores
apresentaram os suavizadores com o método multigrid e os operadores de restricao e
prolongacao. Para a estratégia de engrossamento, os operadores de restricao e prolongacao
dependem, na discretizacao em cada nivel de malha, do grau de anisotropia entre as
variaveis espaciais e temporal. Os resultados para a equagao do calor unidimensional e

bidimensional mostraram-se concordantes com os resultados previstos pela analise dos
modos de Fourier — LFA.

Janssen (1997) fez um estudo sobre a forma de se acelerar a convergéncia do
método Waveform Relazation. Entre os métodos descritos, estd o método multigrid. Nessa
tese foram comparados os fatores de convergéncia da equacao do calor unidimensional e
bidimensional obtidos numericamente e com a analise de Fourier. Para isso, foram usados
os métodos de discretizagao das diferencas finitas e dos elementos finitos com diferentes

suavizadores para a variavel temporal.
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Lent e Vandewalle (2002) estenderam o caso do método multigrid aplicado em
problemas estacionérios ou elipticos ao método Waveform Relazation, para problemas
dependentes do tempo. Nesse artigo, fez-se um estudo de varios tipos de suavizadores e
ordem de atualizagdo das incégnitas, do algoritmo para o método Waveform Relazation, de
algumas estratégias de engrossamento e da analise de Fourier-Laplace usando modos locais
de Fourier. Os resultados obtidos numericamente para os casos isotropicos e anisotropicos

foram comparados com a teoria e apresentaram boa concordancia.

Lent e Vandewalle (2005) e Lent (2006) fizeram um estudo sobre os métodos
iterativos para problemas dependentes do tempo usando como base a equacao do calor.
Mostraram também resultados com métodos implicitos para a aproximacao temporal. Em
sua tese, Lent (2006) usou os métodos Time-Stepping e Waveform Relazation aplicados
a problemas isotrépicos e anisotrépicos com esquemas de discretizacao ou aproximacao

temporal de altas ordens.

Gander e Vandewalle (2007) estudaram o método Time-Parallel Time-Integration,
que aproxima partes da solucao no tempo subsequente simultaneamente com partes da
solugao no tempo anterior e fizeram um estudo dos tipos de convergéncia com intervalos

de tempo limitados e ilimitados..

Oliveira et al. (2012) fizeram um estudo sobre o método multigrid aplicado
em malhas anisotropicas. Propuseram os seguintes esquemas de restricao para malhas
anisotropicas: meia ponderacao geométrica, ponderagao completa geométrica e ponderacao

completa e parcial ponderadas.

Falgout et al. (2014) descrevem e demonstram com experimentos numéricos a
eficiéncia do algoritmo multigrid com redugao no tempo (MGRIT) para resolver a equagao
da difusao em duas e trés dimensoes e usando paralelismo também na dire¢ao temporal. Para
o caso de problemas nao lineares, Emmett e Minion (2012) apresentaram um novo método
para a paralelizagdo dessas EDPs (ndo lineares) na direcao temporal. Essa abordagem usa
o esquema FAS e permite uma nova forma de paralelizacdo no tempo, em que o método
iterativo consiste em suavizar alternadamente nas malhas fina e na malha grossa de uma
discretizacao espacial e temporal. Os resultados numéricos e em uma, duas e trés dimensoes
espaciais demonstram o potencial da abordagem para proporcionar paralelizacao eficiente

na direcao temporal.

Gander (2015) faz uma abordagem sobre as técnicas existentes para paralelizagao do
tempo nos ultimos 50 anos e comenta que estas podem ser classificadas em quatro grupos:
métodos baseados em multiplos tiros (em inglés, multiple shooting), método waveform
relazation, técnicas de multigrid em espago e tempo (em inglés, space-time methods) e

métodos de paralelizacao direta no tempo.

Gander e Neumiiller (2016) apresentaram e analisaram um novo método no espago
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e tempo (em inglés, new space-time) para equagoes parabdlicas. Esse método usa uma
discretizacao de alta ordem de Galerkin no tempo e o método de elementos finitos no
espaco. A ideia chave desse novo método consiste no uso do suavizador Jacobi por blocos,

em que para cada plano espacial é usado um ciclo multigrid.

Falgout et al. (2017) compararam os métodos multigrid para EDP’s parabdlicas
que permitem engrossamento no espaco, no tempo e no espago e tempo simultaneamente.
Ao invés de buscar o aumento da velocidade de clock dos processadores, busca-se pelo
desenvolvimento de métodos paralelizaveis no tempo e que permitem a solug¢ao simultanea
em varios passos de tempo. Neste trabalho comparou-se o tradicional método Time-
Stepping com os métodos que abordam o espaco e tempo simultaneamente, que sao:
Space-Time, Waveform Relazation com reducao ciclica e multigrid com reducao em tempo.
Verifica-se que usando o paralelismo o desempenho de todos os trés métodos que resolvem
simultaneamente nas dire¢oes espaciais e temporal (Space-Time) sao melhores que o
método Time-Stepping. Entre os métodos espago-tempo observa-se que com o nimero de
processadores utilizados, o método chamado multigrid Space-Time apresenta melhores
resultados em relacao ao tempo computacional e os métodos multigrid com reduc¢ao no
tempo e o new space-time com suavizacao por blocos sdo mais eficientes em relagao ao

paralelismo.

2.3 Equacoes da poroelasticidade

Os meios porosos sao assumidos como sendo um composto que contém uma
matriz sélida e uma rede de poros. A presenca de um fluido em movimento em tal rede
pode afetar a resposta mecénica do esqueleto solido e, ao mesmo tempo, as mudancas
mecanicas influenciam o comportamento do fluido dentro dos poros. Assim, as equagoes da
poroelasticidade modelam matematicamente a interacao entre a deformacao de um material
elastico poroso e o fluxo de fluido dentro dele. As primeiras explicagdes sobre a influéncia
dos fluidos na deformacao dos sélidos encontram-se em Terzaghi (1943), que descreveu
seus estudos a partir de experimentos unidimensionais. A teoria geral tridimensional da
poroelasticidade foi formulada por Biot em varios trabalhos pioneiros nesta area, descritos
em Biot (1941) e Biot (1955) e recebem o seu nome, sendo até hoje chamada de modelo
de consolidacao de Biot. Hoje em dia, a andlise e a simula¢ao numérica do modelo de Biot
tornaram-se cada vez mais populares devido a ampla gama de aplicagoes da teoria da
poroelasticidade em diferentes ramos de pesquisa como, medicina, biomecénica, engenharia

de petroéleo, processamento de alimentos e outros campos da ciéncia e engenharia.

Gaspar et al. (2003) apresentaram as estimativas de estabilidade e andlise de
convergéncia para o modelo de consolidacao da Biot discretizado pelo Métodos das

Diferencas Finitas. Inicialmente, sdo analisadas as diferencas centrais para a discretizacao
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do espago e um esquema ponderado de dois niveis para o tempo. Para melhorar algumas
limitagoes de estabilidade e convergéncia para este esquema, foi considerado discretizagoes
espaciais em malhas deslocadas (em que os valores para os deslocamentos e pressao sao
calculados em diferentes nés). Estes autores apresentaram resultados numéricos para

ilustrar os resultados tedricos obtidos.

Wienands et al. (2003) mostraram um método de suavizac¢ao distributiva para o
sistema de equagoes da poroelasticidade em que também se usaram malhas deslocadas.
As propriedades de suavizacao foram melhoradas com a ajuda da andlise de Fourier e em
conexao com o suavizador e aliado a bons operadores de transferéncia e correcdo na malha

grossa, obteve-se um método multigrid eficiente.

Em Wienands et al. (2004) foi apresentado um suavizador distributivo e robusto com
o método multigrid para o sistema de equacoes da poroelasticidade. Dentro da estrutura
distributiva, usou-se um sistema desacoplado, que pode ser suavizado com métodos
iterativos basicos, como o método de Jacobi red-black. As propriedades de suavizacao
foram otimizadas com a ajuda da analise de Fourier. Os resultados obtidos com a analise
de duas malhas de Fourier e por experimentos numéricos mostraram um método multigrid

altamente eficiente para esse tipo de problema.

Gaspar et al. (2006) usaram o Método das Diferengas Finitas para discretizar o
problema de consolidagao de Biot quasi-estatico. A discretizacao espacial foi feita com
aproximacoes em malhas deslocadas, e para aproximar as variaveis no tempo foi usado o
método de Euler implicito. Foram obtidas estimativas a priori dos deslocamentos e da
pressao e os correspondentes resultados de convergéncia foram comprovados através de

experimentos numéricos.

Gaspar et al. (2007) apresentaram um suavizador robusto e eficiente para uma
versao transformada do sistema de equacdes da poroelasticidade com multigrid. Essa
transformacao apresentada permitiu tratar o sistema de forma desacoplada. Os autores
mostraram que a referida transformagao se resume a um termo adicional de estabilizacao
no esquema iterativo com a solucao do problema original idéntica a solu¢ao do problema
transformado. Um método multigrid altamente eficiente pdde ser desenvolvido, confirmado

por experiéncias numéricas.

Rodrigo (2010) descreve em sua tese a estrutura e a eficiéncia de um método
multigrid geométrico em malhas triangulares semiestruturadas para uma discretizacao
através do método de elementos finitos do problema da poroelasticidade, usando o
suavizador Vanka. Essa autora mostra que as oscilagbes nao-fisicas na pressao sao
eliminadas completamente adicionando um termo de estabilizacao (descrito em Gaspar
et al. (2007)). Devido ao fato das equagdes da poroelasticidade apresentarem pontos
de sela, em que o laplaciano da pressao é quase nulo, o esquema de suavizagao usado

para essas equagoes é o esquema de suavizagao por blocos (boz-relazation) e parece ser a
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melhor opgao. Esta classe de suavizadores foi introduzida por Vanka (1986) para resolver
a equacao de Navier-Stokes discretizada pelo Método das Diferencas Finitas em uma
malha retangular. Desde entdo, pode-se encontrar muitas referéncias sobre a aplicacao
deste tipo de suavizador, principalmente na area de CFD, por exemplo em John (1999) e
Turek (1999). Rodrigo (2010) também usou a analise de Fourier para obter as propriedades
de convergéncia do suavizador Vanka e comparou os resultados tedricos com resultados

obtidos através de experimentos numéricos.
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3 Fundamentacao teodrica

Neste capitulo faz-se uma breve descrigao dos principais temas abordados nesta
tese. Primeiramente, faz-se uma abordagem sobre o Método das Diferencas Finitas
(MDF), que é um método cléssico e que apesar da base mateméatica nao ser nova, pode
apresentar diferentes formulacoes de aproximagao numérica (TANNEHILL et al., 1997;
STRIKWERDA, 1989). Depois disso, mostra-se uma das notagdes usadas neste trabalho,
que ¢ a notagao esténcil. Também faz-se uma abordagem dos métodos iterativos e os
métodos usados para aproximar a variavel temporal, como o método de Euler, o método
de Crank-Nicolson (CN), entre outros, veja por exemplo, Strikwerda (1989), Hirsch (2007)

e Burden e Faires (2016). O método multigrid estéd exposto no capitulo seguinte.

3.1 Método das Diferencas Finitas (MDF)

De acordo com Ferziger e Peric (2002), o primeiro passo para a obtengao de uma
solucao numérica é discretizar o dominio geométrico, isto é, definir ao longo do dominio
em quais pontos se deseja conhecer o valor da varidavel dependente através do auxilio de
uma malha geométrica discreta. O principio fundamental do MDF é aproximar, através
de expressoes algébricas, cada termo do modelo matemético em cada ponto (nd) dessa
malha discretizada. Para isso, no MDF a malha geométrica é geralmente estruturada
localmente, ou seja, cada ponto (nd) pode ser considerado como a origem de um sistema
de coordenadas local, cujos eixos coincidem com as linhas da malha. A Fig. 1 e a Fig. 2
mostram exemplos de malhas cartesianas unidimensional (1D) e bidimensional (2D) usadas
no MDF, respectivamente. Nessas figuras e nas demais figuras desta se¢ao, o simbolo
(e) denota os nés sobre os contornos e o simbolo (o) denota os nés internos da malha.
No caso 1D, cada né é representado pela posicao i. No caso 2D, cada n6 é unicamente
definido pela intersegao das linhas de malhas na posigao (i, j). Os nés vizinhos sao definidos
aumentando-se ou diminuindo-se uma unidade de cada indice 7 ou j. Assim o né6 (i — 1, 5)
representa a posicao Oeste, (i + 1, j) representa o né na posigao Leste, (i, 7 — 1) representa

o n6 na posigao Sul e (i, 7 + 1) representa o né na posi¢ao Norte.

A Fig. 3 mostra o MDF aplicado a um modelo 1D usando a discretizacao uniforme,

isto é, uma malha de noés igualmente espacados, com espago entre os nés dado por h.

A filosofia do MDF é fazer aproximagoes diretamente da definicao de derivada
através da série de Taylor. Uma interpretacdo geométrica das aproximacoes central,
adiantada e atrasada é mostrada na Fig. 4 com o auxilio de uma funcao continua ®. A
primeira derivada % em um ponto z; indica a inclinagao da reta tangente a curva no ponto

(x;, ®(x;)) e isso é mostrado com a reta marcada "Exata" na Fig. 4. Essa inclinagdo pode
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Figura 1 — Exemplo de uma malha unidimensional nao uniforme.
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Figura 2 — Exemplo de uma malha bidimensional nao uniforme.
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Figura 3 — Malha unidimensional uniforme com tamanho dos elementos de malha h.

ser aproximada pela inclinacao da reta que passa por dois pontos vizinhos na curva. A reta
marcada como "Adiantada" mostra que a derivada no ponto (x;, ®(z;)) é aproximada pela
inclinagdo de uma reta que passa pelos pontos(x;, ®(x;)) e (11, P(z;41)) A reta denotada

"Atrasada" ilustra que a derivada no ponto (z;, ®(z;)) é aproximada pela inclina¢ao de
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uma reta que passa pelos pontos (z;, ®(x;)) e (z;-1, P(x;_1)). A reta denominada "Central
representa aproximacao por uma diferenca central, ou seja, a inclinacao da reta tangente
no ponto (z;, ®(z;)) é aproximada pela inclinacdo de uma reta que passa pelos pontos
(i1, P(xi-1)) € (Tiy1, P(x441)), que sdo pontos situados em lados opostos do ponto em

que a derivada é aproximada.

d(x)

Atrasada

Exata
Adiantada

Ti—2 Ti—1 T Tit1 Tit2

Figura 4 — Reta tangente (Exata) a curva ® no ponto P e as aproximacoes Atrasada,
Adiantada e Central através da discretizacao pelo MDF.

Na Fig. 4 observa-se que algumas aproximagoes para a derivada sao melhores que
outras (em relacdo a inclinagdo com o eixo x). Para a reta "Central', verifica-se que ocorre
uma melhor aproximagao em relagdo a reta "Exata'. Verifica-se também que se h tende a
zero (h — 0), todas as aproximagoes (Atrasada, Adiantada e Central) se aproximam da

solucao "Exata’.

Definicao 3.1. Uma fungdo ® : I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se

+00 (I)(n) a
analitica quando, para cada x € I existe um € > 0 tal que a série de Taylor Z l( )h”
— nl

converge para ®(a + h) desde que |h| < e.

3.1.1 Expansdo em férmula de Taylor

Para expressar cada tipo de aproximacao e a respectiva ordem do erro, usa-se a
série de Taylor (KREYSZIG, 1999; FERZIGER; PERIC, 2002; MARCHI, 2001). Qualquer

fungao ®(z) analitica na vizinhanca de x;, pode ser expressa como uma série de Taylor:

D, =&, + (v — ;) (Clq))i J o) <d2®> Gkl <d3¢> T (3.1)

dz 21 dz? ) . 3! dz?

(2

7
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em que $, representa ®(x), ®; representa P(x;) e (%), representa %(xi).

O valor de @, é exato se forem considerados todos os termos da série de Taylor.
Para aplicar a Eq. (3.1) aos nés i — 1 e i + 1, a partir do ponto i, como é mostrado na

Fig. 3 e com o valor de h sendo constante, pode-se fazer

r=x11 = (r—x)= (@1 —1)=h,

dd h? [ d2® 3 (d>P
r=x;1 — (x — ;) = (wi-1 —25) = =h,

dd h? (2P h (d>PD
P, =P, — - — | — ] —— | — .
i1 =®; h(@)ﬁ 5 (dﬁ)i 5 <d$3>i+ (3.3)

De acordo com Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016)
as expressoes para a derivada de primeira ordem podem ser obtidas por combinacao das
Egs. (3.2) e (3.3). A escolha de quais equagoes usar define o tipo de esquema e a ordem
do erro de truncamento cometido. A seguir serdo apresentados alguns dos esquemas mais
comuns e que serao usados no decorrer deste texto. Para outras aproximacoes, veja por

exemplo Burden e Faires (2016) e Ferziger e Peric (2002).

Isolando-se a derivada de primeira ordem, (%) , na Eq. (3.2), tem-se
a2y P =% R de — hj dil) — (3.4)
dr ). h 2\dz?2). 6 \dx3) ’
i —_———’ i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma atrasada (em

inglés, Downstream Difference Scheme, DDS) a partir do ponto ¢ através de

A\ "7 @, — @,
— =——"———"40(h 3.5
(%) — o) (35)

e o erro de truncamento (s ((£)st> ¢ dado por
do\TT_ R (@) B (D) B (de) g
c de ), 2\de?), 6 \da®), 24 \da*), "~ ‘ ‘
Isolando-se a primeira derivada na Eq. (3.3), tem-se
dd b, — D, h (d*® h* (d®
(w)f T +2<da:2>A_6<dx3 A (3.7)
i —_——— i %

considerado  desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma adiantada (em

inglés, Upstream Difference Scheme, UDS) a partir do ponto i, através de

do\""% @, — @
o — K3 (] h .
(&) - m=rom. 55)
e o erro de truncamento é dado por
do\"?% h (@) B2 (BD\ B [(d'D
Subtraindo-se a Eq. (3.3) da Eq. (3.2), tem-se que
dd 2h3 (d3® 2h5 (d°®
G- =2h () 22 (22) L2 (22 4 1
i ' (dx>i+ 6 (dx3>i+120 (dﬁ)f (3.10)
ou
A0\ by -0y B2 (@) W () 3.11)
dr ), 2h 6 \de® ). 120 \dz®), T '
i —— —— i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ¢ é aproximada de forma centrada (em

inglés, Central Difference Scheme, CDS) para o ponto i, através de

CDS
dd b, 1 — D,

e o erro de truncamento ¢ dado por
cDS
dd h? (d*® ht (PP
— =——|— | —— | —] —...=0(h?. 3.13
€<dx>i 6 (dm3>i 120<d$5>i (%) (3.13)

De forma semelhante ao que foi feito na aproximacao da derivada de primeira
ordem, seguem-se de Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016), as

relagoes para expressar as aproximacoes da derivada de segunda ordem.

Somando-se a Eq. (3.2) e a Eq. (3.3), tem-se

2P hi [ dAd he [(dS®
D+ P =20, + 0 (| + 5 o) Tomm o] - A
e =t () 4 (5) g (i) o o o
ou
O\ iy =20+ Py B2 (A h' [dO (3.15)
i)~ 12 12\ dat ). 360 \daS ), '

considerado desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de segunda ordem de ® é aproximada de forma centrada com 3
pontos (CDS) para o ponto P, através de

<d2¢>CDS D 20+ Dy

=) = e +O0(h?), (3.16)

e o erro de truncamento é dado por

d2£ CDS?Q__}LQ @ _ﬁ d°® — he d*® — —O(hZ) (3.17)
“\da? T 12 \det ), 360 \da® ), 20160 \de® ), T VW

i

3.2 Notacao esténcil

A notagao esténcil é apropriada para definir um operador diferencial discreto Ly,
em uma malha cartesiana retangular ". Trottenberg et al. (2001) e Wienands e Joppich
(2005) afirmam que ¢é conveniente usar a terminologia esténcil para descrever fungoes de
malhas do tipo wy : Q" — R e também para facilitar o uso da analise de Fourier local.

Assim, considera-se a funcao de malha
W, - Qh — R

(Q?,y) — wh(x7y>'

Um esténcil geral [Sy, x,]n dado por

S_i1 Soa Sia
[Surmaln =] -+ S_10 Soo S | s Sk €R,
S_1,-1 So—1 Si—1

em que K1, kg € Z indicam as posi¢oes no esténcil, define um conjunto de fungdes de malha

dadas por
[Sma)nwn (2, ) = > wi(@ + Kihe, y + Kohy), (3.18)

R1,k2

em que h, e h, indicam as distancias entre os nds espaciais nas diregoes z e y,

respectivamente.

Aqui, assume-se que somente um nimero finito de coeficientes Sy, ., sdo diferentes

de zero.

Os esténcis mais comuns sao os compactos de cinco pontos e de nove pontos, dados

na malha h, respectivamente por

So,1 S_i1 Sop Sia
5—1,0 50,0 51,0 € 5—1,0 50,0 51,0 . (3-19)
So,—1 S_1-1 So—1 Si-1

h
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Para ilustrar este procedimento, considera-se o operador Laplaciano Lu = —Au =
—(Ugs + uyy). A discretizagio em uma malha Q" : [0, 1] x [0, 1] através do Método das

Diferengas Finitas usando aproximacao de segunda ordem do tipo CDS, conduz a

Lyup(z,y) = —Apup(z,y)
1
= 3 [4up(z,y) — up(@ — hyy) —up(z + h,y) — up(@,y — h) — up(z,y + h)]
. —1
= 3 -1 4 =1 | up(z,y). (3.20)
—1
h
Assim
1 —1
Lh:ﬁ -1 4 -1
—1

h
representa o esténcil de cinco pontos do operador Laplaciano discreto —Ay,.

3.3 Meétodos iterativos

Os métodos mais comuns usados para resolver sistemas de equacoes lineares sao
os métodos diretos e os métodos iterativos. Os método diretos sdo mais usados para
matrizes de pequeno porte e densas, enquanto que os métodos iterativos sdo mais eficazes
quando aplicados a matrizes de grande porte e esparsas (muitos elementos iguais a zero)
(BURDEN; FAIRES, 2016). Como neste caso a discretizagao é feita através do MDF, as

matrizes obtidas com as discretizacoes possuem como caracteristica a esparsidade.

Os métodos iterativos, ao contrario dos métodos diretos, fornecem a resposta como
uma aproximagao da solugdo, e isso pode ser varidvel. De acordo com Saad (2003),
os métodos iterativos comecam com uma solugdo aproximada dada e modificam as
componentes da aproximacao, uma variavel ou um bloco de variaveis, em uma determinada
ordem, até que um critério de convergéncia seja atingido. Cada uma dessas modificacoes,

chamadas de passos de relaxamento, destina-se a suavizar as componentes do erro.
Considerando o sistema de equagoes lineares dado por
Au = f, (3.21)
com A sendo uma matriz quadrada de ordem n X n e u e f vetores de ordem n, tem-se
anur + apuy + ...+ apu, = f
iU+ apus + ... 4+ U, = fo

(3.22)

Ap1U1  + GpuaUs + ...+ GppUy, = fn
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A matriz dos coeficientes A do sistema (3.22) pode ser dividida na forma:
A=—-L+D-U, (3.23)

em que —L é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz A, D é
a matriz formada pela diagonal de A e —U é uma matriz triangular superior formada pela

parte superior da matriz A.

3.3.1 M¢étodo de Jacobi

Seguindo Ruggiero e Lopes (1996), Saad (2003) e Ferziger e Peric (2002) e
considerando a matriz D nao singular, ou seja d;; # 0 Vi, pode-se reescrever o sistema

linear dado na Eq. (3.21) na forma

(-L+D—-U)u=f
Du=(L+U)v+f. (3.24)

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximacao, o

procedimento que caracteriza o método de Jacobi na forma matricial é dado por

v =D YL+ U +D7'f. (3.25)

3.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

Da mesma forma que o método de Jacobi, considerando-se a matriz D nao singular,

pode-se escrever o sistema linear dado na Eq. (3.21) na forma

(—L+D—-U)u=f,
(—L+D)u=Uu+f.

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximacao, o

procedimento que caracteriza o método de Gauss-Seidel na forma matricial é dado por

v = (~L+ D)'Uv” +(~L+ D) 'f. (3.26)

Nos procedimentos descritos anteriormente, para Jacobi e Gauss-Seidel, a matriz de
iteracao é constante ao longo do processo iterativo. Os métodos iterativos que possuem esta
propriedade sdo chamados métodos iterativos bésicos ou estacionarios (TROTTENBERG
et al., 2001).

3.3.3 Suavizador Vanka

O suavizador chamado de Vanka faz parte de uma classe de suavizadores que

realizam suavizagao por blocos (em inglés, boz-relaxzation) e é indicado para resolver
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problemas que sao modelados por sistemas de equacoes e possuem pontos de sela
(KAp =~ 0). De acordo com Rodrigo (2010), esse suavizador Vanka consiste em um
algoritmo iterativo na forma de Gauss-Seidel com um sistema pontual e que atualiza
simultaneamente todas as incognitas do deslocamento que estao ao redor de um noé, em que
também ¢ atualizado o valor da pressdao. Um esbogo dos blocos de incognitas é mostrado
na Fig. 5. Portanto, todas as incognitas no sistema sao consideradas acopladas, e um

sistema de equagoes deve ser resolvido para cada ponto da malha.

Vi,j+1

an
)

uz-_1,j® P @Um,j

Figura 5 — Suavizador Vanka (usado para o problema da poroelasticidade).

Para resolver o sistema de equacoes em cada ponto da malha com as incégnitas

dadas pelos deslocamentos e pressao, como mostra a Fig. 5, tem-se o sistema de equagoes

descrito na Eq. (3.27)
(Ab)(xu)_(f> | 20
d" ¢ P f

em que se considera A uma matriz contendo os coeficientes associados aos deslocamentos
desconhecidos nas equacgoes correspondentes ao deslocamento, b o vetor dos coeficientes
correspondentes a pressao desconhecida nas equacoes correspondentes ao deslocamento, d
o vetor consistindo dos coeficientes associados aos deslocamentos desconhecidos na equagao
correspondente a pressao e ¢ o coeficiente do ponto relacionado a pressao na respectiva
equacao da pressao. Dessa forma x" sao as incognitas relacionadas ao deslocamento e xP é

a incégnita da pressao. Finalmente f e f sdo os correspondentes lados direitos.

Para a solugao do sistema de equagoes descrito na Eq. (3.27) pode-se usar qualquer

método direto.

Para o uso do suavizador Vanka aplicado as equacgoes da poroelasticidade, por
exemplo, Rodrigo (2010), Gaspar et al. (2004) e Gaspar e Rodrigo (2015) comentam
que seu uso se da pelo fato de existirem pontos de sela no problema da poroelasticidade.
A iteragdo com o Vanka ocorre sobre todos os pontos da malha seguindo uma ordem
(lexicografica ou colorida) e em cada um dos pontos, o correspondente sistema de equagoes
é resolvido (de forma direta). Para o caso unidimensional é resolvido um sistema de 3 x 3

equagoes simultaneamente em cada um dos pontos da malha, centrado em torno do ponto
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da pressao, ou seja, sao resolvidos de forma acoplada para cada ponto, a pressao p; e os
deslocamentos adjacentes u;_; e u;41, ver a Fig. 5(a). Para o caso bidimensional é resolvido
um sistema de 5 X 5 equagoes simultaneamente em cada ponto da discretizacao, também
centrado em torno do ponto da pressao, ou seja, sao resolvidos de forma acoplada para
cada ponto, a pressao p; ; e os deslocamentos adjacentes u;_1 j, Ujt1j, Vij—1 € Vj jt1, VEr &
Fig. 5(b). Dessa forma pode-se perceber que para cada iteragdo com o suavizador Vanka, a
variavel relacionada a pressao ¢ atualizada uma vez, enquanto que as variaveis relacionadas

aos deslocamentos sao atualizadas duas vezes.

3.3.4 Ordenacao das atualizacdes das incognitas

A eficiéncia destes métodos iterativos esta fortemente ligada a ordenagdo em que
as incégnitas sdo determinadas ou atualizadas. As ordens mais comuns sao a ordenagao
lexicografica (Fig. 6), a ordenacao red-black (Fig. 7) e algumas variantes, como a ordenagao
de varredura para os métodos de suavizacao por blocos gerando os métodos por linhas
(Fig. 8), zebra (Fig. 9), entre outros (WESSELING, 1992; TROTTENBERG et al., 2001;
WIENANDS; JOPPICH, 2005). Um dos objetivos das ordens de atualiza¢ao coloridas (ou

zebras) é possibilitar o desenvolvimento de algoritmos paralelizéveis.

o o o o o o o o o

o o

® ®

ONONONONONONO
® ®

66 6 6 6
ONONONONONONO
6 6 6 6 6 6
e 6 6 6 6 G
ONONONONONONO

O,

o o o o o o o o o

Figura 6 — Ordenagdo lexicografica para atualizacao das incognitas.
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Figura 7 — Ordenacao red-black para atualizacao das incognitas: () red e () black.

3.4 Meétodos para a aproximacao temporal

Dado um Problema de Valor Inicial (PVI)

du
E_f

U(.Z', Y, tO) -

(3.28)

com u e f fungoes das varidveis (z,y,t), em que [z, y] estd contido em um dominio espacial,
t € [to,ts], em que ¢y representa o tempo inicial e t; o tempo final, u° é a condigdo inicial
(fungdo das varidveis espaciais x e y). Nesta tese, as condigdes para existéncia e unicidade
da solugao sao garantidas, ver (BURDEN; FAIRES, 2016). Observa-se que a derivada
temporal é ordindria, pois apesar de depender dos valores espaciais (x,y), consideram-nos

conhecidos durante o célculo da variavel temporal.

3.4.1 Formulacdes temporais de EDPs

Maliska (2004) relata que uma formulagao é dita explicita a um passo de tempo
quando todas as incognitas vizinhas ao ponto ¢ sao avaliadas nos passos de tempo anteriores

e, portanto, ja sdo conhecidas, como mostra a Fig. 10(a).

Uma formulacao é dita totalmente Implicita a um passo de tempo quando todas as
incognitas vizinhas ao ponto ¢ sdo avaliadas no passo de tempo atual e, portanto, ndao sao
conhecidas em sua totalidade (depende da ordenacao de atualizacdo das incognitas), como
mostra a Fig. 10(b).

A formulagao implicita a um passo de tempo ocorre quando as incognitas vizinhas

ao ponto i sao avaliadas nos passos de tempo atual e anterior, como mostra a Fig. 10(c).
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(b) Linha Vertical.

Figura 8 — Ordenacao para atualizagdo das incégnitas com um método linha.

3.4.2 Método de Euler

O método de Euler consiste em obter uma aproximagao para a solucao u(t) de (3.28)
de forma discreta em diversos valores no intervalo [y, ts], chamados pontos de malha. Para
isso, estipula-se que os pontos de malha tém distribuigdo uniforme no intervalo [to,ts],

seleciona-se um nimero positivo inteiro N; e os pontos de malha (em t) sdo dados por

tmi1 =to+ (m+1)7 paracadam=0,1,..., N, — 1. (3.29)
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Figura 9 — Ordenacao para atualizacao das incognitas com um método zebra.

ty —to
t

A distancia entre os pontos 7 = ¢é chamada de tamanho do passo de tempo.

Seja u(t) a tnica solugao da Eq. (3.28), com duas derivadas continuas em [to, tf],

de modo que sua expansao em série de Taylor para cada m =0,1,..., N, — 1 é dada por
d 72 d?

tma1) = u(ty, —u(ty) + ——— , 3.30

ltimsr) = ult) + 7ultn) + (@) (330)

para algum &, € (to,ty).

Considerando-se v uma aproximagao para u, o método de Euler constréi v ~ u(t,,)
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) 7 1+ 1
° ® ® m+1
[ . m
1—1 { 1+ 1
(a) Formulagao Explicita.
t—1 7 1+ 1
L o< ® m+1
- l —o m
1—1 { 1+ 1
(b) Formulagdo Totalmente Implicita.
1—1 7 1+ 1
® > @< ® m+1
l . m
1—1 { 1+ 1

(¢) Formulacao Implicita.

Figura 10 — Conexao espacial e temporal em um ponto 7 com formulagoes Explicita,
Totalmente Implicita e Implicita (MALISKA, 2004, p. 39).

2 72
para cada m = 0,1,..., N, — 1 ao desconsiderar os termos ——u(fk) de segunda ordem

de aproximacao em 7. Dessa forma, o método de Fuler [mplzczto (primeira ordem de

aproximagao no tempo) é dado por

W0 = 40
para cadam =0,1,..., N, — 1. (3.31)
v =y +7'f(v o ti)

Esse método é chamado de método de Fuler Implicito, pois para obter o valor de

™+ sdo necessérios valores relacionados aos passos de tempo m e m + 1. Se para obter
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o valor de v™*! utilizar apenas valores relacionados ao passo de tempo m + 1 o método
de Euler é dito método de Euler Totalmente Implicito e se sao necessarios apenas valores

relacionados ao passo de tempo m o método de Euler é dito método de Euler Explicito
(BURDEN; FAIRES, 2016; HIRSCH, 2007).

O método Explicito é condicionalmente estavel, ou seja, converge quando satisfaz
um critério de convergéncia (BURDEN; FAIRES, 2016) que relaciona o tamanho
da discretizagdo espacial ao tamanho do passo temporal. Os métodos Implicitos e
Totalmente Implicitos sdo incondicionalmente estaveis, ou seja, independem do tamanho
da discretizagao espacial e do tamanho do passo temporal (BURDEN; FAIRES, 2016;
STRIKWERDA, 1989).

3.4.3 Método de Crank-Nicolson

De acordo com Tannehill et al. (1997), Burden e Faires (2016), Strikwerda (1989) e
Hirsch (2007), o método de Crank-Nicolson (CN) é um método incondicionalmente estével,
ou seja, a sua convergéncia nao depende da relagao entre o tamanho do passo de tempo e

o tamanho da discretizagao espacial e possui segunda ordem de aproximacao temporal
(O(72)).

Considerando por exemplo a Eq. (3.28), o método de CN consiste em fazer

W0 = 0
m+1 m T m+1 m m:()?la"'aNt_ 1, (332)
v =v"+3 [f(o™ ) + (0 )]

em que os subindices m+1 e m indicam os passos de tempo atual e anterior, respectivamente.
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4 Meétodo multigrid

Quando o problema proposto é discretizado e resolvido em apenas uma malha,
diz-se que este problema esta sendo resolvido com o método singlegrid. Se usar duas
malhas para resolver o problema, diz-se que esta sendo usado o método de duas malhas
(ou two-grid). Porém, com o uso de trés ou mais malhas para a solugdo do problema, diz-se

que esta sendo usado o método multigrid.

O método multigrid ¢ uma técnica eficiente para acelerar a suavizagdo das
fortes oscilagbes do residuo usando um método de relaxagao (método iterativo bésico).
Proposto originalmente por Fedorenko (1964), esse método é atualmente muito utilizado
para acelerar a convergéncia de sistemas de equagoes do tipo Au = f. O principio
de funcionamento desse método esta fortemente relacionado ao comportamento de
convergéncia dos métodos iterativos basicos (Gauss-Seidel e Jacobi, por exemplo). Esses
métodos apresentam propriedades de suaviza¢ao dos erros de alta frequéncia (componentes
oscilatérias), enquanto as baixas frequéncias sdo mantidas praticamente inalteradas. Assim,
nas primeiras iteragoes reduzem-se rapidamente as componentes oscilatérias do erro e a
medida que esse niimero vai aumentando, o erro comeca a cair mais lentamente, indicando
a predominancia das componentes suaves (BRANDT, 1977; STGiBEN; TROTTENBERG,
1981; WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Assim, o
método multigrid consiste no uso de discretizagao do problema em diversas malhas, ou
seja, apos a suavizacao das componentes oscilatérias em uma malha fina, as componentes
dos erros (suaves) sao transferidas para uma malha mais grossa, tornando-se oscilatérias.
Esse processo pode ser repetido até a malha mais grossa possivel e faz com que o método
iterativo usado nao perca a eficiéncia, pois agird sempre nas componentes oscilatéria dos

eIrros.

Como dito anteriormente, o método multigrid geométrico utiliza-se de informacoes
das malhas consideradas na discretizacao do problema, o que significa que ele é recomendado
para problemas em malhas estruturadas. Como neste trabalho serao usadas apenas malhas

estruturadas, o método multigrid geométrico sera a ferramenta de trabalho adotada.

4.1 Caracterizacao do método multigrid

A ideia principal do método multigrid consiste em usar uma discretizacao de malha
adequada para que, usando um suavizador (Gauss-Seidel, Jacobi, ...), as componentes
oscilatérias do erro sejam suavizadas rapidamente nas primeiras iteragoes. Apos a
suavizacao, o método multigrid procura trabalhar com uma sequéncia de malhas cada

vez mais grossas, de tal forma que os comprimentos de ondas do erro, que sao longos em
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malhas finas, sejam transformados em curtos em malhas mais grossas, tornando-se mais

oscilatoérios, situacao na qual as componentes do erro sao suavizadas mais rapidamente.
A razao de engrossamento entre as malhas ¢ é dada por

=2 (4.1)

q

em que hy e hy sao o tamanhos dos elementos da malha consecutivamente mais grossa e
fina, respectivamente. A Fig. 11 mostra uma sequéncia de trés malhas bidimensionais (Q",

0" e Q%) com razdo de engrossamento padrido q = 2.

Qh QQh Q4h

—s k——— e
h 2h 4h

Figura 11 — Sequéncia de 3 malhas bidimensionais e uniformes com engrossamento padrao.

4.1.1 Analise de convergéncia

Seja o sistema linear na forma
Au = f. (4.2)
Supondo que este sistema tenha uma tnica solugdo e que v é uma aproximacao
para u, pode-se definir duas medidas importantes de v como aproximacao de u.

Definicao 4.1. O erro (ou erro algébrico) é dado por:

e=u—nu. (4.3)

Porém, o erro de uma solu¢cdo numérica é inacessivel quando nao se conhece a
solucao analitica. Assim, uma medida calculavel para verificar o quanto v se aproxima de

u é o residuo.

Definigao 4.2. O residuo da Eq. (4.2) para uma aproximacao v é dado por

r=f— Av. (4.4)
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Como a solugao aproximada v é obtida através de um processo iterativo, pode-se

escrever o erro e o residuo em funcao da iterada atual v, respectivamente, como

e’ =u—v", (4.5)

r’ = f— AvY, (4.6)

sendo que a magnitude de ambos pode ser medida pelas normas vetoriais conhecidas

(BURDEN; FAIRES, 2016).

Uma importante relagdo entre erro e residuo é mostrado em Briggs et al. (2000),

através da expressao

1 1l

el _ lell
< < cond(A) , (4.7)
cond(A) |[fI| ~ Jull A1)
com cond(A) = ||A|| - |]A™!|| sendo o niimero de condicionamento da matriz A.

Observe que, pelas inequagoes (4.7), ||r|| = 0 implica em ||e|| = 0 somente se
cond(A) é pequeno, ou seja, proximo da unidade (cond(A) = 1). Neste caso, diz-se que a

matriz A é bem condicionada.

A partir das Eqs. (3.25) e (3.26) pode-se construir o método iterativo dado por
v = Sv¥ + g, (4.8)

em que v é uma aproximagao para a solucao desejada. Nota-se que S dependera do método

iterativo utilizado.

Definigao 4.3. O método iterativo v**1 = Sv” + g é chamado de convergente se e somente
se lim [[S]]" =0
V—00

Definicao 4.4. O fator de convergéncia do método iterativo dado na Eq. (4.8) ¢é

p(S) = maz|A(S)].

Na defini¢ao 4.4, A(S) representa os autovalores da matriz S e o fator de convergéncia
p (méximo autovalor,em moédulo, de S) é também chamado de raio espectral da matriz S.

Este p indica a pior reducao do erro com o passo iterativo (BRIGGS et al., 2000).

Teorema 4.1. O método iterativo v* ! = Sv” + g é convergente se e somente se p(5) < 1.

Prova: ver Burden e Faires (2016).

O raio espectral ou fator de convergéncia pode ser aproximado numericamente

como descrito em Janssen (1997, p. 43) por

ver _ Nl

[le”]]

p : (4.9)
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O mesmo autor comenta que se usar o residuo ao invés do erro na Eq. (4.9), os

resultados serao semelhantes.

O fator de convergéncia médio pode ser definido como a média geométrica dos

fatores de convergéncia de (4.9). Assim,

o = %(1) p@ L pm) (4.10)

em que n representa o nimero de iteradas ou ciclos multigrid realizados.

4.1.2 Analise de erros

Para uma analise do comportamento dos erros, Briggs et al. (2000) afirmam que é
suficiente utilizar o sistema homogéneo Au = 0. Neste caso, tem-se a vantagem da solugao

exata (u = 0) ser conhecida e o erro da aproximagao dada por v é simplesmente —uv.

Para facilitar os calculos, considera-se aqui o caso unidimensional da equacao de
Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet com estimativa inicial, ou modos de Fourier,
dada por v; = sen (%), 1<j<N—-1ek<N-—1,em que v é uma aproximacao da
solucao u, N é o numero de pontos da discretizacao, k ¢ o nimero de em que ou modos de

Fourier e 5 é a componente do vetor v.

Definicao 4.5. Os modos de Fourier localizados na metade inferior do espectro, com
1<k< %, sao chamados de modos de Fourier de baixa frequéncia ou modos suaves. Os
modos de Fourier localizados na metade superior do espectro, com % <k<N-—-1,sa0

chamados de modos de Fourier de alta frequéncia ou modos oscilatérios.

A Fig. 12(a) e a Fig. 12(b) mostram os efeitos do engrossamento de malhas para
suavizar os modos de Fourier. Observa-se que o nimero de ondas k£ permanece inalterado,
enquanto que o numero de pontos é reduzido, fazendo com que a onda torne-se mais
oscilatéria (§ <k < N —1).

Ao se projetar um modo suave com niimero de ondas 1 < k < % da malha fina
Q" para a malha grossa Q%" transforma-se o modo em oscilatério (BRIGGS et al., 2000;
TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992). Por isso é recomendével transferir o
problema de relaxacao para a malha grossa apods a suavizagdo dos erros oscilatérios, pois
14 os modos de erros suaves se apresentarao mais oscilatorios, e o processo de relaxacao

serd mais eficiente.

Com essa filosofia para suavizar os erros de baixa frequéncia com o uso de malhas
mais grossas, o método multigrid possui uma taxa (ou fator) de convergéncia ideal
(tedrica) que independe do tamanho da malha, isto é, independe do nimero de pontos da
discretizagao da malha (FERZIGER; PERIC, 2002; ROACHE, 1998). Para obter um bom
desempenho do método multigrid, devem-se usar diversos niveis de malhas (TANNEHILL
et al., 1997; PINTO; MARCHI, 2007).
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‘ Qh.

(a) k = 4 ondas sobre a malha com N = 12 pontos.

0 1

Q2h

\?/)) 41 \5/6.]

(b) k =4 ondas sobre a malha com N = 6 pontos.

5
0 1

Figura 12 — Numero de ondas k = 4 sobre uma malha fina com N = 12 pontos e sobre
uma malha grossa com N = 6 pontos (BRIGGS et al., 2000, p. 32).

4.2 Operadores de transferéncia entre malhas

Os elementos essenciais do método multigrid sao os operadores de restri¢ao (I ,%h) e
de prolongacgao (Igh). Com o problema representado em uma malha fina (Q") é necessario
transferir as informacoes para as malhas mais grossas (Q%, Q%" .. .). Isto é feito por um
operador chamado operador de restricio. Para fazer o caminho contrario e transferir as
informacoes das malhas grossas para as malhas mais finas, faz-se necessario um operador

chamado operador de prolongacao.

Nas figuras deste capitulo, o simbolo (e) representa os nés que pertencem a ambas
as malhas, o simbolo (o) representa os nés que pertencem apenas a malha fina e os nimeros

(ao lado das setas) representam os pesos atribuidos a cada tipo de restrigdo ou prolongagao.

4.2.1 Operadores de restricdo

O operador de restrigao (] ,%h) é responsavel por transferir informagoes (residuo
e/ou solucio) de uma determinada malha Q" com discretizacio de malhas de tamanho h
(em todas as direcdes espaciais), para a malha mais grossa Q%" com 2h. A restrigao pode
ser por Injecao (Inj), por meia ponderagao (HW), por ponderagdo completa (FW), entre
outros (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001; HORTON; VANDEWALLE,
1995).

O operador de restricao por injegao (I }%h)l _apenas transfere a informagao de um

nj
ponto na malha fina em seu correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 13(a) e a
Fig. 13(b) ilustram este procedimento para os casos unidimensional (1D) e bidimensional

(2D), respectivamente.

Por exemplo, no caso 2D, o residuo calculado pelo operador (I ,%h’)l ~na malha
nj
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1 \ % \ Qh

® ® ® ® ®()2h

(a) Problema 1D.

(b) Problema 2D.

Figura 13 — Operadores de restricao por injecao 1D e 2D.

grossa, ¢ dado por

ran(ey) = (B, rale,y)
= ry(z,y). (4.11)

Em notacao esténcil, tem-se

2h
000
2h _
(17 )W— 010 (4.12)
000],

O operador de restricdo por meia ponderacao (I}%h>HW, no caso 2D, utiliza as
informagoes dos 4 pontos mais proximos ao ponto calculado na malha fina para o

correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 14 ilustra esse procedimento.
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Qh

QQh

Figura 14 — Operador de restricio por meia ponderacao.

O residuo para o caso 2D, por exemplo, calculado pelo operador (I %h)HW na malha

grossa ¢ dado por

ran(ey) = (L"), ra@,y)

= ; [rn(z,y) +ra(z,y = h) +ra(@ = hyy) + @+ hy) +ra(z,y + )] (4.13)

Em notacao esténcil, tem-se

2h
010
(72") My (4.14)
h'Jgw — 8
010
h

O operador de restricdo por ponderagao completa ([ §h> o utiliza informacoes de
todos os pontos vizinhos ao ponto calculado na malha fina para o correspondente ponto
na malha grossa. A Fig. 15(a) e a Fig. 15(b) ilustram este procedimento para os casos

unidimensional (1D) e bidimensional (2D), respectivamente.

Por exemplo, o residuo para o caso 2D calculado pelo operador (I ,%h)FW na malha

grossa ¢ dado por

ran(ey) = ("), (. 9) (4.15)

1
= E{erh(%,y) +2[rn(z,y — h) +ru(x — hyy) + ra(z + hyy) + oz, y + 1)) +
—i—rh(x—h,y—h)—|—rh(x+h,y—h)—l—rh(x—h,y—i—h)—l—rh(x—l—h,y—i—h)}
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Qh
1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 4 4 2 4 4 2 4
® ® ® 02h
(a) Problema 1D.
Qh
QQh

(b) Problema 2D.

Figura 15 — Operadores de restricdo por ponderacdo completa para os casos 1D e 2D.

Em notacao esténcil, tem-se

121

2h _

(12 )FW_16 24 2| . (4.16)
121
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4.2.2 QOperadores de prolongacao

O operador de prolongacao (ou interpolagdao) I5 é responsavel por transferir
informagao (correcio) de uma determinada malha grossa Q%" com discretizacdo de malhas
de tamanho 2h, para a malha fina Q" com malha de tamanho h. A prolongacio pode ser
por interpolagdo linear (para o caso 1D), bilinear (para o caso 2D), entre outras. Para esses
operadores serao empregados Hackbusch (1985), Wesseling (1992), Briggs et al. (2000) e
Trottenberg et al. (2001).

A interpolacio linear da correcio pelo operador I}, da malha grossa para a malha

fina, no caso 1D (Fig. 16), é dado por

' 3 O O o QOh
L3/ 3\l /2 3\!
Q2h

Figura 16 — Operador de interpolacao linear para o caso 1D.

Uh(x) = ]ghvgh(l‘)
_ slvon(z — h) 4 van(x 4+ h)]  para o (417
U2h($) para e ’ :
Em notacao esténcil, tem-se
1 h

Para o caso 2D, usa-se um operador de interpolacio bilinear IZ, (Fig. 17). Nesse
caso, a interpolagao bilinear da corregio pelo operador 1%, da malha Q?" para a malha Q"

(Fig. 17(a) a 17(d)) ¢ dado por

Uh(xay) = [éthQh(zay)>
U2h<xay)
1 —h h
’Uh(ﬂ?,y) _ Q[UZh(x ,y)+U2h($+ 7y)] (419)

%[UQh(lL‘, y—h) +vop(x,y + h)]
Hvon(x = hyy) + vz + h,y) + var(z,y — h) 4 vop(, y + h)]
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Qh

QQh

(a) Injecao direta.

(c) Interpolagdo linear na direcao y.

(d) Interpolagdo bilinear.

Figura 17 — Operador de Interpolagao bilinear para o caso 2D.
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Em notacao esténcil, tem-se

Ithl

2h — = (4.20)

—_ N
N = DN
— N

2h

4.3 Esquema de correcao e ciclos

Neste trabalho o método multigrid foi implementado utilizando o esquema de
corre¢ao (em inglés, Correction Scheme, CS). De acordo com Briggs et al. (2000), o

esquema CS é mais indicado para problemas lineares.

A filosofia do esquema CS pode ser representada pelo seguinte procedimento:

e Suavize Au = f na malha mais fina Q" para obter uma aproximacio v".

e Calcule o residuo r = f — Av".

Suavize a equacao residual Ae = r em 2" com estimativa inicial e = 0 para

obter uma aproximacao para o erro e2",

e Corrija a aproximacao obtida em " com o erro estimado em Q2" v" «— v 4 €%

Esse procedimento expde um esquema CS para o caso de duas malhas, porém a

mesma ideia pode ser estendida para o nimero de malhas que se queira.

A sequéncia com que as malhas sdo percorridas dé origem aos chamados ciclos de
suavizagao. Wesseling (1992), Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001) apresentaram
a generalizacao dos ciclos V', F' e W como parte de uma familia ciclos chamada de p-

ciclo. As Fig. 18(a), Fig. 18(b) e Fig. 18(c) ilustram cada um desses ciclos V, F' e W,

respectivamente.

O nimero de suavizagoes, ou iteragdes do suavizador (v), geralmente depende
do suavizador e nao precisa ser necessariamente o mesmo em todos os niveis de malha,
tanto no processo de restricdo quanto na prolongacao. Define-se como v o ntimero de
suavizagoes realizadas quando ocorre o processo de restrigao (pré-suavizagdo) e v 0 nimero
de suavizagoes realizadas quando ocorre o processo de prolongagao (pés-suavizagao). Briggs
et al. (2000) afirmam que para problemas que nao apresentam dificuldades de convergéncia,

sao empregadas entre 1 e 3 suavizagoes.

O algoritmo 1 mostra um esquema para o ciclo V ou o ciclo W. Se u = 1 o algoritmo
1 realiza um ciclo V e se yu = 2 realiza um ciclo W. O algoritmo 2 mostra um esquema

para o ciclo F.
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QQh
\ / \ Restrigao
\ Q4h
/ Qsh / Prolongacao
\/ QlGh

\ /\ / - \ Restricio

Q4h

/ \ o/ - / Prolongagao
W VA VAR

(b) Ciclo F.

QZh
‘/\ j \ Restrigao

04h

VA IV A D
wWwW WW

(c) Ciclo W.

Figura 18 — Estrutura dos ciclos V., F' e W. O simbolo (e) representa suavizagdo e o

simbolo (o) a solugao exata.
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Algoritmo 1: MG-p-ciclo ()

if [ = L,,4: € 0 nivel de malha mais grossa then
Resolva o sistema A;p® = f® na malha grossa 02,

else
Suavize vy vezes 4w = f® na malha Q
Calcule e restrinja o residuo: f+0) = 127, (fO — Ap®).
for ciclo=1:pu do

Resolva no préximo nivel: M G-p-ciclo (I + 1).

end for

Corrija usando interpolagio: v® «+ v + Igf;lhv(l“).
20=1h

2l=1p

Suavize vy vezes Ajv® = f® na malha
end if

Algoritmo 2: MG-Ciclos-F (1)
if | = L,,4: € o nivel de malha mais grossa then
Resolva o sistema A;p® = f® na malha grossa 02,
else
Suavize vy vezes Av® = fO na malha Q¥ 7.
Calcule e restrinja o residuo: f¢+9 = 127, (fO — Ap®).
Resolva no préximo nivel: MG-Ciclos-F (I + 1).
Corrija usando interpolacao:v® « v® + Igf,:lhv(l“).
Suavize vy vezes Av® = fO na malha Q2 7.
if [ #1 then
Resolva no préximo nivel: M G-p~ciclo (1) usando o algoritmo 1 e p = 1.
end if
end if
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5 Analise de Fourier local

A anélise de Fourier local (em inglés, Local Fourier Analysis, LFA) é a mais poderosa
ferramenta para andlise quantitativa e para a construcao de projetos com métodos multigrid
eficientes (TROTTENBERG et al., 2001). Essa andlise permite prever o desempenho do
método multigrid através de estimativas das taxas de convergéncia dos métodos iterativos

e do processo multigrid.

Segundo Wienands e Joppich (2005), o principal objetivo da LFA é estimar o raio
espectral ou certas normas do operador multigrid, que sao medidas quantitativas para
verificar a reduc¢ao do erro (ou residuo). Para um célculo exato destas quantidades, é
necessario que exista uma base unitaria de autofungoes periddicas do operador discreto
do problema diferencial L, que geram todo o espaco de fungdes de malha e que sejam
compativeis com as condigdes de contorno. Em seguida, é possivel expandir o erro (ou
residuo) apés a [-ésima malha de um ciclo em uma série de Fourier por uma transformagao

de base unitaria.

Neste capitulo serao expostas a terminologia usada em LFA, a analise em duas
malhas para os fatores de suavizagao e de convergéncia usando uma ordenacao lexicogréafica

e também para o caso de se usar outra ordenacao, como por exemplo a ordenacao red-black.

5.1 Terminologia

Para este trabalho, seguiram-se Stiiben e Trottenberg (1981), Trottenberg et al.
(2001) e Wienands e Joppich (2005). Esses autores afirmam que qualquer operador discreto
pode ser linearizado e pode ser substituido localmente por um operador com coeficientes
constantes. Formalmente, esses operadores serdo definidos em uma malha infinita, em que

as fronteiras nao serao levadas em consideracao.

Define-se nesta secao, para o caso bidimensional, x = (1, 2) como sendo os pontos
da discretizagao espacial e h = (hq, he) como as respectivas distancia entre os pontos. A

malha mais fina é dada por

0" = {(2)n = (1, 22)n = jx = (1ha, joho)}, = (1, J2) € 27, (5.1)
enquanto que a malha imediatamente mais grossa ¢ dada por
O = {(xj)on = (x2)n = 221, 222)1}, J = (jr,Jo) € Z*. (5.2)

O operador discreto Lj, na forma de esténcil, como descrito na se¢ao 3.2, é dado
por
Ln=[seln (k= (K1, K2) € Z7), (5.3)
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isto é,
Lywn(z) =Y suw(x + kh), (5.4)

em que K representa os indices do esténcil e as constantes s, € R(ou C) sdo os valores de

L;, referentes as posicoes x na malha Q.

Todas as consideracoes no contexto de LFA sao baseadas em func¢oes de malha da
forma
-5

en(0,2) = eV = e, (5.5)

em que x € Q" e § = (01,0,) é um pardmetro continuo que caracteriza a frequéncia da

funcao de malha. Além disso,

on(0,1) = pu(0',2) € (5.6)

se, e somente se,
0, = 0 (mod 2m) e 0y = 05(mod 27). (5.7)
Portanto, é suficiente considerar (6, -), 8 € [—m, ) x [—7,7) = [-7,7)°, ou ainda,

-7 <0 <.

As fungoes de malha (6, ) para —m < 6 < 7 sdo linearmente independentes em
", Para melhorar a notagdo, as vezes escreve-se (0, -) para definir a dependéncia da

malha Q.

Lema 5.1. Para —7 < 0 < 7, todas as fungdes de malha ¢(6, -) sdo autofungoes de algum

operador discreto L, na forma esténcil como nas Eqs. (5.3) e (5.4). Assim
Lyo(0,2) = Ly(0)p(0,2) Yz e
com os autovalores Ly(#) dados por

Lu(0) = s.e". (5.8)

Prova: ver Trottenberg et al. (2001).

Para suavizac¢ao e andlise em duas malhas, deve-se distinguir as componentes de

altas e baixas frequéncias de Q" com relacdo a Q2" . Para pontos na malha Q2" tem-se

on(0, 225) = pan(20, x;), (5.9)

ou seja, as funcdes com niimero de onda 6 relativo a * tém nimero de onda 26 relativo a,

0% Assim, somente as funcoes

on(0,-) com — §9<g,

b |

sao distinguiveis (visiveis) em Q%"

2
Para cada ' € {—g, g) , trés outras componentes de frequéncia ¢y (6,-) com

2 . . ~ ~ . .
f € [—m,m)" coincidem em 22" com o, (', ) e ndo sdo visfveis em Q2"
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Definicao 5.1. Altas e baixas frequéncias para engrossamento padrao.

. 2
e ¢ ¢ uma componente de baixa frequéncia <= § € T = [—5 5) ;

2
T
e  é uma componente de alta frequéncia <= 6 € T = [, 7r)2\ [—2, 2) )
Essas componentes podem ser visualizadas na Fig. 19, retirada de Trottenberg et
al. (2001, p. 102). Nesta, a regido em branco representa as baixas frequéncias, com as
componentes representadas por (o), e a regiao hachurada representa as altas frequéncias,

com as componentes representadas por (e).

Figura 19 — Regioes de componentes de altas e baixas frequéncias (TROTTENBERG et
al., 2001, p. 102).

5.2 Analise do suavizador
Considerando-se uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) discretizada, da forma
Lyup = f, (5.10)
e supondo-se wy, como uma aproximacao de uy, além da separagao
L,=L}+ L, (5.11)
um método de relaxacao pode ser escrito localmente como

Lth + L,:wh = fh, (512)
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em que Wy, é a aproximagao anterior de uy;, e wy corresponde a nova aproximacao de uy,

(TROTTENBERG et al., 2001; WIENANDS; JOPPICH, 2005).
Subtraindo a Eq. (5.12) da Eq. (5.10), obtém-se
LiOn+ Lyvop =0, (5.13)

ou
v, = Spup, (514)

para os erros U, = up — Wy, v, = up — wy. Neste caso, Sj, é o operador de suavizacao

resultante.

Aplicando L; e L; as autofuncdes ¢ (6, z), obtém-se

Ly e/t = [-()e/h, (5.15)
L/t = LF(@)e?/h, (5.16)

em que L; e L; representam os autovalores dos operadores L; e L;, respectivamente.

Lema 5.2. Sob as hip6teses das Eqs. (5.11) e (5.12), todas as funces (8, -) com L (8) # 0

sao autofungoes de Sy, :
Shp(0, ) = Sp(0)p(0,2) (-7 <6 <), (5.17)

com o fator de amplificacao dado por

Sp(l) = —=1——. (5.18)

Prova: ver Trottenberg et al. (2001).

Definicao 5.2. O fator de suavizacao é definido como:
Hoe = foc(S) = sup {|Su(6)] : 6 € T} (5.19)

O algoritmo 3 descreve o procedimento adotado para encontrar o fator de suavizacao

de um método iterativo.

5.3 Analise em duas malhas
Para aplicar LFA a um operador em duas malhas, faz-se
MM = S KISy, (5.20)

em que KM = I, — Il [Loy| ' 12" L), é o operador de correcdo na malha grossa, I é o
h 2h h G g

esténcil do operador identidade, vy e v, representam os nimeros de pré e pds suavizagoes,
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Algoritmo 3: LFA para anélise do fator de suavizacao

Leia os dados de entrada: h e o suavizador a ser usado (se necessario, escolha w).
for Cada um dos modos oscilatorios do
Calcule a matriz diagonal S’h(4 X 4) com os autovalores de Sj,.
Calcule os autovalores da matriz Sh e escolha seu valor maximo em moédulo.
Guarde o autovalor maximo em cada modo de Fourier oscilatério.
end for
Escolha o maximo dos autovalores, i (este representa o pior fator de suavizagao).

respectivamente. Para calcular o fator de convergéncia e outras quantidades de M?",

analisa-se como os operadores Ly, I3, Loy, 1% e Sy agem nas componentes (6, -).

2
Para alguma baixa frequéncia 6 = (6, 0,) € TP¥*? = {—g, 72r> , consideram-se as
frequéncias
000 = (6,,0,), (5.21)
9(1’1) = (@1,?2), (522)
0(1’0) = (?1, 02), (523)
0(0’1) = (01,52), (524)
em que
_ 0; 0;
g titmose <0 (5.25)
Qi — T se Qz 2 0
Lema 5.3.
1. Para alguma baixa frequéncia §(%0) ¢ TPaxa tem-ge
(009, 2) = (00D, ) = (000, 2) = (0D, 2), we Q. (520)

2. Cada uma dessas quatro componentes de Fourier p(0%, ) = ¢,(0%,-), com o €
{(0,0),(1,1),(1,0),(0,1)}, coincide em Q2" com a respectiva funcao de malha
@211(29(0’0)7 SF

On(0%,2) = 02 (2009 2), 2 € Q% (5.27)

Prova: ver Trottenberg et al. (2001).

Definicdo 5.3. O conjunto de funcdes de malha de 2" obtido através de funcdes de
malha em Q" é chamado de harmonico para engrossamento padrdo em Q". O espaco gerado

por esse harmoénico quadridimensional é dado por
&O}\h(0> = span[go(ﬁ(o’o), ')7 30(9(1’1)7 ')7 90(9(170)7 ')7 90<6(071)7 )] ) (528)

em que span representa o espaco gerado (STEINBRUCH; WINTERLE, 1997).
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Observa-se que o espaco %, () é invariante sob o operador de duas malhas M32" =

Sy KhSyt com hip6teses gerais.

Considerando-se ¥ € (), pode se escrever
W — A(O’O)QO(Q(O’O), ) + A(1’1)¢<9(1’1), ) + A(I’O)QO(Q(I’O), ) + A(0,1)¢(9(0,1)7 ')’ (529>

com coeficientes A® unicamente definidos.

Com as hipéteses que Ly, I", Ly, e 1%, sdo representados por esténcis em Q" e
02" e assumindo-se que na formagio de K2* e M?", dados na Eq. (5.20), existe (Lap)™?,

pode-se enunciar os teoremas a seguir

Teorema 5.1. O operador de correcio na malha grossa K2" ¢é representado no espaco dos

harménicos %, (#) por uma matriz K2*(9) de ordem 4 x 4, como
Ki"(0) = In — 13;,(0)[Lan (26)] ' I (0) L (0), (5.30)
para cada 6 € TPaxa,

Prova: ver Trottenberg et al. (2001) e Wienands e Joppich (2005).

Em outras palavras, ao se aplicar K?"* em qualquer ¥ € .%;,(6), os coeficientes A?,

dados na Eq. (5.29), sdo transformados da seguinte maneira:

A0,0) A0,0)
AL ~on AL
Lo | EREO (5.31)
A1) A1)

Teorema 5.2. Se os espagos % (f) sdo invariantes sob o operador de suavizac¢ao Sy, isto
¢,
Sy Fn(0) — Fn(0) , VO € TP (5.32)

pode-se obter representacio para M?" no espaco %, () por uma matriz de ordem 4 x 4
da forma M2"(0) no espaco .%,(0) dada por

MM(0) = Su(0)K"(0)55(0)", (5.33)

sendo K2"(0) como na Eq. (5.30) e a matriz S),(6) representando a matriz do esténcil do

suavizador Sj,.

Prova: ver Trottenberg et al. (2001) e Wienands e Joppich (2005).

Com isso, MZ"W pode ser escrita como:

MQh!p BOO) (9(00 )+B(1’1)(p((9(1’1), >+Blo) (9(10 )+B(0’1)(p((9(0’1),-), (534)
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em que
B00) A0.0)
B . A
soo | =V () 00 (5.35)
BO1) A1)

Para garantir a existéncia de M?", deve-se excluir todos os # cujos autovalores

Li(0) = Lan(0) = 0, ou seja, exclui-se o conjunto

A={0e T =[—m,7) x [-m,7) | Ln(f) =0 ou Ly(0) =0} . (5.36)

Os autovalores (que também sao chamados de simbolos) dos operadores de restrigao
I?h. por injecdo (Inj), meia ponderacao (HW) e ponderagiao completa (FW), usados na
Eq. (5.30) sao mostrados na Tab. 1.

Tabela 1 — Autovalores dos operadores de restricao usados na LFA.

Restrigao I2M(6)
Injecao 1 B
Meia Ponderagao 1(2+ cos by + cos )

Ponderacdo Completa (1 + cosf)(1 + cos 6s)

1
4

O operador de suavizagao na malha grossa Lgj, é dado pelo esténcil

Lon = [Sk.2nlsy, - (5.37)
Para § = 009 ¢ § € TP tem-se
Lon@an(20, ) = Loy (20)pan (26, -), (5.38)
com o autovalor (ou simbolo)
Lon(20) = 3 Seone™™. (5.39)
KEV

A solugdo na malha Q2 (para 20 ¢ A) para os respectivos coeficientes é dada por

Agh <~ [fzgh(Z@)}_lAgh. (540)

Os operadores de prolongacio por interpolagao bilinear I | sdo descritos como
~ 1 _ _
I (0*) = 1(1 + cos61)(1 + cosby). (5.41)

Com os operadores ja definidos, é possivel calcular o fator de convergéncia p

associado a matriz M, que representa o processo de suavizagao em duas malhas.
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Definigdo 5.4. Considerando-se que M2" ¢é representado pela matriz 4 x 4 M2", o fator

de convergéncia assintético pode ser calculado por
proc (M) = sup { proc (M(0)) | 0 € T"™. 0 ¢ A}, (5.42)
em que Pioc (M ,fh(9)> é o raio espectral da matriz M2".
O algoritmo 4 descreve o procedimento adotado para encontrar o fator de

convergéncia de um operador de duas malhas de um método multigrid com esquema

CS e engrossamento padrao.

Algoritmo 4: LFA para o fator de convergéncia em duas malhas

Leia os dados de entrada: h, vy, vs.
Escolha o suavizador, os operadores de restricao e prolongacao.
for Cada um dos modos suaves, exceto (0,0) do
Calcule 6 usando Egs. (5.21) — (5.25).
Crie a matriz diagonal ﬁh(4 x 4) com os autovalores de Ly,.
Calcule a matriz I2"(1 x 4) do operador de restricio I2".
Calcule Loj(1 X 1) na malha Q2"
Calcule a matriz 1% (4 x 1) do operador de prolongacio I, .
Calcule a matriz K2M(0) = I, — 1% (0)[Ln(20)] " 12"(0) Ly (6).
Calcule a matriz diagonal S’h(4 X 4) com os autovalores de Sj,.
Calcule os autovalores da matriz M2" e escolha seu valor méximo em médulo.
Guarde o autovalor maximo em cada modo de Fourier suave.
end for
Escolha o maximo dos autovalores, p (este representa o pior fator de convergéncia).

5.4 Analise de Fourier local para outros suavizadores

Uma andlise similar ¢ feita se o operador Sj, nao atender as hipéteses do Lema 5.2.

Neste caso, assume-se um espaco E com a propriedade de invariancia, tal que
Sy Bl — EY V¢ The (5.43)

seja valida para o operador de suavizagao Sj. Esta hipdtese atende uma grande classe de

suavizadores, incluindo Gauss-Seidel red-black.

Se o operador de suavizagao tem a propriedade de invaridncia dada na Eq. (5.43),
as altas e baixas frequéncias podem ser mescladas por S,. Para medir a propriedade de
suavizagao de S é necessdrio assumir um operador na malha grossa "ideal' Q7" (ao invés
de K?") que aniquila as componentes de baixa frequéncia e mantém as componentes de
alta frequéncia inalteradas. Mais precisamente, Q%" é um operador de projecao, definido

em EY por

(5.44)

0 se § = 9(070) c Tbaixa
fzzhgp(ea ) - {

©(0,-) se e {gLD g0 gOnY = palta -
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Como consequéncia, a matriz K?"* dada na Eq. (5.30) é substituida por

A A 1 )
Q2 (0) = Q¥ = , § e (5.45)
1

para a andlise de suavizacdo. Além disso, pode-se substituir M?* dado na Eq. (5.33) por
M = S Qs = Qi'Sy, (5.46)

em que v = vy + va, € proe(M?") dado na Eq. (5.42) por
proc (Mi") = sup {p(Q75}) = 6 € T} (5.47)

Definigao 5.5. Com a hipétese que Sy, tem a propriedade de invaridncia dada na Eq. (5.43),

o fator de suavizagao pioc(Sh, ) de Sy, é dado por
ioc(Sh, V) = sup{ \/ p1oc(Q%h§;j) , 0¢e Tbaixa} , (5.48)

que generaliza a defini¢do de . dada na definicao 5.2 (Eq. (5.19)).

A fim de generalizar as hipoteses do procedimento de suavizagao, dado nas segoes 5.2
e 5.3 para os suavizadores do tipo red-lack ou outros suavizadores que seguem esse "padrao”
de atualizacao das incégnitas, como por exemplo, o Gauss-Seidel zebra (TROTTENBERG

et al., 2001), é necessario um correspondente operador Sl que é dado por

Sparcialy, (z) = { R , (5.49)
Up

(LH))'Lyvp(x) para x €
(z) para x € QM\Q

assumindo-se que (L;)™! existe e Q, é um subconjunto de Q" que depende das
caracteristicas do operador de suavizacdo. Obviamente, somente os pontos de €, sdo
processados no passo de suavizagao acima. O restante dos pontos Qh\Qh (que pertencem
ao conjunto Q" e ndo pertencem ao conjunto Qh) nao sao suavizados. Estes serao atualizados

em outras parciais do processo de suavizacao.

Por exemplo, para os operadores de suavizagao denotados por SZed e SPlack ambos
tém a forma da Eq. (5.49) com Q) comecando a leitura dos pontos de Q" de red e black,

respectivamente. O operador de suaviza¢do (completo) GS-RB ¢ o produto

SpP = Gptack glied, (5.50)
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Considerando-se a propriedade de invaridncia dada na Eq. (5.43) em

Ef (—Z <0 < IT), as matrizes SE? e SPlack para SEB sdo dadas por
h 2 2 ) h h p h p

ACD) 41 ALY 1 0 0
. 1] A9 —1 A0 41 0 0
SRed(g ) = ~ * (5.51)
2 0 0 A0 L1 40D _q
0 0 A0 1 AO0D 4 q
€
ACO L1 AL g 0 0
. 1| —AOD 1 AGD 41 0 0
gBlack(g ) — = * * C(5.52)
2 0 0 AL 41 A0 4 q
0 0 —A®0 1 AGD
em que
h2 -
A¥=1— %Lh(ea). (5.53)

Substituindo-se a matriz S, na Eq. (5.33) por Sf# dado na Eq. (5.50) é possivel
calcular o fator de convergéncia assintético usando a analise em duas malhas com o

suavizador GS-RB, por exemplo. Para o suavizador zebra, ver Wienands e Joppich (2005).
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6 Modelos matematicos e numeéricos

Neste capitulo apresentam-se os modelos matematicos e numéricos para os

problemas da difusao de calor (equagao de Fourier) e da poroelasticidade.

Para os modelos numéricos, as aproximagoes espaciais sao feitas através do Método
das Diferengas Finitas (MDF) e a aproximacao temporal é feita com os métodos de Euler
ou Crank-Nicolson (CN).

6.1 Equacao do calor

6.1.1 Modelos matematicos

O modelo matematico para o problema da difusao de calor dependente do tempo

(regime transiente) é representado pela equagao do calor (EDP parabdlica)

ou
% Au = f, (6.1)

no dominio espacial dado por Q C R¢, com d € {1,2}. Nesta notagdo 1 = x e z3 = v,

o operador Laplaciano d-dimensional é dado por A = zd: o 22 e o intervalo de tempo ()
considerado é (0,%y].
Supoe-se a condic¢ao inicial dada por
d
u(x,0) = [[ sin(rz;),x € Q, (6.2)

i=1

comx=2z;eQ=1[0,1sed=1oux=(z1,22) e 2=1[0,1] x [0,1] se d = 2. As condigdes

de contornos sao do tipo Dirichlet, ou seja,

u(x,t) =0, xe€09Q, 0<t<ty. (6.3)
O termo fonte é dado por
f(x,t) = (dr* — 1)e tHsm i), X€EQ, 0<t<ty, (6.4)
e a solucao analitica é

d
= e [[sin(rz;), ze€Q, 0<t <ty (6.5)
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6.1.2 Modelos numéricos

Para o modelo numérico, considera-se o modelo matematico apresentado na sec¢ao
6.1.1 e v como sendo uma aproximacao da solu¢ao analitica u. Discretiza-se o dominio
espacial através do MDF com aproximacao espacial do tipo CDS, como descrito na sec¢ao
3.1. Faz-se a aproximagao temporal e a conexao espacial e temporal usando um método
de discretizacdo implicita (se¢do 3.4), como por exemplo neste caso, os métodos de Euler

Implicito e de Crank-Nicolson.

Para o caso do método de Euler, considerando-se d = 1 e discretizando a Eq. (6.1)

tem-se +1 +1 +1 11
m m m m m
Uy —v" vl — 2y + Vit m+1 6.6
- 2 + fz ) ( . )
T h
ou
-
m+1l _ _..m m—+1 m—+1 m+1 m—+1
v =t B2 V-1 T 20,7 i } +7f (6.7)

em que i, 1 — 1 e ¢ + 1 indicam a discretizagao espacial, m + 1 e m indicam os passos de
tempo atual e anterior, respectivamente. O tamanho do passo de tempo é dado por 7 e o

comprimento da discretizacao espacial é dado por h.

Observa-se que os coeficientes da Eq. (6.7) dependem de um pardmetro que leva
em consideragdo o tamanho do passo do tempo (7) e o quadrado do comprimento da
discretizagao espacial (h). Esse parametro é chamado de fator de anisotropia (HORTON;
VANDEWALLE, 1995) e é dado por

A= (6.8)

Substituindo A e reorganizando os termos semelhantes na Eq. (6.7), tem-se com o

método de Euler

(1200 = o+ A (o4 + ot + (6.9)

Para o Método de Crank-Nicolson (CN), a Eq. (6.1) é discretizada da seguinte

forma

vt =1 wﬁ4—m¢“+wﬁﬁ+me +1CW«—%?+M%
T 2 h? ‘ 2 h?

+I1) (6.10)
reorganizando os termos, tem-se com o método de CN

A
S (omtt et ol ) + (L= N o L ()L (61

14+ M) ot =

Para associar os métodos de Euler Implicito e o método de Crank-Nicolson usou-se

um esquema chamado de esquema 6. Esse esquema associa o parametro de mistura (6)
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2z

aos esquemas de Euler Implicito e de Crank-Nicolson conforme indicado na Eq. (6.13) e é

definido na forma

A P ot — 2t gt oty — 20" 4 ol
[ [ 0 i—1 ;LQ i+1 + on+1 4 (1 _ 9) ( 1—1 h; i+1 + fzm) 7

(6.12)
emque 0<f<1le

1
b1 3 método de Crank-Nicolson ' (6.13)
L,

método de Euler

Assim sendo, a Eq. (6.12) pode ser reescrita como

(1+2X0) v = A0 (v + ol ) +r0f  HA1=0) (0] — 20" + o]ty ) +ol 47 (1 - 6)
(6.14)

O operador discreto para a equacao do calor 1D usando o esquema 6 pode ser

escrito em notacao esténcil da seguinte forma

0 0 0
Y 1+ 200 VI (6.15)
A1—0) 2M1—60)—1 —A(1—0)

Nota-se que com # = 1 esse esténcil representa o método de Euler implicito e se § = 1

2
representa o método de Crank-Nicolson. Como esse é um esténcil espago/tempo e o
problema ¢é unidimensional, em cada linha representa-se a evolugao no tempo (de baixo
para cima) e em cada coluna, a discretizagdo no espago (da esquerda para a direita), por

isso e pelo fato de ndo usar passos de tempos futuros, a primeira linha é nula.

Considerando-se d = 2 e discretizando a Eq. (6.1) considerando o comprimento das

discretizagoes espaciais nas diregoes x e y iguais a h, = h, = h, tem-se

m m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
v 20,57 + v v 20,5 + v

m+1 v v o -
4, by _ i—lyg 0,J i+17j_i_ 4,j—1 t,j+1 + m+1 (6 16)

T h? h2 ij

considerando o fator de anisotropia A dado na Eq. (6.8) e reorganizando os termos, tem-se

(140 = oy + Aoty + ot ot h + ot + (6.17)

Usando o método de Crank-Nicolson, a Eq. (6.1) para o caso bidimensional é

discretizada da seguinte forma

m+1 _ . m m+1 m~+1 m+1 m+1 m+1 m+1
Va T LUt T2 R U T 20 TG |
T h2 h2 2¥]

m m m m m m
Uity 200 il U 20 Ao,

o o (6.18)

N~ N
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Reorganizando os termos, fica

(L2205 = 3 ot + o ol + o] +

>\ m m m m
+§ {Ui,j—l T U T Vi T Ui,j—f—l} + (6.19)

+[1—2A]v§j}+%[ m g fm.

Para associar os métodos de Euler Implicito e o método de Crank-Nicolson usando
o esquema 6, usam-se os valores de ¢ descritos na Eq. (6.13) e faz-se na Eq. (6.18) a

seguinte alteragao

m-+1 m m—+1 m+1 m—+1 m+1 m+1 m-+1
Vig  — Ui 9 [Ui—l,j —2v;;" i, I Vigt = 2u i Lopm|
T h2 h2 4,7
mo_ mo mo o 9,m y gm
+(1 . 9) 'Uifl,j 2'UZ] + v7,+1,] + ,Ul,]fl 21)17] + Uz,]+1 + m (6 20)
h2 h2 2,7 " :

Reorganizando os termos, tem-se

(L D6 o™ = 20 [t + o] o + ol +

+>\(]‘ - 9) {Ui,j—l + ,Ui_Lj + U’H’Lj + U’Z}"rl} + (621)
L= AN = O]+ 7 [0F T+ (1 0)f7]

1’7J

O operador discreto para a equacao do calor 2D usando o esquema 6 pode ser

escrito em notagao esténcil da seguinte forma

0 —A(1—0) 0 0 -X 0 000
“AM1=60) AA1—0)—1 —A1—=0) | | =X 1+4X0 —X0 | |0 0 0|]. (6.22)
0 —A(1-106) 0 0 -X 0 00 0

Nota-se que com 6 = 1 esse esténcil representa o método de Euler implicito e se 6 = %
representa o método de Crank-Nicolson. Neste caso, cada um dos esténcis representa as
posicgoes espaciais para um passo de tempo, por isso o esténcil da direita é nulo. Assim,
em cada esténcil os termos da esquerda para a direita representam a direcao x e de baixo

para cima representam a direcao y.

6.2 Equacoes da poroelasticidade

A teoria da poroelasticidade, na qual estudam-se materiais porosos preenchidos
por fluidos, é de grande de grande interesse e essencial em diversas areas de engenharia.
Biot(1941, 1955) descreveu e analisou a teoria mais conhecida sobre poroelasticidade,

atualmente conhecida como Teoria de Biot.
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Essa teoria descreve o comportamento mecanico de meios porosos saturados com
fluidos. O meio poroso natural é composto por uma fase sélida (graos) e espagos entre esta

fase sélida, que podem conter fluidos. Na Fig. 20 é mostrado um exemplo desse meio poroso

1
12
mais usados para o estudo de problemas em geomecanica, hidrogeologia, engenharia do

petréleo e biomecanica (MOW; LAI, 1980; EHLERS; BLUHM, 2002).

Lyort

para o caso 1D com dominio {0 } Os modelos da poroelasticidade sao especificamente

Ok

N =
o

Figura 20 — Modelo do problema da poroelasticidade unidimensional.

6.2.1 Modelos matematicos

O problema da poroelasticidade pode ser formulado como um sistema acoplado de
equagoes diferenciais parciais dependentes do tempo. Existem formulagoes de dois, trés
ou quatro campos do problema de Biot. Aqui, considera-se a formulacao de dois campos
que inclui a pressao do fluido e os deslocamentos da matriz sélida como incognitas. Em
problemas mais complexos, pode-se incluir: erosao, sedimentacao, entre outros efeitos

fisicos.

Para essas equacao considera-se o problema classico da consolidacao de Biot para
um meio poroso saturado, homogéneo, isotropico e incompressivel que seguem os modelos

descrito por Gaspar et al.(2003, 2006) e Rodrigo (2010).

Para o caso unidimensional, considerando o dominio espacial {2 = (O, %) tem-se

Pu  Op
ot T

0 (0Ou 0%*p
at<ax>_K&c2_‘@

U
(6.23)

em que E denota o mdédulo de Young e K guarda informacoes das propriedades fisicas
relacionadas a porosidade e permeabilidade do meio e é chamada de condutividade

hidraulica. O termo % representa a densidade da forga aplicada no corpo, e & a forca de
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injecdo ou extracao do fluido no meio poroso. A componente de deslocamento na diregao
espacial x é dada por u(z,t) e p(z,t) denota a pressao. O intervalo de tempo considerado
nos calculos é (0,%f]. A primeira equacao modela os deslocamentos na direcao u e a segunda

equagao modela a pressao p.

As condi¢oes de contornos assumem fronteira esquerda sem variacdo do
deslocamento e permeével (drenagem livre); e fronteira direita rigida (deslocamento zero)

e sem variacao de pressao, ou seja,

ou(0,t)
E pu—
Ox 0 (6.24)
p(0,1) =0
e
1
U (, t) =0
2 (6.25)
ox
Supondo-se a solucao analitica dada por
u(x,t) = cos(rx)e™ (6.26)
e
p(x,t) = sin(rz)e ™, (6.27)

e que satisfazem as condigoes de contornos dadas nas Eq. (6.24) e Eq. (6.25), pode-se

definir os termos forcantes Z e &2 como

U = (E7 + 1) cos(mz)e™" (6.28)

P = (1+ Kr)msin(rz)e . (6.29)

O problema da poroelasticidade bidimensional é dado com u(zx,y,t) e v(z,y,t) que
denotam o deslocamento e p(x,y,t) que representa a pressao no plano espacial (z,y). O

modelo matemadtico, considerando o dominio espacial Q = (0,1) x (0,1) é dado por

0*u 0%u o (Ov op
—()\JFQM)@—MOTJQ—()\JFM)@ (6 ) i
%) 0*v  Jp
A+ua< ) Q+2)5—+57 v, (6.30)
2 2
8 0°p (9p _p
o2 8y2
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em (x,y) € Qete (0,tf]. As constantes e A e p sao coeficientes de Lamé enquanto que K
guarda informagoes das propriedades fisicas relacionadas a porosidade e permeabilidade do
meio e é chamada de condutividade hidraulica. As variaveis v e v indicam o deslocamento
enquanto p indica a pressao. Os termos % e ¥ representam a densidade da forga aplicada
no corpo, e & a forga de injecao ou extracao do fluido no meio poroso. Neste sistema de
equacgoes, a primeira equagao € a equacao para o deslocamento u, a segunda ¢é a equagao

para o deslocamento v e a terceira é a equacao para a pressao p.

Neste trabalho supoe-se que, no caso bidimensional, 9 (a fronteira de ) é rigida
(deslocamento zero) e permedvel (drenagem livre), tal que tem-se a condi¢ao de contorno
de Dirichlet,

u(z,y,t) =0, wv(z,y,t)=0, plz,y,t)=0, (z,y)e . (6.31)

Através do método das solugoes fabricadas, considerando-se a solucao analitica
u(z,y,t) = v(x,y,t) = p(z,y,t) = sin(rz) sin(ry)e ", (6.32)

tem-se as respectivas expressoes para %, V e &

U = (A + 3p)7? sin(mx) sin(my)e ™ — (A + pu)w? cos(mx) cos(my)e™ " + 7 cos(mx) sin(my)e ™,

(6.33)

¥ = (A + 3p)n? sin(rx) sin(ry)e ™" — (A + p)7? cos(mx) cos(my)e " + 7 sin(rx) cos(my)e !

(6.34)
P = 2Kn*sin(mx) sin(ry)e " — wsin(w(x +y))e . (6.35)

6.2.2 Modelos numéricos

Para o modelo numérico, considera-se o modelo matematico apresentado na secao
6.2.1 e neste caso consideram-se as proprias variaveis u e v como sendo aproximagoes das
solucoes de u e v, respectivamente. Assim como na equacao do calor, o dominio espacial
é discretizado através do MDF considerando uma malha uniforme e com aproximagao
espacial do tipo CDS, como descrito na secao 3.1. A aproximacao temporal e a conexao
espacial e temporal ¢ feita usando um método de discretizagao implicita (se¢ao 3.4), como

por exemplo neste caso, os métodos de Euler Implicito e de Crank-Nicolson.

Gaspar et al. (2007) apresentaram uma versao reformulada para o sistema da
poroelasticidade. Essa nova versdo (usada também por Rodrigo (2010)) consiste no uso

adicional de um termo de suavizacao no lado esquerdo da igualdade da equacao da pressao.
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Esse termo nao altera o resultado final e melhora a estabilidade do sistema para a solucao

numérica. O termo de suavizacao é dado por

h*  0A
- b (6.36)
4N+ 2u) Ot
Caso unidimensional
Para o caso unidimensional, considera-se £ = X + 2u e a Eq. (6.23) com o

termo de suavizagao dado pela Eq. (6.36) pode ser discretizada nos pontos internos, i.e.,

1=2,3,...,N — 1, usando os métodos de Euler implicito e o método de Crank-Nicolson.

Método de Euler

Usando o método de Euler para aproximacao temporal, tem-se

m+1 2um+1 + um—l—l m+1 m+1

- E H—l 3 7—1 pz—l—l —DPia — %m+1
2 ) i
umtl g mtl ul | —ul™ m m m
i i S 0.t M /) ! (6.37)
T h?
R I =27 A P 2 P e
4ET h2 h2 T

reorganizando os termos, tem-se

2K E 1
m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1)\ __ m—+1

h2u _ﬁ(ﬁ-l +u >+2h(p7,+1 _pzl>_%

upt —uy! o —wty, K <pm+1 opr+l +pm+1) ’ (6.38)
27h 27h p2 \Tit

~ ; Pt = 2pr T p = (ol - 2p) )| = !
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ou
2F E 1
m+1 m+1 m—+1 m—+1 m—+1 m+1
2l T2 (ui— +ui+1)+2h(z _pz+1)+%
2K 1 1 K 1 ,(6.39)
ar m+-1 - m+1 _  om+1) [ 2% m+1 m+-1
(T + 27 o+ g (i =) = (5 + 47) O 01 -
1 m m 1 m 2 m m o t@m«H
oo (ui+1 - ui—l) + 1ET (pz'+1 —ap; +pi—1) =7
ou ainda
2F

T = g () g () +

WHAETKY 00 1 /00 h? +4ETK\ / i
(o) o= gy G =) - (M ) Gt o

- L (U:ri1 - uﬁl) 4; (p’L 1= 2p" +pz+1) +

Em z =0 (i = 1), tem-se a condigao de contorno E% =0, ou

Eug@—&-l _ u81+1 0
2h
umH = !
e considerando a equacao
Pu  Op
—-F—+ ==,
ox?  Ox
tem-se
_Eugﬂrl 2u71n+1 4 u6n+1 N pgl+1 _p81+1 _ gz/m—',-l
h? 2h v

_l_
considerando p(0,t) = 0, p; =0 e P2 T Po

substituindo a Eq. (6.41) na Eq. (6.43), tem-se

p w9t |t + pIl g et i
h2 2h L

_Eugﬂfi‘l 2u’m+1 + ug’b-‘rl + 2pm+l _ %m+1

h2 2h L
= (Wt — ) 4 7} L gt

m) s (6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

=p1 =0 = py = —p2, na Eq. (6.43) e

(6.44)
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reorganizando os termos na Eq. (6.44), tem-se

2E .4 2Eum+1 1 gy (6.45)

Bz 12 P2

(i = N), tem-se

0 (0ou Pp 0 ([ h? O
o (m«) Kow o <4E&x> =2 (6.46)

na forma discretizada é

1
Emzx=-
2

h* +4ETK\ 1 m m h* +4ETK m m
(QEThQ >pN+1 =57 (UNJF} - UN_-H) <4E7h2 ( H +pNﬁ> +
1 m 1 m m m m
“orh (UN 1 UN+1> e (pN—l — 2py +pN+1) + 25, (6.47)

e considerando a condi¢ao de contorno u (%, t) = 0, tem-se

UNy1 T+ UN_1

2

= 0 tem-se

=uy=0 — UNF1 = —UN-1 (648)

e com a condigio K 2214 (1 b =

PN+1 — PN-1
K————— =0
2h
PN+1 = PN-1- (6.49)

Substituindo as Eqgs. (6.48) e (6.49) na Eq. (6.47) tem-se
h2 + 4ETK m+1 1 m-1 h2 + A4ETK m—+1
(o) = ot () i+

1 1

— Ry g (PR )+ 2R (6.50)

Método de Crank-Nicolson

Considerando-se o método de CN para efetuar a aproximagcao temporal, reescreve-se
a equacao da pressao descrita na Eq. (6.23) e adiciona-se o termo de suavizacao dado pela

Eq. (6.36) da seguinte forma

0 (Ou h% 0% 9*p
o (893 1E 8x2> =Ko T (6.51)
assim, tem-se
m—+1 m+1 m m
Sl — mEgmel 2 fpmdt gttt — 2 4]
. 1ET 02 h? N

(6.52)

K ((piAt = 2p e pt  py = 2p 4 py | 2T
) 12 + 12 + 5 )
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reorganizando os termos, tem-se

uzn-i-l - u?r’—l u;m _ u;ni 1 m m m m m m
- 27h - +127']1 - AET [piﬁl —2p" T+ pit - (pi+1 = 2p; +pi*1)} -
(6.53)
= ops (I = 200 I Dl = 2 ) +
ou
K 1 m—+1 1 m—+1 m—+1 K ]' m+1 m—+1
(7 )™ = =g (vt = t) o+ (G + ) (ot 01
(6.54)
+i< m.o o ,m )_|_<K_1)<m _2m+ n )+W
o h Uipy — Ui on2  AF+ Dit1 Di T Pi-1 5 5
ou ainda
W +2ETK\ .4 1 mal  omil h* +2ETK m+l | ml
( 2ETh? >pi ~ 27h (ui_l ~ it ) * AETh? (piﬂ TP ) a
(6.55)
Ly )+ (PEE Y o >+9”3”“+9”Z"
o, \Ui-1 i+1 AETh? Pi—y Di T Piy1 5 .

Para os contornos, as aproximacoes sao similares as apresentadas para o método

de Euler e nao serao expostas aqui.

Caso bidimensional

Para o caso bidimensional, considera-se a Eq. (6.30) e adiciona-se o termo de

suavizacao dado pela Eq. (6.36) na equagao da pressao.

Método de Euler

Usando o método de Euler implicito para a aproximacgao temporal, as equacoes
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discretizadas no pontos internos, i = 2,3,..., N — 1, sdo escritas da seguinte forma
m+1 m+1 m—+1 m—+1 m+1 m+1
h? 2
9 [vnth —omtl prtl — L
—(A 4 p) = | 2 =Ly )y Sl =) gymtl
Az, ( 2h 2h b
g (M) R
0 2h h?
gm.+11 — 21;’,“.“ —+ ’Umill pmtrll — perll
_ A 2 1,)— 1,) 2,] + 2y 1,)— — /Vm—l-l
(A+2p) X 57 o
0 fumth —urty enih -ty
ot 2h 2h
m+1 9 m+1 + m+-1 m+1 2 m+1 + m+1
_K (pil,j Dij Dit1,; I Pij— Di.j Pij+1
h? h?
h2 9 [pmtl —opmtl L pymtl mAl_ gpmtl 4 mAl
. v pl*l,] pz,j pz+1,j + pz,]—l pz,] pz,]+1 _ gzm+1
4N+ 2pu) Ot h? h? v
ou
2ZAH31) gt A2 1\ _ M mr Yy A+p)
2 ujy - — 72 (uﬁl,j + “ﬁm‘) ~ 3 (“%_1 + UZ}H) T
(5 n — ol — ol + o) + o (0 - i) = %

m+1 2 (/\ + 3#’) ,Um'+1_

A i ot gmtl 1
itli+1  Wir1-1 T Ui—1 541 T W11 72 i

1
A2 (
+ 1 (m —9pm 4 pin 4 pm _2m+m>_(@m+1
102 \Pi-1, Pij T Piv1,5 T Pij—1 Pij T Pij+1) = i

ih A+ 2 1
I m—+1 m+1 % m—+1 m+1
2 (“z‘—l,j + Ui+1,j) T2 ("U‘j—l T Uz‘,j+1) T 5 Pig+l ~ Pijon
1 m+1 _  m+1 + m+1 _  m+1 m . m + m ., m .
o WUipr,; — Wim15 T V541 — Vij-1 Wigr,; = Wim15 T V541 = Vij-1
m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
K Pi—15 — 2pi,j + Pit1,j . Pij—1— 2pi,j + Dijt1 _
h? h?
m+41 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
Piciy — 2pi;  + iy i — 207 +pz’,j+1) +

, (6.56)

( m+1 m+1) _ yzﬁ-l | (657>
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ou ainda

2(A43p) i1 _ A28 m Ho(om m (A +p)
u'tt = (ztlg‘*’uz—iilj)—i_*( 7J+11+U7JJ§‘11)+ 402

h2 4,J h2

m+1 m+1 m—+1 m+1 m—+1 m—+1 m—+1
: (UiJrl,jJrl —Vig1j-1 T Vit 41 TV o 1) o (pz 1; — Pif1 ]) + U,

2A0431) 1 AFB m+1 m+1 m+1
T2 Y T T2 (ui+1,j+1 —Uipr5-1 — Ui L+l T U1 1) +

m m A m m m m m
+% ( i le + Uzﬁlj) + 222“ ( wﬂl + Uwill) +an (pwﬂl p”ﬁll) %JH

, (6.58)
1 4k 1
T m+1 m+1 m+1 m+1 ke m+1__
ohr (um,j Ui—1,j + Viger — “m‘fl) + <h2 + (A + 2u)T> Pig
K 1
m—+1 m—+1 m—+1 m—+1

(o + ) O ot ) -

1

m m m m m m . m+1
—|—m (pi—l,j —2pi; + i TP — 20 +pi,j+1) =2
e reorganizando os termos, tem-se

2 (XN + 3pu) m41 _ A+2u me1 m+1 Ko mtt m+1 (A+p)
e = T () g (R ) + e
(e — oS — o o) + o (R - ) - st
2(A+30) i1 AT mt1 mt1 m+1
T2 Vid = Ah2 (Uz‘+1,j+1 —Upp15-1 — ui—l g1 T U 1) +

m m A m m m m m
+% ( i le + /U1+le> + 222# ( z]Jrll + Uzjill) + 2h (pz,]+11 pzjirkll) %,jJrl

. (6.59)

h? 4 4k(X + 2/~L)7'> mitl L ( mAl L metl | mel ,Um+1) n

RO+ 2y )P T apy et T ey T T B
P2+ AR+ 207\ 1 it | mt mtt
< AR2(A+ 240)7 (5 + PR + PiTh + i) +
+% (U?jd,j — ufﬁl,j + UZ‘]»H - vm_l) +
1
m m m m m m—+1
+m <4pz‘,j —DPi—15 — DPiv1; — Pij-1— pi,j+1) + 321',]‘

Método de Crank-Nicolson

Considerando-se o método de CN para efetuar a aproximacao temporal, reescreve-se
a equagao da pressao descrita na Eq. (6.30) e adiciona-se o termo de suavizagao dado pela

Eq. (6.36) da seguinte forma
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0 (Ou Ov Pp  0?p h? o (0*p  p\
ot ((’91’ + 8y> -k <8$2 * 8y2> 4N+ 2p) Ot (0552 + oy2) 2,

0 [Ou Ov h? Pp 0% Pp 0%
g Yv Y e T
ot [&c * dy 4N+ 2u) (81:2 * 83/2)] (8:62 * Oy? +

com a discretizacao das varidveis espaciais pode-se escrever

ou

D it e
ot 2h 2h
R Pl = 2p it N Py = 200 + el
4(X + 2p) h? h?
1 1 1 1 1 1
K pﬁij - 229;7? +Pﬁ+1,j i p%‘t1 - 2]92? +p2§i1 n Piti; — 207 +pﬁ1,j+
2 h? h? h?
+1
WPl T 2P PG | P P
h? 2 ’
e com a aproximacao temporal, fica
1 1 1 1 1
S7r [yl — o — oty — (i =+ o — o)
1

1 1 1 1 1 L
oy = 2 R 20 )

1 m Uo mn m m m
+m (pi—l,j —2p; + Div1; T Piso1 — 2Di; +pi’j+1) =

K (P = 4pT7 + pi + T P Py = PR R T TP
2 h2 h?

m+1 m
+<@i’j + ‘@i,j
2 )
reorganizando os temos, tem-se
i(m—l—l_ mAl o mtl m+1)+ %+ 1 m+1
T Uip1,; — Wim1,5 T V541 — Vi1 K2 Ot 20T Di ;
K 1
m—+1 m+1 m+1 m+1
- <2h2 + 4()\4'211)7'> (pi—l,j + Pit1; T Dija +pi,j+1)
1 m m m m
" ohr (ui—i-l,j — Uiy T Vg1 — Ui,j—l)
_ PG+

1 K - . . . N
- <4()\—|—2u)7' B 2h2> (pi—ld — AP} Pty P +p,‘7j+1> = 2 ,

ou ainda,
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i1

h2 i 2k(>\ + 2,&)7’ m—+1 1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
( h2(\ + 2u)T Dij = e ( im1 — Wiyt T U1 — ) +

< 200+ 2007 <pz——~l_b +P¢+J{,1j +pi,jt11 + ngill) + 5= (ui+1,j — Ui T Vg1 Uz‘,j—l)

2hT
< 420\ + 2p0)7 ( Pij —Pi1; — Piv1; — Pij-1 — pi,jJrl) + % (6.60)

Uma ideia para a programacao do suavizador Vanka de 3 e de 5 pontos esta descrita

no apéndice A.

6.3 Ordenacdo colorida para o suavizador Vanka

Sabe-se que a solugao dos grandes sistemas lineares resultantes da discretizacao
do modelo de Biot é a parte que representa maior custo computacional em simulacoes
reais. Por isso, a estrutura de suavizadores eficientes para este tipo de problemas atrai
muita atencao. Além disso, as arquiteturas de computadores atuais tendem a aumentar as
capacidades de multiprocessamento ao apresentar mais nicleos de processamentos. Para
explorar essas caracteristicas, é preciso desenvolver algoritmos que sejam capazes de usar
um grande nimero de ntcleos, tornando possivel um maior paralelismo. De acordo com
Rodrigo (2010), com o método multigrid nao é diferente, sendo muito importante a escolha
de um suavizador adequado. Além disso, para suavizar um sistema de equagoes como
o problema da poroelasticidade existem algumas dificuldades adicionais, pois a matriz
discretizada apresenta pontos de sela, em que o laplaciano da pressao é quase nulo. Isso faz
com que os métodos que utilizam suavizacao por pontos nao sejam satisfatérios, tornando

o suavizador Vanka muito atrativo para esse caso.

Nesta secao serd proposta uma formulacao para a ordenagao colorida a ser usada
no suavizador Vanka, de forma que este suavizador possa ser completamente paralelizavel
no espago. Para que um suavizador seja paralelizavel é necessario que nas atualizagoes
das variaveis de uma mesma cor nao se utilizem valores que foram atualizados na mesma
iteracdo. Apés o estudo da formulagao do suavizador Vanka usado nas equagdes da
poroelasticidade discretizadas através do Método das Diferengas Finitas (MDF), percebeu-
se que o numero minimo de cores possiveis para possibilitar a paralelizacao do referido

suavizador sao 4 cores para o caso 1D e 12 cores para o caso 2D.

No caso unidimensional, apés a discretizagao através do MDF obtém-se a célula
descrita na Fig. 21. Nessa figura, as varidveis que estdao em um circulo (()) serao atualizadas
na iteracao atual e as demais varidaveis serao apenas usadas na iterada atual para os

respectivos calculos.
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Figura 21 — Variaveis usadas pelo suavizador Vanka de 3 pontos para equacao da

poroelasticidade 1D. As varidveis que estdo em um circulo (()) serdo
atualizadas na iteragao atual.

Com o auxilio da Fig. 21 é possivel notar que apds a suavizagao e atualizagao
das variaveis que se encontram nas posicoes u;_1, p;, U;+1, as proximas variaveis a serem
atualizadas devem ser as varidveis que se encontram nas posigoes U3, Dit4, Uirs (Ver a
Eq. (A.3)). Observa-se que no segundo passo de atualizagdo, usam-se as varidveis u; o €
Pit2, que também foram usadas (mas nao atualizadas) no primeiro passo da suavizacao, ver
por exemplo a Fig. 22. Na Fig. 22 descrevem-se dois passos feitos em uma mesma iteragao
usando-se tal ordenacao, que estao com as variaveis relacionadas ao primeiro e ao segundo
passo de atualizacao, abaixo e acima do eixo principal, respectivamente. A numeracao dos
nos desta figura seguem a numeracao descrita na Fig. 21. Com isso, pode-se garantir que

para o suavizador Vanka de 3 pontos ser paralelizavel, devem-se usar no minimo 4 cores.

Figura 22 — Suavizador Vanka de 3 pontos para equacao da poroelasticidade 1D. Os valores
abaixo da linha reta pertencem a um passo de suavizacao e os valores acima
da linha pertencem ao passo subsequente. Apenas as variaveis que estao em
um circulo (O) serao atualizadas na iteragao atual.

Sendo assim, pode-se mostrar na Fig. 23 a ordenacao de 4 cores usada no problema

da poroelasticidade 1D.

Figura 23 — Ordenagéao de 4 cores para o suavizador Vanka: (O) vermelho; (O) preto; (A)
azul e (V) verde.

Para o caso bidimensional, em primeiro momento pensou-se em usar um esquema
com 4 cores em cada direcao espacial, ou seja 16 cores no total. Porém, com a anélise
da célula do suavizador Vanka descrito na Fig. 24, pode-se observar que o ponto Q) (que

estd em um circulo () possui vizinhos em 2 pontos distintos nas posi¢oes Oeste, Leste,
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Norte e Sul. Porém, este ponto (p) possui apenas 1 vizinho nas posi¢oes Nordeste, Sudeste,

Sudoeste e Noroeste (para interpretar melhor, ver a Eq. (A.20) e a Fig. (96).

<

v p v
v u @ u v
p p v p p
R ) R T ) B

v ! @ ! v
p

<

Figura 24 — Variaveis usadas pelo suavizador Vanka de 5 pontos para equacao da
poroelasticidade 2D. As varidveis que estdo em um circulo (O)) sao atualizadas
na iterada atual.

Considerando-se os argumentos citados, propos-se uma ordenacao que utiliza 6
cores em uma dire¢do espacial (no caso, na diregdo x) e apenas 2 cores na outra dire¢ao
espacial, totalizando o niimero minimo de 12 cores e garantindo que o algoritmo seja
paralelizavel. Essa descri¢ao é feita, por exemplo em uma malha com 17 x 17 pontos como

mostra a Fig. 25.
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Figura 25 — Ordenacao de 12 cores usada para o problema da poroelasticidade 2D com o
suavizador Vanka de 5 pontos.
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7 Métodos de solucao

Neste capitulo serdo descritos os métodos (ou técnicas) Time-Stepping, Waveform

Relaxation e Space-Time, usados para a solucao de EDPs parabdlicas.

Por simplicidade, para a descri¢ao dessas técnicas, segue-se como base o problema
modelo padrao para classe de EDPs parabélicas, dado pela equagao do calor (ou equagao
de Fourier) bidimensional descrita na Eq. (6.1) como

ou 0*u 0*u

Este problema combina caracteristicas de EDPs elipticas estacionarias para o caso
de se considerar um passo de tempo fixo (gerando o método Time-Stepping), equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) transientes para o caso de se considerar um ponto espacial
fixo e todos os passos de tempo (gerando o método Waveform Relazation) e uma descri¢ao
espago-tempo com suavizador por pontos (gerando o método Space-Time). Seré exposta

também a descricao do método Waveform Relazation para o problema da poroelasticidade.

7.1 Método Time-Stepping

Segundo Tannehill et al. (1997) alguns estudos tém dado énfase para algoritmos
que tratam a equacao parabodlica como uma sequéncia de equacoes elipticas em cada passo

de tempo. Este método é chamado de método Time-Stepping.

Nesse método, resolve-se o sistema discretizado em cada passo de tempo de forma
consecutiva até o passo de tempo final. Assim, em cada passo de tempo, pode-se usar algum
método para o problema estacionario. Com isso, a estrutura do sistema a ser resolvido é
correspondente a discretizacao de EDPs elipticas (TANNEHILL et al., 1997; BURDEN;
FAIRES, 2016; LENT, 2006; HIRSCH, 2007).

A principal caracteristica do método Time-Stepping é mostrado na Fig. 26, retirada
de (VANDEWALLE, 1993, p. 18). Em cada passo de tempo é usada a solu¢do do
passo de tempo anterior como estimativa inicial e resolve-se o sistema de equagoes
correspondente no passo de tempo atual, considerando-se um sistema estacionario. Com isso,
esse sistema de equagoes diferenciais parciais parabdlicas pode ser comparado as equagoes
diferenciais parciais elipticas, para as quais o método multigrid é comprovadamente eficiente
(WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Dessa forma,
na programacao do método Time-Stepping deve-se fazer um lago externo para os passos de
tempo (m + 1), até o niimero de passos de tempo Ny, e um lago interno para as variaveis

espaciais (h ou 4, j). Esse procedimento é especificado através do algoritmo 5.
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Figura 26 — Procedimento de atualizagdo das incognitas no método Time-Stepping
(VANDEWALLE, 1993, p. 18) para o caso 2D.

Algoritmo 5: Método Time-Stepping em uma malha

Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
for m=1:N; do
while Nao alcancar algum critério de parada do
Suavize o sistema correspondente no passo de tempo m + 1.
end while
end for

Devido a caracteristica do método Time-Stepping, para os casos em que se usa
th

com [ = 2Umax=1) " em que Ly ¢ 0 niimero maximo de malhas a serem utilizadas, sdo

a técnica multigrid, além da malha fina Q" as malhas mais grossas 2", Q% ...

Y Y

discretizadas apenas nas varidveis espaciais, ou seja, em cada passo de tempo fixo. Por
exemplo, considerando-se a discretizacdo das varidveis espaciais z,y na malha Q" com
33 x 33 pontos, as malhas mais grossas 22", Q" Q8" ¢ Q6" terdo 17 x 17,9 x 9, 5 x 5 e

3 x 3 pontos, respectivamente.

Pode-se especificar o método multigrid com os ciclos V (v, vs), F(v1, v2) ou W (vy, 1)
para o método Time-Stepping através do algoritmo 6. A sigla MG-ciclo representa
qualquer um dos ciclos (V, W ou F) definidos anteriormente nos Alg. 1 e Alg. 2. A partir

de agora, tal simbolo serd usado nesses algoritmos.
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Algoritmo 6: Método Time-Stepping - multigrid
Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
form=1:N,do
while Nao alcancar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1).
end while
end for

7.2 Meétodo Waveform Relaxation

O método Waveform Relaxation é um método iterativo continuo no tempo e foi
desenvolvido para resolver numericamente grandes sistemas de equagoes diferenciais
ordindrias (ODEs) (LELARASMEE et al., 1982; LUBICH; OSTERMANN, 1987;
VANDEWALLE, 1993). No entanto, esse método também pode ser aplicado para resolver
equagoes diferenciais parciais (EDPs) dependentes do tempo, em que as EDPs sao
transformadas em um grande conjunto de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).
Inicialmente é feita uma discretizagdo do problema apenas espacialmente, transformando

a Eq. (7.1) em um conjunto de EDOs da forma

(Zh = Gu(vn, fr), (7.2)
em que G, estd em funcao dos valores de vy, e f, que sdo fungdes ou vetores contendo
informacoes do tempo para cada posicao espacial h. Por isso, assumindo-se conhecidos
os valores das posicoes espaciais, pode-se considerar GG, um sistema de EDOs em t. Esse
método iterativo, calculado em fungdo do tempo, é conhecido como MOL (em inglés,
Method of Lines). O método Waveform Relazation é a forma de esse tipo de sistema por

relaxagao (VANDEWALLE, 1993; LENT, 2006; FALGOUT et al., 2017).

Cada componente do sistema dado na Eq. (7.2) pode ser escrito como uma EDO,

da seguinte forma

%01 = Gi(vi,v2,... 04, f1) v1(0) = vy
Lvy = Ga(v1,v2,...,04, f2) com vy(0) =0 | (7.3)
Lvg = Ga(v1,v3,...,04 fa) va(0) = vg

em que d é a dimensao do sistema linear. A notagao v;(0) = v?, 1 < i < d, indica as
condigbes iniciais (t=0) em cada ponto da discretizacao espacial. Esse procedimento de

solugdo pode ser observado na Fig. 27, conforme Lent (2006, p. 94) para o caso 1D.

Considerando-se o método de Gauss-Seidel (GS) e a ordem Lexicografica, o sistema
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Figura 27 — Procedimento de atualizacao das incognitas no método Waveform Relazation
(LENT, 2006, p. 94) para o caso 1D.

dado pelas Egs. (7.3) pode ser escrito como

%Uﬁl = Gi(vyth vy, vy, ) vy (0) = v}
%UEH = Go(oy™ s vy, vl fa) com vy (0) = vy

(7.4)
%vgﬂ = Ga(oytH ot oyt ) vy (0) = vg”’

Observa-se a relagao entre as equagoes do sistema (7.4) e as linhas do tempo na
Fig. 27, ou seja, para cada ponto da discretizagao espacial é resolvida uma EDO temporal.
Os métodos de aproximacao da derivada temporal podem ser o método de Euler implicito
e de Crank-Nicolson, entre outros. Apés realizar esse procedimento em todos os pontos

espaciais, considera-se realizada uma iteracao v.

Considerando-se que a principal caracteristica do método Waveform Relazation,
em que para cada ponto da discretizagao espacial resolve-se uma EDO temporal, como
mostra a Fig. 27, na programacao computacional deve-se fazer um laco externo para as
iteracoes v, um lago intermediario para percorrer os pontos da discretizagao espacial h
e um laco interno para os passos de tempo m (ou para resolver a EDO temporal). Esse
procedimento é especificado através do algoritmo 7, baseado em Vandewalle (1993, p. 26)

para o método Waveform Relazation com singlegrid (método de malha tnica).

Se considerar o uso do método Waveform Relazation com multigrid, deve-se seguir
a teoria descrita no capitulo 4. Vandewalle (1993) comenta que o principio do método
multigrid para problemas dependentes do tempo ¢é essencialmente da mesma forma que

para os métodos classicos de relaxamento.



Capitulo 7. Métodos de solugio 98

Algoritmo 7: Método Waveform Relaxation em uma malha.
Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
fori=1:ddo
Resolva a EDO discretizada correspondente a posicao espacial ¢ no sistema de
Eq. (7.4).
end for
end while

Devido a filosofia do método Waveform Relazation, no caso de se usar a técnica
multigrid, a malha fina Q" e as malhas mais grossas Q%" Q% ... Q" com | = 2(Lmax—1)
sao simultaneamente discretizadas no espago e aproximadas no tempo, porém, o processo
de engrossamento das malhas ocorre somente nas diregoes espaciais. Por exemplo,
considerando-se engrossamento padrao ¢ = 2, a discretizacao das varidveis espaciais
2,y e o nimero de passos no tempo ¢ na malha Q" com z x y x t com 33 x 33 x 100 pontos,
as malhas mais grossas Q2" Q% Q8" e Q16" terdo 17 x 17 x 100, 9 x 9 x 100, 5 x 5 x 100 e
3 x 3 x 100 pontos, respectivamente. Com isso, os valores dos residuos sao calculados e
restritos e a correcao ¢ prolongada e suavizada em todos os pontos espaciais e passos de

tempo, simultaneamente.

No caso da equagao do calor, os suavizadores espaciais mais comuns nesse método
sao Gauss-Seidel (lexicografico ou red-black), o método de Jacobi ponderado e os métodos
de relaxagao por linhas. Como ja foi mencionado, os métodos de aproximacao da derivada
temporal podem ser os métodos de Euler implicito e de Crank-Nicolson, entre outros.
Pode-se especificar o método multigrid para o esquema CS com ciclos V (v, 1), F(vy,vs)
ou W (v, 1,) através do algoritmo 8 (VANDEWALLE, 1993; FALGOUT et al., 2017).

Algoritmo 8: Método Waveform Relaxation - multigrid
Entre com os dados de entrada, condic¢ao inicial e condigdes de contornos.
while Nao alcancgar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1), e considerando engrossamento apenas no
espaco em todos os passos de tempo. Para o processo de suavizagao, em cada nivel de
malha use o método descrito no algoritmo 7.
end while

Para as equagoes da poroelasticidade, devido a presenca de pontos de sela no sistema
de equagoes, considerou-se o uso do suavizador Vanka de trés pontos. Esse suavizador
atualiza simultaneamente em cada passo de iteragdo um bloco de trés incégnitas, na
forma de Gauss-Seidel. Dessa maneira, todas as incognitas do deslocamento sao calculadas
juntamente com a incognita da pressao, posicionada no ponto central, de forma simultanea
em cada passo de tempo. Esse calculo se da consecutivamente em todos os passos de tempo
através do método Waveform Relaxation. Para o caso unidimensional, as incégnitas, u; 1,

Pi € u;y1 sao resolvidas simultaneamente. Esse procedimento seréd chamado de suavizacao
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Waveform Relaxation Vanka de trés pontos, e a ideia geométrica esta descrita na Fig. 28.
No caso bidimensional, as incégnitas, u; j_1, Ui—1j, Dij, Uit1; € Uij+1 Sao resolvidas
simultaneamente. Esse procedimento serd chamado de suavizacao Waveform Relazation

Vanka de cinco pontos, e a ideia geométrica esta descrita na Fig. 29.

m p U

tempo

espago

Figura 28 — Método Waveform Relaxation Vanka de trés pontos, usada para o problema
da poroelasticidade 1D.

O algoritmo do método multigrid com o suavizador Vanka para as equacoes da
poroelasticidade 1D e 2D segue a mesma ideia do algoritmo mostrado para a equacao do

calor, algoritmo 8.

7.3 Meétodo Space-Time

O Space-Time é um método que se caracteriza por usar um suavizador por pontos,
como o Gauss-Seidel red-black, sendo que em cada iterada atualizam-se todos os pontos no

espaco e no tempo. O algoritmo 9 descreve o uso desse método em uma malha (singlegrid).

Algoritmo 9: Método Space-Time em uma malha
Entre com os dados de entrada, condigao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
Suavize (ponto-a-ponto) o sistema correspondente em todos os pontos no espago e no
tempo.
end while
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Figura 29 — Método Waveform Relazation Vanka de cinco pontos, usada para o problema
da poroelasticidade 2D.

Em particular, o suavizador frequentemente usado no algoritmo 9 é o Gauss-Seidel

com ordenacao red-black nas dire¢des espaciais.

Com o método multigrid, Horton e Vandewalle (1995) comentam que o Space-Time
se caracteriza por adotar uma estratégia de semiengrossamento no espago ou no tempo,
e que tal estratégia depende de um pardmetro chamado fator de anisotropia (N\;) que
relaciona o tamanho do passo temporal e espacial em cada nivel de malha [. A razao de
engrossamento usada para ambos os semiengrossamentos é ¢ = 2. O valor de A que define
o momento do semiengrossamento espacial ou temporal é denominado A..;; € em Horton
e Vandewalle (1995) e no presente trabalho foi determinado através da LFA. Segundo
Horton e Vandewalle (1995) e Falgout et al. (2017) seu valor é A..;; = 0, 60.

A estratégia de semiengrossamentos adotada no método Space-Time esta descrita

no algoritmo 10.

Algoritmo 10: Estratégia de engrossamento no método Space-Time -
multigrid
if A < A, then
Faca semiengrossamento na dire¢ao temporal.

else
Faca semiengrossamento nas diregoes espaciais.
end if
i . . .
Como A\, = 72 quando é usado semiengrossamento espacial (h;y1 = 2h;), o valor
l
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de A\;y1 na malha imediatamente mais grossa é A\jy; = i)‘l' Se o engrossamento ocorrer
na direcao temporal (1,11 = 27;), o valor de A;;; na malha imediatamente mais grossa ¢é
Air1 = 2. Dessa forma, pode-se observar que o valor de \; pode aumentar ou diminuir
dependendo do tipo de semiengrossamento escolhido. Apds restar apenas uma incognita
(ou 3 pontos) em uma diregao, o engrossamento ocorrera na outra diregdo até restar
apenas uma incognita ou 3 pontos naquela direcao. Com isso, o nimero maximo de malhas
possiveis nesse método é dado por L., = nm, + nm; — 1, em que nm, representa o
numero maximo de malhas na direc¢ao espacial e nm; é o nimero maximo de malhas na

direcao temporal.

Os operadores de prolongacio (I1) e restrigao (I2") sdo escolhidos de acordo com
Horton e Vandewalle (1995). Para o caso 1D, se o engrossamento ocorrer na diregao
espacial, os operadores sao dados por

h 2h

0 0
2 1| . (7.5)
0 0

2h h

e se 0 engrossamento ocorrer na dire¢ao temporal, os operadores sao dados por

h 2h

010 1000
o=1010/|, I,’fh:5 010 (7.6)

000/, 010/,

Como esses esténcis sdo do tipo espago/tempo e o problema ¢é unidimensional, como
ja mencionado na secao 6.1.2, em cada linha representa-se a evolugdo no tempo (de baixo
para cima) e em cada coluna, a discretizacdo no espago (da esquerda para a direita). Por
isso, os esténcis descritos na Eq. (7.5) apresentam valores apenas na linha do meio, ou
seja, apenas nas posicoes espaciais e no passo de tempo atual, enquanto que os esténcis
descritos na Eq. (7.6) apresentam valores apenas na coluna do meio, ou seja, apenas nas
posicoes temporal e para uma posicao espacial. Observa-se que como nao se usam valores

relacionados a tempos futuros, os esténcis descritos na Eq. (7.6) tém uma linha nula.

Para o caso 2D, se o engrossamento ocorrer na direcao espacial, os operadores sao

dados por
h h h
000 1 21 000
h ].
L, = 000 11242 000 :
000, 121, |0O0O]|,
(7.7)
2h 2h 2h
000 1121 000
=110 00 G124 2 000 :
000 1 21 000
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e se o0 engrossamento ocorrer na direcao temporal, os operadores sao dados por

h h h
00 0 00 0 000
h ].
I, = 00 0 1010 010 ,
000/, 0001, [000],
(7.8)

2h 2h 2h

1000 000 00 0
==-11010 010 000 ,
000/, 000/, 000/,

Observa-se que a notagao de esténcil nas Eq. (7.7) e Eq. (7.8) corresponde a uma
sequéncia de esténcis aplicados em sucessivos passos de tempo, do mais baixo (esténcil

esquerdo) para o mais alto (esténcil direito).

O fato desse método trabalhar com o espago e o tempo simultaneamente possibilita
o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis mais eficientes, diminuindo assim o tempo
necessario para encontrar uma solugao (PRIETO et al., 2001; FALGOUT et al., 2017).

O algoritmo 11 expressa os ciclos V (vy, 1), W(vy,15) ou F(vy, v») para o método

Space-Time - multigrid.

Algoritmo 11: Método Space-Time - multigrid
Entre com os dados de entrada, condigao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1) e respeitando a estratégia de engrossamento
descrita no algoritmo 10. Caso nao seja possivel engrossar em uma direcao, utilize
engrossamento em outra dire¢ao até se obter a malha mais grossa possivel.
end while
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8 Verificacao dos Codigos Computacionais

A verificagdo dos cédigos foi realizada com simulagdoes numéricas e andlise a

posteriori dos resultados, considerando-se os seguintes testes:

1. Verificar se os erros numéricos entre a solugdo aproximada e a solugao analitica sao

iguais entre os métodos singlegrid e multigrid,

2. Mostrar graficamente os comportamentos do tempo computacional (tcpy) versus

tamanho do problema (.4") para os métodos singlegrid e multigrid;
3. Calcular a complexidade dos métodos (ou algoritmos);

4. Verificar as ordens aparente py e efetiva pp dos erros de discretizacao de certas
variaveis de interesse e se convergem para as suas ordens assintoticas p; quando h
tende a 0.

A verificagao das solugoes numéricas, de acordo com Marchi (2001), permite fazer
uma andlise das ordens efetiva (pg), aparente (py) e assintética (py) do método de
aproximacao numérica usado. Para isso, usou-se o estimador de Richardson baseado na

ordem aparente do erro numérico, dada por

pu = :
v log(q)

quando nao se conhece a solugao analitica, e na ordem efetiva, dada por

e(62)
- log (ewf)) (8.2)
log(q)

em que ¢1, ¢ € ¢z indicam a solugao da variavel de interesse nas malhas fina, grossa
e super grossa, respectivamente. A variavel ¢ indica a razao de engrossamento entre os
niveis de malhas relacionados & ¢, ¢o e ¢3. A varidvel e indica o erro numérico (erro de

arredondamento, de truncamento e iteragao) da variavel ¢ relacionada aos célculos.

Para essas simulagoes o processo iterativo é interrompido quando se atinge o erro
de maquina, ou seja, sao minimizados os erros de iteracao, prevalecendo basicamente os

erros de discretizacao.

Para determinar o efeito do nimero de incégnitas em relagdo ao topy, chamado de
complexidade do método (ou algoritmo), fez-se um ajuste nao linear do tipo (BURDEN;
FAIRES, 2016)

tepu( AN ) =c- NP, (8.3)
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em que ./ representa o nimero total de incognitas do problema a ser resolvido, p representa
a ordem do algoritmo (inclinacdo da curva em escala bilogaritmica) e ¢ é uma constante
que depende do método. No método multigrid quanto mais préximo da unidade estiver
o expoente p, melhor o seu desempenho; p = 1 é considerado o caso ideal. No método
singlegrid o valor teérico é p =2 (TROTTENBERG et al., 2001).

Nas simulagbes envolvendo o tempo computacional (tcpy), 0 processo iterativo é

28
interrompido quando se reduz a norma || - ||o do residuo em 107, ou seja, se M

[ (0)|[ee —
10719,

8.1 Equacao do calor

Para os testes de verificagdo considerou-se o método Waveform Relaxation com
os suavizadores zebra com linha no tempo para os casos singlegrid e multigrid. Essa
ordenagao (colorida) permite desenvolver algoritmos paralelizaveis. As discretizagdes
espaciais e aproximagoes no tempo foram feitas de acordo com o desenvolvimento descrito

na segao 6.1.2. Para as simulagbes numéricas com multigrid usou-se o ciclo W(1,1).

Os resultados usando outros métodos, como o método Time-Stepping e o método
Space-Time com o suavizador Gauss-Seidel red-black, por exemplo, fornecem resultados

similares e nao serao expostos aqui.

8.1.1 Problema unidimensional

O primeiro teste para verificar o codigo computacional é a anélise do erro numérico.
Para isso, fizeram-se simula¢oes numéricas considerando os métodos singlegrid e multigrid
até alcangar o erro de maquina. Na Tab. 2 mostra-se a norma || - ||, dos erros numéricos
considerando os métodos de FEuler e de Crank-Nicolson para a aproximacao temporal e o
tempo final sendo t; = 107° ou t; = 1 em relagdo ao niimero de pontos nas discretizagoes

espacial e temporal dada por N = N, = N,.

Os resultados mostrados na Tab. 2 mostram que os erros numéricos relacionados
aos métodos singlegrid e multigrid sdo iguais, exceto nas malhas mais refinadas (neste

caso, N > 2% + 1), em que comeca a ocorrer a incidéncia de erros de arredondamento.

Para verificar a complexidade dos algoritmos considerou-se o tcpy em funcao
do nimero de incoégnitas como mostra a Fig. 30. Verifica-se nessa figura que o método

multigrid possui um tcpy muito inferior com relacdo ao método singlegrid, o que pode

topy do método singlegrid e é
topu do método multigrid

ser comprovando com o calculo do speed-up, sendo speed-up =

mostrado na Fig. 31.

A fim de fazer um ajuste nao linear dado pela Eq. (8.3), usaram-se os dados

descritos na Fig. 30, utilizando-se os 6 ultimos pontos, no caso singlegrid, e os tltimos 8
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Tabela 2 — Valor da || - ||o dos erros numéricos para a equagao do calor 1D, usando o
método Waveform Relaxation para os casos singlegrid e multigrid.

. ty=10E—5 t=1.0
N tpo Fuiler ON e CN
g2+ | slegrid | 49699056 | 4,96996E-6 | 3,07453E-3 | 5,03607E-2
multigrid | 4,96990F-6 | 4,96996E-6 | 3,97453E-2 | 5,03607E-2
g+ | smglegrid | 126178F-6 | 1,617SE-6 | 1,31349E-2 | 1,02756E-2
multigrid | 1,26178E-6 | 1,26178E-6 | 1,31349E-2 | 1,02786E-2
yi o | smlegrid | 31666567 | 3,16063E-7 | 4,62452E-3 | 2,48260F-3
multigrid | 3,16665E-7 | 3,16663E-7 | 4,62482E-3 | 2.48260F-3
g o1 | smglegrid | 79203458 | T.92420E-8 | 1,78462E-3 | 6,15558F-4
multigrid | 7.02434E-8 | 7.92420E-8 | 1,78462E-3 | 6,15558F-4
yo 1 | smglegrid | 198T60E-S | 1,98153E-8 | 75414064 | 1535794
multigrid | 1,98160E-8 | 1,98153E-8 | 7,54140F-4 | 1,53579F-4
y7 1 | singlegrid | L95050E-0 | 4,95012E-9 | 34174361 | 3 838TIES
multigrid | 4,95451E-9 | 4,95412E-9 | 3.41743E-4 | 3,83871E-5
ys o1 | singlegrid | 1238T5E-0 | 1,93854E-9 | 161912E-4 | 9,59561E-6
multigrid | 1,23875E-9 | 1,23855E-0 | 1,61912E-4 | 9.59561F-6
yo 11 | singlegrid | 3,09755E-10 | 3,09652F-10 | 7,87012E-5 | 2,39883E-6
multigrid | 3,09743F-10 | 3,09647E-10 | 7,87012E-5 | 2,39383F-6
g0+ | | Singlegrid | 7,T3970E-11 | 7.TA5TOF-11 | 3,8T819E-5 | 5,99698E-7
multigrid | 7,74618E-11 | 7,74258E-11 | 3,87850E-5 | 5,99703E-7
git + | singlegrid | 19050E-TT | 1.92295F-11 | 1,92508E-5 | 1,49900F-7
multigrid | 1,93485E-11 | 1,03596E-11 | 1,92508E-5 | 1,49925E-7

pontos, no caso multigrid, pois neste trecho os valores sao mais representativos. A Tab. 3

mostra os valores de ¢ e p para os métodos singlegrid e multigrid. Com esses resultados

pode-se observar que os valores encontrados sao préximos dos descritos na literatura, na

qual para singlegrid tem-se que p = 2 e para multigrid tem-se que p = 1.

Tabela 3 — Coeficientes ¢ e p de t.p,(4") = ¢- AP considerando a equagao do calor 1D, os
métodos de Euler e de CN com singlegrid e multigrid.

singlegrid multigrid
Euler CN Euler CN
c P c P c P c P
6,661E-9 | 2,06652 | 8,271E-9 | 2,03909 | 3,566E-7 | 1,05401 | 6,070E-7 | 1,07870

A andlise das ordens aparente e efetiva foi feita para 3 varidveis de interesse: 1)

uma variavel que verifica apenas um ponto, a temperatura no ponto médio no passo de

tempo final, u(0,5;¢f) com ¢y = 1,0; 2) uma variavel que engloba todos os pontos no passo

de tempo final, a temperatura média no passo de tempo final, u,,(z,tr); e 3) uma variavel

que engloba todas as variaveis em todos os passos de tempo, a norma [, do erro numérico

em todo o dominio, ||e]|s-
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Figura 30 — Tempo computacional usado para resolver a equacao do calor 1D com os
métodos singlegrid e multigrid e com aproximagoes temporal usando Euler e

CN.
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Figura 31 — Speed-up dos métodos singlegrid e multigrid para as aproximacgoes temporal
usando Euler e CN.

Com os resultados descritos nas Fig. 32 e Fig. 33, verifica-se que em relagao a todas
as variaveis de interesse consideradas, quando ocorre um refino da malha, as ordens efetiva

(pg) e aparente (py) tendem ao valor da ordem assintética pr, = 1,0 para o método de
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Figura 32 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a equacao do calor 1D e o

método de Euler.

Euler e p;, = 2,0 para o método de CN.

Esses testes numéricos mostram a coeréncia entre os resultados numeéricos e os

analiticos, indicando a validade do codigo utilizado para resolver a equacao do calor 1D.
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Figura 33 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a equacao do calor 1D e o
método de CN.

8.1.2 Problema bidimensional

Assim como no caso unidimensional, o primeiro teste para verificar o cédigo
computacional ¢ a andlise do erro numérico. A Tab. 4 mostra a norma || - ||, dos erros
numéricos considerando os métodos de Euler e de Crank-Nicolson para a aproximacao
temporal e os tempos final sendo ¢y = 107° ou t; = 1 em relagdo ao nimero de pontos nas

discretizagoes espaciais e temporal dada por N = N, = N, = N,.

Os resultados mostrados na Tab. 4 mostram que os erros numéricos relacionados

aos métodos singlegrid e multigrid sao iguais.

O tepy em fungao do niimero de incognitas e o speed-up entre os metodos singlegrid

e multigrid sao mostrados nas Fig. 34 e Fig. 35, respectivamente. Nessas figuras pode-se
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Tabela 4 — Valor da || - ||o dos erros numéricos para a equagao do calor 2D, usando o
método Waveform Relaxation para os caso singlegrid e multigrid.

) ty=1,08-5 ty=1,0
N tipo Euler CN Euler CN
92 4 q singlegrid | 9,93921E-6 | 9,93945E-6 | 3,86965E-2 | 6,57688E-2
multigrid | 9,93921E-6 | 9,93945E-6 | 3,86965E-2 | 6,57688E-2
93 41 singlegrid | 2,52341E-6 | 2,52343E-6 | 1,19649E-2 | 1,33186E-2
multigrid | 2,52341E-6 | 2,52343E-6 | 1,19649E-2 | 1,33186E-2
9141 singlegrid | 6,33293E-7 | 6,33294E-7 | 3,77446E-3 | 2,78551E-3
multigrid | 6,33293E-7 | 6,33294E-7 | 3,77446E-3 | 2,78551E-3
95 41 singlegrid | 1,58477TE-7 | 1,58476E-7 | 1,30722E-3 | 6,85490E-4
multigrid | 1,58477TE-7 | 1,58476E-7 | 1,30722E-3 | 6,85490E-4
26 41 singlegrid | 3,96293E-8 | 3,96286E-8 | 4,98529E-4 | 1,70610E-4
multigrid | 3,96293E-8 | 3,96286E-8 | 4,98529E-4 | 1,70610E-4
97 41 singlegrid | 9,90813E-9 | 9,90774E-9 | 2,09418E-4 | 4,26052E-5
multigrid | 9,90813E-9 | 9,90774E-9 | 2,09418E-4 | 4,26052E-5
observar a eficiéncia do método multigrid.
10° 4 s
m
10° E / //
— 10"
z ]
3 /
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10 D/ —&— multigrid - Euler | 3
i 7 —O— singlegrid - CN
5 +‘ multigrid - QN
107 - -
10’ 10 10° 10° 10’ 10°

Numero de Incognitas

Figura 34 — Tempo computacional usado para resolver a equacao do calor 2D com os
métodos singlegrid e multigrid e com aproximagoes temporal usando Euler e

CN.

Para calcular a complexidade do algoritmo, assim como no caso unidimensional,

fez-se uma aproximagao nao linear dada pela Eq. (8.3), usaram-se os dados descritos na

Fig. 34, utilizando-se os 4 ultimos pontos, no caso singlegrid, e os ultimos 5 pontos, no caso

multigrid, por motivos ja alegados. A Tab. 5 mostra os valores de ¢ e p para os métodos
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Figura 35 — Speed-up entre os métodos singlegrid e multigrid para as aproximagoes
temporal usando Euler e CN aplicados na equagao do calor 2D.

singlegrid e multigrid. Com esses resultados pode-se observar que os valores encontrados

se aproximam dos valores tedricos.

Tabela 5 — Coeficientes ¢ e p de tzp,(4") = ¢- AP considerando a equagao do calor 2D, os
métodos de Euler e de CN com singlegrid e multigrid.

singlegrid multigrid
Euler CN Euler CN
c P c P c P c P
2,208E-8 | 1,68871 | 8,264E-9 | 1,76959 | 9,717E-8 | 1,14872 | 1,260E-7 | 1,13734

A analise das ordens aparente e efetiva no caso bidimensional também foi feita
usando o método multigrid e para 3 variaveis de interesse: 1) uma variavel que verifica
apenas um ponto, a temperatura no ponto médio no passo de tempo final, u(0,5;0, 5; )
com t; = 1,0; 2) uma varidvel que engloba todos os pontos no passo de tempo final, a
temperatura média no passo de tempo final, u,,(z,y,%s); e 3) uma varidvel que engloba
todas as variaveis em todos os passos de tempo, a norma [, do erro numérico em todo o

dominio, ||e||x. Os resultados sdo mostrados nas Fig. 36 ¢ Fig. 37.

Com os resultados descritos nas Fig. 36 e Fig. 37, verifica-se que em relagiao a todas
as variaveis de interesse consideradas, quando ocorre um refino da malha, as ordens efetiva
(pp) e aparente (py) tendem ao valor da ordem assintética py, = 1,0 para o método de

Euler e pr, = 2,0 para o método de CN, concordando com os valores descritos na literatura.

Esses testes numéricos mostram a coeréncia entre os resultados numeéricos e o
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Figura 36 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a equacao do calor 2D e o

método de Euler.

analitico, ajudando a validar o cédigo numérico utilizado para resolver a equagao do calor

2D.
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Figura 37 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a equacao do calor 2D e o
método de CN.

8.2 Equacoes da poroelasticidade

Para os testes de verificagdo consideraram-se os suavizadores Vanka de 3 pontos
com ordenacao de 4 cores para o caso 1D e Vanka de 5 pontos com ordenacao de 12 cores
para o caso 2D, ambos com linhas no tempo (zebras). Observa-se que o fato de usar no
método singlegrid um suavizador zebra com linha no tempo, implica na utilizagao do
método Waveform Relazation. No caso multigrid, utilizou-se também o método Waveform
Relazation com ciclo W(1,1). As discretizagdes espaciais e aproximagoes no tempo foram
feitas de acordo com o desenvolvimento descrito na secao 6.2.2. O valor da condutividade
hidraulica (para esses testes) foi escolhida bem pequena, com valor de K = 1079 que
pode representar as caracteristicas fisicas de um meio poroso realistico, e o tempo final

considerado foi t; = 1,0.
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8.2.1 Problema unidimensional

Nas simulagoes do problema 1D considerou-se o médulo de Young £ = 1. Assim
como nos testes para a equacdao do calor, o primeiro teste para verificar o codigo
computacional é a andlise do erro numérico. Para isso, fizeram-se simula¢oes numéricas
considerando os métodos singlegrid e multigrid até alcancar o erro de maquina. Na
Tab. 6 mostra-se a norma || - ||« dos erros numéricos para o deslocamento u e presséo p,
considerando a aproximacao temporal dada pelo método de Euler e pelo método de CN.

O numero de pontos nas discretizagoes espacial e temporal é dada por N = N, = N;.

Tabela 6 — Valor da || - || dos erros numéricos para a equagao da poroelasticidade 1D,
usando o método Waveform Relazation e o suavizador Vanka de 3 pontos com
ordenacao de 4 cores e linha no tempo para os métodos singlegrid e multigrid.

N tipo Euler CN
le(@)lsc | lle@llo | lle(@llo | [le()lle
92 41 singlegrid | 5,15733E-2 | 1,39346E-1 | 2,15553E-2 | 9,33929E-2
multigrid | 5,15733E-2 | 1,39346E-1 | 2,15553E-2 | 9,33929E-2
9 41 singlegrid | 3,26112E-2 | 9,66748E-2 | 5,53909E-3 | 2,35644E-2
multigrid | 3,26112E-2 | 9,66748E-2 | 5,53909E-3 | 2,35644E-2
9 41 singlegrid | 1,80353E-2 | 5,51840E-2 | 1,39422E-3 | 5,90467E-3
multigrid | 1,80353E-2 | 5,51840E-2 | 1,39422E-3 | 5,90467E-3
% 41 singlegrid | 9,44861E-3 | 2,93097E-2 | 3,49146E-4 | 1,47702E-3
multigrid | 9,44861E-3 | 2,93097E-2 | 3,49146E-4 | 1,47702E-3
26 41 singlegrid | 4,83158E-3 | 1,50847E-2 | 8,73235E-5 | 3,69307E-4
multigrid | 4,83158E-3 | 1,50847E-2 | 8,73235E-5 | 3,69307E-4
97 41 singlegrid | 2,44253E-3 | 7,64981E-3 | 2,18332E-5 | 9,23301E-5
multigrid | 2,44253E-3 | 7,64981E-3 | 2,18332E-5 | 9,23301E-5
98 41 singlegrid | 1,22794E-3 | 3,85177TE-3 | 5,45844E-6 | 2,30827E-5
multigrid | 1,22794E-3 | 3,85177E-3 | 5,45844E-6 | 2,30827E-5
99 41 singlegrid | 6,15609E-4 | 1,94758E-3 | 1,39462E-6 | 1,67690E-5
multigrid | 6,15639E-4 | 1,93260E-3 | 1,36462E-6 | 5,77070E-6

Observa-se que os erros numéricos referentes aos métodos singlegrid e multigrid
sdo iguais, exceto na malha mais refinada (N = 2% 4+ 1) em que ocorreu uma pequena

influéncia de erros de arredondamento.

As Fig. 38 e Fig. 39 mostram o topy em fungdo do niimero de incognitas e o

speed-up entre os metodos singlegrid e multigrid, respectivamente.

Com o calculo do speed-up descrito na Fig. 39 pode-se observar a eficiéncia do

método multigrid para resolver esse tipo de problema.

Para calcular a complexidade do algoritmo, assim como para a equacao do calor,
fez-se um ajuste nao linear dado pela Eq. (8.3) e usaram-se os dados descritos na Fig. 38.
A Tab. 7 mostra os valores de ¢ e p para os métodos singlegrid e multigrid. Com esses

resultados pode-se observar que os valores encontrados sao proximos dos teodricos.
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Figura 38 — Tempo computacional usado para resolver a equacao da poroelasticidade 1D
com os métodos singlegrid e multigrid e com aproximagcoes temporal usando

Euler e CN. tol = 1076
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Figura 39 — Speed-up entre os métodos singlegrid e multigrid para as aproximacgoes
temporal usando Euler e CN.

A analise das ordens aparente e efetiva foi feita usando o método multigrid e com
3 variaveis de interesse: 1) uma varidvel que verifica apenas um ponto, o deslocamento e

a pressao no ponto médio e passo de tempo final, u(0,25;tf) e p(0,25;t¢) com ty = 1,0,
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Tabela 7 — Coeficientes ¢ e p de tyu(A) = ¢ - AP considerando a equacao da
poroelasticidade 1D, os métodos de Euler e de CN com singlegrid e multigrid.

singlegrid multigrid
Euler CN Euler CN
c P c P c P c P
3,439E-9 | 2,18051 | 5,12E-9 | 2,1438 | 4,6879E-7 | 1,18051 | 3,0E-7 | 1,20669

respectivamente; 2) uma variavel que engloba todos os pontos no passo de tempo final,
o deslocamento médio e a pressao média no passo de tempo final, u,,(x,tf) € pm(z,ty),
respectivamente; 3) uma variavel que engloba todas as varidveis em todos os passos de
tempo, a norma infinita do erro numérico dos deslocamentos e das pressoes ||e(u)||e €

lle(p)||oo, respectivamente.

Nas Fig. 40 e Fig. 41 é considerado o método de Euler e os resultados sao expressos
considerando as varidveis u e p, respectivamente. Enquanto isso, nas Fig. 42 e Fig. 43
¢ considerado o método de CN e os resultados também sao expressos considerando as

variaveis u e p, respectivamente.

Com os resultados mostrados nas Fig. 40 a Fig. 43 pode se observar a concordancia
entre os resultados numéricos e tedricos. Observa-se na Fig. 43 que os resultados referentes
a malha mais refinada, ou seja, com o menor valor de h, sdo um pouco dispersos da reta
que indica a ordem assintotica; isso deve-se ao fato de que para valores muito pequenos de

h ocorre um aumento nos erros de arredondamento.
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da poroelasticidade 1D e o método de Euler.

Figura 40 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a variavel u da equacao
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Figura 41 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel p da equacao
da poroelasticidade 1D e o método de Euler.
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Figura 42 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a variavel u da equacao
da poroelasticidade 1D e o método de CN.
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Figura 43 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel p da equacao
da poroelasticidade 1D e o método de CN.

8.2.2 Problema bidimensional

Nas simulacoes do problema, 2D consideraram-se os parametros de Lamé A = 2.8-10%

e i =4,2-10* Assim como nos testes para o problema 1D, o primeiro teste para verificar

o cb6digo computacional é a analise do erro numérico. Para isso, fizeram-se simulagoes

numéricas considerando os métodos singlegrid e multigrid até alcangar o erro de maquina.

Na Tab. 8 mostra-se a norma || - ||» dos erros numéricos para os deslocamentos u e v

e a pressao p, considerando a aproximagao temporal dada pelo método de Euler e pelo

método de CN. O niimero de pontos nas discretizagoes espaciais e temporal é dada por
N=N,=N,=N,.

Observa-se que os erros numéricos referentes aos métodos singlegrid e multigrid
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Tabela 8 — Valor da || - ||« dos erros numéricos para a equagao da poroelasticidade 2D,
usando o método Waveform Relaxation e o suavizador Vanka de 5 pontos com
ordenacao de 12 cores e linha no tempo para os métodos singlegrid e multigrid.
N tipo Euler CN
lle(u)lloo | le()lloo | lle(@)lloo | [le(w)llo | lle()lloo | [e(p)]loo
241 singlegrid | 2,405E-2 | 2,405E-2 | 1,150E+4 | 1,735E-2 | 1,735E-2 | 2,688E+4
multigrid | 2,405E-2 | 2,405E-2 | 1,150E+4 | 1,735E-2 | 1,735E-2 | 2,688E+4
9 41 singlegrid | 1,475E-2 | 1,475E-2 | 7,650E+43 | 8,796E-3 | 8,796E-3 | 8,545E+3
multigrid | 1,475E-2 | 1,475E-2 | 7,650E+3 | 8,796E-3 | 8,796E-3 | 8,545E+3
2 41 singlegrid | 1,186E-2 | 1,186E-2 | 6,701E+43 | 2,993E-3 | 2,993E-3 | 2,335E+3
multigrid | 1,186E-2 | 1,186E-2 | 6,701E+3 | 2,993E-3 | 2,993E-3 | 2,335E+3
% 41 singlegrid | 7,383E-3 | 7,383E-3 | 4,158E+3 | 8,407E-4 | 8,407E-4 | 6,067E~+2
multigrid | 7,383E-3 | 7,383E-3 | 4,158E+3 | 8,407E-4 | 8,407E-4 | 6,067E+-2
26 41 singlegrid | 4,070E-3 | 4,070E-3 | 2,283E+3 | 2,195E-4 | 2,195E-4 | 1,539E+2
multigrid | 4,070E-3 | 4,070E-3 | 2,283E+3 | 2,195E-4 | 2/195E-4 | 1,539E+-2
9 41 singlegrid | 2,120E-3 | 2,120E-3 | 1,190E+43 | 5,559E-5 | 5,559E-5 | 3,867E~+1
multigrid | 2,120E-3 | 2,120E-3 | 1,190E+3 | 5,559E-5 | 5,559E-5 | 3,867E+1

mostrados na Tab. 8 sao iguais.

speed-up entre os métodos singlegrid e multigrid, respectivamente.

Figura

As Fig. 44 e Fig. 45 mostram o tcpy em fungdo do niimero de incognitas e o

10° g
'3 /d /.
10° 5 /
10° 3 M
Z 1o ]
= 10 3 /
2, ]
k3] ]
" J//./
,1-
10 —0— singlegrid - Euler | 3
] —— multigrid - Euler
10-2; —O— singlegrid - CN |3
] —e&— multigrid - CN
107 rrr— )
10° 10° 10° 10° 107 10° 10’

Numero de Incognitas

44 — Tempo computacional usado para resolver a equagao da poroelasticidade 2D
com os métodos singlegrid e multigrid e com aproximagcoes temporal usando
Euler e CN. tol = 1076

Com o calculo do speed-up descrito na Fig. 45 pode-se verificar que o método
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—a— Euler
—e—CN

10* 10° 10° 10’

Numero de Incognitas

Figura 45 — Speed-up entre os métodos singlegrid e multigrid para as aproximagoes
temporal usando Euler e CN na equacao da poroelasticidade 2D.

multigrid é eficiente para resolver esse tipo de problema.

Para calcular a complexidade do algoritmo, assim como nos casos anteriores, fez-se
um ajuste nao linear dado pela Eq. (8.3) e usaram-se os dados descritos na Fig. 44. A
Tab. 9 mostra os valores de ¢ e p para os métodos singlegrid e multigrid. Com esses

resultados pode-se observar que os valores encontrados sao proximos dos teodricos.

Tabela 9 — Coeficientes ¢ e p de tyu(A) = ¢ - AP considerando a equacdo da
poroelasticidade 2D, os métodos de Euler e de CN com singlegrid e multigrid.

singlegrid multigrid
Euler CN Euler CN
c P c P c D c P
1,06E-8 | 1,7368 | 1,37E-8 | 1,72355 | 5,553E-7 | 1,18926 | 6,266E-7 | 1,18287

As analises das ordens aparente e efetiva para este caso também foi feita usando o
método multigrid e para 3 variaveis de interesse: 1) uma varidvel que verifica apenas um
ponto, o deslocamento nas dire¢oes u e v e a pressao no ponto médio e passo de tempo
final com ¢ty = 1,0, u(0, 5;0,5; ), v(0,5;0,5;t7) e p(0,5;0,5;ts), respectivamente; 2) uma
variavel que engloba todos os pontos no passo de tempo final, o deslocamento médio
nas dire¢oes u e v e a pressao média no passo de tempo final, w,,(z,y,tr), v, (z,y,ts) €
Pm(x,y,tr), respectivamente; 3) uma varidvel que engloba todas as variaveis em todos os

passos de tempo, a norma infinita do erro numérico dos deslocamentos nas diregoes u e v
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e das pressoes ||e(u)||so; ||€(V)||co € ||e(P)||co, respectivamente.

As Figs. 46 a 48 consideram o método de Euler e as variavel u, v e p, repectivamente.

As Figs. 49 a 51 consideram o método de CN e as variavel u, v e p, repectivamente.
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Figura 46 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel u da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de Euler.

Nas Figs. 46 a 51 observa-se que as ordens efetiva e aparente tendem a ordem
assintotica para todas as variaveis analisadas e para os métodos de Euler e CN, exceto para
as variaveis p(0, 5; 0, 5; 1) (pressao no ponto central no passo de tempo final) e p_m(x;y; 1)

(pressao média no passo de tempo final), considerando-se o método de Euler, ver a Fig. 48.

Neste caso (Fig. 48), nota-se que a tanto a ordem efetiva como a ordem aparente

estao tendendo a 2, enquanto que a teoria indica que deveriam tender a 1 (método de
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Figura 47 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel v da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de Euler.

Euler de primeira ordem). Deste modo, sdo elencados alguns pontos que tentam explicar

tal discordancia:

e [ssas varidveis (pressdo no ponto central e pressao média) apresentam o
comportamento adequado no caso 1D (veja Fig. 41), mas nao o tiveram no caso
2D. No caso bidimensional, pode haver relagoes entre as componentes de erro ou
estimativa de erro (incerteza) nas diregoes coordenadas z e y que podem favorecer
o calculo do erro ou da incerteza, tal que o estimador de Richardson nao consiga

captar tais influéncias;

e A solugao analitica sugerida (Eq. (6.32)) pode ter um comportamento que favoreca
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Figura 48 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel p da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de Euler.

mais os calculos do erro ou da incerteza e tal comportamento também nao é captado

pelo estimador de Richardson.

De acordo com esses apontamentos, é proposta uma analise de erros baseada em

um estimador de erros mais preciso, neste caso, o estimador bicoeficiente (MARCHI, 2001).

Com isso, devido ao fato de as ordens efetiva e aparente tenderem a 2 em um
método de 1* ordem (método de Euler), buscou-se fazer testes com outros estimadores que

também fornecem ordens efetiva e aparente, como por exemplo, o estimador bicoeficiente

(MARCHI, 2001).

Para o estimador bicoeficiente (Uy;), definido por Marchi (2001), a incerteza é
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Figura 49 — Ordens efetiva, aparente e assintotica considerando a variavel u da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de CN.

calculada com

em que ¢ é a solucao numérica calculada com uma malha cujo tamanho de seus elementos

é h e ¢ € o valor estimado para a solugao analitica exata.

Considerando-se ¢; a solugao numérica obtida na malha mais fina, ¢3 a solugao
numérica na malha mais grossa, enquanto que ¢, ¢ a solucdo numérica na malha
intermedidria, com a razao de refino entre cada malha constante (¢ = 2), tem-se que o
valor estimado para a solugao analitica exata através do método bicoeficiente, é dado por

boo = 8¢1 — 63¢2 + @3 '

(8.5)
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Figura 50 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel v da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de CN.

A efetividade do estimador bicoeficiente (6,;) é definida pela razao entre a sua

incerteza (Uy;) e o erro de discretizagdo (e) na malha mais fina, ou seja,

Uy
i = e(¢r)

A efetividade assintética é definida para a situagdo limite em que h — 0 e

(8.6)

representa a ordem de aproximacao dos métodos numéricos utilizados.

Na Fig. 52 é mostrada a efetividade do estimador bicoeficiente para a variavel p e
considerando-se os mesmos resultados usados nos calculos das ordens efetiva e aparente

mostrados na Fig. 48.

Observa-se na Fig. 52 que as variaveis p(0, 5;0,5;1) e p,(x;y; 1) para as quais o
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Figura 51 — Ordens efetiva, aparente e assintética considerando a variavel p da equacao
da poroelasticidade 2D e o método de CN.

estimador de Richardson nao convergia para a ordem assintética pL = 1 (veja a Fig. 48),
com o estimador bicoeficiente os resultados convergem para a referida ordem assintética
pL = 1. Porém, observa-se nessa figura que a efetividade para os referidos valores de
p(0,5;0,5;1) e pp(;y; 1) tendem a 1 lentamente quando usa-se a condutividade hidraulica
K =107? (como para as demais figuras desta secao). Dessa forma, pensou-se em alguns
testes adicionais, alterando somente o valor da condutividade hidraulica, ou seja, utilizando
K = 1073 (que também é uma condutividade hidraulica realistica). Os resultados usando o
estimador bicoeficiente sdo mostrados na Fig. 53. Observa-se nessa figura, que os referidos
valores de p(0,5;0,5;1) e p(z;y;1) tendem a 1 mais rapidamente. Com isso pode-se
afirmar que o método de Euler usado para o problema da poroelasticidade bilinear possui

ordem 1, validando assim o esquema numérico desenvolvido e programado.
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Figura 52 — Efetividade do estimador bicoeficiente considerando a variavel p da equacao da
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O Resultados Preliminares

Neste capitulo serao estudados e expostos os resultados obtidos através das
simulagoes numéricas basicamente para os métodos Time-Stepping - multigrid, Waveform
Relazation - multigrid e Space-Time - multigrid aplicados as equagdes do calor 1D e 2D. A
denominacao deste capitulo como "resultados preliminares" se deu pelo fato que ja existem
alguns resultados publicados com esses métodos para a respectiva equagao do calor 1D e
2D, ver por exemplo, Vandewalle (1993), Horton e Vandewalle (1995), Janssen (1997), Lent
(2006), Choptuik (2008) e Falgout et al. (2017). Portanto, sdo resultados preliminares, ji
existentes na literatura, mas importantes para a continuidade e compreensao do capitulo

seguinte, em que estao reportados os principais resultados desta tese.

Os algoritmos foram implementados na linguagem Fortran®) 2013 da Intel® com
precisao dupla, projeto Console Aplication com Release. As simulag¢oes foram realizadas
em computador com processadores Intel core i7-7700, Clockspeed: 3.6 GHz e 32 GB de
memoria RAM (DDR4 — 2400 MHz). Para o célculo do tempo computacional (tcpy),
usou-se a funcao timef do Fortran® 2013. Entende-se por tcpy o tempo medido em
segundos (s), necessario para realizar a geragdo de malhas, atribuir a condicdo inicial,
calcular os coeficientes e resolver o sistema linear obtido com a discretizacao da EDP, até

ser atingida a tolerancia estabelecida com base no critério de convergéncia.

Os problemas resolvidos foram descritos no capitulo 6 e os métodos de solugao

foram descritos detalhadamente no capitulo 7.

Para verificar os intervalos e os valores das varidveis utilizadas nos calculos,
considerou-se o parametro A definido por A = % Neste caso, A pode ser considerado como
uma medida do grau de anisotropia no operador discretizado na malha 2 (HORTON;
VANDEWALLE, 1995). Para isso, foram realizados testes computacionais com o método
singlegrid, como mostra a Fig. 54,em que para alguns valores de A foi medido o fator de
convergéncia médio p,, (ver a Eq. (4.10)) para verificar os intervalos de A para o qual o

método singlegrid ¢é eficiente, ou seja, nao sendo necessario o uso de técnicas multigrid.

De acordo com Thole e Trottenberg (1986) um suavizador apresenta melhores
fatores de convergéncia quando é aplicado na direcao de mais forte acoplamento. Sendo
assim, e com o objetivo de desenvolver algoritmos paralelizaveis, testaram-se os intervalos
para considerar A usando os suavizadores zebra com linha no tempo e zebra com linha no
espaco. Para o suavizador zebra com linha no tempo, basta percorrer os pontos na dire¢ao
temporal, enquanto que para o suavizador zebra com linha no espago usou-se o método

TDMA (ver por exemplo, Maliska (2004)) em cada passo de tempo sucessivamente.

Nas simulacoes descritas na Fig. 54 usou-se o método singlegrid com o método de
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Euler, discretizacao de malha com N, = N, = 2! + 1, condicao inicial e de contornos
nula, estimativa inicial aleatéria entre 0 e 1 para os pontos internos e o t¢ ¢ fixo em cada
simulagao e calculado para cada valor de logsA. O fator de convergéncia médio p,, foi

calculado considerando as 20 primeiras iteragoes (ver a Eq. (4.10)).

1,0

S WY

T
03 / \ —=— Zebra no tempo
’ \ —— Zebra no espago

0,6 \

Q
0,4 \
0,2 \\
0,0 e
-24 -16 -8 0 8 16 24 32
log, 4

Figura 54 — Fator de convergéncia médio (p,,) do método singlegrid ap6s 20 iteragoes com
os suavizadores zebra no tempo e zebra no espaco para a equacgao do calor 1D.

Observa-se na Fig. 54 que com o suavizador zebra no tempo e no intervalo loga A <
—7 ou usando-se o suavizador zebra no espaco e no intervalo loggA > 16, o fator de
convergéncia do método singlegrid é pequeno (indicando que o método é bom). Analisando
o esténcil dado na Eq. (6.15) verifica-se que quando A é pequeno a diregdo dominante é a
temporal, enquanto que se A é grande, a direcdo dominante é a direcao espacial. Portanto,

os resultados obtidos com o teste numéricos sdo concordantes.

Desta forma, verifica-se com esse teste numérico que nao ha necessidades de se
estudar o método multigrid para intervalos em que logoA < —8 ou logoA > 16, pois
nestes intervalos o método singlegrid ¢é eficiente. Porém, para logsA > 8, verificou-se
com alguns testes numéricos que as propriedades do método multigrid, como o fator
de convergéncia, permanecem inalteradas. Assim, seguindo Vandewalle e Horton (1993),
Horton e Vandewalle (1995), optou-se por considerar neste trabalho o intervalo para o

fator de anisotropia sendo —8 < [ogs A < 8.

Na Fig. 55 obtida de Vandewalle ¢ Horton (1993, p. 103) é mostrado o fator de

convergéncia através da LFA para a equacgao do calor 1D e aproximagao temporal feita
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Figura 55 — Fator de convergéncia calculado através do método de 2 malhas (LFA) para a
equacao do calor 1D e aproximacao temporal feita com o método de Euler,
considerando N, = N, = 128, v; = 2 (pré) e v, = 1 (p6s suavizagao). No
método Space-Time - multigrid a linha sélida indica engrossamento apenas na
direcao espacial e a linha tracejada indica engrossamento apenas na diregao
temporal. Figura retirada de Vandewalle e Horton (1993, p. 103).
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com o método de Euler.

Observa-se nessa Fig. 55 que o método Waveform Relazation - multigrid apresenta
bons resultados para todos os valores de logaA. Esse método utiliza engrossamento apenas
no espaco e um suavizador linha no tempo. O método Space-Time - multigrid depende de
um fator (A.) que indica se deve ocorrer engrossamento na diregao espacial ou temporal;
na Fig. 55, no método Space-Time - multigrid a linha sélida indica engrossamento apenas
na direcao espacial, a linha tracejada indica engrossamento apenas na dire¢ao temporal e o
Aerit € definido no ponto de intersecao entre as linhas solida e tracejada. Sendo assim, esse
método utiliza semiengrossamentos, na dire¢ao espacial se A < A..;; ou na direcao temporal
se A > A\, e um suavizador ponto-a-ponto, o Gauss-Seidel red-black. Considerando essa
troca de dire¢do de engrossamentos, o método Space-Time - multigrid também apresenta
bons resultados em relacao ao fator de convergéncia. O método chamado Parabolic Multigrid
utiliza engrossamento somente no espago e usa um suavizador ponto-a-ponto no espago
(Gauss-Seidel red-black), replicando em todos os passos de tempo sucessivamente. Observa-
se que esse método é atraente somente se loga A é grande, portanto nao sera discutido nesta

tese.

Para os testes numeéricos na sequéncia, considera-se o ntumero de pontos na
aproximacao temporal igual ao nimero de pontos da discretizagao espacial, ou seja,
para o caso 1D tem-se N = N, = N, = 2lmax 1 1 em que L. representa o ntimero
maximo de malhas que podem ser usadas no método multigrid. Para o caso 2D o ntimero
de pontos na discretizagao espacial na dire¢do de y ¢ igual ao nimero de pontos da

discretizacio espacial na diregao de z, assim, N = N, = N, = N; = 2Lmax 4 1,

Nas simulagoes numéricas expostas neste capitulo, consideraram-se os métodos
Time-Stepping - multigrid, Waveform Relazation - multigrid e Space-Time - multigrid.
Nestes testes foram considerados os métodos de Euler e de CN, os ciclos V', F'e W (quando
for possivel, pois em alguns casos o método de CN ou o ciclo V nao apresentam bons
resultados ou robustez, como serd descrito na se¢do 9.1), restri¢do por ponderacao completa
e prolongacao por interpolacao linear para o caso 1D e bilinear para o caso 2D nos pontos
espaciais para os métodos Time-Stepping - multigrid e Waveform Relaxation - multigrid
(ver Trottenberg et al. (2001)) e no espago e tempo para o método Space-Time - multigrid,
(ver Horton e Vandewalle (1995)).

0.1 Testes de robustez

Com o objetivo de verificar a validade dos métodos usados para resolver o problema
estudado, fizeram-se alguns testes para verificar sua robustez. Um cédigo é dito robusto
quando ele resolve o determinado problema independente dos dados de entrada, como

o fator de anisotropia ou o tamanho de discretizacao de malha, além disso, para os
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parametros de entrada fixos, seu fator de convergéncia assintético se mantém constante
quando ocorre refinamento da malha. Dessa forma, pode-se garantir que tal método e
principalmente o suavizador associado ao método multigrid funciona bem quando a malha

é super-refinada, ver por exemplo Llorente e Melson (1998).

Para esses testes numéricos, a condi¢ao inicial e de contornos sao consideradas
nulas, a estimativa inicial para os pontos internos é considerada aleatéria entre 0 e 1 e o
ciclo escolhido ¢ o ciclo V(0,1) (ou V(1,0)). A escolha do ciclo V' com apenas 1 suavizagao
se deu pelo fato de que se observou através de varios testes numéricos que se um método
for robusto com o ciclo V' e 1 suavizacao, este também serd robusto com os ciclos F'e W e

com mais suavizacoes internas.

O método Time-Stepping - multigrid nao foi testado na equagao do calor 1D. Isso
se da pelo fato de ser possivel utilizar o método TDMA para resolver de forma direta e
eficiente esse problema 1D com o método Time-Stepping - multigrid, ou seja, resolve-se de
forma direta em todos os pontos espaciais e em cada passo de tempo e de forma sucessiva

até o passo de tempo final.

Para verificar a robustez do método Time-Stepping - multigrid na equagao do calor
2D, fizeram-se simulagoes numéricas considerando o ciclo V(0,1), N = 2kmax 4+ 1 em que
Liax = 6,7,...,10 e os métodos de Euler e de CN, mostrados nas Fig. 56(a) e Fig. 56(b),
respectivamente. Excepcionalmente neste método, pelo fato de se considerar a solugao
obtida no passo de tempo anterior como condicao inicial para a solu¢ao no passo de tempo
atual (subsequente), o fator de convergéncia assintdtico é obtido nos célculos relacionados
ao ultimo passo de tempo e também no tltimo ciclo multigrid antes de se alcangar o erro

de maquina.

Observa-se nas curvas descritas na Fig. 56 que, quando a malha é refinada, os fatores
de convergéncia se estabilizam. Desta forma, pode-se dizer que o método Time-Stepping -

multigrid é robusto com relagao ao fator de anisotropia e a discretizacao da malha.

Para verificar a robustez do método Waveform Relazation - multigrid nas equagoes
do calor 1D e 2D, fizeram-se simulagoes numéricas considerando o ciclo V(0,1) e N =
2bmax 11 em que Lmax = 8,9,...,13 para o caso 1D e Ly = 5,6,...,9 para o caso 2D.
As Fig. 57 e Fig. 58 mostram as simulagoes para os casos 1D e 2D, respectivamente. Nestas
Fig. 57(a) e Fig. 58(a) é usado o método de Euler, enquanto que nas Fig. 57(b) e Fig. 58(b)

é usado o método de CN.

Com os resultados descritos nas Fig. 57(a) e Fig. 57(b) pode-se observar que com
método Waveform Relazation - multigrid, o fator de convergéncia assintotico p nao aumenta
quando a malha é refinada e/ou o fator de anisotropia A é alterado. Com isso pode-se
dizer que o método Waveform Relaxation - multigrid é robusto em relacdo ao tamanho

de discretizagao e também em relacdo ao fator de anisotropia A para o ciclo V(0, 1) no
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Figura 56 — Robustez do método Time-Stepping - multigrid e ciclo V (0, 1) para resolver a
equacao do calor 2D.

caso unidimensional. Sendo assim, este método é robusto para qualquer ciclo multigrid e

também para qualquer nimero de suavizagoes para aproximar a equacgao do calor 1D.

Observa-se nas Fig. 58(a) e Fig. 58(b) que, quando a malha é refinada, ocorre um

leve aumento no valor do fator de convergéncia assintotico p. Sendo assim, fizeram-se
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Figura 57 — Robustez do método Waveform Relazation - multigrid e ciclo V(0,1) para
resolver a equacao do calor 1D.

testes adicionais para verificar melhor a robustez desse método, considerando N, = N, ou

N, sempre fixos, como pode-se ver nas Fig. 59 e Fig. 60.

Com o valor de N, = N, fixo (Fig. 59) pode-se observar que para ambos os métodos

de Euler (Fig. 59(a)) e de CN (Fig. 59(b)), o fator de convergéncia assintético p se estabiliza
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Figura 58 — Robustez do método Waveform Relazation - multigrid e ciclo V(0,1) para
resolver a equacao do calor 2D.

quando o nimero de passos de tempo aumenta, independente do fator de anisotropia A.
Ocorre comportamento semelhante quando se fixa o nimero de passos de tempo e se refina
a discretizagao da malha espacial; ; pode-se observar a Fig. 60(a) com o método de Euler

e a Fig. 60(b) com o método de CN. Com isso, devido a essa estabilidade do fator de
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Figura 59 — Robustez do método Waveform Relazation - multigrid e ciclo V(0,1) para
resolver a equacgao do calor 2D. Neste caso considerou-se a malha espacial
mais refinada fixa com N, = 2° + 1.

convergéncia em relacao a discretizacao de malha e ao fator de anisotropia, pode-se dizer
que o método Waveform Relazation - multigrid é robusto para qualquer ciclo multigrid e

também para qualquer ntimero de suavizagoes para aproximar a equacao do calor 2D.

Para o método Space-Time - multigrid nao serao apresentados aqui os testes de
robustez. Horton e Vandewalle (1995) comentam que este método nao é robusto com o
ciclo V. Com alguns testes computacionais (que nao sao mostrados nessa tese) foi possivel

verificar que este método nao é robusto com o ciclo F' e apenas uma suavizacao interna.
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Figura 60 — Robustez do método Waveform Relazation - multigrid e ciclo V(0,1) para
resolver a equagao do calor 2D. Neste caso considerou-se a aproximagao

temporal mais refinada fixa N, = 2° + 1.

Com isso, pode-se concluir que esse método é robusto quando se usam os ciclos F' com 2

ou mais suavizagoes ou o ciclo W.
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9.2 Otimizacao dos parametros multigrid

Para verificar os parametros 6timos do método multigrid fizeram-se testes
considerando o topy em funcao do fator de anisotropia dado por logsA. Para esses testes
usaram-se a discretizacao de malha com N = 2 + 1 para o caso 1D e N = 2° + 1 para
o caso 2D. O uso de apenas um valor para a discretizacdo se deu pelo fato de que nos
testes numéricos constatou-se que com diferentes discretizagoes de malhas os resultados
qualitativos sdo semelhantes. Os ciclos a serem comparados sdo V', F' e W e com um niimero
de suavizagoes internas que permita verificar seu valor 6timo. O critério de parada usado

foi ‘|||:(£))‘|‘|°° < 1077 para o método Time-Stepping - multigrid, em que ||r(it)||o representa

o méximo residuo na iterada atual e ||r(0)||« 0 correspondente residuo considerando-se a
[ (i8)llos
[l (0)[foo
métodos usados. O uso de um critério de parada distinto para o método Time-Stepping -

estimativa inicial dada por nimeros aleatoérios entre O e 1, e < 107! para os demais

multigrid da-se pelo fato de que a estimativa inicial para os calculos em um determinado

passo de tempo é a solucao encontrada no passo de tempo anterior. Portanto, nesse método

a norma infinito do residuo inicial ||7(0)|| é menor, e ndo é possivel alcangar o critério de
I (#)|loo
[17(0)]oo
tipos de erros em Marchi (2001)).

< 107! devido A presenca de possiveis erros de arredondamento (ver os

parada

Nas Fig. 61 e Fig. 62 é mostrado, para os diversos tipos de ciclos e iteragoes internas,
o topy em funcao do fator de anisotropia A para a equacgao do calor 2D com discretizacgao
espacial igual ao nimero de pontos da aproximacao temporal dada por N = 2° + 1 e
considerou-se o método Time-Stepping - multigrid com os métodos de Euler e de CN,

respectivamente.

Com os resultados descritos nas Fig. 61 e Fig. 62 é possivel observar que em ambos
os métodos, Euler ou CN, em geral com 1 suavizacao interna, obtém-se os menores tcpy .
Sendo assim, para melhor visualizagdo, esbogou-se em uma mesma figura (Fig. 63) os

resultados obtidos com os ciclos V', F' e W com 1 suavizagao interna.

Nos resultados mostrados na Fig. 63(a) para o método de Time-Stepping - multigrid
com Euler, os pardmetros 6timos correspondem ao ciclo V(0,1) se logoA < 1 e F(0,1)
se logoA > 1. Na Fig. 63(b) para o método Time-Stepping - multigrid com o método
de CN, pode-se observar um comportamento semelhante ao apresentado na Fig. 63(a),
porém os pardametros 6timos correspondem ao ciclo V(0,1) se logeA < 2 e o ciclo F(0, 1)
se logo A > 2.

Os resultados dos testes numéricos que otimizam os parametros do método
Waveform Relaxation - multigrid, para o caso 1D, sao mostrados na Fig. 64 para o
método de Euler e Fig. 65 para o método de CN. Observa-se que, em geral o ciclo V' com

1 suavizacao interna apresenta os melhores resultados.

Os resultados referentes ao método Waveform Relazxation - multigrid para a equacao
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Figura 61 — Otimizagao dos parametros relacionados ao método Time-Stepping - multigrid
para a equagao do calor 2D com o método de Euler e considerando uma
discretizacio com N = 2 + 1 pontos em cada direcao.

do calor 2D sao expostos nas Fig. 66 e Fig. 67 com os métodos de Euler e de CN,

respectivamente.

Com os resultados mostrados nas Fig. 66 e Fig. 67 observa-se que os parametros
otimos sao: ciclo V' com 1 ou 2 suavizagoes internas. Pode-se observar que para o método
de Waveform Relazation - multigrid com Euler, o pardmetro 6timo é o ciclo V(0,1) se

logeh < —4 e V(1,1) se loga\ > —4, enquanto que para o método de Waveform Relazation
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Figura 62 — Otimizagao dos parametros relacionados ao método Time-Stepping - multigrid
para a equacao do calor 2D com o método de CN e considerando uma
discretizacio com N = 2 + 1 pontos em cada direcao.

- multigrid com CN o comportamento é muito semelhante em que o parametro étimo é o
ciclo V(0,1) se logaA < =3 e V(1,1) se logoA > —3. Uma comparagao entre os métodos
Time-Stepping - multigrid e Waveform Relazation - multigrid estd descrita em Franco et
al. (2015).

Para o estudo do método Space-Time - multigrid, Horton e Vandewalle (1995)

afirmam que com o ciclo V' nao é alcancada a robustez quando a malha é refinada
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Figura 63 — Otimizagao dos parametros relacionados ao método Time-Stepping - multigrid
para a equacao do calor 2D com os métodos de Euler e de CN, considerando
uma discretizacdo com N = 2 + 1 pontos em cada direcao e 1 suavizacio

com os ciclos V', W ou F.

(Observou-se experimentalmente que com o ciclo F' e apenas 1 suavizacdo, a robustez

também nao é alcangada). A aproximacao temporal com o método de Crank-Nicolson

também nao fornece bons resultados, como pode-se verificar na Fig. 68, retirada de Horton
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Figura 64 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Waveform Relazation -
multigrid para a equacao do calor 1D com o método de Euler e considerando
uma discretizacao com N = 23 + 1 pontos em cada direcao.

e Vandewalle (1995, p. 858). Assim, neste método serd usado apenas o método de Euler

para efetuar a aproximagao temporal.

Observa-se na Fig. 68(a) que na intersecdo entre as linhas sélida e tracejada é
definido A..;;. O método Space-Time - multigrid consiste no uso de engrossamento apenas

na direcao temporal se A < ..y € engrossamento apenas na direcao espacial se A > A,

Na Fig. 68(b) pode-se verificar que com o uso do método de CN para o método



Capitulo 9. Resultados Preliminares 144

360 B —
—m—F(0,1)|]
300 —e—F(1,1)/]
240 —A—F(1,2)H
180
120 a—aaA44"0 ¢ ¢ A 444 4
60 | H—m—m—EET S E
0
A—A—A
300 A A A A A A
240 | A—A—A o—o-o-o-o SN
- % % s mnw \L AA
NG — B STy TE__"a @
= 180 3 4 *\F
2 |
120 —u—W(0,1)]]
60 —eo— W(1,1)
—A— W(1,2)
0
300
240 —=—V(0,D)]
180 o VLD
—A— V(1,21
120 )
60 - a-—A—44 000 0-0-g-0 fa st b
0 A S T T S Y S

Figura 65 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Waveform Relazation -
multigrid para a equagao do calor 1D com o método de CN e considerando
uma discretizacao com N = 23 + 1 pontos em cada direcao.

Space-Time - multigrid ndo existe um fator de convergéncia pequeno se A é grande, ou seja,
quando \ cresce nao existe uma forma de engrossamento para resolver de forma eficiente o

referido problema.

Os resultados numéricos referentes ao método Space-Time - multigrid para as
equagoes do calor 1D e 2D sao expostos nas Fig. 69 e Fig. 70, respectivamente. Nestes

experimentos usou-se A..;; = 0,6 obtido através da LFA, ver Horton e Vandewalle (1995)
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Figura 66 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Waveform Relazation -
multigrid para a equacao do calor 2D com o método de Euler e considerando
uma discretizacio com N = 29 + 1 pontos em cada direcao.

e Falgout et al. (2017).

Pode-se observar nas Figs. 69 e 70 que para ambas as equagoes do calor 1D e 2D
os melhores topy ocorrem quando é usado o ciclo F' com 2 ou 3 suavizagoes internas. No
caso 1D os resultados com os referidos ciclos F'(1,1) e F(1,2) sdo muito parecidos e eles
se alternam como valores 6timos. Para o caso 2D o ciclo F'(1,1) apresenta melhores tcpy
se logaA < Aerir € F(1,2) se loga\ > Aepig. Horton e Vandewalle (1995) usaram o ciclo F
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Figura 67 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Waveform Relazation -
multigrid para a equagao do calor 2D com o método de CN e considerando
uma discretizacio com N = 29 + 1 pontos em cada direcao.

com 3 suavizacoes para os calculos numéricos.
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(a) Método de Euler.

(b) Método de CN.

Figura 68 — Fator de convergéncia p obtido através da analise de duas malhas com LFA
para o método de Euler (BDF1) e o método de Crank-Nicolson (CN), com 2
passos de suavizacao (esquerda) e 3 passos de suavizagao (direita). A linha
solida indica engrossamento apenas na direcdo espacial, a linha tracejada
indica engrossamento apenas na dire¢ao temporal e a linha pontilhada indica
engrossamento padrao. Figura retirada de Horton e Vandewalle (1995, p. 858).
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Figura 69 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Space-Time - multigrid
para a equagao do calor 1D com o método de Euler e considerando uma
discretizacdo com N = 2!3 4 1 pontos em cada direcdo.
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Figura 70 — Otimizacao dos parametros relacionados ao método Space-Time - multigrid
para a equagao do calor 2D com o método de Euler e considerando uma
discretizacio com N = 2 + 1 pontos em cada direcao.

9.3 Comparacao dos métodos estudados
Com esse estudo e as simulagoes numéricas foi possivel verificar os parametros que
otimizam o uso do tcpy para os casos estudados, como mostra a Tab. 10.

Com os resultados descritos nessa secdo e os parametros 6timos indicados na

Tab. 10 pode-se verificar que, fazendo as simulagdes com apenas um niicleo de programacao
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Tabela 10 — Parametros que otimizam o topy para resolver as equacoes do calor 1D e
2D usando os métodos Time-Stepping - multigrid, Waveform Relazation -
multigrid e Space-Time - multigrid.

Método Dimensao | Aprox. no tempo | Parametros 6timos
<
o | D)<
Time-Stepping - multigrid 2D oN V(0,1)se A< 4
F(0,1)se A >4
Euler V(0,1)
1D
CN V(0,1)
Waveform Relaxation - multigrid -~ V0, D) se <2 *
- et V(1,1) se A > 27
oN V(0,1) se A <273
V(1,1)se A > 273
1D Euler F(1,1)
Space-Time - multigrid - uler F(1,1) se A < Aerit
F(l, 2) se A > >\crit

(programagao sequencial, ou seja, ndo usando programagao paralela), o método Time-
Stepping - multigrid (mesmo com tol = 1077) é muito mais eficiente que os métodos
Waveform Relaxation - multigrid e Space-Time - multigrid. Na comparacao entre os dois
ultimos, o método Space-Time - multigrid apresenta uma leve superioridade em relacao ao

método Waveform Relaxation - multigrid.

Falgout et al. (2017) fizeram uma comparagao entre os métodos Time-Stepping -
multigrid, waveform relazation com redugao ciclica (WRMG-CR), Space-Time - multigrid
e Space-Time com suavizagao por blocos (STMG-BR) usando paralelismo com muitos
nucleos de processamento. O método WRMG-CR habilita o paralelismo completo na
dire¢ao temporal do método Waveform Relazation - multigrid (ver Horton et al. (1995)).
A Fig. 71 (retirada de Falgout et al. (2017)) mostra o tcpy usado para resolver a equagao
do calor 2D com discretizagao espacial e temporal dada por 128% x 16.384 (equivalente a
N = 27 + 1 pontos na discretizacdo de cada direcio espacial e 16.384 pontos na direcio
temporal) com os métodos Time-Stepping - multigrid, WRMG-CR, Space-Time - multigrid,
o método multigrid com redugao no tempo (MGRIT), proposto em Falgout et al. (2017)
e o método STMG-BR proposto em Gander e Neumiiller (2016). O método MGRIT e
STMG-BR nao serao abordados nesta tese, apesar de apresentarem excelentes resultados

ao se usar paralelismo de computadores.

Com os resultados descritos na Fig.71 pode-se afirmar que se for usado paralelismo

de computadores, o método Space-Time - multigrid apresenta melhores resultados em
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Figura 71 — Tempo computacional para resolver a equacao do calor 2D usando paralelizacao
de computadores, com o método de Euler e considerando uma discretizagao
espacial com N, = N, = 27 + 1 pontos e temporal com N, = 16.384 pontos.
Figura retirada de Falgout et al. (2017, p. 140).

comparacao com os métodos Waveform Relazation - multigrid e Time-Stepping - multigrid.
Pode-se afirmar também que o método Time-Stepping - multigrid, por ser paralelizavel
apenas nas dire¢oes espaciais nao é um bom método para ser usado com paralelizacao
de computadores. Vale lembrar que este método apresentou bons resultados quando foi

resolvido com apenas um ntcleo de processamento.
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10 Resultados

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados obtidos no desenvolvimento
desta tese, que sdo basicamente: 1) o desenvolvimento de um método Space-Time - multigrid
com engrossamento padrao aplicado & equagao do calor e; 2) o método Waveform Relazation

- multigrid usado nas equagoes da poroelasticidade.

10.1 Equacao do calor

Com o objetivo de entender melhor os métodos usados na solu¢ao de problemas
parabdlicos, buscou-se auxilio adicional na literatura sobre os métodos multigrid para a
solucao de problemas elipticos com anisotropias. O problema modelo dado pela equacao
do calor (eq. de Fourier) é um problema parabdlico, porém, para um passo de tempo

fixo, esse problema pode ser considerado eliptico (no espago). Considerando-se a relagao

espaco e tempo, esse problema apresenta um fator de anisotropia dado por A = :LZ De
acordo com os esténcis dados nas Eq. (6.15) e Eq. (6.22) verifica-se que a equagao do
calor apresenta fortes anisotropias para valores pequenos ou grandes de A, e nesta tese
consideraram-se A < 272 como pequeno e A > 2% como grande. Thole e Trottenberg (1986)
descrevem que para o método multigrid em problemas anisotrépicos sao duas estratégias
que dao origem a boas taxas (ou fatores) de convergéncia. Por um lado, o uso de suavizador
padrao por pontos combinado com uma estratégia de semiengrossamento na direcao da
maior anisotropia (em que ocorre o maior acoplamento). Por outro lado, pode-se usar
engrossamento padrao se um suavizador mais forte for considerado. Em particular, seguindo
a regra fundamental de relaxacao por blocos (BRANDT; LIVNE, 2011), as variaveis que
estao fortemente acopladas devem ser atualizadas (suavizadas) simultaneamente, ou seja,

deve-se usar um suavizador linha (ou plano) na diregdo da maior anisotropia.

Llorente e Melson(1998,2000) usaram as relagoes descritas por Thole e Trottenberg
(1986) e apresentaram um suavizador robusto e um esquema usando relaxac¢ao por planos
para resolver a equagao de Poisson 3D com fortes anisotropias. Prieto et al. (2001) usaram
relaxacao por planos e o esquema de semiengrossamentos para resolver a equacgao da

difusao 3D anisotrépica.

Com o exposto acima, verifica-se que o método Time-Stepping - multigrid apresenta

bons resultados devido ser uma EDP eliptica em cada passo de tempo.

O método Waveform Relazation por sua vez, apresenta bons resultados para
todos os fatores de anisotropia devido ao uso de engrossamento na dire¢ao espacial e um

suavizador linha na direcdo temporal, ou seja, se o forte acoplamento ocorre na direcao
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espacial, o engrossamento nessa direcao faz com que o método multigrid seja eficiente
para esse caso, e se o forte acoplamento ocorre na dire¢do temporal, o suavizador linha na

direcdo do tempo garante que o método multigrid continue sendo eficiente.

Observam-se os fatores de convergéncia para o referido método Waveform Relaxation
- multigrid na Fig. 55. Pode-se perceber que, mesmo nao se usando um suavizador linha
no tempo, ao usar-se engrossamento na dire¢ao espacial e um suavizador por pontos no
espago (método parabdlico), os resultados sdo bons apenas para A grande. Ou seja, como
nao se usou um suavizador linha no tempo, quanto maior o acoplamento nesta direcao,

piores sao os resultados.

Por fim, nessa mesma Fig. 55 pode-se observar que o método Space-Time - multigrid
apresenta bons resultados quando o semiengrossamento ocorre na direcao de maior
acoplamento. Portanto, considerando-se os semiengrossamentos nas diregcoes espaciais

e temporal, o método Space-Time - multigrid funciona bem para todos os valores de .

Dessa forma, pensou-se em uma forma de resolver a equacao do calor usando a
ideia ja existente para problemas elipticos com anisotropias. Um novo método, proposto
neste trabalho, consiste em usar engrossamento padrao em todas as direcoes espaciais e
temporal e um suavizador zebra (com linhas ou planos de relaxagdao) sempre na dire¢ao de
mais forte acoplamento. Esse método sera designado método Space-Time - multigrid com

engrossamento padrao (ver também em Franco et al. (2018a)).

10.1.1 Descricdo do método Space-Time - multigrid com engrossamento

padrdo

O método Space-Time - multigrid com engrossamento padrao, que sera apresentado
aqui, consiste em usar engrossamento padrao em todos os niveis de malha, um apropriado
operador de restrigao e prolongacao (HORTON; VANDEWALLE, 1995), e uma estratégia
de suavizacao baseada em um processo que depende do grau de anisotropia (\) de
cada malha hierarquicamente. O parametro A = % definido na Eq. (6.8) indica
o grau de anisotropia do operador discreto, que deve ser levado em consideracao
na escolha das componentes do método multigrid. Opostamente ao método Space-
Time - multigrid (HORTON; VANDEWALLE, 1995) em que é usada a estratégia de
diferentes semiengrossamentos, aqui é proposto um método Space-Time - multigrid que
combina diferentes suavizadores e leva em consideracao as conexoes de forte acoplamento
dependentes do parametro A\ nos esténcis que representam o modelo numérico discretizado
(ver as Eq. (6.15) e Eq. (6.22)). Observa-se que o valor de A varia de nivel de malha
para nivel de malha hierarquicamente e, portanto, devem ser escolhidos suavizadores

convenientes nas diferentes malhas.
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Estratégias de engrossamento

O método Space-Time - multigrid com engrossamento padrao, como o préprio
nome indica, utiliza engrossamento padrao para construir as malhas hierarquicamente.
O tamanho do espacamento entre os nés h ou 7 na malha consecutivamente mais grossa
possui o dobro do tamanho do espagamento da malha fina em cada dire¢gdo (em ambas as
diregoes espaciais e temporal). De qualquer maneira, devem ser escolhidos operadores de
restrigao e de prolongagao apropriados. Em particular segue-se Horton e Vandewalle (1995)
e utiliza-se o operador de prolongacdo, 1% de forma que ndo se transfira informacoes
para trds no tempo, enquanto o operador de restrigdo, I, é assimétrico e ndo transfere
nenhuma informacao para a frente no tempo. Esses operadores, para o caso 1D, sao

apresentados na Eq. (10.1)

h 2h

1121 1000
13,;5 1211 , I,%h:§ 1 21 (10.1)

000, 121,

Nesses esténcis, em cada linha representa-se a evolugao no tempo (de baixo para

cima) e em cada coluna, a discretizagdo no espago (da esquerda para a direita).

Para o caso 2D, os esténcis sao apresentados na Eq. (10.2)

h h h
. 000 1 21 1 21
Igbh_z 000 2 4 2 2 4 2 :
000, |1 21|, |121],
(10.2)
2h 2h 2h
X 1 21 1 21 000
Iﬁh:3—2242 2 4 2 000
12 1], 12 1], 000},

Observa-se que a notagao de esténcil na Eq. (10.2) corresponde a uma sequéncia
de esténcis aplicados em sucessivos passos de tempo, do mais baixo (esténcil esquerdo)

para o mais alto (esténcil direito).

Estratégias de suavizacao

Uma estratégia de suavizagao adaptativa, que depende do valor do parametro A, é
o ingrediente chave para a proposta do método Space-Time - multigrid com engrossamento
padrao. Essa abordagem é baseada na escolha, em cada nivel de malha hierarquicamente,

de um suavizador que é adequado para o valor atual de A.

Para o caso 1D, consideram-se os seguintes suavizadores para o problema parabdlico
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e Suavizador zebra com linha no tempo: Todas as incognitas localizadas em
um mesmo ponto espacial, mas de diferentes passos de tempo sao atualizadas
simultaneamente. Observa-se que isso pode ser feito de forma eficiente, uma vez
que a matriz resultante da discretizacao do sistema é bidiagonal. Além disso, as
linhas na direcdo temporal sdao visitadas em forma de zebra. Dessa forma, as
primeiras incognitas suavizadas sao colocadas nos nos espaciais impares e, depois

disso, atualizam-se as linhas cujos pontos espaciais sao pares.

e Suavizador zebra com linha no espago: é o mesmo algoritmo citado acima,
mas, desta vez, as linhas estao na direcdo espacial e, claro, todas as incognitas em
cada linha devem ser atualizadas simultaneamente, resolvendo o sistema de equagoes
correspondente. Para a solugao desse sistema de equagoes pode-se usar o método
TDMA.

Para o caso 2D, os suavizadores sao:

e Suavizador linha no tempo red-black: Este suavizador é semelhante ao
suavizador zebra com linha no tempo descrito anteriormente no caso unidimensional,
com a Unica diferenca de que as linhas sao visitadas seguindo a ordem red-black

(Veja a Fig. 7) dentro da malha espacial bidimensional.

e Suavizador zebra com planos no espago: Aqui todas as incégnitas localizadas
no mesmo passo de tempo sao atualizadas simultaneamente e os planos resultantes
sao visitados seguindo a forma de zebra. Teoricamente, esse processo parece ser
caro devido a necessidade de resolver exatamente os problemas 2D que surgem
no relaxamento por planos. No entanto, na pratica, geralmente nao é necessario
resolvé-los exatamente, e é suficiente aplicar um ciclo multigrid em cada plano
(ver por exemplo, Brandt e Livne (2011), Trottenberg et al. (2001) e Llorente e
Melson (1998)). Aqui, verificou-se que, com apenas 1 ciclo V e com vy =1 e vy =2
(pré e pds-suavizagao) e usando restrigio por ponderagao completa e interpolagao
bilinear (TROTTENBERG et al., 2001) para o relaxamento por planos, o ciclo
multigrid resulta em um algoritmo multigrid no espago e tempo muito eficiente (ver
a segao 10.1.3).

Propoe-se nesse método um valor critico A..;; que é usado como um interruptor
para escolher a estratégia de suavizacao usada para cada nivel de malha. Essa estratégia

esta descrita no Algoritmo 12.

Um ponto-chave para o bom desempenho do método Space-Time - multigrid com
engrossamento padrao ¢ a escolha do parametro A..;;. Esse parametro indica quando

escolher um ou outro suavizador. Para encontrar o valor de A..;; contou-se com a ajuda da
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Algoritmo 12: Estratégia de suavizagao
if A <)\, then
Use Suavizador zebra com linha no tempo para o caso 1D ou Suavizador linha no
tempo red-black para o caso 2D.
else
Use Suavizador zebra com linha no espago para o caso 1D ou Suavizador zebra com
planos no espago para o caso 2D.

end if

analise de Fourier local (LFA), que é uma andlise quantitativa para estudar as propriedades
de suavizacao e o operador de duas malhas com a estrutura do método multigrid. A forma
de como desenvolver a LFA para esse caso pode ser encontrado também em Franco et al.
(2018a).

Anélise de Fourier local (LFA)

A base da LFA é formalmente estendida para todas as componentes multigrid para
uma malha infinita €2, ;, desprezando as condigoes de contorno e analisando operadores
discretos lineares com coeficientes constantes. Desta forma, as autofuncgoes de tais
operadores sao algumas fungdes exponenciais complexas chamadas componentes de Fourier,
dadas por

On- (0, 1,t) = e1Teif2t (10.3)

em que (z,t) € Q. e @ =(01,02) € Oy, = (—7/h,7n/h] X (—n/7,7/7|. Essas funcoes de
malha formam uma base unitaria para o espaco de func¢oes delimitadas na malha infinita

e no espago de Fourier dado por

F Q) = spanf{on.(0,-) | 0 € O, }. (10.4)

Considerando-se que o erro ¢ uma combinagao linear dos componentes de Fourier,
o comportamento do método multigrid pode ser analisado através da avaliacao da reducao

do erro associado a cada componente multigrid particular nos modos de Fourier.

Para investigar a interacao entre a relaxacao e a correcao na malha grossa ¢é
necessario realizar pelo menos uma analise de duas malhas. E preciso considerar o operador

de propagacao de erros do método de duas malhas dado por
M = Si?(In — Ly Loy ;" Ln) S (10.5)

em que S;, é o operador de suavizacao, I, é o operador identidade, Lj e Lgj, sao os
operadores de correcao nas malhas fina e grossa, respectivamente, e os operadores de
transferéncia entre as malhas sdo o operador de restricdo I, e o operador de prolongacao

I},. A analise de duas malhas ¢ a base para as estimativas de convergéncia assintéticas
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cldssicas do método multigrid e o raio espectral do operador de duas malhas, pjo.(M?"),
indica o fator de convergéncia assintotico do método de duas malhas. Para estimar esse
valor, a observacao crucial é que o operador de correcao na malha grossa, bem como o
suavizador, deixa os chamados espagos de harmonicos-2h invariantes. Tais espacos sao
definidos por

F410") = span{dn,(0°*,z,t) | aray € {0,1}}, (10.6)

com 0% € Opize = (—7/2h,7/2h] x (—7/27,7/27], e 02 = @0 —
(a18ign(09°) 7, ciasign(09°) ). Assim, M?" é equivalente a uma matriz diagonal por blocos,
consistindo de blocos denotados por MZ"(8%) = M2"| z1(g00y, que é a representagio do
dominio de Fourier. Desta forma, pode-se determinar o raio espectral pjo.(M?") calculando
o raio espectral dessas matrizes menores, ou seja:

Ploc = ploc(M}%h) - sup Ploc (M}%h(eoo)) . (107)

600 €®baizo

Propoe-se neste método Space-Time - multigrid com engrossamento padrao,
combinar o uso de dois suavizadores linha em dire¢oes distintas, um na direcao temporal e
outro na direcao espacial, ambos realizados de forma zebra. Nesse processo, analisa-se para
quais valores do parametro A esses suavizadores proporcionam boa taxa de convergéncia
para o algoritmo multigrid. Na Fig. 72 sao mostrados os fatores de convergéncia em duas
malhas p;,. fornecidos pela LFA, correspondentes aos dois métodos multigrid com base
nos dois suavizadores considerados (zebra com linha no tempo e zebra com linha no
espago), para diferentes valores de logs A variando de —8 a 8 e aplicado na equacao do
calor 1D. Pode-se observar, como esperado, que se o suavizador zebra com linha no tempo
for usado, obtém-se bons resultados para valores pequenos de A (A < A..;), enquanto
que o suavizador zebra com linha no espago é adequado quando A é grande (A > Ai)-
Para confirmar as previsoes da LFA, também sao apresentados os fatores de convergéncia
médio obtidos experimentalmente (p,,). Em particular, esses fatores de convergéncia sao
obtidos com a média desses fatores (ver a Eq. (4.10)) apds 30 iteragoes multigrid com o
ciclo W(0,1).

Verifica-se que o valor de A\ para o qual o fator de convergéncia do método multigrid
para ambos os suavizadores sao iguais, ¢ A = 0,46, que, portanto, é escolhido como o
valor do interruptor \..;;. Este pardmetro serd considerado nos testes numéricos. Os casos
envolvendo a equacao do calor 2D e também os casos com dupla discretizacao (segao
10.1.5) apresentaram \..; =~ 0,46 através da LFA e dos experimentos numéricos e nao

serao expostos aqui.
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Figura 72 — Fatores de convergéncia preditos por LFA (p;,.) correspondentes ao método
multigrid com suavizadores zebra com linha no tempo e zebra com linha
no espago, e fatores de convergéncia médio (p,,) obtido experimentalmente,
para diferentes valores do parametro A\ aplicados ao problema modelo
unidimensional da equacao do calor.

10.1.2 Robustez

Para realizar os experimentos numéricos que confirmam a robustez do método
Space-Time - multigrid com engrossamento padrao, seguiu-se a mesma ideia mostrada
na secao 9.1. Nestes testes numéricos, a condigao inicial e de contornos sao consideradas
nulas, a estimativa inicial para os pontos internos é considerada aleatoéria entre 0 e 1, o
ciclo escolhido também é o ciclo V' (0, 1), o método para a aproximagao temporal usado foi
o método de Euler (o método de CN nao funciona se usar engrossamento no tempo), o
valor usado como interruptor para selecionar o suavizador é \..;; = 0,46 para todos os

casos estudados.

Nas Figs. 73 — 76 sao mostrados os fatores de convergéncia assintético em fungao
de \. Nas Fig. 73 e Fig. 74 considerou-se o problema unidimensional com os valores das
discretizagoes espacial e temporal fixas, respectivamente. No caso em que a discretizagao
espacial é fixa, considerou-se N, = 27 4+ 1 e o refinamento entre cada simulacdo deu-
se apenas na discretizagao temporal. No caso em que a discretizagao temporal é fixa,
considerou-se também N, = 27 + 1 e o refinamento entre cada simulacio deu-se apenas na

discretizacao espacial.
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Figura 73 — Robustez do método Space-Time com engrossamento padrao para resolver a
equagao do calor 1D com o método de Euler, ciclo V(0,1) e N, = 27 + 1.
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Figura 74 — Robustez do método Space-Time com engrossamento padrao para resolver a
equagao do calor 1D com o método de Euler, ciclo V(0,1) e N, = 27 + 1.

Com esses resultados (Fig. 73 e Fig. 74) pode-se observar que quando ocorre
refinamento da malha e para qualquer fator de anisotropia A, o fator de convergéncia
p se estabiliza. Sendo assim, pode-se dizer que o método Space-Time - multigrid com

engrossamento padrao apresenta robustez em relacao as discretizagdes espacial e temporal
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e em relagao ao fator de anisotropia A, para a equagao do calor 1D.

Nas Fig. 75 e Fig. 76 considerou-se o problema bidimensional, similar ao caso
unidimensional, com os valores das discretizagoes espacial e temporal fixas, respectivamente.
No caso em que a discretizagdo espacial é fixa, considerou-se N, = N, = 2°+1eo
refinamento entre cada simulacao deu-se apenas na discretizagao temporal. No caso em
que a discretizacao temporal é fixa, considerou-se N, = 2% + 1 e o refinamento entre cada

simulagao deu-se apenas na discretizacao espacial.
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078 +N _ 213+1
=
—v— N =2"+1
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-8 -6 4 2 0 2 4 6 8
log, 4

Figura 75 — Robustez do método Space-Time com engrossamento padrao para resolver a
equagao do calor 2D com o método de Euler, ciclo V(0,1) e N, = N, = 2° 4+ 1.

Semelhante ao caso 1D, com os resultados mostrados nas Fig. 75 e Fig. 76 pode-se
dizer que o referido método é robusto em relagao as discretizacoes espacial e temporal
e também em relagao ao fator de anisotropia A, para a equacao do calor 2D. Com isso,
pode-se garantir que esse método pode ser usado para resolver problemas em malhas mais

refinadas e para qualquer fator de anisotropia.

10.1.3 Otimizacdo dos parametros multigrid

Para verificar os pardmetros 6timos do método Space-Time com engrossamento
padrao juntamente com o método multigrid fizeram-se testes considerando-se o topy
em funcao do fator de anisotropia logoA. Para esses testes, usou-se a discretizacao de
malha com N, = N, = 213 + 1 para o caso 1D e N, = N, = N, = 2° + 1 para o caso
2D. A aproximagao temporal nesta se¢ao deu-se exclusivamente pelo método de Euler

e considerou-se o valor A\..; = 0,46 para todos os casos estudados. Os ciclos a serem
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Figura 76 — Robustez do método Space-Time com engrossamento padrao para resolver a
equacgao do calor 2D com o método de Euler, ciclo V(0,1) e N; = 2° + 1.

comparados sao V', F' e W e com um ntmero de suavizacoes internas que permita verificar

seu valor 6timo. O critério de parada usado foi W <1071 em que r(it) é o residuo

na iterada atual e 7(0) é o residuo considerando-se a estimativa inicial.

Na Fig. 77 mostra-se o tcpy em funcao do fator de anisotropia A para a equacao
do calor 1D. Nessa figura, percebe-se que em geral, com 1 suavizagao interna (qualquer
ciclo), ou ainda com o ciclo V' e 2 suavizagdes internas, obtém-se os melhores resultados.
Para melhor visualizar os parametros 6timos plotou-se um grafico com apenas os casos

citados e que produzem os melhores resultados, ver a Fig. 78.

Com os resultados descritos na Fig. 78 pode-se dizer que o ciclo V' (0, 1) apresenta
os melhores resultados se A < At ou A > 2 e o ciclo V(1,1) apresenta os melhores
resultados para os demais casos. Em geral, ao considerar-se apenas um tipo de ciclo como
parametro 6timo estd minimizando-se o tempo computacional de uma forma geral, ou seja,
ao se escolher um determinado ciclo, o aumento do topy nos casos em que ele nao é o
melhor, é percentualmente pequeno, se comparado ao aumento do topy de outro ciclo em

que ele nao é o melhor ciclo. Assim, pode-se eleger o ciclo V (0, 1) como pardmetro 6timo.

Na descricao dos parametros 6timos para a equacgao do calor bidimensional
acrescentam-se os parametros do método multigrid usados na relaxagao por planos. Sao

eles:

e V,, indica ciclo V por planos (a notacao ,, indica que o referido ciclo V' serd usado

exclusivamente no plano zy);
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Figura 77 — Otimizacgao dos parametros multigrid com o método Space-Time - multigrid
com engrossamento padrao usado na solucao da equagao do calor 1D.

e num_V,, indica o nimero de ciclos V;, por planos;

® Ui,y € Vg Tepresentam os niimeros de pré e pos-suavizagoes internas, respectivamente,

aplicadas no ciclo por planos.

Ap6s varios testes numéricos, em que variou-se os tipos de ciclos por planos (Vzy, Fy,
ou Wy, ), o nimero de ciclos (num_ Vy,, num_ F,, ou num_W,,) e o nimero de pré e

pés-suavizagoes (Vizy € Vagy), POde-se perceber que os pardmetros mais eficientes estao
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Figura 78 — Comparacao entre os parametros multigrid étimos para o método Space-Time
- multigrid com engrossamento padrao usado na solu¢ao da equacao do calor
1D.

entre num_V,, = 1 ou num_V,, = 2 e os ciclos V,,(1,1), V,,(1,2) ou V,,(2,2). Nas

Figs. 79 a 81 sao mostrados alguns testes do topy com esses parametros.

Observa-se nas Fig. 79 a 81, que se forem feitas 2 ou mais suavizac¢oes internas
e no multigrid aplicado ao plano de suavizacao forem realizadas apenas 2 suavizagoes
internas, perde-se a eficiéncia do método (observar os pontos descritos por um quadrado
preto cheio na parte superior dos graficos). Isso possivelmente deve-se ao fato de que com
o ciclo V' e apenas 2 suavizagoes internas, os respectivos planos nao foram completamente
suavizados, por isso houve um consideravel aumento do tcpy necessario para resolver o

referido problema.

Para melhorar a interpretacao dos resultados 6timos, plotou-se um grafico contendo
os ciclos V, F'e W com 1, 2 e 3 suavizagdes internas (ver Fig. 82). No eixo vertical dessa
figura é apresentada a soma dos tcpy referente aos experimentos com uso de 1V, (1, 1),
1V (1,2), 1V,,(2,2), 2V, (1, 1), 2V, (1,2) e 2V,,(2,2) para cada valor de logs), ou seja,
o topy resultante é fruto da soma dos topr de 6 testes numéricos contendo os referidos
pardmetros 1V, (1,1), 1V,,(1,2), 1V,,(2,2), 2V,,(1,1), 2V, (1,2) e 2V,,(2,2).

Observa-se na Fig. 82 que, em geral, os ciclos com 1 suavizacao interna apresentam
os melhores resultados. Dessa forma, com o objetivo de verificar os melhores parametros
do método multigrid aplicados ao plano de suavizacao, na Fig. 83 sao mostrados os
valores méximo dos tcpy considerando-se os ciclos V(0, 1), F'(0,1) e W(0, 1) fixos. Dessa

forma, para cada valor de loga A cada topy indicado na Fig. 83 representa o valor maximo
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Figura 79 — Otimizacao dos parametros multigrid através do método Space-Time com
engrossamento padrao, método de Euler e ciclo V' para resolver a equagao do
calor 2D.

encontrado, considerando-se os ciclos {V'(0,1), F'(0,1), W (0,1)}.

Com os resultados descritos na Fig. 83 pode-se concluir que, com 1 suavizagao
interna (ciclos V', F' ou W) e ao usar-se a suavizagao por planos, os parametros num_ V,, =

L, vy =1 € oy =2 ((0u 1V, (1,2) ) fornecem os melhores topy .

Observando-se atentamente os graficos inferiores nas Figs. 79 a 81 percebe-se que

para valores de A > A\ e A < 2°, os topy relacionados ao ciclo V(0,1) sdo um pouco
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Figura 80 — Otimizacao dos parametros multigrid através do método Space-Time com
engrossamento padrao, método de Euler e ciclo F' para resolver a equagao do
calor 2D.

maiores para que os topy relacionados ao ciclo F'(0,1) ou W(0,1). Porém, como o ciclo
V' (0, 1) apresentou robustez e maior eficiéncia na maioria dos casos analisados, optou-se
por considerd-lo como o parametro 6timo para este caso, ou seja, o ciclos V(0,1) para o
método multigrid geral e no caso de se usar suavizagao por planos, realizar 1 ciclo V,,(1,2)

(1V,,(1,2)) sao os melhores pardmetros do método multigrid para esse caso.
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Figura 81 — Otimizacao dos parametros multigrid através do método Space-Time com
engrossamento padrao, método de Euler e ciclo W para resolver a equacao do
calor 2D.

10.1.4 Fatores de convergéncia

Na Fig. 84 (FRANCO et al., 2018a) é apresentado o fator de convergéncia médio,
considerando os pardmetros 6timos descritos anteriormente (ciclo V(0, 1) para os casos 1D
e 2D, e na suavizacao por planos no caso bidimensional, 1V;,(1,2)). Nessas simula¢oes
consideraram-se tol = 1071%, N, = 2% + 1 ¢ N, = 2!6 + 1 para o caso unidimensional
(Fig. 84(a)) e N, = N, =27 + 1 e N; = 2'2 + 1 para o caso bidimensional (Fig. 84(b)).
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Figura 82 — Comparacao dos resultados descritos nas Fig. 79, Fig. 80 e Fig. 81. No eixo
vertical sdo descritas as somas de todos os topyy relacionados aos casos usados
para a suavizacao por planos para cada A.

Com os resultados apresentados na Fig. 84, observa-se que para ambos os problemas
1D e 2D, mesmo com uma suavizacao interna, os fatores de convergéncia foram menores

que 0, 3, indicando eficiéncia para resolver esse tipo de problema.
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Figura 83 — Comparacao dos resultados descritos nas Figs. 79 a 81. No eixo vertical
sdo mostrados os valores maximo dos tcpy considerando-se os ciclos V(0, 1),
F(0,1) e W(0,1).

10.1.5 Método da dupla discretizacao

O método multigrid oferece possibilidades para melhorar nao s6 a convergéncia
algébrica, mas também a precisao da solucao discreta em relagao a solucao analitica. Essa
é a ideia bésica da dupla discretizagio (BRANDT; LIVNE, 2011), que pode ser vista como

uma técnica especial de correcao de residuos aplicada junto ao método multigrid.

Devido ao fato do método de Crank-Nicolson (CN) nao ser eficiente quando ocorre
engrossamento no tempo (ver a Fig. 68), esse método é uma alternativa para melhorar a

ordem de acuracia nesses casos.

De acordo com Brandt e Livne (2011) a dupla discretizagao consiste em empregar
um esquema de discretizacao estavel para as varreduras de suavizacao, que pode ser de
ordem inferior ao desejado, combinado com o uso de uma discretizacao da ordem solicitada
para calcular os residuos transferidos para a malha grossa, ou seja, discretiza-se com um

método para efetuar as suavizagoes e com outro método para calcular os residuos.

Essa estratégia ja foi aplicada com sucesso em varios problemas: com aproximagoes
de quarta e sexta ordens para a equagao de Poisson, ver por exemplo Schaeffer (1982); em
aproximacoes de segunda ordem para problemas de perturbacgao singulares, ver Brandt
(1977); e em dindmica de fluidos, ver Brandt e Livne (2011).

Para comprovar os fatores de convergéncia do método Space-Time - multigrid com

engrossamento padrao, suavizadores do tipo zebra e o método de CN, fizeram-se alguns
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Figura 84 — Fator de convergéncia médio do método Space-Time com engrossamento
padrao e ciclo V(0,1).

experimentos que estao expressos na Fig. 85. Esses testes foram realizados com a equacao
do calor 1D, nimero de pontos nas discretizacoes espacial e temporal iguais N = 23 + 1,
engrossamento padrao em ambas as dire¢oes com razao de engrossamento g = 2, ciclo

V(0,1), aproximagao temporal com o método de CN e condigao inicial dada pela Eq. (6.2).
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Na linha vertical do grafico, apresentou-se o fator de convergéncia médio apds 10 ciclos
multigrid. Os pontos que nao estao expressos nesse grafico indicam que o referido método

divergiu (p,, > 1) para o respectivo valor de A.
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Figura 85 — Experimentos com o método multigrid, aproximacgao temporal com o método
de CN, engrossamento padrao, ciclo V' (0,1) e suavizadores zebra com linha
no tempo e zebra com linha no espaco para resolver a equacao do calor 1D.

Com os resultados descritos na Fig. 85 observa-se que com A < A..;; = 0,46 o
suavizador zebra com linha no tempo apresenta bons fatores de convergéncia mesmo com a
aproximagao temporal sendo feita pelo método de CN, ou seja, nesse intervalo (A < Ag.ip)
o método multigrid com engrossamento padrao associado ao método de CN apresenta bons
fatores de convergéncia. Porém, se A > A..;; 0 método diverge para ambos os suavizadores

(com o método de CN), por isso a necessidade do método de dupla discretizagao.

O referido método de dupla discretizagao serd usado (nesta tese) se A > A €
com a aproximagao temporal feita com o método de Euler (primeira ordem e estével) para
fazer as suavizacoes em todos os niveis de malha, enquanto que os residuos sao calculados
com o método de Crank-Nicolson. Esse tltimo método (CN) determina a precisao da
solu¢ao numérica. Pode-se ver o processo detalhado para os casos 1D no algoritmo 13. Nesse
algoritmo observa-se que os termos "'método de Euler' e "'método de Crank-Nicolson'

em negrito representam a ideia principal do método da dupla discretizacao.

Para o caso 2D, basta usar os referidos suavizadores e operadores de

restrigao/prolongacao descritos para o caso bidimensional no algoritmo 13.

O método de dupla discretizacao nao tem o controle do residuo, pois se utiliza um

suavizador em que a aproximacao da varidvel temporal é feita através de um método de
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Algoritmo 13: Ciclo V (v, 15) com o método de dupla discretizacao, nivel
de malha (1)
if [ é o nivel de malha mais grossa, L,,,, then
Resolver exatamente o sistema de equacoes na malha grossa.
else
if A\ > A\, then
Suavizar vy vezes Ajw®) = fU usando o suavizador zebra com linha no espaco e
aproximacao temporal dada pelo método de Euler.

else
Suavizar vy vezes Ajw® = fU usando o suavizador zebra com linha no tempo e
aproximagao temporal dada pelo método de Crank-Nicolson.

end if

Calcular o residuo usando o método de Crank-Nicolson.

Restringir o residuo.

Resolver a equacao residual no nivel de malha [ + 1 usando o Algoritmo 13.

Interpolar a correcao.

Calcular uma nova aproximacao.

if \; > A, then
Suavizar vy vezes Ajw® = fU usando o suavizador zebra com linha no espaco e
aproximacao temporal dada pelo método de Euler.

else
Suavizar v, vezes Ajw) = fU usando o suavizador zebra com linha no tempo e
aproximacao temporal dada pelo método de Crank-Nicolson.

end if

end if

primeira ordem (Euler) e o residuo é calculado usando uma discretizagdo para a variavel
temporal com um método de segunda ordem (CN). Dessa forma, considerando-se por
exemplo, A = 2%, uma discretizacdo com N = 23 +1 (N = N, = N,) para o problema
unidimensional e com N = N, = N, = N; =2+ 1 (N = N, = N, = N,) para o problema
bidimensional, mostra-se na Fig. 86 que com 16 ciclos V (0, 1) para o caso 1D e com apenas
10 ciclos V(0,1) para o caso 2D, o erro de maquina ja foi alcangado, o que torna esse

método muito atraente.

Para garantir que a técnica de dupla discretizagdo forneca a precisdo de segunda
ordem de acuracia, nas Tab. 11 e Tab. 12 mostram-se as normas maximas do erro numérico
(|le]|s0) para diferentes tamanhos de discretizacao de malha variando de h =7 =27 a
h =71 =21 (h=h,) para o caso unidimensional e de h = 7 =2"4a h =7 =27
(h = hy = hy) para o caso bidimensional. O tamanho do passo temporal ¢ dado por 7 = h
em ambos os casos 1D e 2D. Pode-se verificar que quando os tamanhos das malhas sao
divididos pela metade, a ||e||s sdo reduzidos em um quarto, o que implica a segunda

ordem de acuréacia relacionada ao método de Crank-Nicolson.

Na Fig. 87 mostrada em Franco et al. (2018a) é apresentado o fator de convergéncia

médio do método Space-Time com engrossamento padrao e com a técnica de dupla
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Figura 86 — Nimero de ciclos V' (0, 1) necessarios para alcangar o erro de maquina usando
o método de dupla discretizagao.

discretizacao apds se efetuar 20 ciclos multigrid com os pardmetros Gtimos (ciclo V(0,1) e
no caso 2D, 1V, (1,2) para suavizar cada plano espacial) descritos anteriormente. Nessas
simulacoes considerou-se solucao analitica nula, N, = 2!+ 1 e N, = 2!6 + 1 para o caso
unidimensional (Fig. 87(a)) e N, = N, =27+ 1 e N; = 2'2 + 1 para o caso bidimensional
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Tabela 11 — Norma méaxima do erro numérico, ||e||o, para o problema 1D e diferentes

tamanhos da malha com h =7 = %

N 2641 2741 2841 2941 20041 ol 921241 921349
|l 3,4E-04 9,1E-05 24E-05 6,0B-06 15E-06 3,8E-07 9,6E-08 24E-08

Tabela 12 — Norma méaxima do erro numérico, ||e||o, para o problema 2D e diferentes

tamanhos da malha com h = 7 = %

N 2241 2441 241 2641 2741 28241 2241
lle|loe 1,2E-02 3,7E-03 1,1E-03 3,4E-04 9,6E-05 2,6E-05 6,9E-06

(Fig. 87(b)).

Com os resultados descritos na Fig. 87 se observa que para ambos os problemas 1D e
2D, mesmo com apenas uma suavizacao interna, os fatores de convergéncia foram menores
que 0, 3, fornecendo resultados muito satisfatorios, e que sao similares a convergéncia
mostrada na Fig. 84 a partir do método Space-Time com engrossamento padrao para o

esquema de Euler de primeira ordem.

Portanto, tem-se um método que usa engrossamento padrao (simplicidade na
programacao), permite o uso do método de CN (aproximagao de 2* ordem para o erro),
apresenta robustez com o ciclo V, possui fatores de convergéncia comparaveis aos da
dupla discretizagao e possibilita o uso de suavizadores coloridos (altamente paralelizaveis
no espago e no tempo). Essas caracteristicas, aliadas ao fato de que no caso do uso de
programacao paralela, o ciclo V' é mais eficiente que os demais ciclos, tornam esse método
muito atraente, pelo grande potencial de eficiéncia e robustez. Esse é um dos temas de

pesquisa para trabalho futuro.

10.2 Equacoes da poroelasticidade

Até o momento, os algoritmos de solucdo mais usados para o problema da
poroelasticidade baseiam-se em uma abordagem Time-Stepping (segao 7.1), em que cada
passo de tempo é resolvido apds o outro de forma sequencial. Esse método tradicional tem
a grande vantagem de se resolver uma equacao eliptica a cada passo de tempo, mas tem o
problema de nao permitir paralelizacao da variavel temporal. Como consequéncia, deve-se

procurar métodos que possam ser paralelizados no tempo e também no espago-tempo.

Nesta tese serd proposto um algoritmo de relaxamento na forma Waveform
Relazation - multigrid (LUBICH; OSTERMANN, 1987; VANDEWALLE, 1993), em
que a novidade é o método Waveform Relaxation - multigrid para os problemas da

poroelasticidade 1D e 2D. A chave para o bom funcionamento desse método é o uso do
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Figura 87 — Fator de convergéncia médio do método Space-Time com engrossamento
padrao associado a técnica da dupla discretizacao e ciclo V' (0, 1).

suavizador Vanka (VANKA, 1986) para aproximar a solugdo numérica. As formulagoes

matematicas e numéricas desse problemas encontram-se nas secoes 6.2.1 e 6.2.2.

Para as simulagbes numéricas usaram-se as discretizagoes do modelo matematico

para as equagoes da poroelasticidade apresentadas na secao 6.2.2. O suavizador usado
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foi o Vanka de 3 pontos para o caso unidimensional e o Vanka de 5 pontos para o
caso bidimensional, como descrito na Se¢ao A. Com o objetivo de desenvolver algoritmos
paralelizaveis, propuseram-se formas coloridas para efetuar as suaviza¢oes com o suavizador

Vanka, ver a secao 6.3.

Os exemplos numéricos simulados nesta tese (problema 1D e 2D) referem-se ao
problema da uma concha cilindrica de material poroso deformével, como descrito em
Rodrigo (2010). Os coeficientes de Lamé A e p dependem do valor do médulo de Young,
que neste caso é E = 102N /m? e da razdo de Poisson que é dado por v = 0, 2 (adimensional).

Os valores de A\ e u podem ser calculados pelas seguintes relagoes

vE E

M roi-w) H o)

(10.8)

10.2.1 Robustez

Os primeiros testes para verificar a eficiéncia de um novo método sao os testes de
robustez. Para isso verificam-se os fatores de convergéncia do método Waveform Relazation
- multigrid com o suavizador Vanka em relacdo aos parametros fisicos e de discretizacao

para os casos 1D e 2D a medida em que a a malha é refinada.

Nos primeiros testes consideraram-se K = 107°, solucdo analitica nula, método de
Euler e o suavizador Vanka de 3 pontos e 4 cores para o problema da poroelasticidade 1D,

como mostra a Fig. 88.

Observa-se na Fig. 88 que quando ocorre refinamento de malha, ou seja N = N, =
N, aumenta, os fatores de convergéncia relacionado aos ciclos V' e também ao ciclo F' com
1 ou 2 suavizagoes internas (independente de ser pré ou pos-suavizagao) aumentam com
o refino da malha. Portanto, para esses casos pode-se dizer que o referido método nao é
robusto em relacao a discretizacao de malhas. Nesses casos testados, os resultados com o

método de Crank-Nicolson (CN) apresentaram resultados similares.

Para confirmar se o ciclo F' com mais de 2 suavizagoes internas e o ciclo W com 1
suavizacao interna apresentam ou nao robustez, fizeram-se testes envolvendo as equacoes
da poroelasticidade 2D. Nesses testes usaram-se também K = 107°, solucao analitica nula,
método de Euler e o suavizador Vanka de 5 pontos e 12 cores. Os resultados sao expostos
na Fig. 89.

Com os resultados descritos na Fig. 89 observa-se que quando se usa o ciclo F(2,2)
o fator de convergéncia aumenta com o refino da malha, chegando a divergir com N = 241
pontos (N = N, = N, = N;). Assim, pode-se dizer que apenas o ciclo W é robusto em
relacao a discretizacao de malhas. Para verificar também a robustez com relacao ao método
de CN e as propriedades fisicas, como a condutividade hidraulica (K), fizeram-se alguns

testes adicionais para o problema unidimensional com N = N, = N; pontos, que sao
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Figura 88 — Fator de convergéncia apds 20 ciclos multigrid, considerando E = 10*N/m?
K = 1075, solucao analitica nula, método de Euler e o suavizador Vanka de 3
pontos e 4 cores para o problema da poroelasticidade 1D.

mostrados na Fig. 90, e para o problema bidimensional com N = N, = N, = N, pontos,

exposto na Fig. 91.

Com esses testes mostrados nas Fig. 90 e Fig. 91, pode-se verificar que o método

Waveform Relazxation - multigrid usando o suavizador Vanka é robusto em relacao as
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Figura 89 — Fator de convergéncia apés 20 ciclos multigrid, considerando £ = 10*, v = 0, 2,
K = 1079, solucao analitica nula, método de Euler e o suavizador Vanka de 5
pontos e 12 cores para o problema da poroelasticidade 2D.

propriedades fisicas e em relagdo a discretizagdo de malhas quando se usa o ciclo W.

10.2.2 Otimizacdo dos parametros multigrid

A fim de encontrar os parametros que melhoram o desempenho do método multigrid
para os problemas da poroelasticidade 1D e 2D resolvido com o método Waveform
Relazation - multigrid e o suavizador Vanka com ordem lexicogréfica e colorida, fizeram-se

alguns testes numéricos considerando o ciclo W, que apresentou robustez. O critério

[l (it)][ o0
[I7(0)[loo
residuo entre o(s) deslocamento(s) e a pressao na iterada atual e ||r(0)||o 0 correspondente

de parada adotado é dado por < 107'% em que ||r(it)||o representa o maximo
residuo considerando-se a estimativa inicial dada por niimeros aleatoérios entre 0 e 1. Nesta
secao serao expostos os resultados considerando-se o método de Euler para a aproximagcao
da variavel temporal, pois o0 método de CN apresentou resultados similares e nao serao

expostos aqui.

Para o caso unidimensional consideraram-se o médulo de Young E = 10%, a
discretizagao da malha com N = 2 +1 (N = N, = N,) pontos e as solugoes analiticas
para u e p dadas nas Eq. (6.26) e Eq. (6.27), respectivamente. Nas Fig. 92 e Fig. 93
sao mostrados os tempos computacionais tcpy e os fatores de convergéncia médio p,,

resultantes dos testes numéricos envolvendo a equacgao da poroelasticidade 1D para
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Figura 90 — Fator de convergéncia para mostrar a robustez do método Waveform Relazxation
- multigrid para o problema da poroelasticidade 1D, usando o ciclo W (0, 1).

diferentes valores da condutividade hidraulica K, considerando o suavizador Vanka de 3

pontos com ordenacao lexicografica e de 4 cores, respectivamente.

Para o caso bidimensional consideraram-se o médulo de Young E = 10%, a razdo

de Poisson v = 0,2, e os valores das constantes de Lamé A e p dadas pela Eq. (10.8),
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Figura 91 — Fator de convergéncia para mostrar a robustez do método Waveform Relazxation
- multigrid para o problema da poroelasticidade 2D, usando o ciclo W (0, 1).

a discretizagao da malha com N =22 +1 (N = N, = N, = N,) pontos e as solugoes
analiticas para u, v e p dada na Eq. (6.32). Nas Fig. 94 e Fig. 95, assim como para o
caso 1D, sdao mostrados os topy € 0s p,, resultantes dos testes numéricos envolvendo a

equagao da poroelasticidade 2D para diferentes valores da condutividade hidraulica K,
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Figura 92 — Fator de convergéncia médio p,, e tocpy considerando o método Waveform
Relazation - multigrid, Fuler e o suavizador Vanka de 3 pontos com ordenagao
lexicografica para o problema da poroelasticidade 1D.

considerando o suavizador Vanka de 5 pontos com ordenacao lexicografica e de 12 cores,

respectivamente.
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Figura 93 — Fator de convergéncia médio p,, e tcpy considerando o método Waveform
Relazation - multigrid, Fuler e o suavizador Vanka de 3 pontos com ordenagao
de 4 cores para o problema da poroelasticidade 1D.

Com os resultados apresentados nas Fig. 92 a 95 e considerando-se apenas o tcpy
como parametro para avaliar os parametros 6timos do referido método, pode-se considerar

o ciclo W(0,1) como a melhor op¢ao. Em Franco et al. (2018b) considerou-se também o
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Figura 94 — Fator de convergéncia médio p,, e tocpy considerando o método Waveform
Relazation - multigrid, Fuler e o suavizador Vanka de 5 pontos com ordenagao
lexicografica para o problema da poroelasticidade 2D.

fator de convergéncia médio para eleger tais parametros.

Portando, o método Waveform Relaxation - multigrid com o uso do suavizador
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Figura 95 — Fator de convergéncia médio p,, e tocpy considerando o método Waveform
Relazation - multigrid, Fuler e o suavizador Vanka de 5 pontos com ordenagao
de 12 cores para o problema da poroelasticidade 2D.

Vanka, proposto nesta tese, mostrou-se um excelente método para aproximar a solugao de
problemas da poroelasticidade uni e bidimensional usando os métodos de Euler e de CN

para a aproximacao temporal. Observa-se que com apenas 2 suavizacoes internas, em todos
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os casos dos problemas uni e bidimensional realisticos (para K < 107%, por exemplo), os
fatores de convergéncia médio sempre foram menores que 0,35. A formulagao colorida do
suavizador Vanka (altamente paralelizavel), permite ao método Waveform Relazxation -
multigrid uma melhor eficiéncia tornando esse método muito mais atrativo se comparado

com o método Time-Stepping existente para resolver o mesmo problema.
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11 Conclusao

Este trabalho teve como principal objetivo o estudo dos métodos de solucao
para problemas transientes, dados pelas equacoes do calor e da poroelasticidade uni e

bidimensionais com o uso do método multigrid.

Os primeiros métodos estudados nesta tese para resolver a equagao do calor foram
os métodos Time-Stepping - multigrid, Waveform Relaxation - multigrid e Space-Time -
multigrid. Os métodos Time-Stepping e Waveform Relaxation apresentam robustez mesmo
com o uso do ciclo V' para os métodos de Euler e de Crank-Nicolson (CN), enquanto
que o método Space-Time necessita de ciclo F' ou W para ser robusto e além disso, nao
converge com o método de CN. Verificou-se também através de experimentos numéricos
que o método Time-Stepping é mais eficiente que os demais métodos citados para resolver
a equagao do calor usando apenas um ntcleo de processamento. Porém, se pensar em
paralelismo de computadores, verificou-se na literatura (veja por exemplo, Falgout et al.
(2017) e Gander e Neumiiller (2016)) que o método Space-Time é muito bom, mas os
métodos Waveform Relaxation com redugdo no tempo e o novo space-time com suavizagao
por blocos (ndo usados nesta tese) apresentam melhor eficiéncia em relagdo ao paralelismo
e assintoticamente poderao superar o método Space-Time. Porém, o método Space-Time
com engrossamento padrao, proposto nesta tese, apresentou fatores de convergéncia
comparaveis aos demais métodos estudados, possibilidade de alcangar 2* ordem de acuracia
usando o método da dupla discretiza¢do (com CN), além de robustez com o ciclo V' e
suavizador colorido, tornando o método altamente paralelizavel no espaco e no tempo.
Essas caracteristicas fazem com que esse método seja atrativo para resolver esse tipo de

problema.

A teoria da poroelasticidade, inicialmente descrita por Biot e que descreve o
comportamento acoplado entre os fluidos e solidos em meios porosos era, até entao,
resolvida numericamente com o uso do método multigrid, basicamente através do método
Time-Stepping. Devido a esse método nao ser paralelizavel no tempo, propos-se nesta tese o
método Waveform Relaxation - multigrid, que ¢ um método que atualiza os valores no espaco
e tempo e é paralelizavel. O uso desse método aliado ao suavizador Vanka (com ordenacao
lexicografica ou colorida) apresentou robustez e bons fatores de convergéncia, mostrando a
bom desempenho do método Waveform Relazation - multigrid. Essas caracteristicas fazem

com que esse método seja atrativo para resolver esse tipo de problema.



Capitulo 11. Conclusdo 186

11.1 ContribuicGes

Método Space-Time com engrossamento padrao para a equacao do calor

Nesta tese foi desenvolvido um método robusto Space-Time - multigrid que combina
engrossamento padrao com a sele¢ao de suavizadores adequados, dependendo da anisotropia
do problema, para resolver a equacao de calor. A escolha do suavizador utilizado é feita
usando um valor critico do parametro A, que representa o grau de anisotropia no operador
discreto, resultando em uma estratégia de suavizagao adaptativa. Este parametro foi
selecionado com a ajuda de uma andlise local de Fourier (LFA) e comprovado através de

experimentos numéricos.

Foram considerados problemas com uma e duas dimensoes espaciais e a aproximacgao
temporal foi realizada usando os esquemas bem conhecidos de primeira e segunda ordem
correspondentes aos métodos de Euler e Crank-Nicolson (CN). Este ltimo é resolvido
aplicando a técnica da discretizagdao dupla no algoritmo de Space-Time - multigrid com
engrossamento padrao. Este é um dos pontos fortes do método proposto, uma vez que a
literatura nao fornece um método Space-Time - multigrid com engrossamento no tempo

para o esquema de CN.

Os suavizadores utilizados sao: zebra com linha no tempo ou zebra com linha no
espago para o problema unidimensional; e linha no tempo red-black ou zebra com planos
no espago para o caso bidimensional. Para o suavizador zebra com planos no espago, ao
invés de se resolver de forma direta (caro computacionalmente), fez-se suavizagoes com um
ciclo multigrid V (1,2) em cada plano espacial. O suavizador utilizado neste plano espacial
foi o Gauss-Seidel red-black.

O fato desse método apresentar robustez com o ciclo V' (0, 1) podera representar
uma grande vantagem se for utilizado paralelismo de computadores (lembrando que o
método Space-Time - multigrid necessita de ciclo F' ou W para ser robusto), pois o ciclo

V' é mais eficiente que os demais ciclos em relagao a paralelismo de computadores.

O método da dupla discretizacao se mostrou muito atraente por apresentar fatores
de convergéncia comparaveis aos fatores de apresentados pelo método de Euler, esforgo

computacional similar e 2* ordem de acuracia para o decaimento dos erros.

Método Waveform Relaxation para o problema da poroelasticidade

Como apenas o método Time-Stepping - multigrid era usado para encontrar a
solucao de problemas da poroelasticidade, pensou-se em usar as metodologias adotadas na
solugao da equacgao do calor, como o método Waveform Relazation - multigrid, para esse

tipo de problema.

Assim, um eficiente e robusto método multigrid no espago e no tempo foi proposto
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para resolver o modelo de consolidagao linear de Biot usando a discretizacdo através do
Método das Diferengas Finitas. Este método multigrid é construido em uma iteracao de
relaxamento de forma Waveform Relazation com base em um suavizador Vanka de 3
pontos para o caso 1D e Vanka de 5 pontos para o caso 2D, que é a chave para o bom
desempenho do método. Os resultados mostraram um bom desempenho do novo método,
que também permite uma melhor eficiéncia com o uso de paralelizacao com o suavizador

Vanka de 3 pontos e 4 cores para o caso 1D, e Vanka 5 pontos e 12 cores para o caso 2D.

11.2 Proposta de trabalhos futuros

Com a finalidade de complementar e expandir os estudos deste trabalho, sao

sugeridos os seguintes temas:

e Estudo do método Space-Time com engrossamento padrao para os problemas da

poroelasticidade uni e bidimensionais (ja em fase avancada de estudo);

e Desenvolvimento de um cédigo em paralelo (paralelizacdo em GPU) para o método

Space-Time com engrossamento padrao aplicado a equagao do calor;

e Programacao do método multigrid com redugao no tempo (MGRIT), proposto em
Falgout et al. (2017) e o novo método Space-Time paralelo (STMG-BR), proposto

em Gander e Neumiiller (2016), usando paralelizagdo em GPU;

e Comparacao entre os métodos descritos nos dois tltimos itens aplicados na solugao do
problema de conducao de calor uni e bidimensional. Acredita-se que o método Space-
Time com engrossamento padrao apresentara melhores resultados que os demais
métodos, devido ao fato de apresentar robustez com o ciclo V' e usar suavizadores

coloridos (altamente paralelizaveis) no espago e tempo;

e Comparagao entre os métodos descritos no item anterior aplicados na solucao do

problema de condugao de calor tridimensional;

e Aplicacdo de paralelizacdo aos problemas da poroelasticidade com os métodos

estudados;

e Testar os métodos descritos nesta tese em malhas malhas semiestruturadas

triangulares;

e Testar os métodos descritos nesta tese para o problema da cavidade quadrada descrito

pelas equacoes de Navier-Stokes, nas variaveis primitivas.
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APENDICE A - Programacio do suavizador
Vanka

Nesta secao sera descrita a construcao dos sistemas de equacgoes para o suavizador
Vanka de 3 pontos para o caso unidimensional e Vanka de 5 pontos para o caso

bidimensional.

Caso unidimensional

Método de Euler

Considerando-se o sistema de Eq. (6.40) descrito usando o método de Euler ¢ as

incognitas u" T, p"tt e uit' | parai=3,4,..., N — 2 tem-se
2F E 1
m+1 __ +1 m+1 m+1 _  m+1 m+1
12 Ui = 12 (%‘—2 + uy ) + oh (1%‘—2 p; ) + U™

<h2+4Erk;> mﬂzi(umﬂ m+1)+<h2+4E7k>.

2Erhz )P orh \im1 T i AETh? (A.1)
m m m m 1 m m m m ’ ‘
: (pi—J{l +P¢+J{1) ~ o \Wim1 Uz‘+1) T AES <p¢—1 —2p; +pi+1) +
ﬁuiﬁl 2 (Uz I uHng) + oh (Pi - pHng) +
reorganizando os termos obtém-se
ﬁui_T1 + ﬁpz = ﬁ <ui——i2_1 + U +1> + ﬁpi——gl + %’i—l—‘rl
_iumﬂ h* + 4ETk mil R T h* + 4ETk '
2rh ! 2BETh? )7 2rh ! AETh?
(A.2)

(et o) — g () — e (P 2+ ) + 2

—onPi Tt ﬁuiﬁl 2 (uz Tt Uiﬁl) - %Pifgl + !
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Em forma matricial, para i = 3,4,..., N — 2, tem-se
w0 (!
1 h2+4BErk 1 m-1 —
T2rh  2Brh?  2rh Di -
0 -+ 2 ult
w5t 4wttt
wowm 0 0 e
=| 0 o 2B g Pt it |+ (A-3)
0 0 £ L u !
iy

0 0 . ur
+| = L ( N ui12_muj':1 N ) +| ot
Pic1 P; T Pita %:Lnfrl

2

Em i = 2, considerando-se a Eq. (6.45) e as equagoes da pressao e deslocamento

em Eq. (6.40), tem-se

2K 1 2K
m+1 m+1l m+1 m+1
2 R T
1 e h* + 4ETk Pl iuerl _ h* +4ETk e
“orn 2ETh? ) 7? 2rh ABTh2 )P A
m m m m+1
27h(u1_u3) E(M_%Q +p5) + Py
1 2K E 1
m+1 /= m+1 m+1 m~+1 m+1 m+1
—opP T T = g (B ) - e+ %
Em forma matricial, para ¢ = 2 obtém-se
m—+1
28 L e+l 2B g 0 2
h h Uy hZ m+1
1 R244BErTk 1 mtl | — | o o BBtk Uy
2h  2Erh?  3rh D2 = AETh? m+1
0 _ 1 2B o E E 0 1 P3
2h h? 3 h?  h? 2h p:ln-&-l
0 0 o wm
1 1 Uy —ug m+1
T — (pm o ) 2 ' (4.5)
0 0 ’ ? U+

Em i = N — 1, considerando-se a condigao de contorno uy = 0 e a Eq. (6.40)
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tem-se
2F 1 1
m+1 = m+1 m+1 m+1 T m+1 m+1
TN+ g = g (W )+ gppR s+
I N h? +4ETkY .. h? + 4ETk ( T m+1) (A.6)
_7u e — fr— e —
orh N2 oErh? )N AETH? b
1 m m m
o UN-2 T g (pN 2 — 2PNy +pN) + 25
A forma matricial para este caso é
T upls | _
1 Rh2+H4ETk m+1 o
2rh  2ETh? PN
pﬁ“
E 1 3 m+1
5 o 0 0 0 U]
( ]62 Zoh h24+4E7Tk 1 1 ) PNy + PR + ( gl ) : (A7)
4ETh? " 2rh 4ET um
N—2

PN_o — 2PN_1 + DN

Em i = N (z = L), considerando-se a condi¢ao de contorno uy = 0, a equagao do

deslocamento em Eq. (6.40) e a Eq (6.50), tem-se

26 i 1 oo E 1 .
T N g = g g A
_ L m h? + AETk el = h? +AETk ot (A.8)
Th N7t 2ETh? N 2ETh? N-1
J 1 m mtl
TR N T o (prl ) + PN

Na forma matricial esse sistema pode ser escrito

2E 1 m+1

12 2h Un-1 | _

_ 1  R%44ETk m+1 -
Th 2ETh? PN

upts
pm-l—l
LR = B \
0 (0 M4BErk 1 1 Pn-1 + @m+1 : (A.9)
2ETh? Th 2FT um N
N-1
PN-1 — PN

Portanto, o suavizador Vanka de 3 pontos ¢ formado pelos sistemas descritos nas
Egs. (A.5), (A.3), (A.7) e Eq. (A.9).
Para a malha mais grossa possivel, com somente 3 pontos, de acordo com a teoria

do método multigrid, o sistema deve ser resolvido de forma direta. Considerando-se as
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condigoes de contorno p; = 0 e uz = 0, tém-se as incégnitas uq, us, p2, p3. A partir das
Eq. (6.45), Eq. (6.40) e Eq. (6.50), tem-se

2E 2F 1, m
ﬁulJrl:ﬁerl h2+1 +
R+ e
h2 + 4E7—k mal 1 m-+1 h2 + 4E7_k m4+1
( 2ETh? >p2 o T\ TaEmE )T (A.10)
1 m m m m
27 1 _4ET(_2p2 +p3)+"@2 i
R +4E7k\ 00 1 o0 (RP+AETEY o
< 2ETh? )p3 T Th? oEme )P
1 m 1 m o m
A —E(Pz —py) + 25t
ou entao
2K 2F 1
ﬁ m+1 ﬁugﬂ—l 4+ = h 31+1 %m+1
FE 2F 1
_(h> u?anrl 4 (h) ugnJrl 4 2hp§1+1 gz/erl

1 m+1+<h2+4Erk> m+1_<h2—|—4E7'/<:) il

“2rn 2Erh? )12 aprnz )BT (A.11)
ol = B 28 + P
U r (WHABTRN 0 (W2HAETE
T T ( 2ETh? ) 2 T ( 2ETh? ) T
s | R

Em forma matricial, pode-se exprimir como

2F 2F 1 m+1
W T A 0 uy
E 2E 1 m+1
e 0 2 Uz _
1 h2+4E7k h2+4ETk m+1 o
L 0 _
27h 2ETH? AETh? D2
0 1 h2+4Erk  h2+4ETk m+1
h 2ETh? 2ETh? D3
0 0 0 0 ul wmt
m m—+1
0 0 0 0 s U, A
1 1 1 + 1 ( : 12)
— 0 = — Y 93””
27h 2ET 4ET 2
11 1 m m+1
0 Th 2ET 2ET p3 ‘@
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Método de Crank-Nicolson

Para o uso do método de CN na aproximagao temporal, verificou-se na secao 6.1.2
que basta substituir a equacao referente a pressao nos respectivos sistemas de equagoes
descritos usando o método de Euler. Para a implementagao do suavizador Vanka de 3
pontos, consideram-se as equagoes da pressdao no sistema descrito na Eq. (6.40) para o
uso do método de Euler e a Eq. (6.55) descrita para o uso do método CN. As respectivas
equagoes sao

<h+4EK> pet = L (e ) (W)(m+l+pmﬂ)+

Y2 D; = 9 Ui—1 i+1 AETh? i—1 i+1

_2ih (U:’il - u;j-l) - 4;7 (pﬁl - 2p" +Pﬁ1) +

h2 + 2E7_k m+1 ]. m41 m-+1 h‘2 + 2ETk m—+1 m+1
(o) = g (it ) (M) ) -

IR " 2ETk — h*\ / . o m Pl pm
“ae (i i)+ Ty | (P =2 i)

Com estas equagoes pode-se observar que para transformar as aproximagoes feitas pelo
método de Euler em aproximagoes com o método de CN, basta fazer a seguinte substituicao

dos coeficientes

h* +4ETK h* + 2ETk
2ETh? 2ETh? (8.13)

h? +4ETK h? + 2ETk
—_— — ——— A.14
AETh? AETh? ( )

1 2ETk — h?

—_ — — Al
AET AFETh? (A.15)
m+1 m

- W (A.16)

A solugao direta na malha mais grossa possivel (apenas 3 pontos espaciais) com
o método de CN é efetuada resolvendo o sistema de Eq. (A.12) e fazendo as mesmas

substituigoes descritas nas Eq. (A.13) — (A.16) em cada um dos pontos i = 1,2, 3.

Caso bidimensional

Método de Euler

Considerando-se o método de Euler e para facilitar a escrita dos sistemas de
equagoes da poroelasticidade no caso 2D descrito nas Eqs. (6.59), sdo realizadas as

seguintes substituicoes de varidveis
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2(N+3p)
= 7
A+ 2u
Cy = h2
o=
h2
Lo At
i
¢ = g . (A.17)
D o IO T
ST RO+ 2u)T
1
Cr = %
. h% + 4k(X + 2u)T
ST AR+ 2u)T
B 1
T 0t

Considerando-se entdo o sistema de Egs. (6.59), as substitui¢oes de varidveis
descritas nas Eqs. (A.17), o suavizador Vanka de 5 pontos (GASPAR et al., 2007,
RODRIGO, 2010) e calculando-se simultaneamente os valores dos deslocamentos nas
posigdes u"t L, wlihL, vt ot e da pressdo na posicao )i, tém-se para os pontos

internos 7,7 = 3,4,...,N —2
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m+1 __ m+1 m+1 m—+1 m+1 m+1

CllU;_1 5 = C2 (uifQ,j + U ) +C3 (uifl,jfl + Ui—l,jﬂ) t (Uz‘,jﬂ
m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m—+1 m—+1
Uil T Visg 41 T Uif2,jfl) +c5 (Pzezj —Dij ) + ?/iflg‘

m+1 _ m+1 m—+1 m+1 m+1 m—+1
Clliyy; = C2 (u” + uz’+2,j> +C3 (uz‘—f—l,j—l + Uz‘+1,j+1) t (Uz‘+2,j+1

m+1 m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1
“Vitg-1 — Vi1t vi,j—l) +¢s (pi,j - pi+2,j> + U
m+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
C1V; ;-1 = G4 (ui+1,j — Uiy o — U1+ uifl,jf2) +c3 (Uz’fl,jfl
m+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
+“i+1,j71) T2 (Uz‘,jﬂ T Ui ) T Cs (pi,j,z —Pij ) + Y
m+1 __ m+1 m+1 m+1
C1Vijr1 = G4 (“z‘+1,j+2 —u

m+1 m+1
itl,j — Wim1 g2 T ui—l,j) +c3 (Ui—l,j—i-l

m+1 m+1 m+1 m—+1
_H)i—i-l,j—i-l) + (vi,j +v ) +¢s (p

_amAl m+1

i,j+2 ij pz',j+2> + Vit
m+1 m+1 m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m+1

CePi; = Cr (Uzel,j —Uiqyj TV — Uz‘,j+1> + cs (piq,j T Pit1,

m+1 m—+1 m m m m
tPij1 +pi,j+1) +cr (ui+17j Uiyt V50— Ui,j—l)

m m m m m m—+1
+¢o (4pi7j ~Pim1j T Piv1j T Pijo1 pz‘,j+1> +

Colocando-se todas as incognitas w1, ultT, o'y, 4] e piit

(A.18)

nos primeiros
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membros das equagoes, obtém-se

m+1

cruh + cqumtt

m+1 m+1 m+1
”1—0411”“4—65]9 cg(uz,zj—l—u )

m+1 m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1
+C3 (uifl,jfl + Uy g+1) +C4 (UifQ,jfl - 'Uz'f2,j+1) + CsPi—g ;i T+ 02/1'71,]'

m+1 m—+1 m+1 m+1 m+1
clquj - 041)” 1 +cav iy — Cspi; = C2 ( + uz+2])

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
+c3 (U¢+1,j_1 + uz’+1,j+1) + ¢ (Uz'+2,j+1 - “z‘+2,j—1) C5pz+2] U

m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m+1
CaU;_q 5 — Callyy j + C1UU 1 tCpi; = (uifl,jfZ - ui+1,jf2>

m+1 m+1 m+1 m+1 m+-1 m+l
+63 (/U’L'f].,j*]. + /UZ+1] 1) _|_ CQ (v’i,j*Q + v’i,j ) + C5pi7j*2 + /V . (A19>
m+1 m+1 m+1 m+1 __ m+1 m+1
—CqU; 7 5+ Callyy 5+ C1U Ly — CsPyy = C4 (Ui+1,j+2 - Ui—l,j+2>

m+1 m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1
+c3 ( vt UH_IJ»_H) + ¢ ( + v2]+2> —cspiihe + VN

m—+1 m+1 m+1 m—+1 m+1
—CrUq; T CrUigy; — O OV 0 Gy =

m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m m m m
(pz—u +T Pit1,; T Pij—1 T pi,j+1) +cr (ui+1,j Uiy T Vi Uz‘,j—1)

m m m m m m—+1
+Co (41%',3' —Pi—1; ~ Piy1,j ~ Pij—1 T pi,jﬂ) + 7

Em forma matricial, para os pontos internos com ¢,j = 3,4,..., N —2, a Eq. (A.19)
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pode ser escrita da seguinte maneira
i 0 ¢4 —c4 o5 u?f{l]
0 L —Ci4 C4 —Cs uf_f{l]
Cy —Cy4 C1 0 Cx U;r;tll
—cy ¢4 0 ¢ —cs ol
—Cr €7 —Cr  Ct Ce pzzﬂ
co c3 ¢4 ¢c5 0 0 0 O 0 0O 0 O
0 0 O O cg 3 ¢4 —cs 0 0O 0 O
0 0 0 0 C3 Cg Cj 0 0 0
0O 0 0 O 0 0 ¢4 ¢cg ¢ —c5 0 0 O
0O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 ¢ c7 cg
;n—glj +um+1
U?ﬁllyl + umHgH
Uﬁglg 1 vz'ni;lj-i-l
iy
uWr 1+uﬁ§1j
U?Hla 1 +“;T1_la+1
m+1 m+1
z+2]+1 z+2,j 1
pﬁg}] gz/m—i-l
Zﬁrl] 1‘|’U:T1r,1] 1 + 7/?+11 (A.20)
m+1 _'_Um—i-l 7/7311—11
p%+12 gzgtjrl
U:T.{lﬁz - U?1+,1j+2
Ui g TV
m+1+UZn;4J»rl2
Py
P+ P P Pl
Uity — w0 —
41723 - p?il,j - pﬁ-l,j - p?fj—1 - PZZ’H

Para os contornos, considerando as condigoes de contorno do tipo Dirichlet, tém-se

adicionalmente 8 sistemas de equacoes diferentes que sao calculados nos pontos localizados

nas posicoes Sudoeste, Sul, Sudeste, Oeste, Leste, Noroeste, Norte e Nordeste, como mostra

a Fig. 96. Para isso, consideram-se o sistema descrito na Eq. (A.19) e os respectivos valores

nulos das incognitas localizadas nos contornos.

Para as posigoes Sudoeste, com ¢ = j = 2, as incognitas sao: ug’

m+1

m+1
y Va3

m—+1

€ P22
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Noroeste Norte Nordeste
(i—1,7+1) (i,§ +1) (G+1,7+1)
Oeste Centro Leste
(i —1,5) (4,5) (i+1,5)
Sudoeste Sul Sudeste
(i—1,5-1) (6,5 —1) (i4+1,5-1)

Figura 96 — Posicoes dos pontos em um sistema de coordenadas cartesianas e em relagao

a um ponto central.

Assim, tem-se

m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m+1
ClU3zy  + C4Uy 3 — C5Pagy = C2 (U2,2 + Uy o )

m+1 m—+1 m—+1 m+1
tezusy T ey — osplls T + U

m—+1 m+1 m+1 m—+1
C4U3z o + ClUy 3 — C5Pao = C4 (U3,4 )

m+1 m—+1 m+1 m+1 m+1
+c3 (U3,3 ) +c (Uz,g + Uy ) — Cspag - + 1%

m+1 m+1 m—+1 m+1 m+1
CrUszy  + CrUy 3 + CePaoy = Cs (ps,z +Da3 )

+cr (Ugn2 + Ug,lg) + G (4]?%2 — Py — pg,l?,) + 255

(A.21)
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Em forma matricial a Eq. (A.21) pode ser escrita como

m+1
Ci C4 —Cj U,372
m—+1 _
€4 €1 —Cp Va3 -
m—+1
Cr Cr G P22

Cy C3 C4 —Cjy 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ¢4 ¢c3 cg —c5 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 ¢ ¢ c

m+1 + Um+1

Ug 9 4,2

m+1
Uz 3

m+1
V43

m—+1
D42

u?jl %373“
m+1 m+1
V3’ + | 793 ) (A.22)
m+1 m+1 m+1
Uyo + Ugy Py

m—+1
P24

m—+1 m—+1

D32 + P23
m m

U3y + Vg3

m m m
4py'y — D'y — Do's

Considerando-se as posicoes Sul, em que j = 2 e i = 3,4,...,N — 2, tém-se

as incognitas: u"th, wtTh, v/ e p5T. Assim, a partir da Eq. (A.19) tem-se para



APENDICE A. Programagio do suavizador Vanka 206

m-+1 m+1 _ m~+1 m+1
cruf iy — cavls™ + espls 2( Ui+ Ui )

m—+1 m—+1 m+1
‘I‘Cgul_l 3 +Cq ( () 3) + C5Pi—22 + %

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
CllUiy19 T C4V; 3 " — C5Pyg = C2 ( + “z+2,2)

m+1 m+1 m—+1
+C3Uz+1 3t Cavios — Cspiyae + UL

A.23)
m—+1 m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m—+1 ( :
—CU;_] 9 T CaUi1 9 T C1U; 3" — Cs5P;9 = C (Ui+1,4 - Uz‘—1,4)

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
+c3 ( 3T U@+1,3> + e ( +;, ) —cspiy + Vi3

1 1
C7“’1—1 2 + C7uz+1 2 + C7vm+ + pom+

m+1 m+1 m+1 m m m
(pzfl 2 T Pit12 T Di3 ) +cr (Ui+1,2 —Ui_y 9t Ui,3)

+Co (417?,12 —Dit12 ~ Dit12 ~ D 3) + 20
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Em forma matricial, a Eq. (A.23) (i = 3,4,..., N — 2) pode ser escrita como
+1
caa 0 —c4 o (T
m+1
0 Ci1 € —Cp Ujy12
m—+1
m+1
—Cr Cr O Ce Pi2
Cy C3 C4 Cy 0 0 O 0 0 0 0 0 0
Cy C3 C4 —Cs O O 0 0 O
0 0 0 Cy C3 Co —Cj 0 0 0
0 0 0 0O 0 O 0 Cg Cr C9
m+1 m+1
U9 + Uj
m—+1
Ui—1,3
m—+1
—V;_9 3
m+1
Pi—22
m+1 m+1
+ Uitno
m+1
Uiy1,3 m+1
m—+1 %
Vit2,3 m+1
m—+1 + %’L+1 2 (A 24)
Pita2 7/m+1 )
m+1 _  m+l 2
Uip14 — U1 @m+1
m+1 4 m+1
Vi—1,3 T Vit13
m+1 _|_Um+1
m—+1
pz 4
m—+1 m—+1 m—+1
Di—12 T Pit12 T Pi3
m
U¢+1,2 — U9t v’
m m m m
41%‘,2 —DPic12 ~Piv12 — Pig3

Para o contorno localizado nas posi¢oes Sudeste, com j = 2 e i = N — 1, as

incognitas sao: u

m+1 m+1

N-22) UN— 13ePN 12

Assim, pode-se escrever o sistema de equagoes
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como

m—+1 m—+1 m+1 m—+1 m—+1
ClUnl99 — C4UN_13 T C5PN_ 12 = C2 (UN—3,2 + UN—1,2)

m+1 m+1 m~+1 m+1
HC3UN_23+ C4 (_UN—3,3) + CPN 30 T UN 2

m+1 m+1 m+1 m+1
—C4UN_99 + CLUN 13 — C5PN_12 = C4 (_UN—2,4)

m+1 m—+1 m—+1 m+1 m+1
+tC3UN o3+ C2 (UN71,2 + UN71,4> — P14t N (A.25)

m+1 m—+1 m+1
—CrUNZ99 T CTUN_13 T C6PN_12 =

m—+1 m+1 m m
C8 (prz,z + pN71,3) +Cr <_UN—2,2 + UN—1,3>

+Co (419%71,2 —PN-22— p%flﬁ) + PN,

Em forma matricial a Eq. (A.25) torna-se

m—+1
01 _C4 05 'U/N_272
m—+1 _
—Cy4 C1 —Csy UN—1,3 =
m+1
—Cr  Cr Co Pn-12

cg c3 ¢4 ¢ 00 0 O O O O
0 0 0 Cy4 C3 Co —Cy 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢

m+1 m+1
UNZ39 T Unio

m—+1
Un—23
m+1
—UNn-33
m—+1
PN-32
m+1 m—+1
—u U,
N-24 N-2,2
m+1 m+1
UN_23 + Nois |- (A.26)
m+1 m+1 m+1
UnZ12 T UNI14 PN

m—+1
PN-14
m—+1 m—+1
PNZ22 T PNI13

m m
—UN_22 T UN_13

m m m
4PN—1,2 —PN-—22 ~PN-13

Nas posi¢oes do contorno Oeste, em que ¢ = 2 e j = 3,4,...,N — 2, tém-se

m+1 m+1 m—+1 m—+1

as incognitas: ug'/", vy, vy e py . O respectivo sistema de equagdes (com j =
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3,4,..., N —2) é descrito da seguinte maneira

m+1 m+1 m+1 m+1 __ m+1 m+1
ClUgj  — CaUy 1 + CaUy iy — C5Py |~ = C2 (uQJ + uy )

m+1 m+1 m-+1 m+1 m—+1 m+1
+C3 (U/&j—l + U3’j+1) + Cy <U4]+1 U4j 1) — Cx p4] %

1 1
—cquy "t + eost + espht = eq (—ui
J e J

+c5 (v3j 1) + ¢y (112 — vm“) + esphiy + ¥

(A.27)

m+1 m+1 m+l m-+1
c4u3 + cvaJH CsPaj = C4 (u3j+2>

m+1 m+1 m+1
+C3v3 54 + C2 (Uzg + Vg j+2) CsPy. ]+2 7/2g+1

m+1 m+1
Crug ;i  — 07712] Y+ el J+1 T+ Cepaj =

m—+1 m+1 m+1 m m
(psy t Pyt Pz,j+1) +er (“3,3' + Uy — Ve 1)

o (4P — Py — P51 — PE) + P55

Em forma matricial, a Eq. (A.27) com j = 3,4,..., N — 2 é escrita da seguinte
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maneira
m+1
C1 —Cq4 C4 —Cy u3,j
m+1
—cs ¢ 0 c5 Vg
m+1 -
Cy 0 ¢ —cs Ug i
m—+1
Ccr  —Cr Cr  GCg P2 ;
Co C3 C4 —Ch 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Cy C3 Co Cjh 0 0 0 0 0
0 0 Cy C3 Co —Csy 0 0 O
0 0 0 0 0 0 Cg Cr C9
m+1 m+1
Ugj Uy
m+1 m+1
Uz i1+ Us i
m—+1 m+1
Vg1 — Va1
m—+1
Py
m+1
—Uz 2
,Um+1
3,7—-1 az/m+1
m+1 + m—+1 3,J
Ug,j—2 T V2, yme+1
m-+1 2,7—1
Py e + g1 |- (A.28)
um+1 2,j+1
3,j+2 r@m+1
m41 2,5
U3,j+1
m+1 m+1
Uy~ Vg ilo
m—+1
P2 j+2
m+1 m+1 m+1
P3j T P21t D
m m m
Uzt Va1 — Vo
m m m m
41?2,3' — D3 — P21 P21
Nas posicoes do contorno Leste, em que i = N —1e j=3,4,...,N — 2, tém-se

: 2 : . ,mAl m—+1 m—+1 m—+1 : : ~
as Incognitas: Uy’ i, Un_q -1, UN_1 j+1 € DN_1 ;- O respectivo sistema de equagoes (com
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j=3,4,..., N —2) é descrito da seguinte maneira

m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1 m+1
cruny; + Ny jog — CaUN T s T CPNLL = Co (UN 3]+UN—1,j)

m+1 m+1 m+1 m—+1 m—+1 m+1
+cs3 (UN72,]'71 + UN72,j+1) t (UN73,j71 - UN*3,j+1) + espNTs ;T UNT

m—+1 m—+1 m+1 m—+1
CiUNZ9 ; T+ CLUN_ j_1 T CsPN_1j = C4 (UN 2,j— 2)

m—+1 m—+1 m+1 m+1 m—+1
+c3 (UN—Q,j—1> + ¢ (UN—I,j—Z + vN—l,j) T CGPN_1j—2 T IN- 1,j—1

(A.29)

m+1 m—+1 m+1 m+1
—CuNy; + CIUND] 41 — CPNL1 = 04( Uy 2g+2>

m+1 m+1
+c3 (UN72,j+1) +c (UN 1 Fons 1]+2) CspN T 1]+2 + PN

m+1 m—+1 m+1 .
—CrUN "5 ;= CIUN ] ;1 TN + cepi T 13 =

m-+1 m-+1 m—+1 m m m
(pN 2, TPNI1j-1 +pN71,j+1) +cr (_UN—2,j T UN 141 UN—l,j—l)

m m m m m+1
+Cy <4PN71,]' —PN-_2j “PN-1j-1 " pN—l,jJrl) + PN
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Em forma matricial a Eq. (A.29) com j = 3,4,..., N — 2 é descrita como
m—+1
C1 Cy —Cy4 Cr ui—l,j
m+1
4 0 Cs viity |
m—+1 -
—c4 0 €1 —Cs (e
m—+1
—C7 —Cr Cr  Cg Di;
Cy C3 C4 Cj 0O 0 0 0 O 0 0 0 0 O
cy €3 c9 c5 0 O 0O 0 0 o
0 0 Cy C3 Co —Cj 0 0
0 0 0 0 0 0 ¢ ¢ o
m+1 m+1
Unl3; T UNT;
m—+1 m+1
UnZgj_1 T UNID 11
m+1 m—+1
UN-3,-1 " UN—-3j+1
m—+1
PN-3,;
m+1
UN-2,5-2
varl
N-2j—1 %m+1
,Um—i-l + Um+1 N—-2,5
N-1,j-2 N-1, zy/erl
1 N—1,j-1
PN-1,j-2 + yme] (A.30)
] N-1,j+1
N—-2,j+2 (@m—f—l
UN-2,j+1
m+1 m—+1
UNZ1; T UNI1j42
m—+1
PN-1,j+2
m—+1 m—+1 m—+1
PNZ2j T PN_1j—1 T PN11 41
m m m
—UN_2; T UN_1j41 ~ UN-15-1

m m m m
4PN—1,j —PN-2; —PN-1,j-1 ~ PN-1,+1

Considerando-se o ponto localizado nos contornos Noroeste, ou seja, i = 2 e

m+1 m—+1 m—+1

J = N — 1, as incognitas sao: ug'y_q, V3 n_1 € Py n_1-

Nestas posigoes, o sistema de
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equagoes fica

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
ClUuz y—1 — C4Uy y_o — C5Pa N1 = C2 (U2 N—1 T U47N—1>

m~+1 m—+1 m+1
+cs (U3 N— 2) e (—U4,N—2) — PN+ Uy

m—+1
—cquN Ly + avynly PNt = ( Uz N— 3)
(A.31)
m+1 m+1 m—+1
+cs (UsN 2) + ¢ (U2N 3t U2,N71) +esphNls + Vo s
m+1 m+1 m+1 m+1 m-+1
CrUg N1 — C7Uy N_o T C6Pa N—1 = C8 (pB,N—l + p2,N-2)
m m m m m m+1
+c7 (US,N—l - UQ,N—Q) =+ ¢ (4P2,N—1 —P3nN-1— p2,N—2> + @2,1\/—1
Em forma matricial, a Eq. (A.31) torna-se
m+1
m+l _
m+1
cr  —Cr Cg Di j
co c3 ¢4 —cs 0 0 0 O O O O
0 0 0 Cq4 C3 Co Cy 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Cg Cr C9
m+1 m+1
Uy N1 T Uy Ny
m+1
Uz N—2
m+1
“UgN—2
m—+1
Pan—1
m+1 m—+1
—Uz N-3 %31\/ 1
m—+1 m—+1
U3 N—2 + 7/21\7 2 . (A.32)
m—+1 m+1 m+1
Uy N—3 T Uy N1 PyN-1
m—+1
Pan—3
m+1 m—+1
DP3N—1 T P2 N2
m
Ug'N_1 — V3'N_2

m m m
4p2,N—1 —P3N-1 " P2N-—2

Nos pontos localizados nas posi¢coes Norte, em que ¢t =3,4,..., N—2ej=N—1

as incognitas sao: u Ty, ultt 'y, oL, e pi'v L. Nesses pontos, para i = 3,4,..., N —2
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o sistema pode ser escrito como

m—+1
7

m+1 m—+1
crupy N-1 T 04% N 2 + C5pz N 1= C2 (Uw_ )

2 N—1 T Ui N_1

m+1 m+1 m—+1 m+1
+e3 (uz‘—l,N—2) ¢ (%‘—2,1\1—2) +espi o+ U N

m—+1 m+1 m+1 m+1
U1 N—1 — CaVy N — C5P; N—1 = C2 ( U, N 1+ uz+2,N71>

m+1 m+1 m+1 m+1
+C3 (ui+1,N72) ¢ (_UHQ,N#) — CsPion—1 T U N

A.33)
m—+1 m—+1 m+1 m+1 m—+1 m—+1 ( :
Calli_y N1 — Calliy N—1 T C1U N_9 + CsP; N_1 = C4 (ui—l,N—B - ui+1,N—3)

m+1 m+1 m—+1 m+1
+cs ( Ui N2 H—LN—Q) +C2 ( Uiy ol 1) +espin-s + Vi

m—+1 m+1
—Cru"y N+ CTU Ny — e Nig+ ey Nl =

m—+1 m—+1 m m m
(pz—l N—1 +Pz+1 N—1 +pz’,N—2) +cr (ui+1,N—1 — Uiy N1 T Uz‘,N—2>

m m m m m+1
+co (4]77;,1\/—1 —PiliNn-1 — PitiN—1 T pz’,N—Q) P N—1
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Em forma matricial, a Eq. (A.33) pode ser escrita em i = 3,4,..., N — 2 como
c1 0 cy  Cs u?ﬁlN 1
0 o —a —o || Wi | _
¢ —C o G (e J
—Cr Cr —Cr G p?ﬁil
co 3 ¢4 ¢cs 00 0 O O O O O O O O
co cg ¢4 —cs 0 0 O O O O O
0 0 O 0 ¢4 c3 5 5 0 0 O

0 00 0 0 0 0 0 cg 7 ¢

m+1 m—+1
Uy N—1 T U N
m+1
Ui 1 N—2
m—+1
Ui—2 N—2
m—+1
Pi—2N-1
m+1 m—+1
Ui N—1 Tt Uifo N1
m+1
Uip1,N—2 L
m+1 1,N—1
Z+2N 2 %m+1
m—+1 i+1,N—1
pz+2N 1 + n//m-‘rl . (A34)
m+1 m+1
Ui—1,N—3 — Ui+1 N3 @m+1
m—+1 + m+1 i, N—1
Vi—1,N—2 T Vir1 N—2
m+1 m+1
3T UN
m+1
Pi N—3

m—+1 m—+1 m—+1
Dici,N—1 T Piy1,N—1 T PiN_2

m m
Uz+1,N—1 — U1 N-1  UiN-—2

m m m m
4]%‘,1\/—1 —Pi-1,N-1 — Piv1,N—1 — PiN-2

Para o ultimo contorno a ser calculado, nas posi¢oes Nordeste, com : =N — 1 e

j = N —1 tém-se as incognitas: us x 1, vI1 v_o € PRT1 . Nesses pontos, o sistema
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assume a forma
m+1 m—+1 m+1 o m+1 m+1
ClUn g N—1 T CAUN N—2 T C5PN_1 N—1 = C2 <uN73,N71 + “N71,N71)
m+1 m—+1 m—+1 m+1
+Cs3 (UN—2,N—2> + ¢4 (UN—3,N—2) + espN s N_1 + UN N1
m+1 m+1 m+1 _ m+1 m—+1
CaUnTy N1 T CLUN Nog T CsPN] N1 = Cally o N3 T C3UN g N
. (A.35)
m+1 m+1 m—+1 m+1
+Co (UN—l,N—s + UN—1,N—1) +espNiiN_s + YNCTN-2
m+1 m+1 m—+1 _ m+1 m+1
—CrUN_9 N1 — CTUN_{ N—2 T C6PN_1 ,N—1 = C8 (pN—2,N—1 + pN—l,N—z)
m m m m m m+1
+c7 (_uN—Q,N—l - UN—I,N—Q) + ¢ (4PN_1,N—1 —PN_2N-1— PN—LN—Q) + ‘@N—I,N—l
A descrigao matricial do sistema dado na Eq. (A.35) é
m+1
€t G G UN_2 N-1
m+1 _
G G UN-1N-2 | T
m—+1
—C7 —C7 Cg PN-1,N-1
Co C3 C4 Cy 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 ¢ ¢35 5 ¢c5 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 0 ¢ ¢ cg
m+1 m+1
Un_3n—1 TUN] N1
m—+1
UN_o N—2
m+1
UN-3,N-2
m—+1
PN-3,N-1
m+1 m—+1
UN—2 N-3 %N—Q,N—l
m+1 m+1
UN_2 N—2 + 7/N—1,N—2 (A.36)
m—+1 m+1 m+1
UNI1N—3 T UNII N—1 PNIIN
m—+1
PN-1,N-3
m—+1 m—+1
PNiaN—1 T PNI1N-2
m m
—UN_oN-1 " UN_1,N-2

7 m 7
4pN71,N71 —PN-2N-1 " PN-1,N-2

A solucgao direta na malha mais grossa possivel, com apenas 3 pontos espaciais
em cada diregdo (sendo que 2 destes pontos sdo contornos nulos) usando a aproximagao
temporal com o método de Euler, é efetuada resolvendo o sistema de Eq. (6.59) no ponto

i=7j=2.
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Método de Crank-Nicolson

Para o uso do método de CN na aproximagcao temporal, assim como para o caso
unidimensional, basta substituir a equagao referente a pressao no sistemas de Eq. (6.59)
pela Eq. (6.60). Ou seja, substituir a equagao

B2+ 4kA+20)7Y Lot omit il et
( h2(\ + 2u)T MJ:Z@;(WAJ_WHJ+%¢4—UMH)+

h? +4k(A + 2p)7 m+1 m+1 m+1 mt1
( Ah2(\ + 2u)7 (pi—l,j +Pit1; T Pijoa +pi7j+1) +

1
m m m m
+5= (ui+1,j — Ui TV Uz‘,jq) +

2hT

1 m m m m m m
(41%,]' —DPi—1j — Pit1,; — Dij-1 _pi,jJrl) + gzz',jﬂ

I 207

pela equagao

W + 2k(A + 2p1)7 +1 1 +1 +1 +1 +1
( h2(\ + 2u)7 KT () — i + oy — o) +

h2 + 2k<)\ + 2#)7_ m-+1 m—+1 m—+1 m—+1 1 m m m m
( 420\ + 20)7 (]%‘—1,]‘ +Pit1; TPt pz’,j—i—l) + W (ui+1,j Uiyt Vg T Uz‘,j—l)

h? — 2k(X + 2u)T m o om m m - Py
< Ah2(N + 2u)T (4pi,j —DPi—1j — Pit15 — Pij-1 — pi,jﬂ) + #j

Observando-se os coeficientes das respectivas equacoes acima (ou Eq. (6.59) e
Eq. (6.60)), verifica-se que para transformar as aproximacoes obtidas pelo método de Euler

em aproximagoes com o método de CN, basta fazer a seguinte substituicao dos coeficientes

h% + 4k(\ + 2 h? + 2k(\ + 2
+ 4k(X + 2u)T L P (A+2u)T

A.37
R2(\ +2p)T h2(\ +2p)T ( )
h? + 4k(\ + 2 h? + 2k(\ + 2
Ah2 (N +2p)T Ah2(N +2p)T
1 h* — 2k(\ + 2u)T
A.39
W0 t2mr AR+ 207 (4.39)
Pl gm
S (A.40)
ou entdo substituir apenas as constantes cg, cg e ¢o descritas nas Eq. (A.17) por
h% + 2k(\ + 2u)T
A4l
“ (N + 241)7 (A-41)
h? + 2k(\ + 2u)T
= A.42
“ A2\ +2u)1 ( )
h? —2k(\ + 2
o — A+ 2u)7 (A.13)

Ah2(XN +2p)T
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e fazer a média dos valores dos termos fonte considerando o passo de tempo atual e anterior,

como descrito na Eq. (A.40).

Para a solugao direta na malha mais grossa possivel, com apenas 3 pontos espaciais
em cada diregao (sendo que 2 destes pontos sdo contornos nulos) usando a aproximacao
temporal com o método de CN, resolve-se um sistema com as equacgoes do deslocamento
descritas no sistema de Eq. (6.59) e a equacao da pressao descrita em Eq. (6.60), no ponto

i=j=2
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