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RESUMO

A influéncia de alguns parametros do método multigrid geométrico sobre o tempo de CPU
para trés diferentes modelos matematicos bidimensionais do escopo da CFD (Computational Fluid
Dynamics) € investigada. Os modelos matematicos sdo: a equacdo de Laplace, a equagdo de
Adveccdo-Difusdo e as Equacbes de Burgers. Os parametros em estudo sdo: nimero de iteracoes
internas do solver (v); nimero de malhas (L); nimero de incégnitas (N); solvers e operadores de
prolongagdo. O multigrid é empregado com esquema FAS (Full Approximation Scheme) e técnica
FMG (Full Multigrid) com ciclo V e razdo de engrossamento r = 2. As equacOes diferenciais sdo
discretizadas pelo Método dos Volumes Finitos (MVF) em geometrias simples e malhas
bidimensionais uniformes por dire¢cdo, com aproximacgdes de 2% ordem CDS e corre¢do adiada. As
condicdes de contorno, do tipo Dirichlet, sdo aplicadas mediante a técnica de volumes ficticios. Os
sistemas de equacdes algébricas sdo resolvidos com o emprego do solver Gauss-Seidel Lexicografico
(GS-Lex) e, no caso do problema de Burgers, também com o emprego do Gauss-Seidel red-black (GS-
RB). Verificou-se principalmente que: o esquema FAS-FMG ¢é cerca de duas vezes mais rapido do que
0 FAS padrdo; que o nimero de equacdes ou complexidade do problema ndo interfere na eficiéncia do
multigrid; que o operador de prolongacdo bilinear é o mais eficiente para interpolar as solucdes entre

0s niveis do FMG.

Palavras-chave: Dindmica dos fluidos computacional. Multigrid. Volumes finitos. Métodos numéricos.

Equacbes de Burgers.



ABSTRACT

This work investigates the influence of some parameters from the Multigrid Geometric method
over CPU processing time for three different mathematical bidimensional methods that make up the
Computational Fluid Dynamics scope. These mathematical models are: Laplace equation, Advection-
Diffusion equation and Burgers™ equations. In order to achieve the main target, which consists on
optimize the employed algorithms to solve the problems above, the computational time minimization is
sought through parameters modifications at the algorithms. The considered parameters are: number
of solver’s internal iteration (v); number of grids (L); number of incognites (N); solvers and
prolongation operators. The multigrid is employed besides FAS (Full Approximation Scheme) and
FMG (Full Multigrid) technique, with V cycle and coarsening ratio r = 2. The differential equations
discretization is made by the Finite Volume Method (MVF) over simple geometries and direction
uniform bidimensional grids, with second order CDS and delayed correction. The Dirichlet type
boundary conditions are applied through fictitious volume technique. The system of algebraic
equations are solved by the Gauss-Seidel Lexicographic (GS-Lex) solver and, at the Burgers problem,
the Gauss-Seidel red-black (GS-RB) is also employed. The main results that should be emphasized
are: the FAS-FMG scheme is about twice faster than the standard FAS; the multigrid efficiency ate
not affected by the number of equations or complexity of the problem; the bilinear prolongation

operator is the most efficient to interpolate the solution among the FMG levels.

Keywords: computational fluid dynamics. Multigrid. Finite volume method. Numerical methods.

Burgers” Equation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Dinamica dos Fluidos envolve a modelagem de fendmenos fisico-quimicos nas
areas de mecanica dos fluidos, transferéncia de calor e massa e combustdo, entre outras, que
sdo representados por modelos matematicos. De um modo geral, estes modelos matematicos
consistem em equacgdes demasiadamente complexas para serem resolvidas analiticamente.
Para sobrepor esta dificuldade, muitos recursos sdo investidos no desenvolvimento de
tecnologias para simulacdo experimental dos fendmenos envolvidos em tais aplicaces.
Porém, abordagens experimentais podem ser de dificil execugdo ou excessivamente
dispendiosas. Diante disto, e aliada a crescente disponibilidade de recursos computacionais, a
simulacdo numérica vem se tornando uma componente essencial nos projetos industriais
(MALISKA, 2004).

A Dinamica dos Fluidos Computacional (do inglés, Computational Fluid Dynamics —
CFD) trata dos estudos de métodos computacionais para simulacdo de fendmenos que
envolvem fluidos em movimento com ou sem trocas de calor, cujo interesse principal é obter
grandezas fisicas, como velocidade, temperatura e pressdo, na regido do escoamento
(FORTUNA, 2000). Para Versteeg e Malalasekera (2007), CFD é uma técnica muito poderosa
com forte presenca em muitas aplicacdes industriais e ndo industriais. Alguns exemplos destas
aplicacOes estdo relacionados a aerodinamica de avides e veiculos, hidrodinamica de navios,
maquinas de poténcia, turbomaquinas, modelagem de polimeros, refrigeracdo de
equipamentos, dispersao de poluentes e previsdes meteoroldgicas.

Em CFD, as simula¢fes computacionais sdo baseadas em métodos numéricos que
aproximam um sistema de equacdes diferenciais parciais por um sistema de equacdes

algébricas, lineares, em grande parte dos casos, do tipo
Ag=f, (1.1)

onde A é a matriz dos coeficientes, ¢ € o vetor das incognitas e f é o vetor dos termos

independentes.
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Os métodos tradicionais empregados neste processo sdo o Método das Diferencas
Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Volumes Finitos
(MVF) (MALISKA, 2004). Dessa forma, a solucdo passa a ser obtida para um ndmero
discreto de pontos definidos por uma malha, assumindo-se um determinado erro de
discretizacdo que, de acordo com Marchi (2001), é a diferencga entre a solugdo analitica exata
e a solucdo numérica em uma determinada malha.

A resolucdo por meio de métodos numéricos requer o emprego de técnicas numéricas
eficientes para que se possam obter solucdes aceitaveis e com o menor tempo de CPU™.
Independentemente da técnica empregada, 0 maior custo computacional associado a uma
simulacdo numérica deve-se a solucdo do sistema linear da Eq. (1.1). Em consequéncia disto,
o0 foco de muitos estudos tem sido na direcdo da minimizacdo do tempo de CPU necessario
para resolver tal sistema linear, sem afetar a qualidade da solugdo numerica.

Apos a obtencdo das equacdes algébricas o problema é entdo resolvido por algum
método de resolucdo de sistemas lineares, que neste trabalho sera designado solver. Duas
categorias podem ser consideradas: a dos solvers diretos e a dos solvers iterativos.

Os solvers diretos fornecem, ap6s um namero finito de operagdes, a solucdo exata do
sistema de equaces, exceto por erros de arredondamento. Nesta categoria estdo os meétodos
de eliminacdo de Gauss, fatoracdo LU (do inglés Lower and Upper) e TDMA (Tridiagonal
Matrix Algorithm), para citar alguns. Devido a necessidade de armazenamento de dados e do
alto tempo de CPU, os solvers diretos podem ser inviaveis para obter solucdes em malhas
muito refinadas. Além disto, nestes casos, 0s erros de arredondamento podem prejudicar a
qualidade da solucao.

Os solvers iterativos baseiam-se em uma estimativa inicial para a solucéo, a partir da
qual é construida uma sequéncia de aproximacdes que, mediante certas condicGes, converge
para a solucdo exata. Os sistemas lineares que aproximam as equacdes diferenciais em CFD
sdo, dependendo do método de discretizacdo empregado, esparsos e de grande porte, onde o
namero de incognitas € da ordem de milhares ou ainda superior. Considerando-se estas
caracteristicas, o emprego de um solver iterativo para sua resolucdo é o mais apropriado,
devido principalmente a sua potencialidade quanto a otimizacdo do armazenamento e
eficiéncia computacional (BURDEN e FAIRES, 2003). Alguns exemplos deste tipo de solver
sdo: Jacobi, Gauss-Seidel (BURDEN e FAIRES, 2003), ADI (Alternate Direction Implicit

! Tempo gasto pela Unidade Central de Processamento (do inglés, Central Processing Unit — CPU).
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Method) (FERZIGER e PERIC, 2002) e MSI (Modified Strongly Implicit Method)
(SCHNEIDER e ZEDAN, 1981).

No inicio do processo de resolucdo do sistema linear a taxa de convergéncia dos
solvers iterativos é relativamente alta. Este rapido decréscimo do erro durante as primeiras
iteraces se deve a propriedade de suavizacdo dos métodos iterativos. Devido a esta
propriedade, o solver elimina eficientemente as componentes de alta frequéncia do erro.
Quando restam apenas as componentes de baixa frequéncia do erro o processo torna-se lento,
uma vez que as mesmas sdo dificeis de serem removidas (BRIGGS et al., 2000).

O método multigrid (MG) tem se mostrado muito eficiente para acelerar a taxa de
convergéncia dos solvers iterativos empregados na resolucéo de sistemas lineares (BRIGGS et
al., 2000; HACKBUSCH, 1985). Sua eficiéncia pode ser compreendida por meio da analise
espectral dos erros da solucdo. Diversos trabalhos na literatura demonstram que esses erros
podem ser representados atraves da superposicdo de ondas de diferentes frequéncias
(BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Além disso, pode-se mostrar que
apenas 0s erros que possuem comprimento de onda da ordem do espacamento da malha é que
sdo reduzidos com rapidez nos solvers iterativos (BRIGGS et al., 2000). Os outros erros, de
menores frequéncias para esta malha, sdo reduzidos com muita dificuldade e sdo os
causadores da estagnacdo do solver. Esta observacdo indica que diferentes malhas podem ser
necessarias para reduzir todo o espectro de frequéncias do erro.

O método multigrid consiste no uso de varias malhas com diferentes graus de
refinamento, as quais sdo percorridas ao longo do processo iterativo. Assim, a cada nivel de
refinamento da malha, as diferentes componentes do erro sdo eficientemente suavizadas,
acelerando a convergéncia do processo iterativo. A transferéncia de informacdes entre as
malhas é feita mediante operadores de restricdio (malha fina para a malha grossa) e
prolongacdo (malha grossa para a malha fina) e a sequéncia com que as malhas sdo visitadas
define diferentes ciclos, designados como V, W e F. Na Fig. 1.1 tem-se uma representacdo do

método multigrid com trés malhas e na Fig. 1.2 uma descricdo esquematica do ciclo V.
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Figura 1.1: lustracdo do método multigrid com trés malhas. (adaptado de Feng et al., 2012)

______________ ) &\ Restigio
Grossa Xf ................. / Prolongagao

Figura 1.2: llustracao ciclo VV com cinco malhas

Uma boa estimativa inicial para o processo iterativo pode ser obtida interpolando-se
uma solucdo da malha grossa para a malha fina. Esta estratégia da origem ao chamado Full
Multigrid (FMG). A ideia do FMG esta representada na Fig. (1.3): inicia-se 0 processo
iterativo na malha mais grossa. Entdo, a solucdo é interpolada para a segunda malha mais
grossa e um ciclo V é percorrido. Estes dois passos sdo repetidos recursivamente até que a

malha mais fina possivel seja atingida.

T —— P 5 S ’d

____________________________________ ".\ .f.\ d \Resticao

’ ..... "’ ........ .f ........... X./ ................ .\.\.f .............. / Prolongacao
Grossa...... ".....J ............ f .................................................. f .................. / Prolongagdo FMG

Figura 1.3: llustracdo do FMG com cinco malhas

No ambito do multigrid sdo distinguidos o multigrid geométrico (Geometrical
Multigrid - GMG) e o algébrico (Algebraic Multigrid - AMG), indicados para malhas
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estruturadas e ndo estruturadas, respectivamente. Para ambos os tipos, ha dois modos de se
construir o algoritmo MG, de acordo com a forma que o sistema de equacdes algébricas é
operado nas malhas mais grossas: 0 Esquema de Aproximagdo Completa (do inglés, Full
Approximation Scheme — FAS), em contraponto ao Esquema de Corregcdo (do inglés,
Correction Scheme — CS). No esquema CS somente o residuo é transferido para as malhas
grossas, onde é resolvida a equacao residual. Ja no esquema FAS sdo transferidos o residuo e
a aproximacéo da solucéo para as malhas grossas. (TROTTENBERG et al., 2001).

1.1. Motivacgao

Para obter solucbes de boa qualidade em CFD, deve-se reduzir o erro de discretizagdo
através do emprego de malhas muito refinadas. De acordo com Hortmann e Peric (1990),
simulagdes com mais de 100 volumes em cada diregéo coordenada sdo extremamente caras e
podem ndo ser suficientemente acuradas. Mesmo com a oferta atual de computadores com
grande capacidade de processamento e memoria, ainda ndo se chegou ao estagio em que
restricoes de velocidade de processamento e de armazenamento de dados possam ser
ignoradas. Hirsch (1988) afirmou que no caso ideal o método multigrid tem complexidade
O(N), ou seja, o tempo de CPU é linearmente proporcional ao nimero de pontos da malha.
Esta caracteristica o torna um método de grande relevancia na solucdo de problemas em CFD,
uma vez que possibilita simulagcdes em malhas muito refinadas.

No entanto, as dificuldades associadas a problemas ndo elipticos ou com algum termo
ndo eliptico, como exemplo os descritos pelas equacdes de adveccdo-difusdo e Burgers, ou
com perturbac6es singulares, frequentemente causam deterioracao significativa na eficiéncia
do método multigrid, resultando em maior tempo computacional (ZHANG, 1997). De acordo
com Brandt (1977) e Wesseling e Oosterlee (2001), a eficiéncia ideal do método multigrid
ainda ndo foi obtida para problemas de CFD em geral. Segundo Ferziger e Peric (2001) no
contexto geral do multigrid, muitos parametros podem ser escolhidos mais ou menos
arbitrariamente, e a taxa de convergéncia depende dessas escolhas. Além disso, os maiores
ganhos com o método multigrid sdo obtidos em problemas totalmente elipticos, e 0s menores

em problemas dominados pela adveccao. Fatores de aceleracdo? (S) ou speed up tipicos estdo

2 O fator de aceleragdo (S) é definido como a razao entre o tempo de CPU do método de malha tnica singlegrid
(SG) e do tempo de CPU do multigrid.
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na faixa de 10 a 100 quando cinco niveis de malha sdo usados. Tannehill et al. (1997)
encontraram S = 325 para a equacgéo de Laplace bidimensional, com malha 129 x 129 pontos.
Teoricamente, o S deveria se manter igual em qualquer problema. Entretanto, para Re = 100 e
1000, Ferziger e Peric (2001) obtiveram valores de S = 42 e 11, respectivamente, para 0
escoamento bidimensional descrito pelas equacdes de Navier-Stokes, malha 128 x 128
volumes. Estes resultados demonstram a reducgdo da eficiéncia do método multigrid com
relacdo ao nimero de Reynolds e com relacéo a equacao de Laplace.

Brandt et al. (2002) afirmaram que um ganho de mais de duas ordens de magnitude na
reducdo do tempo de CPU ainda pode ser alcancado com o multigrid. Para escoamentos de
fluido incompressivel ja foram desenvolvidos métodos multigrid relativamente eficientes, mas
essa eficiéncia ainda pode ser melhorada em aproximadamente uma ordem de magnitude.
Jimac (2007) afirma que devido os avangos nos ultimos trinta anos, inicialmente para
problemas lineares e posteriormente para problemas ndo lineares, o multigrid tornou-se a
escolha natural para muitos problemas de escoamentos.

Com o FMG, uma boa estimativa inicial para a malha fina é produzida ao custo de
poucas iteracbes na malha grossa. Adicionalmente, os erros sdo suavizados eficientemente
garantindo uma étima taxa de convergéncia e fazendo do FMG a mais eficiente versdo do
multigrid. (TROTTENBERG et al., 2001; THEKALE et al., 2010; ZHANG et al., 2010).

De acordo com Trottenberg et al. (2001), experiéncias com o metodo multigrid
mostram que as escolhas de componentes como solver, nimero de iteragdes do solver em
cada ciclo, tipo de ciclo, operadores de restricio e prolongacdo, podem ter uma grande
influéncia sobre a taxa de convergéncia do algoritmo. Assim, uma boa combinagdo de
parametros pode tornar-se essencial na reducdo do tempo de CPU, o que justifica a
importancia do estudo e identificacdo de parametros 6timos do método multigrid. Wallis
(2008) aponta e escolha do solver, a estimativa inicial e o nimero de malhas, dentre outros,
como aspectos importantes a serem considerados na aplicacdo do método multigrid.

As Otimas propriedades teoricas do multigrid com relacdo a aceleracdo da
convergéncia dos métodos iterativos tém motivado o desenvolvimento de varios trabalhos
com o foco na andlise de parametros do método multigrid em problemas de CFD. O grupo de
pesquisa em CFD, da Universidade Federal do Parana, tem dedicado esfor¢os no estudo de
parametros do multigrid, sendo os principais resultados encontrados em Pinto et al. (2005),
Pinto e Marchi (2006, 2007), Oliveira et al. (2006, 2012), Santiago e Marchi (2007, 2008),

Santiago et al. (2010, 2011) e Suero et al. (2012). Outras analises podem ser encontradas em
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Ferziger e Peric (2001), Mesquita e De Lemos (2004), Souza et al. (2006) e Thekale et al.,
(2010).

Darbandi (2010) afirmou que um dos principais fatores que melhora o desempenho do
multigrid é o quao bem a as informacGes da malha grossa sdo transferidas para a malha
imediatamente mais refinada. Por sua vez, Liu (2011) diz que a escolha de um bom operador
de prolongacdo é sempre uma tarefa dificil para 0 método multigrid e considera que o estudo
destes operadores ainda é um problema em aberto. De acordo com o que costuma ser
recomendado (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001) o operador bicubico é o
mais comum na prolongacdo da solugdo de um nivel para outro no FMG (THEKALE et al.,
2010; WANG e ZHANG, 2009). Contudo, nao foi encontrado nenhum estudo sistematico do
efeito desses operadores sobre o tempo de CPU, comparados a outros operadores de menor
ordem.

As equacOes de Burgers 2D sdo consideradas um modelo de referéncia no estudo de
escoamentos e testes de metodologias numéricas (EFE, 2006). Devido a sua ampla
aplicabilidade constitui ainda um campo de pesquisa bastante ativo (DAWHAN et al., 2012,
ZHAO et al., 2011). Dentre os trabalhos encontrados que envolvem o método multigrid
aplicado a estas equacdes, poucos séo 0s que objetivam melhorar a convergéncia do método
multigrid. Nestes trabalhos, os parametros investigados sdo: operador de restricdo (FERM e
LOTSTEDT, 1997), razdo de refinamento (FAURE et al., 2005) e nlimero de iteracdes do
solver (SANTIAGO, 2010). Além desses estudos, Zhang et al. (2010) propuseram um
multigrid espectral onde avaliaram diferentes esquemas e o efeito do numero de malhas
empregadas na convergéncia.

Neste contexto, este trabalho concentra-se no estudo de alguns parametros do método

multigrid para modelos matematicos importantes em CFD.

1.2. Objetivos

Neste trabalho é feita a analise de parametros do método multigrid geométrico e o
desenvolvimento de cddigos computacionais eficientes para 0s seguintes modelos
matematicos bidimensionais: as equa¢des de Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers.

Os parametros a serem analisados para fins de reducéo do tempo de CPU sdo: numero
de iteracOes internas do solver, namero de malhas, nimero de incdgnitas e o operador de

prolongagéo.
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Os objetivos especificos estdo resumidos nos tépicos elencados abaixo.

Para os trés problemas citados, apds programar o método multigrid com o algoritmo FAS-

FMG:

Comparar o desempenho do MG com os algoritmos FAS e FAS-FMG.

Verificar a influéncia do numero de iteracdes do solver sobre o tempo de CPU e
identificar o valor 6timo para este parametro.

Verificar a influéncia do nimero malhas sobre o tempo de CPU e identificar o valor
6timo para este parametro.

Verificar a influéncia do nimero de incdgnitas sobre o tempo de CPU e analisar
eficiéncia do codigo implementado.

Verificar se 0s parametros otimos obtidos com o MDF, disponiveis na literatura, séo

mantidos quando as equacdes sdo discretizadas com o0 MVF.

Para as equacdes de Burgers, adicionalmente, sdo considerados:

Comparar o0s solvers Gauss-Seidel Lexicografico (GS-Lex) e Gauss-Seidel red-black
(GS-RB) para o problema modelado pelas equac6es de Burgers.

Testar operadores de interpolacdo na prolongacdo das solugdes do FMG e identificar
aquele que resulta no melhor desempenho do multigrid.

Testar operadores de interpolacéo para as correcfes ao longo do ciclo V e identificar

aquele resulta no melhor desempenho do multigrid.

1.3. Organizacao do Trabalho

Além deste primeiro capitulo, esta tese esta distribuida em mais cinco capitulos,

estruturados de forma que as informacdes sdo apresentadas sequencialmente visando facilitar

o entendimento do leitor. O Cap. 2 contém uma revisao bibliografica que aborda algumas

generalidades sobre CFD e descreve sucintamente alguns dos trabalhos relatados na literatura

e procura contextualiza-los em termos da sua contribuicdo para o atual estado da arte da

simulacdo numérica em CFD e do multigrid. No Cap. 3 sdo apresentados alguns fundamentos

tedricos a respeito do método dos volumes finitos, dos métodos iterativos e do método

multigrid, incluindo suas componentes e algoritmos. No Cap. 4 sdo apresentados os modelos

matematicos, bem como um detalhamento do modelo numérico e do processo de obtencdo das
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equacOes discretizadas, das aproximagOes e das condi¢cdes de contorno empregadas. S&o
também apresentados alguns aspectos relevantes de implementacdo do método multigrid
como: tipo de ciclo, esquema, nimero de malhas, nimero de iteragdes do solver, critério de
parada e tolerancia, operadores de restricdo e prolongacdo. Os resultados, comparagdes e
discussdes estdo reservados para o Cap. 5, enquanto as conclusdes finais e sugestdes para

trabalhos futuros séo apresentadas no Cap. 6.
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CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Resolugéo de problemas em CFD

Os métodos de resolucdo de problemas de interesse em engenharia podem,
basicamente, ser classificados em trés categorias: métodos experimentais, métodos analiticos
e métodos numéricos (MALISKA, 2004). Cada um destes trés métodos apresenta vantagens e
desvantagens, de acordo com os recursos disponiveis e/ou da formulagdo matematica do
problema a ser resolvido.

Os métodos analiticos e numéricos séo classificados como métodos teoricos, uma vez
que fazem uso de um modelo matematico. Com relagdo aos métodos analiticos, uma de suas
vantagens é a obtencdo da solucdo de forma fechada ou solucdes continuas. Uma
desvantagem é que as hipdteses simplificadoras podem afastar o0 modelo matematico do
modelo fisico uma vez que solucdes analiticas sdo possiveis apenas para uma pequena
quantidade de problemas e aplicagdes em engenharia, com geometrias e condi¢bes de
contorno simples. Os métodos experimentais tém a vantagem de lidar, em escala, com a
configuracéo real do fendmeno fisico, mas costumam demandar grandes recursos financeiros.
Além disso, nem sempre é possivel sua reproducdo em laboratorio das condigdes reais do
fendmeno e, ainda, questdes de seguranca podem inviabilizar os experimentos. Por sua vez, 0s
métodos numeéricos apresentam menos restrices. Podem ser empregados para resolver
problemas definidos em geometrias arbitrarias, com complicadas condi¢cGes de contorno e
apresentam resultados com maior rapidez (MALISKA, 2004). De acordo com Fortuna (2000),
em muitas situacdes 0s métodos numéricos consistem na forma mais pratica, ou até mesmo na
Unica, de se obter informacdes sobre um determinado escoamento.

Diante do exposto, a crescente demanda por solucdes de problemas em engenharia
aliada a disponibilidade de recursos computacionais tem impulsionado o desenvolvimento de
varias técnicas numéricas, como alternativa ou complemento aos métodos analiticos e

experimentais, para a obtencdo de solucGes aproximadas (MALISKA, 2004).
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Assim como as solugdes analiticas podem ser afetadas por erros de modelagem,
causados pelas simplificacbes feitas sobre o fendmeno real na concepgdo do modelo
matematico, as solugdes numéricas podem, adicionalmente, ser afetadas por erros numéricos.

Uma vez que métodos numéricos originam geralmente solu¢es aproximadas, hd uma
diferenca entre a solucdo numérica (@) e a analitica exata (®), para qualquer variavel de
interesse, denominada erro numérico (FERZIGER e PERIC, 2001):

E(f) =0 4. 2.1)

Diversas podem ser as fontes de origem dos erros numéricos. Marchi (2001)
apresentou a seguinte classificacdo: erros de truncamento, erros de iteracdo, erros de
arredondamento e erros de programagéo.

Erros de truncamento tém origem no processo de discretizacdo de um modelo
matematico e estdo relacionados ao conceito de consisténcia de um método numérico. De
acordo com Maliska (1995), um método é consistente se 0 erro de truncamento tende a zero
com o refinamento da malha, ou seja, a equacgéo discretizada deve tender a equacéo original,
quando o espagamento entre 0s pontos da malha tende a zero. A consisténcia, contudo, nao
garante que a solucdo do problema discretizado seja a solucdo exata para malhas
extremamente refinadas; para tanto, € necessario que haja estabilidade do método. A
estabilidade em um método numérico é obtida quando o erro numérico tende a um valor finito
quando o numero de iteracdes tende ao infinito. Consisténcia e estabilidade sédo condicdes
necessarias e suficientes para a convergéncia. A solucdo numérica é convergente quando é
estdvel e tende para a solucdo das equacOes diferenciais quando a malha é refinada
(MALISKA, 1995).

Erros de iteracdo estdo associados ao emprego de métodos iterativos na solucdo dos
sistemas de equacdes algébricas obtidas no processo de discretizacdo. Considerando-se que a
solucdo do sistema de equacdes seja Unica, define-se o erro de iteracdo como sendo a
diferenca entre a solucdo exata e a solucdo do sistema de equacBes em uma dada iteracdo
(FERZIGER e PERIC, 2001). De acordo com Martins (2002), pode ser originado por
diferentes fatores como: o emprego de métodos iterativos para solucdo das equaches
discretizadas, o uso de métodos segregados na obtencdo da solu¢do de modelos constituidos
por Vérias equagdes diferenciais, ou ainda pela existéncia de ndo linearidades no modelo
matematico (MARTINS, 2002).
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Erros de arredondamento estdo relacionados a capacidade finita de representacdo de
certo nimero por um computador. Desta forma, 0s nimeros sdo armazenados levando-se em
consideracdo um numero limitado de digitos, que varia de acordo com a linguagem de
programacdo, o tipo de variavel utilizado e o processador empregado (MARTINS, 2002).
Erros de programacdo, por sua vez, sdo inerentes ao programador e a utilizagdo do codigo
implementado, incluindo basicamente (ROACHE, 1998): os erros resultantes do uso incorreto
de um modelo numérico na aproximacao de um modelo matematico, 0s erros gerados na
implementacdo do modelo numérico em um cédigo computacional, 0s erros cometidos no uso
do codigo durante a solugcdo numérica e quaisquer outras fontes de erro.

A magnitude aceitdvel para o erro numérico depende, entre outros fatores, da
finalidade da solucdo numérica, dos recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido para
realizar as simulagdes e dos recursos computacionais disponiveis. Sabendo-se que as solugcdes

numéricas contém erros, € importante estima-los pelos seguintes motivos (MARCHI, 2001):

e Quando o erro € maior que o aceitavel, compromete-se a confiabilidade do

uso da solucéo numérica;

e Quando o erro € menor gque 0 necessario, ha desperdicio de recursos

computacionais (tempo de processamento e quantidade de memoria);

e Para validar e desenvolver modelos matematicos que visem explicar modelos
fisico-quimicos ainda ndo modelados adequadamente e cujas solucdes

analiticas sdo desconhecidas;

e Para otimizar o uso da malha, isto é, adapta-la visando homogeneizar o nivel

de erro no dominio de calculo; para evitar interpretacdes equivocadas.

2.2 O método multigrid

O multigrid pode ser interpretado como uma técnica numérica empregada para
acelerar a convergéncia dos métodos iterativos. De acordo com a literatura, o multigrid €
considerado um dos métodos mais eficientes e gerais desenvolvidos nos ultimos anos, sem
restricdes ao tipo de malha, a técnica de discretizacdo ou a simetria do sistema de equacdes
(BRIGGS et al., 2000; HIRSCH, 1988; TANNEHILL et al., 1997; TROTTENBERG et al.
2001).
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Os métodos multigrid comecaram a ser investigados a partir da década de 1960 com 0s
trabalhos de Fedorenko (1964) e Bakhvalov (1966). Porém, foi apenas nas décadas de 1970 e
1980 que ganharam popularidade a partir dos trabalhos de Brandt (1973 apud
TROTTENBERG et al., 2001), quando os métodos multigrid geométricos foram introduzidos.
Neste tipo de multigrid, o processo de formacdo das malhas mais grossas se da estritamente
em fungdo de aspectos geomeétricos da malha original, sendo necesséria a discretizagdo das
equacdes nas malhas mais grossas também. Posteriormente, as dificuldades associadas a
discretizacdo das equacdes nas malhas grosseiras motivaram o desenvolvimento dos métodos
multigrid algébricos, que foram introduzidos por Brandt et al. (1982 apud CLEARY et al.,
2000) nos quais ndo é necessario repassar nenhuma informacdo a respeito da malha e do
esquema de discretizagao.

Brandt (1977) apresentou uma analise tedrica e numérica que incluiu uma introducéo
do método e do esquema FAS, especifico para problemas ndo lineares. O trabalho também
apresenta estudos sobre razdes de refinamento, analise local de Fourier, taxa de convergéncia
e a sistematizacdo da ideia do FMG, entre outras analises. A partir deste trabalho de referéncia
surgiram muitos trabalhos com o método multigrid, abordando o aperfeicoamento do método
e a resolucdo de novos problemas em CFD. Aplicagdes do método multigrid podem ser
encontradas em Tannehill et al. (1997) e Trottenberg et al. (2001) e Ferziger e Peric (2002).

As principais dificuldades computacionais observadas com o multigrid (escoamentos
recirculantes, caracteristicas da malha, anisotropias, pontos de estagnacdo, discretizacdo e
relaxacdo préximos a contornos, etc.) foram resumidas por Brandt (1998), que apresenta uma
extensa tabela onde sdo apontadas algumas possibilidades para contornar tais dificuldades.
Jimac (2007) demonstrou que o método multigrid pode ser combinado com sucesso com
outras técnicas numéricas modernas, como malhas adaptativas, computacdo paralela e
discretizacbes de alta ordem, para uma variedade de problemas ndo lineares em CFD. No
entanto, afirma que ainda existem obstaculos serem superados com o0 emprego dessas técnicas
em problemas em regime transiente.

Wesseling e Oosterlee (2001) fizeram uma revisdo do desenvolvimento do multigrid
geométrico na década de 90, enfatizando aplicacbes em CFD e apresentando o estado da arte
para escoamentos compressiveis e incompressiveis. Apontaram o método multigrid como um
dos mais importantes desenvolvimentos em analise numérica na segunda metade do século
XX. Analise semelhante, relativa ao mesmo periodo, foi feita por Stiiben (2001) enfocando o

método multigrid algébrico. Neste trabalho, Stiiben afirmou que apesar do grande nimero de
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métodos desenvolvidos, ainda nenhum deles seria capaz de tratar com eficiéncia todos os
problemas praticos em CFD. Brandt et al, (2002) apresentaram 0s recentes avangos do
método multigrid e abordaram algumas estratégias para atingir a sua eficiéncia teorica.

Vaérios trabalhos tém identificado as principais vantagens do multigrid, por meio de
analises teoricas ou numéricas. Wesseling (1984), Hortmann et al. (1990) e Ferziger e Peric
(2001) destacaram como propriedade mais importante do método o fato de que o nimero de
iteracdes necessarias para alcancar a convergéncia na malha mais refinada é independente do
namero de pontos da malha.

Uma boa introducdo ao método multigrid, onde sdo abordados tdpicos como andlise
local de Fourier, para os algoritmos CS e FAS, solvers, operadores de transferéncia entre
malhas, tipos de ciclo, complexidade e aplicacGes, pode ser encontrada em Wesseling (1992),
Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001). Um dos autores que mais contribuiu para o
desenvolvimento do multigrid nas ultimas trés décadas foi Achi Brandt, do Weizmann
Institute of Science. Suas principais publicacbes podem ser encontradas em

http://www.wisdom.weizmann.ac.il/~achi/. Um repositério de informacbes gerais sobre o

método multigrid, contendo teses, artigos, programas, além de um arquivo com uma grande

quantidade de referéncias pode ser encontrado no sitio http://www.mgnet.org/.

Visando reduzir o tempo de CPU, varios trabalhos tém sido publicados. Nestes
trabalhos, o objetivo € melhorar a eficiéncia do método multigrid por meio de estudos de
parametros para problemas especificos de CFD. Tannhehill et al. (1997) afirmaram que o
melhor desempenho do método multigrid é obtido com diversos niveis de malha e sugerem o
uso de 4 ou 5 para o problema de Laplace 2D com malha mais fina de 129 x 129 pontos. Rabi
e De Lemos (2001) apresentaram alguns parametros relativos ao melhor desempenho do
método multigrid para o problema de adveccdo-difusdo 2D, com esquema CS e MVF.
Indicaram o numero de iteracdes internas do solver igual a 1 para o ciclo V e 2 para o ciclo
W. Mesquita e De Lemos (2004) afirmaram que parametros ideais para o nimero de iteracdes
internas e numero de malhas empregadas ndo podem ser facilmente determinados e que
podem depender de caracteristicas especificas do escoamento em questdo. Pinto e Marchi
(2006) fizeram uma analise dos esquemas CS e FAS com trés solvers para o problema
Laplace 2D e MDF. Eles constataram que o ideal é empregar o nimero maximo de malhas
possivel e que, além disso, 0 esquema FAS é mais rapido que o esquema CS, mesmo para
problemas lineares. Santiago e Marchi (2008) analisaram a influéncia dos esquemas CS e

FAS e do numero de equagOes diferenciais sobre o desempenho do método multigrid para os
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problemas bidimensionais de Laplace, Navier e Burgers, com MDF. Afirmaram que 0
esquema CS é mais rapido do que o FAS, para os problemas lineares estudados, e que o
ndmero de equacOes diferenciais envolvidas no problema ndo afeta o desempenho do
multigrid. Kumar et al. (2009) resolveram o classico problema da cavidade com tampa mével
na formulacdo em varidveis primitivas e MVF e apresentaram resultados para malhas com
N =129 x 129, 257 x 257 e 513 x 513 volumes de controle, para diferentes Re. Afirmaram
que o emprego de 2 a 4 malhas séo suficientes para problemas de tamanho N = 513 x 513 e
que 0 emprego de um maior nimero de malhas ndo resultou em um ganho significativo. No
entanto, ndo ha esclarecimento se o relativo ganho € na taxa de convergéncia. Suero et al.
(2012) analisaram alguns parametros do AMG para as equacdes de Laplace e Poisson
bidimensionais em malhas quadrangulares e triangulares. Para os trés problemas, em ambas as
malhas, encontraram que o0 emprego do nimero maximo de malhas resulta no menor tempo de
CPU. Para 0 nimero o0timo de iteragdes do solver obtiveram os valores v =1 e v = 2 para
malhas triangulares e quadrangulares, respectivamente. Oliveira et al. (2012) investigaram o
efeito de alguns parametros para as equacdes de Laplace e Poisson, discretizadas pelo MDF,
sobre o desempenho do multigrid. Verificaram que para problemas isotropicos, o operador de
restricdo ndo afetou o desempenho do multigrid, mas para problemas anisotrépicos o operador
de ponderacédo parcial, proposto pelos autores, foi o que apresentou o melhor desempenho.
Também observaram que o nimero 6timo de iteracdes do solver varia com a anisotropia da
malha. Para o problema de Laplace isotropico obtiveram v =2 como valor 6timo.
Considerando que a escolha de uma boa interpolacdo é uma dificuldade para os
métodos multigrid e que o seu desenvolvimento ainda € um problema em aberto, Liu (2010)
propds o operador de prolongacdo full local baseado no residuo, para o MDF. Apresentou
testes em malhas de tamanho N = 64 x 64, 128 x 128 e 256 x 256, com a equacdo
bidimensional de Poisson e uma equacao eliptica com coeficientes descontinuos. Na malha
N = 256 x 256 0 novo operador foi 22% mais rapido do que o operador bilinear. Ainda nesta
malha, verificou que o nimero de ciclos V necessarios para obter a solucdo cai de 12 para 9
com o novo operador. Conclui que nos dois casos testados, o operador proposto é mais
eficiente do que o operador bilinear. Darbandi et al. (2008) consideraram um novo operador
de restricdo-prolongacdo na resolucdo das equacdes de Navier-Stokes, discretizadas com o
MVF baseado em elementos. Realizaram testes em um algoritmo de 2 e 3 malhas e

obtiveram, respectivamente, S = 4,7 e S = 9,0 donde concluiram que o desempenho do
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multigrid melhora com o aumento do nimero de malhas. Neste trabalho ndo ha informacdes
sobre o tamanho das malhas empregadas nos testes.

Drikakis et al.(1998) propuseram o operador mixed para prolongar as solugdes no
FMG no problema modelado pelas equacdes de Navier-Stokes 3D. Realizaram testes
comparando este operador com os operadores trilinear, constante por partes e upwind.
Testaram diferentes combinag6es destes operadores aplicando-os na prolongacéo das solugoes
no FMG ou nas corregdes entre as malhas no ciclo V, respectivamente: mixed com trilinear,
trilinear com trilinear, constante por partes com constante por partes e upwind com trilinear.
Deste estudo concluiram que a combinacdo do operador mixed com o operador trilinear
resulta no melhor desempenho, considerando que requer menos ciclos V. Contudo, ndo séo
apresentados resultados sobre o tempo de CPU ou fatores de convergéncia, tampouco ha
indicacdo do tamanho da malha empregada na obtencéo destes resultados.

Thekale et al. (2010) introduziram uma abordagem para otimizar o custo
computacional do FMG. Neste trabalho, propuseram um algoritmo que emprega a técnica de
otimizacdo branch and bound para determinar o nimero 6timo de ciclos V a cada nivel.
Apresentaram um teste com a equacédo de Laplace, para um problema com 7 niveis de malha.
Com este algoritmo que se baseia no controle da reducdo do erro, mostraram que é possivel
obter um ganho de 35% no tempo de CPU com relagdo a uma escolha arbitraria deste

parametro.

2.3 Equacdo de Burgers

Durante as Ultimas décadas, consideraveis esforcos tém sido feitos no
desenvolvimento de procedimentos computacionais robustos para resolver equacdes
diferencias parciais ndo lineares encontradas em varios campos das ciéncias da natureza e da
engenharia. As equagdes mais comuns que envolvem efeitos ndo lineares e efeitos difusivos
sdo as equacOes de Burgers. Consistem de equacOes diferenciais parciais importantes da
mecanica dos fluidos e tém sido amplamente usadas em varias aplicacdes, tais como
modelagem de dinamica de gases, descricdo de propagacdo de ondas em acustica e
hidrodinamica, etc. Foi introduzida por Bateman, em 1915 e posteriormente por J. M. Burgers
(1939-1965). Devido ao extensivo trabalho deste ultimo, que desenvolveu um modelo
matematico para descrever a turbuléncia e investigou aspectos espectrais e estatisticos da

equacdo e sistemas de equacdes relacionados, € conhecida popularmente como equagdo de
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Burgers (DAWHAN et al., 2012). S&o equages diferenciais parciais ndo lineares, formuladas
a partir de principios de conservacdo, que combinam termos difusivos e advectivos. S&o
consideradas formas simplificadas das equacOes de Navier-Stokes, reduzidas as equacdes de
conservacdo da Quantidade de Movimento Linear (QML). De acordo com certas condigdes,
podem ser classificadas como: hiperbolicas, parabdlicas ou elipticas. Sua ampla aplicabilidade
tem levado muitos pesquisadores ao desenvolvimento de diversos esquemas numericos para
encontrar solugdes para as equacdes de Burgers, sendo ainda um campo de pesquisa bastante
ativo (DAWHAN et al., 2012; ZHAO et al., 2011).

No presente estudo, observou-se a existéncia de uma vasta literatura disponivel
abordando os diferentes aspectos das equacOes de Burgers, bem como uma variedade de
esquemas para encontrar a sua solugdo. Foram encontrados varios trabalhos baseados na
transformacdo de Hopf-Cole, na qual as equagdes de Burgers sdo reduzidas a equacdo do
calor (KANNAN e WANG, 2012; LIAO, 2010 e ZHAO et al., 2011). Os trabalhos de Hon
et al. (1998) e Siraj-Ul-Islam et al. (2012) apresentaram uma abordagem de um metodo sem
malha com o emprego de fungdes de base radial. Para dar uma ideia da variedade de métodos
propostos, cabe mencionar os métodos Lattice-Boltzmann (LIU e SHI, 2011), variacional
(AKSAN e OZDES, 2004) e esquema de diferencas finitas tipo Crank-Nicolson (XU e SAN,
2009). Uma revisdo bibliografica de trabalhos em que esse problema é usado como
benchmark pode ser encontrada em Efe (2006). Em um artigo recente, Dawhan et al. (2012)
apresentaram uma extensa e detalhada revisdo das diferentes técnicas empregadas na
resolucdo das equacdes de Burgers. Nesse trabalho estdo as principais referéncias acerca do
estudo destas equacdes até os dias atuais, acompanhadas de um resumo das analises e dos
importantes resultados e desenvolvimentos obtidos.

No presente estudo, foram encontrados alguns trabalhos onde o método multigrid é
empregado na resolucdo de problemas que envolvem as equacdes de Burgers. Entretanto, em
sua maioria, o foco de tais estudos ndo é a reducao do tempo de CPU ou o estudo sistematico
de parametros do multigrid, mas apresentar estudos teoricos e/ou testar novas metodologias
numericas.

Considerando as estimativas teoricas sobre as taxas de convergéncia do método
multigrid para equagdes hiperbolicas “escassas e incompletas”, Mulder (1990) investigou a
convergéncia do método multigrid para a equacdo unidimensional de Burgers para
escoamento inviscido. Desenvolveu uma andlise tedrica e apresentou resultados numéricos

com o emprego de um algoritmo FAS-FMG de duas malhas e ciclo F e comparou com o
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problema linear (equacdo da convecgdo com coeficientes constantes). Outro trabalho acerca
da convergéncia do método multigrid sob o ponto de vista tedrico foi desenvolvido por
Ibraheem e Demuren (1995). Estes propuseram o estudo da convergéncia tedrica baseado na
analise local dos modos de frequéncia, para algoritmos de duas malhas. Apresentaram alguns
resultados numéricos onde comprovaram a superioridade das previsdes realizadas pelo
método proposto para 0os modelos unidimensionais das equacdes de adveccao-difusdo e
Burgers linearizada, com um algoritmo FAS com duas malhas, ciclo V e os solvers LU e
ADI. Persson et al. (1999) apresentaram dois teoremas acerca da convergéncia do método
multigrid. O primeiro prova a convergéncia para um problema bidimensional modelado pela
equacdo da adveccdo-difusdo, dominado pela advecgdo. O segundo teorema para problemas
de ondas de choque, descritos pelo modelo bidimensional das equagGes de Burgers.

Foram encontrados alguns poucos trabalhos envolvendo as equac6es de Burgers onde
sdo apresentados estudos que objetivam melhorar a convergéncia do meétodo multigrid. Ferm
e Lotstedt (1997) propuseram um operador de restricdo dos residuos baseado no residuo para
acelerar a convergéncia do método multigrid para problemas com ondas de choque. Um
algoritmo FAS para duas e trés malhas com o operador proposto foi testado para a equacéo
unidimensional de Burgers e para 0s modelos unidimensional e bidimensional de Euler. Os
resultados mostraram que a taxa de convergéncia triplica para o problema modelado pela
equacdo de Burgers e dobra para os problemas modelados por Euler, confirmando a
superioridade do operador de restricdo proposto sobre o operador de restricdo linear para os
residuos. Zhang et al. (2010), visando reduzir o custo computacional, propuseram o algoritmo
multigrid espectral. Implementaram quatro métodos iterativos com esquema FAS e ciclo V
com 2 e 3 malhas, incluindo o método de malha Unica, singlegrid (SG). Avaliaram a precisao
e a eficiéncia do método através da equacdo unidimensional de Burgers, Taylor-vortice
bidimensional e o problema bidimensional da cavidade quadrada. Concluiram que o algoritmo
FMG com 3 malhas € o que apresenta melhor desempenho, com speed up de duas ordens de
magnitude. Além disso, mostraram que com o aumento do nimero de Reynolds, entre 400 e
1000, a taxa de convergéncia é significativamente afetada pela estimativa inicial. Santiago
(2010) investigou alguns parametros do multigrid para os modelos bidimensionais de Laplace,
Navier e Burgers, discretizados pelo método das diferencas finitas. Para as equacdes de
Burgers, o conjunto de parametros que resultou no menor tempo de CPU foi: nimero fixo de
iteragcdes internas do solver MSI, v =5 e nimero de malhas igual a0 maximo para o tamanho

de problema considerado. Com esses parametros obteve para este modelo fator de aceleragéo
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S = 15 na malha N = 1025 x 1025. Observou também que o aumento no tempo de CPU do
multigrid cresce a mesma taxa para os problemas com uma ou duas equacdes e concluiu que o
ndmero de equagdes envolvidas no modelo matematico ndo interfere no desempenho do
multigrid. Além disso, concluiu que ndo é vantajoso aplicar método multigrid em apenas uma
equacdo quando o modelo envolve duas, como no caso das equacOes de Burgers. Neveu et al.
(2011) aplicaram o multigrid em um problema de assimilagdo de dados variacional, que
resulta na equacgdo unidimensional de Burgers, transiente com condigdes de contorno
periddicas. Realizaram testes com um algoritmo FAS para duas malhas com razdo de
refinamento 3, onde avaliaram a taxa de convergéncia do multigrid com o singlegrid.

Esta revisdo bibliografica embasa e justifica 0s objetivos ja expostos desta tese, que
almeja principalmente desenvolver parametrizacdes e codigos computacionais eficientes, ao

unir o método de discretizagdo de volumes finitos com o método multigrid.
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1 Formulagdo em Volumes Finitos

Os fendmenos resolvidos com CFD podem ser modelados matematicamente por meio
de equacbes ou sistemas de equacdes diferenciais. A solucdo numérica destas equacdes requer
a discretizacdo do dominio de célculo, de modo a gerar uma malha onde os termos da equacgao
diferencial sdo aproximados, resultando em um sistema de equacdes algébricas envolvendo as
funcdes incognitas. Em CFD, os métodos mais empregados na discretizacdo das equacOes
diferencias sdéo o MDF, MEF e o MVF (MALISKA, 2004, VERSTEEG e
MALALASEKERA, 2007).

No MVF, o dominio de calculo é dividido em um namero finito de subdominios,
denominados volumes de controle, os quais envolvem um unico ponto nodal da malha, onde
os valores da variavel de interesse sdo calculados. As equacfes sdo integradas sobre cada
volume de controle (VC) e esquemas de interpolacdo séo utilizados para obter os valores das
variaveis nas faces do VC em termos dos valores nodais. Um volume de controle pode ser
construido de duas formas (PANTAKAR, 1980): com os nds centrados entre as faces do
volume ou com as faces centradas entre os nds. No caso de malhas uniformes as duas formas
coincidem. A Fig. 3.1 exemplifica a disposicdo dos volumes de controle em uma malha
bidimensional uniforme (todos os volumes de controle possuem as mesmas dimensoes).

Para ilustrar a etapa de discretizacdo da Equacdo diferencial parcial (EDP), considera-

se a equagdo que expressa a adveccao-difusdo de uma determinada propriedade ¢, em regime
permanente, dada por

V-(pvg)=V-([Vg)+S,,
(3.2)

onde o termo do lado esquerdo se refere a adveccdo da propriedade ¢, o primeiro termo do
lado direito se refere a difusdo da propriedade ¢ e segundo termo do lado direito € o termo

fonte. Os escalares p e T" referem-se a massa especifica e a um coeficiente de transporte,
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respectivamente. O vetor velocidade é referenciado por v e o operador V indica o gradiente
da propriedade ¢ quando assume a operagao % e o divergente do vetor velocidade quando

assume o produto escalar V-v.

AX
N
©
n
> w P E
< o W e e o
s
S
Bl

Figura 3.1: Disposicdo de um VC P e seus vizinhos N (norte), S (sul),
(E) leste e W (oeste), em uma malha bidimensional uniforme

Integrando-se a Eq.(3.1) sobre cada volume de controle tem-se
[[[V-(pvepv =[[[v-(TVg)dv +[[[s,dv . (3.2)
VC VC VvC
Aplicando-se o Teorema da Divergéncia a Eq.(3.2), obtém-se

[[(pve)-nda=[[(rvg)-nda+[[[s,av . (3.3)

onde dA representa o elemento de area da superficie do volume dV e n representa um vetor

unitario normal a superficie do elemento dA.

A solucdo das integrais na Eq. (3.3) conduz a uma expressdo contendo as taxas de

transferéncia advectiva e difusiva da propriedade ¢ através das faces do volume de controle.
A avaliagdo da propriedade ¢ e de suas taxas nas interfaces do volume de controle, em
funcdo do valor das propriedades armazenadas nos centros dos volumes, é feita mediante o
uso de fungdes de interpolagdo. Em Maliska (2004), sdo apresentados diversos esquemas de
interpolacdo unidimensionais, como os esquemas CDS (Central Differencing Scheme), UDS

(Upwind Differencing Scheme), Esquema Exponencial, WUDS (Weighted Upstream
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Differencing Scheme), QUICK (Quadratic upwind differencig) e bidimensionais, como 0
SUDS (Skew Weighted Upstream Differencing Scheme) e o WUDS-E (Weighted Upstream
Differencing Scheme-Extended).

Para aproximar as derivadas da propriedade ¢ nas faces e, w, n e s do volume de
controle P, pode-se empregar o CDS de 22 ordem. Considerando-se a disposicdo dos volumes
de controle na Fig. 3.1, as aproximagdes sdo dadas por uma interpolacéo linear:

0¢ _ ¢E _¢P .

&e _—AX ; (3.4)
% _ ¢P _@V . (3 5)
oxl, Ax '
5¢ _ ¢N _¢P .

x|, Ay (3.6)
% _ ¢P _¢S . (3 7)

oxl, Ay '

Para avaliar a propriedade ¢ nas faces e, w, n e s do volume de controle P pode-se
empregar o esquema UDS de 12 ordem, que considera a direcdo do escoamento através das

seguintes aproximacoes:

b=t : h=¢ se u>0; (3.8)
$=0¢ | $=¢ se u<o0; (3.9)
h=d . Ah=¢ se v<O0; (3.10)

$=¢ . 4=¢ se v>0; (3.11)
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onde u e v correspondem as velocidades nas faces w e e e s e n do volume de controle,
respectivamente.

O emprego da correcdo adiada (LILEC et al.,1997) permite trabalhar de uma forma
implicita com uma formulagdo upwind promovendo a corre¢do para um esquema de 22 ordem

explicitamente. E dada pela seguinte expressdo, para uma dada face denotada por f,
b =87 (457 -4 (312

onde os sobrescritos CDS e UDS denotam os esquemas upwind e diferencas centrais e ~
indica condi¢Bes conhecidas do nivel iterativo anterior. Na convergéncia, as avaliacbes
upwind cancelam-se e 0 esquema CDS é o efetivamente utilizado, resultando em uma
aproximacao de 22 ordem. Outros esquemas de primeira ordem e alta ordem podem substituir,

respectivamente, os esquemas UDS e CDS na Eq. (3.12).

Depois que a propriedade ¢ e suas derivadas sdo avaliadas nas faces do volume de
controle, por meio das funcdes de interpolacdo, tem-se, para cada propriedade ¢ e para cada

volume de controle, uma equacao algébrica do tipo

s = aydhy +3cde +asds +aydy +bs, (3.13)

onde W, E, S e N denotam cada um dos volumes vizinhos do volume P, oeste, leste, sul e
norte, respectivamente.

Ferziger e Peric (2002) destacam algumas vantagens do MVF: pode ser aplicado a
qualquer tipo de malha, em geometrias complexas, e diferentes sistemas de coordenadas. De
acordo com Patankar (1980), a caracteristica mais atraente do MVF é que o esquema
resultante da discretizacdo deve implicar na conservacdo integral das propriedades da
grandeza em questdo através de qualquer grupo de volumes de controle e, por consequéncia,
de todo o dominio de calculo. Esta caracteristica é verdadeira para qualquer nimero de

pontos. Assim, mesmo para uma malha grosseira, a solugcdo exibe balancos integrais exatos.
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3.2 Condicdes de contorno

A Eq. (3.13) representa a equagdo discretizada para um volume de controle interno.
Para a obtencdo do sistema de equacOes algébricas completo é necessario obter, ainda, as
equacdes para 0os volumes que estdo na fronteira.

Os trés tipos de condicbes de contorno utilizados na literatura, inclusive em
transferéncia de calor e de massa, para resolver equacOes diferenciais parciais, sdo as
condicdes de contorno de Dirichlet, quando a propriedade ¢ é conhecida no contorno; de
Neumann, quando o fluxo da propriedade ¢ € conhecido no contorno; e de Robin, quando a
condigéo de contorno é mista (PATANKAR, 1980).

Existem vérias formas de aplicar as condi¢des de contorno. Maliska (2004) apresenta

as trés maneiras descritas a seguir: balango para os volumes da fronteira, com volumes

ficticios e com meio-volume.

3.2.1 Balanco para os volumes da fronteira

A aplicacdo das condicOes de contorno é realizada por meio da integracdo das
equacOes de conservacdo também para os volumes dos contornos, da mesma forma realizada
para 0s volumes internos ao dominio, respeitando a condicdo de contorno (PATANKAR,
1980; MALISKA, 2004). Neste caso, a discretizacdo do dominio é realizada em volumes
inteiros. A Fig. 3.2 ilustra a discretizacdo do dominio feita com volumes elementares para
aplicacdo desta forma de condicao de contorno, onde P e E séo os centros dos volumes, Ax é a
distancia entre os volumes de controle e Axc a distancia do contorno ao centro do volume

imediatamente vizinho.

Hxe Ax

Te
m

Contorno

Figura 3.2: Condig¢6es de contorno com volumes inteiros na fronteira



41

Maliska (2004) considera esta a forma mais adequada para aplicacdo das condigOes de
contorno, devido ao seu embasamento fisico e a possibilidade de generalizagdo para sistemas

coordenados mais complexos.

3.2.2 Com volumes ficticios

A técnica dos volumes ficticios consiste em adicionar volumes de controle ao redor do
dominio fisico, de modo que o balanco entre as propriedades nos volumes ficticios e seus
vizinhos reais satisfaca as condi¢fes de contorno originais do problema. Para condigdo de

contorno de Dirichlet, a propriedade ¢ no contorno é conhecida, ¢,. Como ilustragdo, os

coeficientes dos volumes ficticios para o volume P ilustrado na Fig.3.3 s@o determinados por

+
g = toe (3.14)
2
:""\ X
2
. . L A , ‘\\_ L .
=] E | | W P
* / a
Volume Ficticio Volume Ficticio

Figura 3.3: Condigdes de contorno com volumes ficticios na fronteira

Em seguida, isola-se a variavel no volume de controle P

Po =—¢ +20, (3.15)

e compara-se com a Eq. (3.13) para se obter as expressdes para os coeficientes e termo fonte
do volume ficticio
ap=1; ag =-1; aw=as=an=0; bp=2¢,. (3.16)
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Como vantagem, todos os volumes do dominio, incluindo os de fronteira, sdo
interpretados como volumes internos. Uma desvantagem é o aumento do ndmero de

incognitas no sistema de equacdes, que é agravada com o0 aumento da dimensao do problema.

3.2.3 Com meios volumes

Para aplicar as condi¢es de contorno com meio-volume é necessario criar uma malha
em que o ponto central de um volume de controle fique sobre o contorno (PATANKAR,
1980), dando origem a meio-volume de controle entre o contorno e os volumes internos,

conforme pode ser visto na Fig. 3.4.

Contorno
-
=
™
™
A
-
[ ]

Figura 3.4: Condig¢des de contorno com meio-volume na fronteira

A ndo uniformidade dos volumes é uma das desvantagens deste procedimento. Outra
desvantagem ocorre no caso de condicdo de contorno prescrita. Embora ndo seja necessario

criar uma equacdo para o volume da fronteira, uma vez que @, =¢., ndo séo observados os

balancos de conservacéo.

3.3 Métodos iterativos basicos

De acordo com Burden e Faires (2003) os solvers iterativos sdo computacionalmente
mais eficientes e robustos do que os solvers diretos para a resolucdo de sistemas de equacdes
algébricas. A ideia basica dos solvers iterativos consiste em determinar a solucdo do sistema
de equacdes algébricas, Eq.(1.1) a partir de uma estimativa inicial. Com esta, novas solucées
aproximadas sdo geradas sucessivamente até encontrar uma solugdo que atenda a certo
critério de parada (que pode ser baseado no erro, residuo ou numero de iteragdes) previamente

estabelecido. Esses métodos convergem mediante certas condi¢Ges impostas sobre a matriz
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dos coeficientes do sistema linear e sdo vantajosos com relagdo aos métodos diretos quando o
sistema de equacdes é esparso e de grande porte. Para comparar, 0 esforco computacional
para 0s métodos diretos é da ordem de O(n®) e para os métodos iterativos O(n’/2), onde n é o
namero de incégnitas (FERZIGER e PERIC,2001).

Considera-se o sistema de equacOes algébricas da Eq. (1.1), em que a matriz dos

coeficientes pode ser decomposta como

A=M-N. (3.17)

Supondo que M ¢ inversivel, obtém-se, substituindo-se a Eq. (3.17) na Eq. (1.1)

Mg™ = Ng™ +f, (3.18)

onde o sobrescrito de ¢ é a representacao dos passos iterativos.

A solucdo do sistema linear € obtida fazendo-se

FD =Sg™ 4+ M, (3.19)

onde S = M™N é chamada de matriz de iteracdo do método iterativoem=1,2, 3, ... é a
iteracéo.

Os sistemas de equacdes ndo lineares também sdo representados por Ag =f e a matriz
A pode ser decomposta da mesma forma que na Eq. (3.17).

No procedimento descrito anteriormente, a matriz de iteracdo é constante ao longo do
processo iterativo. Os solvers iterativos que possuem esta propriedade sdo chamados métodos
iterativos basicos ou estacionarios. Alguns exemplos deste tipo de solvers sdo: Jacobi, SOR
(Successive Over-Relaxation) e Gauss-Seidel. Particularmente, Gauss-Seidel e suas variantes
constituem uma importante classe de solvers iterativos: Gauss-Seidel lexicografico (GS-Lex),
Gauss-Seidel red-black (GS-RB), entre outros. No contexto do multigrid as propriedades de
suavizacdo do Gauss-Seidel sdo mais importantes do que suas propriedades de convergéncia
(TROTTENBERG et al., 2001).

No GS-Lex, as incognitas sdo atualizadas na ordem lexicogréafica, ou seja, de oeste

para leste e do sul para o norte, de acordo com a numeracao apresentada na Fig. 3.5.
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31 32 33 34 35 36
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25 26 27 28 29 30
. . L) L) . .

19 20 21 22 23 24
L] . . . . .

13 14 15 16 A7 18
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7 8 9 10 1" 12
. . . . . .

1 2 3 4 5 6

Figura 3.5: Ordenacao lexicografica em uma malha bidimensional

No GS-RB, a malha € organizada conforme a Fig.3.6, onde as incégnitas em vermelho
e preto séo atualizadas alternadamente. Com esta ordenagdo, os elementos de uma cor séo
cercados por quatro elementos (norte, sul, leste e oeste) da outra cor. Assim, os elementos de
uma cor podem ser atualizados independentemente dos elementos de outra cor em cada ciclo

de varredura da malha.

. L ] L) L ] L) L
34 16 35 17 36 18
13 31 14 ‘32 15 33

L) L] . L] L) L]
28 10 29 11 30 12
7 25 8 26 9 27

L) L] . ° . L)
22 4 23 5 24 6

° L] L) L) L]

1 19 2 20 3 21

Figura 3.6: Ordenacéo red-black em uma malha bidimensional

A ordenacdo do GS-RB permite que a atualizacdo seja realizada simultaneamente nos
pontos definidos como vermelhos e pretos. Esta possibilidade favorece o processamento

paralelo e, de acordo com Zhang (1996), pode apresentar resultados superiores ao do GS-Lex
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no processamento serial. De acordo com Briggs (2000), a vantagem do GS-RB sobre o GS-
Lex depende muitas vezes do problema em que sdo aplicados estes solvers.
A seguir, sdo apresentados os algoritmos que descrevem o procedimento destes dois

solvers.

Algoritmo 3.1: Procedimento de GS-Lex para A¢ =T.
GS-Lex (M = 0, M, ¢°)
1) Calcular ¢,™" =(a,¢," +a,4," +a.4." +a,d," + f)/a, para todos pontos da Fig. 3.5.

2) Faca m receber m + 1.
3) Volte ao passo 1 até convergir® ou até atingir Mmax.

Algoritmo 3.2: Procedimento de GS-RB para A¢ =T.

GS-RB (M =0, Mz, ¢°)

1) Calcular ¢,™* =(a,@," +as4" +a.4." +a,4," + f)/a, paraos pontos vermelhos da
Fig.3.6.

1) Calcular ¢,™*" =(a,¢," +a,4," +a.4." +a,d," + f)/a, paraos pontos pretos da Fig. 3.6.

3) Faca m receber m + 1.

4) Volte ao passo 1 até convergir ou até atingir Mmax.

A taxa de convergéncia dos métodos iterativos depende fortemente do raio espectral®
da matriz de iteracdo. Para 0 metodo de Jacobi com um pardmetro de relaxacdo , por

exemplo, a matriz de iteracdo S ¢é dada por
So=(1- @)l + @D}(L + V), (3.20)
onde D é uma matriz diagonal, que contém a diagonal principal de A, L e U sdo matrizes

triangulares inferior e superior, respectivamente, da matriz A e | é a matriz identidade. De

acordo com Briggs et al. (2000), os autovalores da matriz S, sdo dados pela expressao

* Segundo uma tolerancia pré estabelecida para o residuo.
* p(A) = max|/1| , onde A sfo os autovalores da matriz dos coeficientes.



46

Ak(Sw):l-Zaﬁenz(;—zj, 1<k<N-1, (3.21)

onde N é o nimero de pontos em cada direcdo da malha computacional e k denota 0 nimero

de ondas ou modos de Fourier. Na Eq.(3.21) pode-se observar que, para 0 <w <1, tem-se

4 (S.,)

todos os valores de  no intervalo 0 < w <1 tem-se,

<1, condicdo suficiente para garantir a convergéncia. Além disso, se k = 1, para

E

)

j (3.22)

ﬂl(Sw)zl—Zwsenz(

3 N
> Z2

|

:1—2a)sen2(

wr’ h?
2

~1—

sendo h =%o espacamento da malha uniforme.
A Eq. (3.22) implica que 4,(S,)~1 Vwe(0,1), para N suficientemente grande.
. . iz .

Como 4 € associado a um autovetor da forma W;=sen N ) 0<J<N, as
componentes do erro associadas as baixas frequéncias ndo sdo removidas com eficiéncia pelo
método de Jacobi.

Grande parte dos métodos iterativos padrédo apresentam propriedades de suavizacao de
erros locais de alta frequéncia (componentes oscilatdrias), enquanto as baixas frequéncias
(componentes suaves) sdao mantidas praticamente inalteradas. Deste modo, as primeiras
iteracOes do processo geralmente apresentam rapida convergéncia, caracterizando a presenca
de modos oscilatérios do erro. Porém, apo6s algumas iteragdes, a convergéncia torna-se lenta,
sinalizando a presenca de modos suaves (BRANDT, 1977; WESSELING, 1992).

Para ilustrar este procedimento, considera-se um problema homogéneo unidimensional

A¢ =0, que tem solucdo exata conhecida (nula). A estimativa inicial é dada pelo vetor v, de

forma que o erro na aproximacao é dado por e =—V e a j-ésima componente é dada por

vjzsen(JkT”J, 0<j<N e 0<k<N-1, (3.23)
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onde N é o nimero de pontos e k € o nimero de ondas ou modos de Fourier.

Na Fig. 3.7 podem ser visualizados os modos de Fourier k = 1, k = 3 e k = 6. Os
valores de k denotam quantos “meios-senos” constituem a curva v no dominio do problema.
Observa-se que pequenos valores de k correspondem a ondas longas e suaves, enquanto que
valores maiores valores de k correspondem a ondas mais curtas e oscilatorias. Os modos de
Fourier localizados na metade inferior do espectro, com 1<k <N/2, sdo chamados de modos
de Fourier de baixa frequéncia ou modos suaves. Os modos de Fourier localizados na metade
superior do espectro, N/2<k<N-1, sdo chamados de modos de Fourier de alta frequéncia
ou modos oscilatorios. Nota-se que esta definicdo dos modos de Fourier como sendo modos
suaves ou oscilatorios depende do nimero de incognitas com que o problema esta sendo

resolvido.
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Figura 3.7: Modos de Fourier com k=1, 3, 6 (Adaptado de BRIGGS et al., 2000)

Para um caso unidimensional, a Fig. 3.8 ilustra a representacdo de um modo do erro na
malha Q" com N = 12 pontos e sua projecdo na malha Q*"com N = 6 pontos.

O modo de Fourier na malha N = 12 tem k = 4 e, pela definicdo, corresponde a um
modo suave nesta malha. Na malha N = 6, de acordo com a definicdo, k = 4 corresponde a um

modo oscilatério. Assim, o erro projetado é mais oscilatorio na malha mais grossa.
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Figura 3.8: Modo do erro na malha o projetado na malha grossa Q*
(Adaptado de BRIGGS et al., (2000))

Para ilustrar esse efeito no caso bidimensional, Santiago (2010) resolveu a equacao de
Laplace bidimensional, que tem solucdo exata conhecida. Realizou algumas iteracbes com o
método de Gauss-Seidel, com estimativa inicial v dada por uma combinacdo de modos de

Fourier, com altas e baixas frequéncias, na direcdo de y, dados por

Vi :%{sen{kﬁzﬂjﬁen(k?\liﬂ, 0<i,j<N, 0<k;k, <N -1, (3.24)

y y

As iteracGes foram realizadas com dois tamanhos de malha: 33 x 33 com k; =2 e
ko, = 16 e na malha grossa 17 x 17 com k; = 2 e k, = 8, onde k; e k, representam os modos de
baixa e alta frequéncia, respectivamente. As figuras 3.9a-d e 3.10a-d ilustram as superficies
gue demonstram o erro na estimativa inicial e ap6s 2, 4 e 10 iteracGes nas malhas 17 x 17 e
33 x 33, respectivamente.

Na Fig. 3.9 observa-se que as componentes de alta frequéncia sdo suavizadas ao longo
do processo iterativo. Ja as componentes de baixa frequéncia sdo pouco influenciadas ao
longo das iteracdes. Quando o mesmo problema é iterado na malha mais grossa (17 x 17),
observa-se que tanto as componentes de alta frequéncia quanto as de baixa frequéncia sdo

suavizadas mais rapidamente.
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(@) Erronaestimativa inicial.
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(c) Erroapés 4 iteracdes. (d) Erro apos 10 iteragoes.

Figura 3.9: Suavizagéo do erro com o método Gauss-Seidel na malha 33 x 33
(Adaptado de Santiago. (2010))

Em geral, as componentes suaves do erro aparecem oscilatérias em malhas mais
grossas, 0 que sugere que quando um processo iterativo comeca a tornar-se lento, sinalizando
a predominancia de modos suaves do erro, € recomendavel transferir o problema para uma
malha mais grossa, onde se apresentardo mais oscilatérios, e a suavizacdo sera mais eficiente
(WESSELING, 1992 e TROTTENBERG et al. 2001).
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(c) Erro apos 4 iteragoes. (d) Erro ap6s 10 iteragdes.

Figura 3.10: Suavizag&o do erro com o método Gauss-Seidel na malha 17x17
(Adaptado de Satiago (2010))

3.4 O multigrid

O método multigrid tem como principios basicos a propriedade de suavizacdo e a
correcdo de malha grossa (BRIGGS et al., 2000). O principio de suavizacdo assegura que
métodos iterativos béasicos tem forte efeito de suavizacdo sobre o erro de qualquer
aproximacgdo. O principio da malha grossa afirma que um modo de erro suave € bem
aproximado em uma malha grossa.

De acordo com estes principios, um esquema iterativo apropriado, com varias malhas
de diferentes graus de refinamento, promoverd uma répida reducdo das componentes de alta
frequéncia correspondentes e, como este processo passa por varias malhas, uma répida
reducdo do erro global pode ser alcancada, acelerando a convergéncia do método iterativo.
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A taxa de convergéncia ideal (tedrica) do método multigrid independe do nimero de
pontos da malha (FERZIGER E PERIC, 2002).

3.4.1 Equacéo residual e esquema de corregdo
Seja @ a solucéo exata do sistema linear dado pela Eqg. (1.1). Se ¢3é uma aproximacéo
para @, entdo o erro algébrico (e), ou apenas erro, pode ser calculado por

e=d-§. (3.25)

A magnitude do vetor erro, dado pela Eq. (3.25), pode ser medida por alguma norma
de vetores, sendo as mais utilizadas a norma |l;, a norma euclidiana e a norma infinito,

definidas, respectivamente, pelas equacoes

e

L=kl (3.26)

ol =30 3.27)
€], = max]e;], (3.28)

onde e; representa a i-ésima componente do vetor erro. Outras normas vetoriais podem ser
encontradas em Burden e Faires (2003).

Uma vez que, em geral, a solucdo exata do sistema linear ndo é conhecida, também o
erro ndo pode ser conhecido a priori. Para verificar o quanto a aproximacéo Vv dista da solucéo
exata do sistema linear ao longo do processo iterativo, calcula-se o residuo r da Eq. (1.1),

definido por

r=f-Ag. (3.29)

O residuo mede o quanto a aproximacdo falha ao satisfazer o sistema dado pela Eq.
(1.1). Teoricamente, se 5 = @ entdo ®—¢ =e =0 e, portanto, ¢ satisfaz o sistema linear.

A partir das equagdes do erro e do residuo, Egs. (3.25) e (3.29), respectivamente,
pode-se estabelecer uma importante relagéo, que pode ser obtida substituindo-se a Eq. (1.1) na

equacao do residuo, Eq. (3.29). Assim, obtém-se:
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r=A®-Ag, (3.30)
que, para o caso linear, pode ser escrito como
r=A(o-4¢). (3.31)

Com a substituicdo da Eq. (3.25) na Eg. (3.31), tem-se um sistema linear, no qual o

vetor das incdgnitas € o erro e o vetor dos termos independentes é o residuo, ou seja
Ae=r. (3.32)

A Eq. (3.32) é chamada de equacdo residual e desempenha um papel importante no
ambito do método multigrid. Ela indica que o erro dado pela Eqg. (3.25) satisfaz 0 mesmo
conjunto de equacges que a solucdo d quando f € substituido pelo residuo r.

Para o caso ndo linear, adota-se a seguinte notacdo para a equacao residual
r=A(®)-A(g) (3.33)

E importante notar que, diferentemente do que acontece no caso linear, no caso nao
linear A(e)zA(CD—;Z);tA(CD)—A(qZ).
Considerando-se que uma aproximagdo ¢ tenha sido obtida para o sistema linear dado

pela Eq. (1.1), por meio de algum método iterativo, o residuo pode ser calculado com a Eq.
(3.29). Para melhorar essa aproximacao, calcula-se o erro com a Eq. (3.32) e depois se corrige

a solucdo atual obtendo uma nova aproximacao, através da expressao
p=¢+e. (3.34)

Assim, a solucdo é a aproximacdo atual acrescida do erro. O procedimento descrito

acima é o chamado esquema de correcdo, um dos principios fundamentais do multigrid.
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No Capitulo 1 deste texto, sdo mencionados dois tipos de esquemas com 0s quais 0
método multigrid pode ser implementado: os esquemas CS e FAS. O esquema de correcéo,
apresentado anteriormente, descreve o modo como o sistema de equacOes algébricas é
operado nas malhas mais grossas no esquema CS. Neste esquema, 0 sistema de equacgdes
original, Eq. (1.1), é resolvido apenas na malha mais fina. O residuo, Eq.(3.29), € transferido
para a malha grossa subsequente, onde € resolvida a equacdo residual, Eq. (3.32). Na malha
mais grossa, o erro € transferido para a malha fina subsequente para corrigir a solugéo.

Outro esquema segundo o qual o multigrid pode ser implementado € o FAS. O
principio fundamental do FAS é semelhante ao do CS sendo que, além do residuo, a
aproximacdo da solucdo também ¢é transferida para a malha grossa subsequente. Na malha
mais grossa, o erro é transferido para aproximar a solugdo na malha fina subsequente. Em
contraponto ao CS, no FAS ndo se resolve a equacao residual explicitamente; resolve-se a
equacdo discretizada na malha grossa. De acordo com estas caracteristicas, 0s esquemas CS e

FAS sdo indicados, respectivamente, para problemas lineares e néo lineares (Brandt, 1977).

3.4.2 Razao de refinamento

Vaérias razdes de refinamento de malha podem ser usadas com o método multigrid.
Briggs et al. (2000) afirmam que a razdo r = 2 é uma pratica universal e que o uso de
diferentes razbes de refinamento geralmente ndo apresenta vantagens. Nessa razdo, se
considerado o caso unidimensional, 0 nimero de elementos de uma malha fina é o dobro do
namero de elementos da malha grossa subsequente; no caso bidimensional, 0 nimero de
elementos duplica em cada direcdo. A Fig. 3.11 apresenta uma sequéncia de malhas com

razdo de refinamento r = 2 para o caso bidimensional.



54

Vs V4 VAV
oo o/ 57 /%
/% Vi
/o /870 e 7o 0 i h
P4 70 /0 /4 =
WAV VA o 0/
VAYAV A VAW UL
./. ./.
S
. . _4h

Figura 3.11: Sequéncia de malhas com razéo de refinamentor =2, N=2x2,4x4e8x 8

Brandt (1977) fez comparagdes com razdes de refinamento r = 2, 3 e 3/2 e concluiu
que a razdo r = 2 é a recomendavel. Seu estudo envolveu diversos problemas de transferéncia
de calor e escoamento de fluidos, unidimensionais, bidimensionais, lineares e ndo lineares.
Pinto et al. (2005) também analisaram varias razdes de engrossamento, para o problema de
Burgers unidimensional, e ndo encontraram vantagens significativas em relacdo a razéo de
refinamento r = 2.

Dada a razdo de refinamento, pode-se determinar o maior nimero de malhas (L)
possivel para cada tamanho de problema (Lmax). Por exemplo, para r = 2, o problema de
tamanho N = 128 x 128 pode ser resolvido no conjunto de malhas N =2 x 2, 4 x 4, 8 x 8,

16 x 16, 32 x 32, 64 x 64 e 128 x 128. Assim, para este tamanho de problema Lmax = 7.

3.4.3 Operadores de restricdo

A transferéncia de informactes da malha fina Q" para a malha imediatamente mais
grossa Q" requer a definicdo do operador de restricdo, denotado genericamente por 12",
Vérios operadores de restricdo sdo apresentados na literatura: injecdo, ponderacdo completa e
meia ponderacdo (WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001).

Pela sua simplicidade, o operador de restricdo por injecdo € um dos procedimentos mais

utilizados. Ele é definido como

F =129 (3.35)
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Este operador transfere informagdes dos valores nodais da malha fina Q" para os

nodos coincidentes da malha grossa Q*".

Considerando-se 0 MVF, com razdo de refinamento r = 2, cada volume de controle da
malha grossa corresponde a quatro volumes de controle na malha fina, conforme Fig. 3.12.
Neste caso, ndo existem nodos coincidentes entre as duas malhas e, portanto, ndo é possivel
aplicar o operador por injegé&o.

Um operador de restricdo frequentemente empregado neste caso é obtido tomando-se a
média aritmética dos valores da propriedade dos quatro volumes da malha fina
(TROTTENBERG et al., 2001):

120" =%<¢2 bgh g ). (3.36)

Figura 3.12: Disposi¢éo do volume da malha grossa (nodos vermelhos)
e dos volumes da malha fina (nodos pretos)

No MVF, uma pratica comum para restringir o residuo da malha fina para a malha
grossa, € atraves da soma dos residuos relativos aos volumes de controle da malha fina que
correspondem aquele da malha grossa (FERZIGER e PERIC, 2002; KUMAR et al., 2009):

178" = gp+ s+ + o (3.37)

Como o residuo pode ser encarado como uma propriedade extensiva, este
procedimento proporciona o balan¢o corretamente. Porém, ndo é uma pratica unanime. Em
Versteeg e Malalasekera (2007) pode ser encontrado um exemplo do uso do operador definido

na Eq. (3.36) para restringir os residuos.
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3.4.4 Prolongacéo

Os operadores que transferem informacGes da malha grossa para a malha fina séo
chamados operadores de prolongacéo e sdo denotados genericamente por 1), . A interpolagdo
bilinear € um dos operadores de prolongacdo mais comuns na literatura (WESSELING, 1992;
BRIGGS et al., 2000 ; TROTTENBERG et al., 2001). Em Drikakis et al, 1998 pode ser
encontrado um exemplo do emprego do operador trilinear.

As expressoes para a prolongacdo bilinear da propriedade ¢ da malha grossa para a

malha fina, ilustradas na Fig. 3.13, sdo dadas por

1
o000 +3¢ +3¢" +g) para

1

E(3¢§h +9¢5" + 42" +345") para ¢,

Ih g2 . (3.38)

1
6 (3¢ + 45" + 94" +345") para ¢

1
T (43" +345" +3¢2" +945") para ¢,

Figura 3.13: Esquema de malhas para operador de prolongacéo-
malha grossa (nodos vermelhos) e malha fina (nodos pretos)

Em Trottenberg et al.(2001), sdo apresentados outros operadores de prolongacéo,
como o quadratico e o cubico, para os casos unidimensional e bidimensional.
De um modo geral, os operadores de restricdo e prolongacdo sdo definidos por

interpolagdes. A ordem de uma interpolagdo € igual a k + 1 se é exata para todo polindmio de
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grau k (BURDEN e FAIRES, 2003). Por exemplo, o operador bilinear tem ordem 2. Uma

regra basica para boa convergéncia do método multigrid é que

m, +m, >m, (3.39)

onde m, e m, séo, respectivamente, as ordens das interpolacdes relativas aos operadores de
restricdo e prolongacdo e m é a ordem da equacdo diferencial (TROTTENBERG, 2001). Por
outro lado, de acordo com Brandt (2011), ndo ha significativa melhora na taxa de

convergéncia do metodo se m, +m_ >m+ 1.

3.4.5 Ciclos

Durante a execucdo do algoritmo do método multigrid, diferentes malhas séo
visitadas. A sequéncia com que as malhas s&o percorridas é denominada ciclo. O ciclo V € um
dos mais populares. Wesseling (1992) apresentou uma generalizacdo do ciclo V, conhecida
como ciclo p, da qual podem ser deduzidos outros tipos de ciclos. Por exemplo, n = 1
corresponde ao ciclo V e p = 2 corresponde ao ciclo W. A Figs. 3.14 e 3.15 ilustram cada um

destes ciclos.

\ Restricao

________________________ ..
.................. .\f / Prolongacgéo

A
A /\/\ _______________________

/ Prolongacgao

Figura 3.15: Ciclo W com 4 malhas
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O numero de suavizagdes, ou iteracdes do solver (v), geralmente depende do solver e
ndo precisa ser necessariamente o mesmo em todos os niveis de malha, tanto no processo de
restricdo quanto no de prolongacao. Briggs et al. (2000) afirmam que em problemas que nédo
apresentam dificuldades de convergéncia, séo empregadas entre 1 e 3 suavizacoes.

3.4.6 FMG

Uma boa estimativa inicial pode reduzir consideravelmente o tempo de CPU, dado que
a resolucdo de um problema com uma boa estimativa inicial requer poucas iteracdes na malha
fina.

Uma forma de obter uma boa estimativa inicial é interpolando-se uma solucdo da

malha grossa para a malha fina, isto é
h) _ gh 2h
(¢ )0 o IZh (¢ )convergida’ (340)

onde 1), ¢é o operador de prolongacdo da malha grossa para a malha fina. A estratégia

mencionada acima é denominada Full Multigrid (FMG) e pode ser associada a qualquer tipo
de ciclo do multigrid.
Uma ilustracdo esquematica para um algoritmo com quatro malhas e ciclo V é dada na

Fig.3.16. Neste caso, ciclos V sdo usados como blocos basicos na composicdo do algoritmo.

s °
N

. /
— NN
/- \/ \/ / \ e

Figura 3.16: FMG com 4 malhas (Adaptado de Thekale et al., (2010))

Varios ciclos V podem ser executados em cada nivel n; do FMG, onde i varia de 1 até

Lmax - 2. A pratica comum é que sejam empregados 1 ou 2 ciclos (TROTTENBERG, 2001;
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BRANDT, 2011). Porém, existem estudos que buscam determinar o niamero étimo de ciclos a
cada nivel (THEKALE et al., 2010).

O simbolo // denota a prolongagdo da solugdo obtida no nivel n; como estimativa
inicial para a solugdo do nivel ni+1. O operador de prolongacéo da solucdo do FMG, indicado
por // na Fig. 3.16, ndo é necessariamente 0 mesmo usado para prolongar as corre¢des nos
ciclos do multigrid. De acordo com Brandt (2011), frequentemente este operador deve ser de
ordem mais alta.

A vantagem do FMG é que uma boa estimativa inicial para a malha fina é produzida
ao custo de poucas iteragdes na malha grossa. Além disso, os erros sdo suavizados
eficientemente, 0 que garante uma Otima taxa de convergéncia. De acordo com Trottenberg
(2001) estas propriedades fazem do FMG a mais eficiente versdo do MG e Thekale et al.
(2010) e Zhang et al. (2010) consideram 0 FMG o método preferido para acelerar o multigrid.

3.4.7 Algoritmos

Os passos basicos do algoritmo FAS, para um unico ciclo V, generalizado para L
malhas, 2 < L < L, S0 descritos no algoritmo a seguir. Na prética, varios ciclos V sdo
realizados, sucessivamente, até que o critério de parada seja alcancado.

Os parametros v, e v, representam o nimero de suavizagdes realizadas no processo
de restricdao e prolongacédo. Eles sdo chamados de pré e pos-suavizagdo, respectivamente. Os
sobrescritos h, 2h, 4h,... indicam a malha onde se definem as informacdes (operadores,
residuos, correcdes, etc.) e os operadores A%", A* A®™  podem ser obtidos de forma
semelhante & usada para obter a matriz A", ou seja, discretizando-se a equacdo original nas
respectivas malhas (BRIGGS et al.,2000).

Algoritmo 3.3: Esquema FAS com ciclo V para L malhas.

FAS(¢30h RVRS
1) Iterar A" (gh):f“ v, vezes com estimativa inicial ¢50“;
2) Calcular r*" =12"(f" — A"(4")) e 42" =12"¢";

3) Definir £ = A”" (") +r™";



4) Iterar A”"(§*") =" v, vezes com estimativa inicial ¢*';
5) Calcular r*" = 121 (F2" — A?"(4°")) e 4" = 120",

6) Definir £ = A™ (§")+r*";

7) Iterar A™" (454h)=f‘”‘ v, vezes com estimativa inicial ¢70“h;
8) Calcular r®" = 18" (f*" — A" (4*")) e 4" = 15"4"";

9) Definir fo" = A®" (58h)+r8h;

10) Resolver A" ((;3kh):fkh ;

11) Aproximar o erro e = g — 4"

12) Corrigir a solugio @*" « ¢*" + 127" ;

13) Iterar A*" (gZ“)zf‘”‘ v, vezes com estimativa inicial ¢ ;

14) Aproximar o erro e*" = ¢*" —4"";

15) Corrigir a solugio ¢,2" « ¢>" +127e*";

16) Iterar A" (gZZh):th v, vezes com estimativa inicial §°";

17) Aproximar o erro e*" = §*" —4";
18) Corrigir a solugio ¢" « ¢" +15,e*";

19) Iterar A" (gZh)th v, vezes com estimativa inicial ¢ .
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No algoritmo a seguir, sdo apresentados 0s passos basicos do procedimento FMG, para

trés malhas:

Algoritmo 3.4: FASFMG para trés malhas.

FASFMG(4™,v,,v,)

1) Resolver A*" (q?‘”‘)zf‘”‘ com estimativa inicial 4" ;
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2) Calcular 42" = 12'g*";
3) Iterar FAS(¢702h ViV,
4) Calcular e ¢" =15 4*";

5) Iterar FAS(&O“,vl,vz) até atingir algum critério de parada estabelecido.

Para o caso de modelos com dois ou mais sistemas de equacgdes algébricas, como o
caso das Equacdes de Burgers, o multigrid pode ser aplicado de formas diferentes. Uma
maneira € aquela em que cada equacao percorre o ciclo V separadamente, uma depois a outra,
ao longo do processo iterativo. Na outra maneira, as equagdes percorrem o ciclo V
simultaneamente, ou seja, em cada malha todos os passos descritos no Algoritmo 3.3 e no
Algoritmo 3.4 sdo executados para todas as equacdes do sistema. Santiago (2010) mostrou
que esta segunda maneira de implementar o multigrid para sistemas de equac@es diferenciais &

mais eficiente.
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CAPITULO 4

MODELOS MATEMATICOS E NUMERICOS

Neste capitulo apresentam-se os modelos matematicos e numéricos empregados no
desenvolvimento deste trabalho. Foram escolhidos trés modelos matematicos que fazem parte
do escopo da dinamica de fluidos computacional: as equacdes de Laplace, de Adveccao-
Difusdo e de Burgers. Desta forma, tém-se um modelo linear puramente difusivo e dois
modelos que apresentam adveccéo e difusdo, um linear e outro ndo linear.

Inicialmente apresenta-se cada modelo matematico com suas respectivas condicdes de

contorno, o dominio é dado por {(x,y)eR*:0<x,y<1} e ilustrado na Fig. 4.1. Em seguida,

apresentam-se a configuracdo do problema teste usado com as equacbes de Burgers e 0S

detalhes dos modelos numéricos.

(0,0) > (10)
X

Figura 4.1: Dominio de calculo

4.1 Modelos matematicos
4.1.1 Equacao de Laplace
Considera-se o problema linear de conducdo de calor bidimensional, em regime

permanente, sem geracdo de calor, em coordenadas cartesianas, modelado pela equacdo de

Laplace
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o'T 0T
7 + 7= 0 , (41)
ox: oy

na qual T(x, y) representa a temperatura em graus Celsius (°C) e x ey sdo as coordenadas
espaciais.

As condigdes de contorno, do tipo Dirichlet, sdo dadas por

T(x,0)=T(Ly)=T(0,y)=0 (4.2)

T (x,1)=sen(zx). (4.3)
E a solugéo analitica,

senh(zy)

T(X,y) =sen(zx) W(ﬁ)'

(4.4)

4.1.2 Equacao de Adveccdo-Difusdo

A equacdo de Adveccdo-Difusdo é uma equacdo representativa de fendmenos de
transporte. O modelo bidimensional, em regime permanente e em coordenadas cartesianas é

dado por

2: 2
Pexa—T+Peya—T=8—E+a—z+3(va), (4.5)
OX oy Ox° oy

onde Pex e Pe, representam o numero de Peclet nas dire¢des das coordenadas x e vy,

. uc,| vC | .
respectivamente, dado por Pe, = i " e Pe, = prsendo p amassa especifica, u e v as

y
velocidades nas diregdes X e y, respectivamente, ¢, o calor especifico, | o comprimento do
dominio de calculo e k a condutividade térmica. As simulacbes realizadas neste estudo

tiveram como parametro Pe,= Pe = 2. O termo fonte S (x, y) € dado por (SCHNEIDER,
2007)
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72'|:(Sen(7Z'X)72' —Pe, cos(7x))(e™ —1) - 2Pe, cos(;:x)](epeyy —1)

S(x,y) = ,  (4.6)
(e™ —1)(ePey —1)
as condicGes de contorno, do tipo Dirichlet, por
T(0.y)=T(x0)=T(Ly)=0 47)
e
(ePeXX _1)
T(x,1)=sen(zX)———. 4.8
( ) (7[ ) (ePex _1) ( )
e a solucdo analitica, por
Pe,x Peyy
T(x,y)=sen(zx) (€ 7= -1 (4.9)

€™ —1E™ -1

4.1.3 Equac0es de Burgers

As equacOes de Burgers sdo dadas por um sistema de equacdes diferenciais parciais
ndo lineares, do tipo adveccao-difusdo. Consistem em uma forma simplificada das equacdes
de Navier-Stokes, reduzidas as equagdes QML (Quantidade de Movimento Linear), pois uma
vez que 0 campo de pressdes € prescrito, a equacao de conservacdo da massa ndo € necessaria.
De acordo com as hipdteses consideradas, podem ser classificadas como equacdes
diferenciais elipticas, parabolicas ou hiperbdlicas. Devido a estas caracteristicas, sdo
consideradas um importante problema teste. O modelo considerado neste trabalho tem
solucdo analitica e campo de press@es prescrito, dados por Shih et al. (1989), os quais serdo
apresentados na sequéncia.

Considerando-se propriedades constantes, regime permanente e coordenadas

cartesianas, as equacoes de Burgers na forma conservativa sio escritas como

2 2 2
o) _ o 1[0, ouy (4.10)
ox oy ox Relox” oy
2 2 2
ow) v _ o, 1[0V, OV 5y Re, (4.10)
oX oy oy Re{ox® oy
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onde p é a pressdo estatica, u e v sdo as componentes da velocidade nas dire¢des coordenadas

. L Ul
X ey, respectivamente, Re é o numero de Reynolds, dado por Re=—=,sendo U _ el a

Ve

velocidade e o comprimento de referéncia, v, = #4 3 viscosidade cinematica, onde U, éa
Y2,

viscosidade dindmica e p a massa especifica. Neste estudo, as simulagdes foram realizadas
comRe =1. Otermo fonte S(X,y,Re) e o campo de pressdes p, dados por Shih et al. (1989),

sdo, respectivamente,

S(x.y.Re) Z—Rie[24F(X)+2f'(X)g"(Y)+ F09(y)]-

(4.12)
64[F, (x)G,(x) —9(x) g'(y) R.(x)]
e
p(x,y,Re) =%[F (x)g” (y)+ f'(x)g' ()I+ 647, g Y )" & )- o' & ) 3, (4.13)
com
f(x)=x"-2x+x?
g(y)=y* -y’
F(x)=0,2x>-0,5x" +%x3
(4.14)
F (X) = —4x° +12x° —14x* +8x° - 2x°
F,(x) =0,5(x* —2x* + x?)*
G,(y) =-24y° +8y’ -4y
As condicdes de contorno, do tipo Dirichlet, séo
v(x,0)=v(0,y)=v(Ly)=v(x1)=0, (4.15)
u(x,0)=u(0,y)=u(ly)=0, (4.16)
e

u(x,1)=16(x"—2x*+x*). (4.17)
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A solucdo analitica, obtida pelo método das solu¢cbes manufaturadas (ROY et al.,

2004), € dada pelas expressdes

u(x, y) =8(x* —2x° + x*)(4y* -2y) (4.18)

V(X, y) =—-8(4x% —6x* +2x)(y* - y?). (4.19)

Neste trabalho, as equagdes de Burgers sdo resolvidas em uma regido fechada e o
problema é conhecido como o problema da cavidade quadrada com tampa movel. Neste caso,
o fluido se desloca para a direita do contorno superior com uma distribuicédo de velocidades na
direcdo x dada pela Eqg. (4.18), enquanto que nos outros contornos permanece com velocidade
nula (condicdo de ndo deslizamento). A Fig. 4.2 ilustra o dominio de calculo deste problema.
O deslocamento provocado no contorno superior cria dentro da cavidade um movimento

circular das particulas do fluido, em torno de um ponto, chamado vértice central.

v(x,1)=0, u(x1) =16(x4 —2x° +x2)

A v

(0,1) (11)
y
(0)-00)- l -utty)-
v(0,y)=u(0,y) =0 S(x,y.Re) v(Ly)=u(,y)=0
(0.0) > (10)

v(x,0)=u(x,0)=0

Figura 4.2: Dominio de célculo e condi¢des de contorno
para o problema da cavidade quadrada com tampa moével

4. 2 Modelos numéricos

Nesta secdo sdo descritos os métodos, esquemas e procedimentos adotados para
resolver numericamente 0s modelos matematicos apresentados na secdo anterior. Sé&o
detalhados a discretizagdo das equacles, o tipo de malha, as aproximagdes numéricas, 0

critério de convergéncia, os operadores de transferéncia e o solver empregado.
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4.2.1 Discretizacao das equacdes algébricas

Para obter as equagdes algébricas adota-se 0 MVF. A discretizacdo do dominio é
realizada mediante o uso de malhas estruturadas e uniformes por direcdo. Neste
procedimento, os termos difusivos sdo aproximados com esquema CDS de segunda ordem.
Os termos advectivos, por sua vez sdo aproximados implicitamente com UDS de primeira
ordem, através do procedimento da correcdo adiada, Eq. (3.12). As condicGes de contorno, de
Dirichlet, sdo aplicadas de acordo com a técnica dos volumes ficticios. Esta técnica, alem de
ser de facil aplicacdo e respeitar o principio de conservacgdo para todo dominio (MALISKA,
2004), facilita a implementacdo dos procedimentos de restricdo e prolongacdo no método
multigrid. Considerando-se estas escolhas, sdo apresentados na sequéncia alguns passos
realizados para a obtencdo dos coeficientes e termos fontes que formam os sistemas de

equacOes algébricas, para cada um dos modelos matematicos.
4.2.1.1 Equacéao de Laplace

Realizando-se a integracdo da Eq. (4.1), obtém-se

IR
oX w oy

Aproximando-se as derivadas com CDS de 22 ordem, Eqgs.(3.4)-(3.7), e rearranjando

ot
OX

_oT
. o

ij:o. (4.20)

e

0s termos da equacdo, chega-se a

1 1 1 1 1 1
2T + = T, + T + T. + T, . 421
P [sz Ay2 j AX2 W AX2 E Ayz S Ay2 N ( )
Colocando-a na forma linearizada
a T, =a,T, +a:.T. +a T +a,T, +by, (4.22)

obtém-se os coeficientes para 0s volumes de controle internos ao dominio, dados por
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aP=2[L+ 1 J,awzi,afi a =L aN:AL (4.23)

e o0 termo fonte
b, =0. (4.24)

Para os contornos, mediante a técnica dos volumes ficticios, descrita na segdo 3.2.2,

obtém-se
Leste

a,=1,a,=-1,a.=a,=a,=0, b,=0; (4.25)
Oeste

a,=1,a.=-1,a,=a,=a,=0,b,=0; (4.26)
Norte

a,=1,a,=-1, a, =a. =a, =0, b, =2sen(zx); (4.27)

Sul

a,=1,a,=-1,a,=a.=a,=0, b, =0. (4.28)

4.2.1.2 Adveccéo-Difusao

Realizando-se a integracdo da Eq.(4.5) e, considerando-se as aproximacdes descritas

anteriormente, obtém-se

1 . = 1. .
Pex(TP+E(I'E -T ),b’—TW—E(I'P Ty )ﬁjAy+

Pe, [Tp T T (T —T;)ﬁij - (4.29)
((TE _TP) _ (TP _TW )]Ay_'_((TN _TP) _ (TP _Ts )ij+ SPAxAy,
AX AX Ay Ay

onde g é o coeficiente da mistura entre os esquemas de aproximacdo UDS (f = 0) e CDS
(8 =1), sendo que este Gltimo valor efetiva a correcio adiada e o ~ faz referéncia aos valores

obtidos na iteragdo anterior.



Colocando a Eq. (4.29) na forma linearizada

a T, =a,T, +a:.T. +a T +a,T, +by,
obtém-se os coeficientes dos volumes de controle internos ao dominio, dados por

a, =a, +a; +ag+a,, a, :%+PeXAy, ag :%, aszi—;+PeyAx,

e 0 termo fonte
SpAXAYy +0,58| Pe,Ay(2T," ~T," ~T.") + Pe, AX(2T, T, -T,") |.

Para os contornos, mediante a técnica dos volumes ficticios, obtém-se
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(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Leste
a,=1,a,=-1,a.=a,=a,=0, b,=0;
Oeste
a,=1,a.=-1,a,=a,=a,=0, b, =0;
Norte
a, =1, a;=-1, a, =a. =a, =0, b, =2sen(zx)(e™* -1)/(e™ -1); (4.35)
Sul

a, =1, a,=-1, a, =a.=a,=0, b, =0.

4.2.1.3 Equacdes de Burgers

(4.36)

Realizando-se a integracdo da equacdo QML para a propriedade ¢ (u ou v), com as

aproximacdes descritas no inicio desta secdo, chega-se a
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Me [/ 2+a,) s + (U 2- ) ]~ Mu[(L/ 2+ @, )y + (11 2— 2, ) ]+

M2+ a,)dp + (L 2= )y |- M <[] 2+ a ) + (L 2-at,) ¢ ] =

(4.37)
¢ ¢ (¢E_¢P)_(¢P_¢§N)
{L[P ]P+L[S ]P}AxAyAZﬂ{ A~ ™ AyAz +
IL{(¢N _¢P) _ (¢P _%)}AXAZ.
Ay AX
Colocando a Eq. (4.37) na forma linearizada,
a s, =a,’d, +a.d. +a’d +a s, +b.7, (4.38)
obtém-se os coeficientes para os volumes de controle internos ao dominio, dados por
a, =a, +ag +as +ay
. AyAz
=1/2+a,)M  +
ay =2+ )M, +u—C
a, = —(L/2-a )M, + u A2 (4.39)
AX
8, = (1/ 2+ a )M, + u 202
Ay
a, =—(1/2-a )M +u A2

Ay
0s quais sdo validos para u e v, observando-se que
. 1. 1
a, :§S|gn(uw)1 a, :§S|gn(ue)’ a, =

_Esign(vn), o, :%sign(us), (4.40)



M, = pu, AyAz, M_ = pu, AyAz, M = pv,AXAz, M, = pV,AXAz,

Os termos fonte de u e v sdo diferentes, dados por

b :_wAyAZ

p

p

Vet (V, =V )AX =V, (v, — vp*)Ax].

b= —@AXAZ — S, AXAYAz + ﬁ[uwaw (v, =V, )AY —U., (v, =V, )AYy +
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Para os contornos, mediante a técnica dos volumes ficticios, obtém-se os coeficientes e

termos fonte para u e Vv:

Leste
a, =1, a,=-1,a.=a,=a,=0, b, =0;
Oeste
a, =1, a.=-1,a,=a,=a,=0, b, =0;
Sul
a, =1, a,=-1, a, =a.=a,=0, b, =0;
Norte

a,=1,a,=-1, a, =a. =3, =0,

b,' =0, by =32(x" —2x° +x?).

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)



72

4.2.2 Resolucdo dos sistemas de equacdes algebricas

Os sistemas de equacdes algébricas obtidos para cada um dos modelos matematicos
(Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers) sao resolvidos com o método multigrid geométrico
com esquema FAS-FMG e ciclo V, coforme algoritmos 3.3 e 3.4. Em um primeiro momento,
0 solver empregado é o GS-Lex, dado no algoritmo 3.1. Posteriormente, para 0 modelo dado
pelas equacdes de Burgers, o desempenho do GS-Lex é comparado com o do GS-RB,
algoritmo 3.2. Para obtencdo das malhas, no multigrid, é empregada razdo de refinamento
r=2.

O critério de parada adotado para as iteracfes externas (ciclos V) é baseado na razdo
entre a norma I, do residuo da k-ésima iteracéo, r,, € a norma I do residuo da estimativa
inicial,

ro,» (FERZIGER e PERIC, 2002):

(4.50)

Irol, o)H

Para estabelecer a tolerancia € € adotado o seguinte procedimento: na malha mais fina
possivel, considerando-se as limitacbes de memoria fisica computacional, o programa é
executado até eliminar o erro de iteracdo. Com a norma |, do residuo, calculada em cada
iteracdo, verifica-se 0 nimero de digitos significativos, que ndo variam com as iteracdes
(faixa do erro de arredondamento). Com essa verificacdo, obtém-se uma tolerancia da ordem
de 10™, que é duas ordens de grandeza acima do nimero de digitos significativos verificados
no erro de arredondamento. Para todos os problemas, adota-se a estimativa inicial com valor

nulo para as variaveis dependentes.
4.2.3 Operadores de transferéncia

Em todos os problemas resolvidos, na restricdo da solu¢do da malha fina para a grossa
é tomada a média aritmética das solugdes nos quatro volumes de controle da malha fina que
formam o volume de controle da malha grossa, conforme descrito na se¢do 3.4.3. Para o
problema de Laplace, os residuos sdo transferidos da malha fina para a malha grossa desta

mesma forma. Ja a restricdo dos residuos nos problemas Advecg¢do-Difusdo e Burgers é feita
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mediante a soma dos residuos dos quatro volumes de controle da malha fina que formam o
volume de controle da malha grossa, também apresentado na se¢éo 3.4.3.

O operador de prolongacdo adotado como padréo para os trés problemas é o operador
de prolongacdo bilinear, apresentado na secdo 3.4.4. Ele é aplicado para prolongar as solucdes
de cada malha para o nivel seguinte, no ciclo FMG, Fig. 3.16, e também para prolongar as
correcdes de malha grossa para malha fina no ciclo V.

Para o problema descrito pelas equacbes de Burgers, o desempenho dos solvers,
GS-Lex e GS-RB é considerado mediante diferentes operadores de prolongacéo.

Na prolongacdo das solugdes para o nivel seguinte, no FMG, costumam ser
recomendados operadores de alta ordem (TROTTENBERG, 2001). Assim, sdo realizados
testes com os operadores biquadratico e bicubico. Para comparagdo, outros esquemas de
interpolagéo descritos na literatura s&o testados: bilires, upwind, mixed e licen, os quais seréo
apresentados na sequéncia. Para prolongar as corre¢des entre as malhas no ciclo V ndo séo
necessarios operadores de ordem muito alta (BRANDT, 2011), de forma que 0s esquemas
selecionados, além do operador bilinear, sdo: biquadratico, bilires, upwind, mixed e licen.

O operador de prolongacdo biquadratico € obtido de forma analoga ao operador
bilinear, ou seja, interpolando-se polinbmios quadraticos nas diregdes x e y. Alguns passos da
obtencdo das expressdes para este operador sdo descritos a seguir.

Para determinar um polindmio que passe pelos pontos A, B e C na Fig. 4.3,
consideram-se 0s polindmios de Lagrange (BURDEN e FAIRES, 2003):

LO(X): (X_XB)(X_XC) , Li(X): (X_XA)(X_XC) LZ(X): (X_XA)(X_XB) (451)

(XA_XB)(XA_XC) (XB _XA)(XB _Xc) ’ (Xc _XA)(XC _XB) .

O polinémio interpolador que passa por A, B e C é da forma

$(X) = P(Xa) Lo () + d(Xs )Ly (X) + (% ) L (X) - (4.52)

Substituindo-se a Eq.(4.51) na Eg. (4.52) e considerando-se as distancias
(Xg —X,) =(X. —%g) =h e (x. —x,) =2h, obtém-se

1

P(x) = 57 (PO X6 ) (X = X6) = 2% )X = X )(X =X ) + #(X )X =X, ) (X = %g)) - (4.53)
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Figura 4.3: Esquema de malhas para operador biquadratico:
malha grossa (nodos vermelhos) e malha fina (nodos pretos)

Com o polindmio dado na Eq. (4.53), interpola-se o ponto AB, em azul na Fig. 4.2

1
¢(XAB) = W

¢(Xc)(XAB - XA)(XAB - XB ))

(¢(XA)(XAB - XB)(XAB - Xc) - 2¢(XB )(XAB - XA)(XAB - Xc) + (4.54)

Considerando-se que (X5 —X,) =%h , (X —Xg) = —%h e (Xpg—Xc) = —%h , Obtém-
se
21 14 3
¢(XAB) = §¢(XA) +§¢(XB) _§¢(XC) . (4.55)

Este procedimento também é realizado para os dois conjuntos de pontos D, EF e G, H

e |, resultando nos respectivos polinbmios interpoladores:

#(X) =%(¢(XD)(X—XE)(X—XF) = 2¢(% )X =X )(X = X ) + (X ) (X = Xp ) (X = X¢)) » (4.56)
$() = - (A(X)(X =X )(X = %) = 26(Xe J(X = X )(X =X ) + (X ) (X =X, ) (X = X)) - (4.57)

2h?
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Com as Eqs. (4.56) e (4.57) s&o interpolados os pontos DE e GH, respectivamente,

indicados na Fig. 4.3:

21 14 3 _
¢(XDE) :§¢(XD)+§¢(XE)_3_2¢(XF) ) (4-58)

#(Xen) = ¢(XG)+ ¢(X )- ¢(X.) : (4.59)

Em seguida, com procedimento andlogo aquele considerado na obtengdo da Eq. (4.53),
obtém-se o polinbmio que passa pelos pontos AB, DE e GH:

$(x) = 2h2 (P(X a5 (X = Xpg )X = Xg1y ) = 28 (Xpe J(X = X ) (X — X ) + (4.60)
¢(XGH )(X o XAB)(X — Xen ))

E, finalmente, pode-se obter o valor interpolado para o ponto 1 da malha fina, indicado
na Fig.4.3:

P(x,) = 2h2 5 (X )4 = Xpe )X — Xapy ) = 268(Xoe )X, — Xag ) (X — Xy ) + (4.61)
¢(XGH )(X1 - XAB)(Xi — XeH ))

Considerando-se as distancias (X, —Xgg), (X, — Xgp) € (X, —X,g) , Obtém-se

¢(X1)— ¢( AB)+ ¢( pe) ~ ¢(XGH)- (4.62)

Substituindo-se as expressdes dadas nas Eqgs. (4.55), (4.58) e (4.59) na Eq. (4.62),
tem-se o valor da propriedade ¢ no ponto 1 da malha fina, em termos de seus respectivos

valores nos pontos A, B, C, D, E, F, G, H e | da malha grossa:

n (&)—@(44”’ (X,)+294¢7 (x5) —634™" (X ) + 29447 (X,) + (4.63)

196¢™" (xz) —424™" (%) — 634" (x5) —424°" (x,,) + 94 (x,)).
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Os demais pontos da malha fina (2 a 16) séo interpolados de maneira semelhante. No
quadro a seguir sdo apresentadas essas interpolagdes. Para simplificar a notagdo, adota-se a

convengdo ¢“(x.)=g".

I

4" = 1094 (441¢,%" +2944,2" —63¢h.>" + 2944, 2" +196¢.%" — 424, 2" — 63,2 — 424, %" +94,>")
4" = 10%(105%2“ +6304,2" — 632" + 70,2 + 4202 — 42,2 ~15¢4.%" 90, > +942")

¢, = m%(—(ssqﬁf“ +630¢,°" +105¢4.7" — 42¢4,*" + 4204.°" + 704" +9¢4,>" — 904, *" —15¢,°")

40 =L (634,71 20442 + 44147 — 4247 +1964.7" + 2944,2" + 047" — 424 2" — 637"

1024

4" = 10%(105@2“ +704,%" —154.2" + 6304, 7" + 4204.°" —90¢.>" — 63¢h, 2" — 424, 7" +94,>")
3" = 10%(25@2“ +150¢,”" —15¢.°" +150¢,°" +900¢.>" — 904 *" —154.°" —904,*" +94,>")
¢" = 10%(—15@2“ +150¢,>" +254.°" —904,*" +900¢.*" +150¢.*" +9¢.*" — 904, *" —15¢,°")
A" = 10%(—15@5“ +70¢4,”" +105¢4.%" —90¢,*" +4204.°" +6304.°" +9¢.*" — 424, °" —63¢,>")
@ = 10%(—63@\2'“ —424.°" +94.*" +630¢,°" +4204.°" —90¢.*" +1054.”" + 704, >" —15¢,>")
B = 10% (-154,”" —904,°" +9¢.*" +150¢,°" +900¢.>" — 904 °" + 254.*" +150¢,*" —15¢,>")

' = —10124 (947" ~904,”" ~151”" — 904, + 9004, ™" +1504;." ~154," +1504},*" + 25¢;")
" =10 (O 42057 ~ 63 ~90g, ™ + 204" + 6304, ~15¢,7 + 704, " +1054™)

By = 10%(—63@2“ —42¢.°" +94.%" +2944,7" +1964.°" — 426> + 4414 %" + 2944, °" —634°")
d' = —1012 2 (—15¢4,"" 904" +9¢.*" + 704, +420¢.”" — 424.*" +105¢,”" + 6304, *" —63¢,*")

ts' = —1012 (94" ~904,"" ~154. ~ 42, + 4204, + 704, - 63¢,”" + 6304, " +1054”")

e = —1012 7 (947" —424,”" —63¢h.”" — 424, +1964. " + 2944, °" — 634" + 2944, %" + 4414,”")
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Para obtencdo das expressdes para o operador de prolongacao bicibico sdo realizados
0S mesmos passos, isto €, interpolagcbes de polindmios cdbicos nas direcBes x e y. A
representacdo das malhas relativas a este operador, bem como as expressdes obtidas, constam
no Apéndice B deste texto.

Além dos operadores biquadratico e bicubico, foram buscados na literatura outros
operadores de interpolacdo. O operador que denominamos bilires € um operador baseado no
residuo (r), adaptado de Liu (2010). A Fig. 4.4 mostra a disposicdo das malhas para a

aplicacdo deste operador, dado por

1
16+ h?

1
oate (Bp" +945" + 42" +343" +h°r;) para ¢}

1" g2 = . (4.64)

(O4%" +3¢5" +3¢2" +¢5" +1°r)) para ¢

1

m@(ﬁjh +g2" +9¢§h +3¢3" + hzrah) para ¢3h
1

s s o o) para )

Figura 4.4: Esquema de malhas para o bilires

O operador upwind é aplicado conforme Drikakis (1998), ilustrado na Fig. 4.5, onde

2" >0 e € dado por

2 se g >0 para @', 404" e g (4.65)

e se gu <0 para ¢ 4.4 e gl

h ,2h
|2h¢ =
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o . . o
4 4
. .3 - .
> 4
2
A< B
. o1 \‘02 .

Figura 4.5: Aplicacdo do upwind para ¢2" >0

O operador mixed, proposto por Drikakis (1998), consiste na interpolacéo linear (na

direcdo vertical) seguida de upwind. Para os pontos 1 e 2 na Fig. 4.6, as expressoes sao

3 1
n §“+Z 2" se #">0 para g'e ¢
500" = . : (4.66)
S+ se 4" <0 para g'e ¢
4 4
c 4D
° o3 o4 °

)

.o

Figura 4.6: Aplicacdo do mixed para ¢ >0

Como uma adaptacdo do mixed, apresentado por Drikakis (1998), considera-se o
esquema que designamos por licen que consiste em uma interpolacdo linear na direcdo
vertical seguida da atribuicdo do valor interpolado para seus vizinhos a oeste e a leste na

malha fina, conforme pode ser visualizado na Fig.4.7. As expressoes para este operador séo
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1
Z(3¢§“+¢§h) para ¢l e ¢,
14> = : (4.67)

1
Z(¢§h+3¢§h) para ¢; e ¢

C
L 2
3e / o4 ° °
1A;/—“02 ° .

A B

Figura 4.7: Aplicagdo do licen

4.3 Dados da implementacao computacional

Todos os codigos deste trabalho foram desenvolvidos na linguagem FORTRAN/95
com o compilador Compag Visual Fortran 2005. Para cada problema, foi escrito um codigo
computacional compilado na versédo release, projeto tipo Console Application.

Todas as simulac6es foram realizadas no microcomputador CFD-14 do Laboratdrio de
Experimentacdo Numérica (LENA) da UFPR, com processador AMD Athlon Core 2 Duo
com 2.2 GHz e 2 GB RAM, usando aritmética de dupla precisdo em sistema operacional
Windows XP de 64 bits.

Mesmo nas malhas mais refinadas, as simulaces foram realizadas sem a necessidade
do uso de meméria virtual. A memdria computacional foi monitorada através do gerenciador
de tarefas do Windows. O tempo de CPU foi medido usando-se a funcdo CPU_time do
FORTRAN 95 e corresponde ao tempo para gerar malhas, atribuir estimativa inicial, calcular
coeficientes e termos fonte, resolver os sistemas de equacbes e verificar o critério de

convergéncia.
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CAPITULO5

RESULTADOS

Neste capitulo é apresentada a analise dos parametros investigados para o método
multigrid. Dentre as centenas de simulacfes realizadas, sdo apresentados os resultados mais
representativos. Como objetivo principal, investiga-se a influéncia causada pelo nimero de
iteracOes internas (v) do solver, do nimero de malhas (L), do nimero de incognitas (N) e dos
operadores de prolongacdo sobre o tempo de CPU. Em todas as malhas, as simula¢des sao

realizadas com um numero de malhas L tal que 1<L<L_,, onde L = 1 corresponde ao

singlegrid e L = Liyax corresponde ao método multigrid percorrendo todas as malhas possiveis
do ciclo V. O parédmetro Lmax representa 0 maior nimero possivel de malhas que podem ser
empregadas para um determinado problema, com apenas quatro volumes de controle reais na
malha mais grossa (2 x 2). Para exemplificar, se N = 256 x 256 volumes de controle, 0 maior
namero possivel de malhas é Lnax = 8 € 0 método multigrid percorre as malhas 128 x 128, 64
X 64,32 x 32,16 x16,8x8,4x4e2x2. Aanalise do desesmpenho do método multigrid,
com relacdo ao singlegrid, é geralmente medida pelo fator de aceleracdo S, definido no
Capitulo 1 deste texto. Nos casos em que o tempo de CPU é inferior a 10 segundos, as
simulacdes séo repetidas ate atingir 10 segundos, por meio da sub-rotina repete introduzida no
programa. O tempo de CPU ¢é entdo calculado tomando-se a média aritmética dos tempos
obtidos em cada repeticéo.
As andlises sdo divididas em duas etapas, descritas a seguir.

Etapa | — Concentra-se em um estudo preliminar em que sdo feitas analises do método
multigrid nos problemas bidimensionais de Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers. Neste
estudo preliminar, busca-se verificar se a eficiéncia do multigrid sofre degradacdo devido as
caracteristicas de cada problema, como ndo linearidade e numero de equacBes. Todos 0sS
problemas sdo resolvidos com o solver GS-Lex e algoritmo FAS-FMG com ciclo V. Nesta
etapa, os operadores de restricdo para solucdo e residuos sdo a soma e a média aritmética dos
valores da propriedade nos quatro volumes de controle da malha fina que formam o volume
de controle da malha grossa, apresentados na se¢éo 3.4.3. O operador de prolongacdo adotado
como padrdo é o operador de prolongacéo bilinear. Ele é aplicado para prolongar as solugdes

de cada malha para o nivel seguinte, no ciclo FMG, e também para prolongar as corre¢Ges de
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malha grossa para malha fina no ciclo V. Séo investigados os valores 6timos para 0s
parametros v, L € N. No estudo dos valores 6timos para os parametros v e L sdo consideradas
malhas de trés tamanhos: pequeno, médio e grande, com 128 x 128, 512 x 512 e 2048 x 2048
incognitas, respectivamente. Nas analises sobre o tamanho do problema (N) sdo consideradas
malhas de 16 x 16 a 2048 x 2048 incdgnitas, que é a malha mais fina possivel, dadas as
limitagdes de memoria computacional. Os resultados do tempo de CPU empregado na
resolucdo dos problemas com o algoritmo FAS-FMG sdo comparados com 0s respectivos
resultados obtidos com os algoritmos SG e FAS e o desempenho do multigrid é avaliado para

0s trés problemas resolvidos.

Etapa Il — Concentra-se na analise dos parametros do método multigrid aplicado ao modelo
bidimensional das equagdes de Burgers. O melhor algoritmo para este problema, definido na
Etapa I, com solver GS-Lex e FAS-FMG com ciclo V e parametros 6timos é adotado como
padrdo para os testes adicionais desta etapa. O primeiro estudo consiste na comparacdo do
desempenho deste algoritmo com os solvers GS-Lex e GS-RB. Os valores dos parametros
6timos, v e L, para 0 GS-RB sdo definidos e o desempenho dos dois solvers é comparado. O
segundo estudo consiste na investigacdo do efeito de operadores de prolongacdo sobre o
tempo de CPU. Com o objetivo de melhorar o desempenho do FAS-FMG séo testados
diferentes operadores de prolongacdo da solucdo, ao final de cada ciclo do FMG, que sera
adotada como estimativa inicial para o ciclo seguinte. Os operadores testados, comparados
com o operador definido como padrdo na etapa anterior (bilinear) sdo: o biquadratico, o
bicubico, o upwind, o mixed, o bilires e o licen. Todos os operadores escolhidos, combinados
com os operadores de restricdo descritos na etapa anterior, e adotados também nesta etapa,
satisfazem a Eq. (3.39). As ordens de aproximacao destes operadores, conforme definido na
secdo 3.4.4 sdo: 12 ordem (upwind, mixed e licen), 22 ordem (bilinear e bilires), e 3% ordem
(biquadratico) e 42 ordem (bicubico). Todos os operadores sdo testados com os solvers GS-
Lex e GS-RB. O terceiro estudo consiste na investigacdo do efeito dos operadores de
prolongacdo para as correcdes entre as malhas sobre o desempenho do FAS-FMG. Nestes
testes sdo empregados 0s seguintes operadores: bilinear, biquadratico, upwind, mixed, bilires e

licen.
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5.1 ETAPA I: Laplace, Adveccao-Difuséo e Burgers

5.1.1 — Nimero de iteragdes internas (v)

Varios critérios podem ser adotados para definir o nimero de iteragdes internas (v) ou
de suavizacOes do solver em cada malha. O mais comum € o critério de ciclo, que consiste em
fixar o numero de iteracbes em cada malha. Oliveira et al. (2008) apresentaram um estudo em
que investigaram varios critérios apontados na literatura, como Hortmann, dente de serra e
variacdes. Deste estudo concluiram que o melhor tempo de CPU é obtido quando se usa um
namero fixo de iteracBes do solver. Nesta secdo é apresentado o estudo do nimero 6timo de
iteragdes internas (v) do solver sobre o tempo de CPU. Para todas as malhas consideradas, sao
realizadas simula¢6es com um numero fixo de iteragcdes internas do solver variando de v =1
até 10, e dois valores isolados v = 15 e v = 20 para confirmar a tendéncia do parametro. O
valor de v que resulta no menor tempo de CPU ¢ considerado o numero 6timo de iteragdes
internas, denotado por vsimo. Em todas as simulacbes realizadas para este parametro
empregou-se L = Ly € critério de parada dado pela Eq.(4.50).

A Fig. 5.1 ilustra a influéncia do nimero de iteracdes internas do solver para as

equacOes de Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers.

10"
Malha Laplace Adv-Dif Burgers
1| 128x128 —m— —A— —0—
10°4- 512 x 512 —0— —A— —0—
j| 2048x2048 —B— —A— —@—

Tempo de CPU (s)

Namero de iteracdes internas (v)

Figura 5.1: Efeito de v sobre o tempo de CPU — FAS-FMG e solver GS-Lex
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Como pode ser observado na Fig. 5.1, o tempo de CPU exibe uma tendéncia de
crescimento com o numero de iteracdes internas. Nos problemas de Laplace e Adveccao-
Difusdo o menor tempo de CPU é obtido com duas iteragdes internas, ou seja, vstimo = 2 para
as duas malhas mais finas e vsimo = 1 para a malha mais grossa. Para o problema de Burgers, o
menor tempo de CPU ¢é obtido com 2 ou 3 iteracfes internas. Portanto vesimo = 2 OU 3 para
este caso.

Alguns resultados sobre o valor de veimo para a equagdo de Laplace bidimensional,
encontrados na literatura, sdo: Tannehill et al. (1997) com o0 MDF e esquema CS obtiveram
Vétimo = 3 OU 4 com 0 esquema FAZ; Pinto e Marchi (2006) com o MDF encontraram vetimo = 1
ou 2 com esquema CS e vsiimo = 4 com esquema FAZ; Oliveira et al., (2008) com MDF e
esquema FAS e Suero (2010) com MVF e AMG obtiveram vgimo = 2. Para a equagédo de
Adveccdo-Difuséo bidimensional, Rabi e De Lemos (2001) obtiveram, com o MVF e
esquema CS, veiimo = 1 com ciclo V e vsimo = 2 com ciclo W. Santiago (2010), com 0 MDF e
esquema FAS, obteve vsime = 5 com esquema FAS, para o problema de Burgers
bidimensional.

Considerando-se os casos citados, observa-se a sensibilidade deste pardametro com
relacdo a outros aspectos do modelo numérico, como método de discretizacdo, esquema de
aproximacao (CS ou FAS) e tipo de ciclo (V ou W). Assim, deve-se observar a importancia
da defini¢ao deste parametro. Quando se diminui ou aumenta o valor de v em relacdo ao
6timo, ha um acréscimo no tempo de CPU, que pode ser significativo de acordo com o valor
empregado. Por exemplo, para o problema de Laplace, o emprego de v =4 ao invés do valor
encontrado neste trabalho vsimo = 2 implica em um aumento de aproximadamente 30% no
tempo de CPU na malha 2048 x 2048. A Tab. 5.1 resume os resultados obtidos para este

parametro neste trabalho.

Tabela 5.1 — Valor de veiimo para cada problema

Problema Vétimo

Laplace 2
Adveccao-Difusao 2

Burgers 20u3
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Deste ponto em diante, para o problema de Burgers, o valor 6timo adotado nos estudos
seguintes € wvgimo = 3. Esta escolha tem por base testes adicionais considerando-se outras

malhas, dos quais se conclui que 0 parametro veimo tende assintoticamente para este valor.

5.1.2 Numero de malhas (L)

Outro aspecto importante na composi¢cdo do algoritmo do multigrid é a selecdo das
malhas. Esta selecdo é baseada no tamanho do problema e na razdo de refinamento adotada.
Considerando-se um problema com razéo de refinamento r =2 com N = 64 x 64 incognitas, 0
maior nimero possivel de malhas (Lmax) € 6. S@o elas: 2 x 2,4 x 4,8 x 8, 16 x 16,32 x 32 e
64 x 64.

Para a equagdo de Laplace, Oliveira et al., (2008) e Suero (2010) com o MDF,
obtiveram L = Lms como valor 6timo para este parametro, empregado o GMG e 0 AMG,
respectivamente. Tannehill et al. (1997) , com o0 MDF, verificaram, para a equacgéo de Laplace
com 128 x 128 incdgnitas, que ndo ha reducéo significativa no tempo de CPU com o emprego
do namero méaximo de malhas e sugerem que sejam empregadas apenas 3 ou 4. Este resultado
é confirmado pelo trabalho de Santiago (2010), que obteve com o MDF, para os problemas de
Laplace, Navier e Burgers, Lesiimo = Lmax — (0 @ 4). Com o MVF, Rabi e De Lemos (2001)
resolveram o problema de Adveccao-Difusdo com nimero maximo de seis malhas e sugerem
0 emprego de pelo menos 4 malhas para uma boa suavizacdo dos erros. Por outro lado, Kumar
et al. (2009) afirmaram que ndo ha ganho com mais do que 4 malhas para o problema da
cavidade com tampa mével e MVF com 513 x 513 incognitas.

No estudo da influéncia do nimero de malhas sobre o desempenho do multigrid,
considera-se o veiimo Obtido na se¢do anterior. A Fig. 5.2 ilustra o efeito do nimero de malhas
sobre o tempo de CPU para as equacdes de Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers.

Pode-se observar na Fig. 5.2 que, independente do tipo e do tamanho do problema, o
valor 6timo para o nimero de malhas é Letimo = Lmax - 1. Além disso, para L < Letimo- 1 0
tempo de CPU tende a crescer significativamente com a reducdo do numero de malhas. Nota-
se que a diferenca, em todos os casos (tipo de malha ou problema), estd sempre entre,
aproximadamente, 1 e 1,5 ordem de grandeza, ou seja, entre 10 e 50 vezes.

De acordo com os resultados obtidos neste estudo, o problema de Laplace na malha
128 x 128 com emprego de Letimo = Lmax = 7 converge cerca de 23 vezes mais rapido do que

com o emprego de apenas 4 malhas. Para o problema de Burgers, na malha 512 x 512, o
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emprego de Lsimo = Lmax = 8 converge aproximadamente 190 vezes mais rapido do que com

apenas 4 malhas.

10°
1| Malha Laplace Adv-Dif Burgers |- 3 3 3
10" | 128x128 —W—  —A—  —@— i
j| s12x512 —8— —A— —o— | : : :
10°4 | 20482048 —@—  —4— —@— [
@ : : : : ® : : : : :
S A0 \$ S R
O 1094 o D> AL e
3] 1\9\1\1 TNl
0 10t o TNA ol A\$ N R
£ T S s T, T
TN Sy T e
‘ T~ \F' o
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

NUmero de malhas (L)

Figura 5.2: Efeito de L sobre o tempo de CPU — FAS-FMG e solver GS-Lex

5.1.3 Numero de incégnitas (N)

De acordo com Ferziger e Peric (2001), quanto mais refinada a malha, isto €, quanto
maior 0 nimero de incognitas N, maior ¢ a “vantagem” do método multigrid com relacdo ao
método singlegrid. Com o intuito de avaliar o desempenho do algoritmo FAS-FMG perante o
SG, inicialmente € analisada a influéncia do nimero de incognitas no sistema de equacdes
sobre o tempo de CPU. Para esta analise, sdo considerados os valores do nimero 6timo de
iteracOes internas obtidos na secdo 5.1.1 e o numero étimo de malhas obtido na secéo 5.1.2.
Na Fig. 5.3 constam os resultados do tempo de CPU empregado na resolucdo dos problemas
de tamanho 16 x 16 a 2048 x 2048, com os algoritmos FAS-FMG e SG, sendo que 0s
resultados deste Gltimo séo relativos as malhas 16 x 16 até, no maximo 1024 x 1024,
conforme o problema. Na Fig. 5.3 pode-se observar que as inclina¢fes das curvas do FAS-
FMG, para cada problema, sdo menores do que as das respectivas curvas do SG, o que
evidencia a afirmacdo citada anteriormente, sobre a melhora no desempenho do FAS-FMG
com o aumento do namero de incognitas. Considerando-se a malha mais fina, o tempo de

CPU observado para o problema de Burgers com 0 FAS-FMG é de aproximadamente 10 a 20
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vezes maior que o tempo observado para os problemas de Advecgdo-Difusdo e de Laplace,

respectivamente.

106 E i i
10°]] —°—Laplace - SG e
j —=— Laplace - FAS-FMG 3 o
10°] —A—Adv-Dif - SG /
i —A— Adv-Dif - FAS-FMG 3 3
10° 4| —9©— Burgers - SG R < N N S
a ] —e— Burgers - FAS-FMG / / :
-] : : : )
© ] ‘ : ] : u
(@) 100_:/ -/
= | - —
E L] : : :
R e i
10" e T
10? 10° 10°* 10° 10° 10’

Numero de incégnitas (N)

Figura 5.3: Efeito do niUmero de incognitas sobre o tempo de CPU

Nas proximas secdes, 5.1.4 e 5.15, os resultados do FAS-FMG séo comparados com o

FAS padréo e o esforco computacional para os trés algoritmos € apresentado.

5.1.4 Comparacéao entre os esquemas FAS e FAS-FMG

Segundo Trottenberg et al. (2001), o FMG ¢ a mais eficiente versdo do multigrid. Lien
e Leschziner (1994) e Zhang et al. (2010) observaram que, de um modo geral, 0 FAS-FMG ¢
aproximadamente 2 vezes mais rapido do que o FAS padréo.

Com o intuito de verificar o quanto a técnica FMG melhora o desempenho do MG nos
problemas de Laplace, Adveccdo-Difusdo e Burgers, sdo comparados os algoritmos FAS e
FAS-FMG. Na Fig. 5.4, sdo apresentados os resultados do tempo de CPU obtidos com o FAS
e com 0 FAS-FMG para os problemas de tamanho 16 x 16 a 2048 x 2048.

Conforme o esperado, em todos os casos 0 FAS-FMG é significativamente mais
rapido do que o FAS padrdo. Porém, o efeito de sua aplicacdo é diferente para cada problema.
De acordo com os resultados obtidos neste trabalho, para o problema de Laplace a reducdo no
tempo de CPU relativo ao emprego do FMG varia de 45 a 96%, enquanto que para o0
problema da Adveccdo-Difuséo varia de 31% a 73% e para o problema de Burgers de 28 a

105%, considerando-se todas as malhas testadas. Em todos os casos, quanto mais refinada é a
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no tempo de CPU com a aplicagdo do FAS-FMG, em relagdo ao

Tempo de CPU (s)

|—m— Laplace - FAS

—a— Laplace - FAS-FMG
—A— Adv-Dif - FAS

—@— Burgers - FAS

1 |~o0— Burgers - FAS-FMG

"|—A—Adv-Dif - FAS-FMG | T e

Figura 5.4: Efeito do nimero de malhas sobre o tempo de CPU

10° 10* 10°
NUmero de incognitas (N)

=]

)

A Tab. 5.2 traz os resultados do tempo de CPU dispensado na resolucdo de cada

problema, segundo cada algoritmo (SG, FAS ou FAS-FMG) para as malhas 128 x 128,

512 x 512 e 2048 x 2048. Adicionalmente, apresenta o fator de aceleracio® obtido em cada

caso, com relacdo ao SG. Os valores indicados por * sdo estimados a partir da expressao

tempo de CPU(N)=cN?".

coeficientes obtidos para cada problema estdo descritos na se¢do 5.1.5, a seguir.

O procedimento para obtencdo desta curva, assim como 0S

> De uma forma mais geral do que aquela definida no Capitulo 1, redefine-se o fator de aceleragdo (S), como a

razdo entre o tempo de CPU de um algoritmo e o tempo de CPU de outro algoritmo.
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Tabela 5.2: Fatores de aceleracdo S do multigrid frente ao singlegrid com os esquemas FAS e FAS-FMG

SG Tempo de CPU (s) S
Problema Malha
FAS FAS-FMG FAS FAS-FMG
Laplace 9,98 0,022 0,015 454 666
Adveccdo-Difusdo 128 x 128 12,91 0,038 0,029 340 445
Burgers 69,33 0,212 0,147 327 472
Laplace 2478,27 0,375 0,225 6609 11014
Adveccdo-Difusdo 512 x 512 3049,77 0,703 0,432 4338 7059
Burgers 25281,72 7,633 5,117 3312 4940
Laplace 541354,51° 6,188 3,156 87484 171531
Adveccdo-Difusio 2048 x 2048 698888,72" 10,578 6,125 66070 114104
Burgers 858559,78" 128,620 62,625 6675 13709

* valor estimado

Para os trés problemas estudados, os resultados mostram que o desempenho do
multigrid melhora significativamente nas malhas mais refinadas e o fator de acelera¢do, com

relacdo ao SG, € maior com o emprego do FAS-FMG do que com o do FAS.

5.1.5 Esfor¢co computacional

Para determinar a ordem de complexidade dos algoritmos relativos a cada método e o

comportamento da curva tempo de CPU x N é feito o ajuste de uma curva do tipo
tempo de CPU(N) =cNP", onde p representa a ordem do algoritmo, ou a inclinacdo da curva

e ¢ € uma constante que depende do método. Quanto menor for o valor de p, melhor € o
desempenho do algoritmo empregado. No caso ideal, o0 método multigrid apresentap = 1, o
que significa que o tempo de CPU aumenta proporcionalmente com o crescimento do nimero
de incagnitas (N). A Tab.5.3 mostra os valores de ¢ e p obtidos pelo ajuste de curva, descrito
anteriormente, para os trés problemas estudados, empregando-se os esquemas FAS e FAS-
FMG com GS-Lex. No calculo destes coeficientes para o multigrid sdo consideradas as
malhas a partir de N > 32 x 32 e para 0 SG sdo considerados 0s seis problemas de maior

tamanho, com solucdo disponivel, para cada modelo matemaético.



89

Tabela 5.3: Coeficientes com solver GS-Lex

MG
SG
Problema FAS FAS-FMG
c p c p c p
Laplace 486 x10% 1,97 1,32x10° 1,00 1,29x10° 0,96
Adveccdo-Difusido 7,30 x 10 1,96 2,56 x 10° 0,99 2,77 x 10° 0,95
Burgers 1,03x 107 2,10 6,94x10° 1,11 6,94x10° 1,06

Os resultados confirmam que o tempo de CPU do método multigrid e solver GS-Lex
cresce linearmente com o aumento de N, conforme o esperado. Sendo que o algoritmo FAS-
FMG é o que apresenta 0 melhor desempenho. Por outro lado, os valores de p proximos de
dois para o singlegrid concordam com os valores tedricos (BURDEN e FAIRES, 2003).

Dadas as caracteristicas dos problemas estudados, Laplace, Adveccdo-Difusdo, e
Burgers, nota-se que o valor de p é pouco afetado pelo nimero de equagdes ou sua
complexidade. O efeito mais relevante na eficiéncia do algoritmo é o emprego ou ndo do

multigrid.

5.2 Etapa Il — Equacdes de Burgers

5.2.1 Comparativo GS-Lex e GS-RB

Tendo por motivacdo os bons resultados obtidos por Oliveira (2010) com o solver
GS-RB, optou-se por investigar o efeito deste solver no algoritmo FAS-FMG, aplicando-o ao
modelo das equacdes de Burgers na Etapa I. No trabalho citado, verificou-se que GS-RB é
cerca de duas vezes mais rapido do que o GS-Lex, considerando-se a resolucdo da equacao de
Laplace em uma malha com 513 x 513 pontos. Adicionalmente, Larsson et al. (2005)
afirmam que em estudos envolvendo o algoritmo PSC (Partial semicoarsening), os solvers
GS-RB e Gauss-Seidel four-colors foram mais robustos que GS-Lex para anisotropias
moderadas, ou seja, problemas préximos do isotropico.

Assim, o solver GS-RB é implementado no algoritmo FAS-FMG e seu desempenho é
comparado com os resultados obtidos com o emprego do solver GS-Lex. Inicialmente, com

procedimentos semelhantes aos adotados nas se¢des 5.1.1 e 5.1.2, sdo determinados os



90

parametros vstimo € Lstimo Para 0 meétodo multigrid com este solver. Conforme pode ser
observado nas Figs. 5.5 e 5.6, 0s parametros 6timos para 0 GS-RB s80 vsiimo = 2 para a malha
512 x 512, vsiimo = 1 ou 2 para as de menor tamanho e Lstimo = Lmax. NOvamente, observa-se
a sensibilidade do vgime com relacdo aos parametros algoritmicos. Por outro lado, o valor de
Lstimo N@0 sofre alteracao.
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Figura 5.5: Efeito de v sobre o tempo de CPU — Burgers, solver GS-RB
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Figura 5.6: Efeito de L sobre o tempo de CPU — Burgers, solver GS-RB



91

Posteriormente, é avaliado o efeito do GS-RB sobre o tempo de CPU. A Fig.5.7
mostra um comparativo do tempo de CPU empregado na solugdo do problema de Burgers

com os solvers GS-Lex e GS-RB com os métodos singlegrid e multigrid.

5

Tempo de CPU (s)

—%*— GS-RB - SG
107 | —®—GS-RB - FAS-FMG |
—m— GS-Lex - SG
10° | —A— GS-Lex - FAS-FMG |
10"
10 10° 10* 10° 10° 10’

Numero de incégnitas (N)

Figura 5.7: Comparativo tempo de CPU versus N — Burgers, solvers GS-Lex e GS-RB

Observando-se a Fig. 5.7, aparentemente, os valores sdo muito aproximados, nao
permitindo a analise dos resultados. A Tab. 5.4 apresenta os valores, para uma analise mais

clara.
Tabela 5.4: Tempo de CPU (s) com os solvers GS-Lex e GS-RB

SG FAS-FMG

Malha

GS-Lex GS-RB GS-Lex GS-RB
16 x 16 0,013 0,010 0,002 0,001
32 x 32 0,203 0,156 0,007 0,005
64 x 64 3,484 4240 0,061 0,055

128 x128  8g500 114,828 0,147 0,143
256 x 256 1323250 1584,281 0,664 0,672
512x 512  25281,722 2079390 5117 4771
1024 x 1024 - - 17,750 16,656
2048 x 2048 - - 62,625 59,234
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Como pode ser observado na Tab. 5.4, considerando-se os esquemas FAS e FAS-
FMG, os resultados do tempo de CPU com o solver GS-RB sdo ligeiramente menores do que
os resultados com o GS-Lex, sendo 5,7% mais rapido na malha mais refinada. Como excecéo,
a malha 256 x 256, onde foi mais ligeiramente mais lento. Comparando-se os resultados do
SG, 0 GS-RB foi mais rapido nas malhas N = 16 x 16 a 64 x 64 e, posteriormente na malha
512 x 512 que foi a malha mais fina calculada. Os resultados obtidos estdo aquém da
expectativa inicial para com GS-RB. Uma hipétese a ser considerada, na tentativa de justificar
0 seu mau desempenho, é que a ndo linearidade do problema de Burgers possa afetar a taxa de
convergéncia do solver.

Os trabalhos a seguir, encontrados na literatura, apontam comportamento do GS-RB
frente a0 GS-Lex semelhante ao obtido neste estudo. Em um estudo de operadores de
restricdo para a equacdo de Poisson 3D, Kouatchou (1999) verificou que o GS-Lex foi de 4 a
34% mais rapido do que o GS-RB, de acordo com o problema resolvido. Como justificativa
para este comportamento do solver, afirma que a ordenagdo do GS-Lex facilita 0 acesso aos
dados da memdria do computador, quando comparada a ordenacdo do GS-RB. Borba (2004)
obteve resultados muito proximos entre si em termos de tempo de CPU, do GS-RB e do GS-
Lex para o problema de Laplace e mais seis outros problemas envolvendo difusdo pura ou
adveccdo-difusdo. Em todos os casos investigados nesse estudo, a reducdo no tempo de CPU

obtida com o emprego do GS-RB foi menor do que 1%.

5.2.2 Comparativo de operadores de prolongacao

Nesta secdo sdo apresentados os resultados dos estudos acerca do efeito de alguns
operadores de prolongacdo sobre o tempo de CPU do algoritmo FAS-FMG com os dois

solvers testados na secdo anterior.

5.2.2.1 Operadores de prolongacéo para a solucéo de cada nivel do FMG

No algoritmo do FMG, a cada mudanca de nivel, Fig.3.16, a solucdo obtida é
prolongada como estimativa inicial para o nivel seguinte. Com o objetivo de melhorar a
estimativa inicial prolongada e, consequentemente, reduzir o tempo de CPU do algoritmo, séo
testados diferentes operadores de prolongacdo. O operador mais comum na literatura, aplicado
para este procedimento, é o operador bicubico, de 42 ordem (TROTTENBERG et al., 2001).
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Este operador é comparado com o operador bilinear, adotado como padrdo, e com outros
selecionados ou adaptados da literatura. S&o eles: o biquadratico, de 3% ordem, o bilires, de 22
ordem, e os operadores de 12 ordem licen, mixed e upwind, todos descritos na secédo 4.2.3.
Como operador de prolongacdo para as corre¢des é adotado o operador bilinear. Os
operadores de restricdo sdo aqueles estabelecidos como padrdo na Etapa I.

Considerando-se os parametros 6timos estabelecidos na secdo anterior para cada um
dos solvers, vstimo = 3 para 0 GS-RB € vgimo = 2 para 0 GS-Lex, é avaliada a influéncia do
operador de prolongacao sobre o tempo de CPU.

Em alguns dos casos testados, 0 niamero 6timo de iteracbes se mostrou sensivel a
mudanca do operador de prolongacdo. Para todos os operadores indicados na Tab. 5.5, que
mostra os resultados para o tempo de CPU obtido com o solver GS-Lex, o valor do parametro
€ vsiimo = 3, COM excecdo do mixed para o qual o valor € vstimo = 2.

Na Tab. 5.6 podem ser visualizados os resultados com o emprego do solver GS-RB.
Para os operadores relacionados nesta tabela, os valores de vsimo S80 Veimo = 1 para o
biquadratico, veimo = 3 para 0 bicubico e para o licen e vsimo = 4 para 0 mixed. Para 0s demais
operadores nesta tabela, o valor € vsiimo = 2.

Tabela 5.5: Comparativo do tempo de CPU (s) e do nimero
de ciclos V (V) para cada operador com solver GS-Lex.

Operador de prolongacao da solu¢do no FMG

Malha bilinear bilires licen biquadratico  biclbico mixed upwind

CPU CPU CPU CPU Cbu Vv CPU V CPU V

\% \% \Y \Y
32x32 0,00/ 9 0007 9 0007 9 0007 9 0007 9 0,007 11 0,008 10
64 x 64 0061 8 0062 8 0068 9 0068 9 0068 9 0,073 11 0,075 10
128x128 0,147 8 0156 8 0165 9 0148 8 0148 8 0,174 11 0,173 9
256x25%6 0664 7 0606 7 0751 8 0752 8 0752 8 0835 10 0,770 9
512x512 5117 7 5258 7 5117 7 5117 7 5125 7 6242 10 5898 8
6 6 7 6 17,750 6 8
5 5 7 5 5 7

62,703

1024 x 1024 17,750 18,281 20,453 17,734 22,703 9 23,609

2048 x 2048 62,625 64,266 85,344 62,625 96,312, 9 87,438
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Tabela 5.6: Comparativo do tempo de CPU (s) e do nimero
de ciclos V(V) para cada operador com solver GS-RB.
Operador de prolongacéo da solu¢do no FMG

Malha bilinear bilires licen biquadratico  bicubico mixed upwind
CPU V CPU V CPU V CPU V CPU V CPU V CPU V

32x32 0,005 9 0005 9 0005 8 0006 12 0006 9 0006 8 0,006 11
64x64 0055 8 0,056 8 0062 8 0065 11 0062 8 0069 8 0,069 10
128x128 0,143 8 0,155 8 0151 7 0145 10 04151 7 0199 8 0,191 10
7 7 7 7 7

7 7 6 6 7

6 6 6 6 6

5 5 6 5 6

256x256 0,672 0,613 0,776 0,719 9 0,776 0,880 0,865 10

512x512 4,771 4,990 4,760 4635 8 4,766 6,180 6,297 9
1024x1024 16,656 17,344 19,016 7 19,031 21,391 25219 9
2048x2048 59,234 7

16,391

61,188 79,812 69,438 67,578 89,562 94,047 8

De um modo geral, sdo recomendados operadores de alta ordem para interpolar as
solucdes entre os niveis do FMG, sendo o operador bicubico uma escolha comum na literatura
(TROTTENBERG et al., 2001; BRANDT, 2011). De acordo com os resultados das Tabs. 5.5
e 5.6, para os dois solvers testados, considerando-se o tempo de CPU, o operador bilinear, em
geral, é o que apresenta o melhor desempenho.

Considerando-se os resultados para o GS-Lex, os operadores de ordem mais alta,
biquadratico e bicubico, e o operador de 22 ordem bilires tiveram resultados bem proximos
aqueles do operador bilinear, tanto no que diz respeito ao tempo de CPU quanto ao nimero de
ciclos V empregados. Os operadores de 12 ordem licen, mixed e upwind tiveram desempenho
muito inferior, sendo de 36 a 54% mais lentos do que o operador bilinear.

O operador bilires, apesar de seu bom desempenho, reduzindo o namero de ciclos V,
requer mais recursos de memdoria, pois necessita que sejam armazenados os residuos de cada
volume de controle, os quais sdo incorporados na interpolacéo.

Os operadores biquadratico e bicubico transferem as solu¢cdes com melhor acurécia, de
um nivel para outro do FMG (BRANDT, 2011). Contudo, 0 nimero de ciclos V se manteve
igual aquele do operador bilinear. Alem disso, estes operadores sao computacionalmente mais
complexos e resultam em solucdes tdo acuradas quanto as solucdes obtidas pelo operador
bilinear, conforme pode ser observado na Tab. 5.7, que mostra o erro numérico da solucdo de
u para as malhas 128 x 128, 512 x 512 e 2048 x 2048. Os resultados do erro numérico da
solucdo de v seguem 0 mesmo padrdo. Neste sentido, os testes realizados ndo evidenciaram
as vantagens do emprego destes operadores diante do emprego do operador bilinear padréo. E

conveniente enfatizar que, no presente estudo, as equagdes de Burgers sdo aproximadas com
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CDS de 22 ordem. Em outros estudos, em que sejam utilizadas aproximacdes de alta ordem,

como o CDS de 42 ordem, os resultados podem ser diferentes.

Tabela 5.7: Norma infinita do erro numérico da solugédo u — GS-Lex.

Malha bilinear biquadratico bicubico

128x128  1,7334252343060769x10™ 1,7334252343059929 x10™  1,7334252343060484 x10*
512x512  1,3257007788118337x10° 1,3257007788119506x10° 1,3257007811721680 x107
2048x2048  8,9550920596308427x107  8,9550969695985452 x107  8,9550969695977320 x107

Nos testes realizados com 0 GS-RB observa-se que o operador bilinear manteve o seu
desempenho com relacdo aos demais operadores, ou seja, € 0 operador que apresenta 0 menor
tempo de CPU, seguido do bilires que tem desempenho proximo. Os operadores de 12 ordem
permanecem com o0 pior desempenho. Ja os operadores de alta ordem, biquadratico e
bicubico, tém desempenho pior ao apresentado com o GS-Lex, sendo aproximadamente 16%
mais lentos na malha mais refinada. De acordo com Brandt (2011), interpolacbes de alta
ordem no FMG podem ocasionar aumento no tempo de CPU, sendo que, nestes casos, uma
interpolacdo de ordem mais baixa pode ser a escolha mais préatica. Drikakis (1998) empregou
uma versdo tridimensional do operador mixed, verificando uma reducdo de cerca de 30% no
namero de ciclos necessarios para atingir o critério de convergéncia quando comparado ao
operador trilinear®. Observa-se que nesse estudo, as equacdes sdo discretizadas com esquemas

de 3% e 42 ordens.

5.2.2.2 Operadores de prolongacdo para as corregoes

Um dos principais fatores que podem melhorar o desempenho do multigrid € uma boa
interpolacdo das informacgdes entre as malhas (Darbandi et al. (2010)). Nesta secdo sao
investigados os efeitos do operador de prolongacao para interpolar as correcGes das malhas
grossas para as malhas finas, no algoritmo do ciclo V, sobre o tempo de CPU. Neste estudo o
operador bilinear é adotado como padrdo para prolongar as solucées entre os niveis do FMG.
Sdo testados os operadores bilires, biquadratico, licen, mixed e upwind para prolongar as
correcdes, considerando-se novamente os dois solvers GS-Lex e GS-RB. Com relacdo ao
namero de iteragcOes internas, 0 parametro vsimo € Sensivel @ mudanca de operador, em alguns

casos. Com o GS-Lex, os valores do parametro 6timo S0 veiimo = 4 para 0s operadores mixed

® Versdo tridimensional do operador linear.
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e upwind, vsimo = 2 para o operador biquadratico e veimo = 3 para todos os demais. Com o
solver GS-RB o valor vgiime = 2 € padrdo para todos os operadores considerados.
A Tab. 5.8 apresenta os resultados do tempo de CPU para cada um destes operadores,

considerando-se o solver GS-Lex, com malhas de 32 x 32 a 2048 x 2048.

Tabela 5.8: Comparativo do tempo de CPU (CPU) e do nimero de ciclos V (V) para
cada operador de prolongac¢do das corre¢des com solver GS-Lex.

bilinear bilires licen biquadrético mixed upwind
Malha CPrU V CPU V CPU V CPU CPU V CPU Vv
32 x 32 0,007 9 0,007 9 0,007 9 0,006 0,010 12 0,011 15
64 x 64 0,061 8 0062 8 0061 8 0,061 0,105 13 0,130 18
128 x128 0,247 8 0,157 8 0,129 7 0,131 0,319 15 0,339 18
7 7 7
7 7 6
6 6 6
5 5 5

0,608 0,664 0,670 1,484 16 1,732 21
5,305 4,464 4,495 13,422 17 15,469 22
18,438 17,719 15,062 56,875 18 62,031 22
64,984 62,453 62,766 251,875 22 284,969 24

256 x 256 0,664
512x 512 5,117
1024 x 1024 17,750
2048 x 2048 62,625

o g o N N oo oo <

Considerando-se os resultados da Tab. 5.8, para 0 GS-Lex, 0s operadores bilinear,
licen e biquadratico sdo os que resultam nos menores valores para o tempo de CPU. Para
todos estes operadores, os resultados sdo bastante aproximados, sendo que o licen €
ligeiramente mais rapido do que os demais. Acredita-se que este fato se deva a menor
complexidade deste operador, em termos de operacGes de ponto flutuante, e que essa
vantagem possa ser ainda mais evidenciada considerando-se malhas ainda mais refinadas.

Com relacdo aos operadores mixed e upwind, que também exigem poucas operacoes,
0s resultados sdo muito piores do que os demais operadores analisados. Aparentemente, estas
interpolacdes de baixa ordem introduzem erros de interpolacdo maiores, 0s quais demandam
maior quantidade de ciclos V para serem eliminados, conforme pode ser observado nos
resultados da Tab. 5.8. O operador biquadratico, por sua vez, apresenta um bom desempenho
frente aos demais operadores. Para esse operador, observando-se o numero de ciclos V na
malha mais fina, percebe-se que o ganho com uma interpolacdo mais acurada resulta, em
geral, em menos ciclos V, compensando assim a maior quantidade de calculos envolvidos
nesta interpolacéo.

A seguir, os resultados do estudo de operadores com o solver GS-RB podem ser

observados na Tab. 5.9.
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Tabela 5.9: Comparativo tempo de CPU (CPU) e nimero de ciclos V (V) para
cada operador de prolongacao das corre¢des do FMG com solver GS-RB.

bilinear bilires Licen biquadrético mixed upwind
Malha CPU V CPU V CPU V CPU V CPU V CPU \Y
32 x 32 0,006 9 0005 9 0005 9 0005 9 0009 18 0,009 17
64 x 64 0,065 8 005 8 0055 8 005 8 0117 18 0,131 20
128x128 0143 8 0,15 8 0,143 8 0144 8 0376 21 0438 24
7 7 7 7

7 7 7 7

7 6 6 6

6 5 6 5

256 x 256 0,672 0,615 0,666 0,676 2072 23 2,425 27
512x 512 4,771 5,031 4,771 4,786 16,094 25 18,078 28
1024 x 1024 16,656 17,500 16,500 16,688 72,391 28 84,969 33
2048 x 2048 59,236 61,797 69,328 59,391 326,312 30 358,234 33

Considerando-se GS-RB, os resultados se assemelham qualitativamente aos obtidos
com o GS-Lex. Ou seja, os operadores mixed e upwind resultam no pior desempenho e 0s
demais tém desempenho semelhante entre si. Porém, neste caso, o operador licen ndo é t&o
eficiente quanto no caso anterior. Ja 0 operador bilires se mostra mais eficiente com o GS-RB,
mas 0s operadores bilinear e biquadratico sdo ainda as melhores opcdes, em termos de tempo
de CPU com este solver. Liu (2010) empregou um operador baseado no residuo (full local),
assim como o operador bilires, em conjunto com o solver GS-Lex e verificou que o0 nimero
de ciclos é reduzido em 36% com relac@o ao operador bilinear, mas ndo faz mengéo ao tempo
de CPU. Observa-se que, nos testes com o bilires, nas malhas mais refinadas, houve reducao
do namero de ciclos V. Contudo, essa reducdo ndo esta relacionada a um algoritmo mais
rapido. Neste caso, também € possivel observar que o operador biquadratico, assim como o
bilires, € o operador que demanda menor quantidade de ciclos V para atingir o critério de
parada do problema.

De acordo com os resultados apresentados nesta secdo, € possivel fazer algumas
consideracOes a respeito do efeito dos operadores de interpolacdo sobre o tempo de CPU:

o De acordo com o esperado, a escolha do operador de prolongacao
empregado para interpolar as solucBes entre os niveis do FMG, ou entre as malhas
grossa e fina no algoritmo do ciclo V, pode ter efeito significativo na aceleracdo do
multigrid.

o De uma forma geral, o operador bilinear apresenta o melhor

desempenho, seja na prolongagéo das solugdes ou das corregdes.
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o Observa-se que o efeito de cada operador sobre o tempo de CPU varia
com o solver empregado.

o O solver GS-RB é mais sensivel a mudanca dos operadores, sendo que
0 numero de iteragBes internas varia bastante de um operador para outro quando
aplicados com este solver, particularmente no caso da prolongacédo das solucées.

o Para ambos os solvers, os operadores upwind e mixed sdo os que tém o
pior desempenho em todos os casos, sendo este efeito mais pronunciado para 0 GS-
RB, na prolongacao das correcdes.

o Além do operador bilinear, que apresenta bom desempenho em todos os

casos estudados, o operador biquadratico é o mais eficiente, de um modo geral.

o Para a prolongacéo das correcdes e GS-Lex, o operador licen é mais
eficiente.
o Considerando-se a prolongacéo da solucdo no FMG, os operadores de

ordem mais alta, biquadratico e bicubico, ndo correspondem necessariamente a
reducdo no tempo de CPU. Ressalta-se que 0 esquema de aproximacao empregado no
processo de discretizagdo das equacdes, CDS de 22 ordem, pode ndo ser o mais
apropriado e, que no caso de estudos onde sejam empregados operadores de ordem

mais alta, os resultados podem ser diferentes dos obtidos neste estudo.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Este trabalho teve como principal objetivo a investigacdo de parametros do método
multigrid geométrico para trés modelos matematicos bidimensionais do escopo da CFD, com
diferentes caracteristicas: a equacdo de Laplace (problema linear), equacdo de Adveccéao-
Difusdo (problema linear) e as equacdes de Burgers (problema ndo linear com duas
equac0es). Para alcancar este objetivo foi desenvolvido um cddigo computacional para cada
problema, sendo que cada um deles pode ser resolvido por trés diferentes algoritmos: SG,
FAS e FAS-FMG. Em seguida, o trabalho foi desenvolvido em duas etapas.

Na primeira etapa, foi realizado um estudo preliminar em que se analisou a influéncia
de varios parametros do metodo multigrid sobre o tempo de CPU necessario para resolver
cada equacdo. Os parametros analisados nesta etapa foram: o nimero de iteragdes internas (v),
0 numero de malhas (L) e o namero de incognitas (N). Além disso, foi analisado o
desempenho e a eficiéncia dos esquemas FAS e FAS-FMG para os trés problemas em estudo.

Na segunda etapa, definidos os pardmetros 6timos para as equacgdes de Burgers, foram
realizados estudos procurando identificar a melhor escolha de solver, entre 0 GS-Lex e GS-
RB, bem como dos operadores de prolongacdo, objetivando obter as componentes

algoritmicas que otimizem o desempenho do FAS-FMG.
Como resultado deste estudo, verificou-se que:
e O numero 6timo de iteracBes internas para a equacdo de Laplace e equacdo de
Advecc¢do-Difusdo foi  veimo = 2, € para as equacdes de Burgers foi vetimo = 2 OU 3,

com solver GS-RB e GS-Lex.

e O tempo de CPU pode aumentar consideravelmente, com o emprego de valores que

ndo 0 vsimo Para 0 numero de iteragdes internas. Para o problema de Laplace, o
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emprego de v =4, por exemplo, corresponde a um aumento de cerca de 30% no tempo
de CPU.

Para todos os problemas estudados, em todas as malhas investigadas, o valor 6timo do
nimero de malhas é Lstimo = Lmax - 1. Para L < Lstimo, O tempo de CPU aumenta

significativamente, tanto mais quanto menor for o nimero de malhas empregadas.

O esquema FAS-FMG é cerca de 2 vezes mais rapido do que o esquema FAS, o que
estd de acordo com o resultado previsto na literatura (ZHANG et al, 2010;
LESCHZINER, 1994).

A ordem p do algoritmo GS-Lex e GS-RB varia entre 1,97 e 2,10 para 0 método
singlegrid e entre 0,95 e 1,06 para 0 metodo FAS-FMG, dependendo do problema e
do esquema. O que esta de acordo com a eficiéncia tedrica do multigrid.

Para o multigrid, o nimero de equacgdes envolvidas em cada problema, assim como a

presenca de ndo linearidades, ndo afeta significativamente a eficiéncia do FAS-FMG.

O solver GS-RB foi apenas um pouco mais rapido do que o GS-Lex para o problema

de Burgers, sendo apenas 5,7% mais rapido na malha 2048 x 2048.

Os operadores de prolongacdo possuem efeitos significativos na aceleracdo do
multigrid. Considerando-se a malha mais fina estudada e a prolongacéo das solucbes
do FMG, com solver GS-Lex, a diferenca entre o pior e 0 melhor desempenho dos

operadores estudados é de aproximadamente 53%.

Para a prolongacdo das correcdes entre as malhas, os melhores resultados sdo obtidos

com os operadores licen e bilinear (GS-Lex) e biquadratico e bilinear (GS-RB).

Para a prolongacdo das solucdes do FMG, considerando-se 0 GS-Lex, os operadores
bilinear, biquadratico e bicubico tiveram desempenho muito proximo, sendo a

diferenca entre o maior e 0 menor tempo de CPU inferiora 0,1 s.
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e No caso do GS-RB, o operador bilinear foi o que apresentou o0 menor tempo de CPU.

e A melhor escolha algoritmica do mutigrid para o problema modelado pelas equagdes
de Burgers constitui-se do esquema FAS-FMG, com solver GS-RB e operador de
prolongacédo bilinear, para interpolar as solucfes entre os niveis do FMG e corregdes

da malha grossa para a malha fina no algoritmo do ciclo V.

Contribuicdes:

Neste trabalho foram desenvolvidos cddigos computacionais com base no método
multigrid geométrico e realizaram-se estudos de parametros para importantes problemas de

CFD. Assim, contribui-se com a literatura existente no sentido de que:

e Asequag0es de Laplace, Adveccao-difusdo e Burgers foram resolvidas em malhas de
até 2048 x 2048 volumes de controle; o tempo de CPU empregado na obtengéo das

solugdes €, no maximo, da ordem de dezenas de segundos.

e O esforco computacional proporcional ao nidmero de incdgnitas, para 0 metodo
multigrid, na forma do algoritmo FAS-FMG, foi confirmado para os trés problemas

investigados.

e Apresentou-se um codigo eficiente para o problema das EquacBGes de Burgers. A
eficiéncia foi obtida pelo estudo dos parametros 6timos do MG e pela selecdo das

melhores componentes como solver e operadores de interpolacao.

e Verificou-se que o emprego de operadores de alta ordem, como o operador bicubico,
para interpolacdo da solucdo no esquema FAS-FMG, pode ndo ser a escolha mais

vantajosa na reducéo do tempo de CPU.

e Apresentou-se um estudo sistematico de determinados parametros (esquemas
multigrid, operadores de restricdo, operadores de prolongacéo para correcédo e solucéo,
solvers, nimero de iteracOes internas e nimero de niveis) para a equacao de Burgers

utilizando-se 0 método de volumes finitos.
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Desdobramentos deste trabalho:

e Aplicar a técnica de aceleracdo de Krylov para acelerar o FMG.

e Aplicar técnicas de extrapolagdo para acelerar o FMG.

e Investigar o efeito de outros tipos de ciclos como os ciclos W e F, sobre o tempo de
CPU.

e Investigar o efeito do solver Gauss-Seidel com outros esquemas, como 0 esquema
black-white, sobre o tempo de CPU.

e Fazer um estudo comparativo de operadores de restricao.

e Aplicar o método multigrid para as equacdes de Navier-Stokes 2D, na formulacdo em

variaveis primitivas e volumes finitos e investigar os parametros 6timos.
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APENDICE A

VERIFICACAO DOS CODIGOS

A.1 Verificacgao e validagio

A validacdo e a verificacdo consistem em processos que permitem quantificar o nivel
de confiabilidade das solu¢des numéricas. A validacdo relaciona-se com o grau de fidelidade
com que um determinado modelo representa um dado fendmeno fisico. Nesta analise, 0s
valores obtidos sdo comparados sistematicamente com resultados experimentais (FORTUNA,
2000). A verificagdo, por sua vez, relaciona-se com o grau de corre¢cdo de um modelo
implementado, isto €, deve-se confirmar que a implementacdo de um modelo (representada
por equacdes, parametros e métodos numéricos adotados) representa sua descri¢do conceitual
(VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007).

O processo de verificagdo se distingue em verificacdo do cddigo e verificacdo da
solucdo. A verificagdo do cddigo constitui-se na assercao, tanto quanto possivel, de que nédo
existem erros ou inconsisténcias no algoritmo implementado. A verificacdo da solucéo, por
outro lado, consiste no processo de quantificacdo dos erros decorrentes de toda e qualquer
simulacdo numérica (ARAKI, 2007).

Consisténcia e estabilidade sdo condicGes necessarias e suficientes para a
convergéncia. Um método é consistente se o erro de truncamento tende a zero com o
refinamento da malha, o que significa que a equacdo discretizada deve tender a equacao
original quando o espacamento entre 0s pontos da malha tende a zero. A estabilidade em um
método numérico é obtida quando o erro numérico tende a um valor finito quando o nimero
de iteracBes tende ao infinito. A solucdo numérica é convergente quando é estavel e tende

para a solucdo das equac6es diferenciais quando a malha é refinada (MALISKA, 2004).

O erro numérico independe dos resultados experimentais, sendo avaliado, entretanto,
somente quando a solucdo analitica do problema é conhecida. Deste modo, para a grande
maioria dos problemas préticos, cuja solucdo analitica € desconhecida, o erro numérico ndo

pode ser obtido. Neste caso, deve-se estimar o valor da solugdo analitica, calculando-se entéo
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a incerteza (U) da solucdo numérica. A incerteza de uma solugcdo numérica é calculada
utilizando-se estimadores de erro, como os estimadores de Richardson e GCI (ROACHE,
1998).

No caso em que 0s erros de programacao, de arredondamento e de iteragéo, descritos
no Capitulo 2, sdo controlados a ponto de serem despreziveis, observa-se que o erro da
solugdo numérica obtida é causado pelos erros de truncamento. Neste caso, 0 erro numérico
recebe a denominagio de erro de discretizagio (FERZIGER e PERIC, 2001), podendo ser

€Xpresso como
E($) =bh™ +b,h* +bh™ +... | (A1)

que é conhecida como equacdo geral do erro de discretizacdo, na qual: os b; sdo coeficientes
independentes do espacamento da malha (h), mas que sdo funcbes da variavel dependente, e
0s py (isto é, p., P2, ps...) sdo as ordens verdadeiras do erro. Por definicdo, as ordens
verdadeiras (p,) correspondem aos expoentes de h dos termos ndo nulos. O menor dos
expoentes de h na equacéo geral do erro de truncamento é denominado ordem assintotica (p.),

que deve ser um namero inteiro positivo, satisfazendo a condicéo p. > 1.

As estimativas de erro de discretizagao podem ser classificadas como estimativas “a
priori” e estimativas “a posteriori”. Enquanto as estimativas de erro “a priori” sdo utilizadas
para estimar a ordem do erro de discretizagdo, as estimativas de erro “a posteriori” sdo usadas
efetivamente para avaliar a magnitude do erro de discretizagdo. As estimativas de erro “a
posteriori” podem ser divididas em dois grandes grupos (MARCHI, 2001): o primeiro, na
qual a estimativa de erro é avaliada a partir da solucdo numérica em uma Unica malha
(usualmente utilizada para 0 método de elementos finitos), e o segundo, na qual as estimativas
de erros sdo realizadas utilizando-se resultados de varias malhas (normalmente utilizado para

0s métodos de diferencas e de volumes finitos).

As ordens efetiva e aparente do erro permitem verificar “a posteriori” se a ordem
assintética dos erros de discretizacdo € atingida, uma vez que esta se trata de um resultado
tedrico, calculado “a priori” das solu¢des numéricas. A ordem efetiva (pg) é definida por
Marchi (2001) como a inclinacdo local da curva do erro de discretizacdo Ep da solucédo
numeérica da variavel de interesse (¢) em funcdo do tamanho (h) dos elementos da malha em
um grafico logaritmico. Se a solucdo analitica ® do problema é conhecida, pode-se

determinar a ordem efetiva do erro utilizando-se a solucdo analitica e duas solucbes
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numeéricas. Para duas malhas distintas, com elementos h; na malha fina e h, na malha grossa,

log (E:ZZ j

log(q)

a ordem efetiva do erro é dada por

Pe = (A-Z)

onde ¢ e ¢, sdo solugcBes numéricas de duas malhas, g é a raz&o de refino entre as malhas (q

= hythy).

Se a solucdo analitica ndo é conhecida, a ordem assintotica do erro de truncamento é

verificada através da ordem aparente (py), definida por Marchi (2001) como

IOg [ ¢2 B ¢3 j
¢ -9, (A.3)

Pu = Iog(q)

onde 4,9, e ¢, representam trés solu¢des numéricas em trés malhas distintas com elementos

de tamanho hy, h, e h; e razdo de refino q = hy/h; = hs/h,.

A.2 Verificagdo dos codigos

A verificacdo numérica dos cddigos computacionais desenvolvidos neste trabalho foi
realizada mediante a andlise do comportamento do erro de discretizagcdo de algumas variaveis
de interesse, selecionadas para cada problema. Para os problemas de Laplace e Adveccéo-
Difusédo, consideram-se como variaveis de interesse, a norma (infinito) do erro na solucédo T e
a temperatura média, calculada pela regra do retangulo. Para o problema de Burgers,
consideram-se as normas (infinito) das solucGes u e v e a forca da tampa sobre o fluido. Todos
0s problemas estudados tém solucdo analitica, cujas equacdes e respectivas condices de
contorno foram especificadas no capitulo 4 deste trabalho.

Nesta verificacdo, foram consideradas as ordens efetiva e aparente do erro de
discretizacdo, o comportamento do erro de discretizagdo mediante o refino da malha

computacional e a ordem de convergéncia do método.
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A.3 Erro de discretizagdo

Nesta secdo, apresenta-se um estudo do erro de discretizagcdo obtido nas solucdes
numeéricas das equacdes de Laplace, Adveccdo-difusdo e Burgers. Sdo analisadas as ordens
efetiva e aparente bem como seu comportamento mediante o refino da malha. Foram
determinados os resultados analiticos e numéricos obtidos para cada variavel de interesse e
calculadas as respectivas ordens efetiva e aparente. Para minimizar o erro de iteragdo, cada
programa foi executado até atingir o erro de maquina.

Esta analise busca verificar, para cada variavel de interesse, se as ordens efetiva e
aparente do erro de discretizacdo tendem as respectivas ordens assintéticas com o refino da
malha. A ordem assintética do erro de discretizacdo para problemas com aproximacfes UDS
é p. = 1 e com aproximacdes CDS é p_ = 2. Para os problemas considerados, 0s termos
difusivos foram discretizados mediante o CDS. Ja os termos advectivos foram discretizados
mediante o CDS, com correcéo adiada sobre o UDS, de forma que a ordem assintotica do erro
de discretizagdo também é p. = 2. As Figs. A.1 — A6 mostram o comportamento das ordens

efetiva e aparente dos erros, mediante o refino da malha.
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Figura A.1: Ordem aparente (Py) em funcdo do espacamento da malha h — Laplace.
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Figura A.2: Ordem efetiva (Pg) em funcdo do espacamento da malha h — Laplace.
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Figura A.3: Ordem aparente (Py) em funcdo do espacamento da malha h — Adveccéo-Difusao.
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Figura A.4: Ordem efetiva (Pg) em funcdo do espacamento da malha h — Advecg¢éo-Difusdo.
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Figura A.6: Ordem efetiva (Pg) em fungdo do espagamento da malha h — Burgers.

Como pode ser observado nas Figs. A.1 — A6, as ordens de todas as variaveis de
interesse referentes aos trés problemas estudados tendem ao valor assintético, mediante o
refino da malha. Em todos os casos, as ordens efetiva e aparente do erro de discretizacao

tendem a sua ordem assintética p = 2.

Uma segunda andlise na verificacdo da consisténcia das solugdes numéricas consta da
observacdo do comportamento do erro de discretizacdo mediante o refino da malha. Neste
caso, espera-se que o erro tenda a zero quando o espacamento (h) da malha tende a zero, o
que significa que o erro de discretizacdo deve diminuir com o aumento do nimero de
incdgnitas. As Figs. A7- A9 mostram o comportamento do erro de discretizacdo, para todas as

variaveis de interesse, relativas aos trés problemas estudados.
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Figura A.8: Erro numérico versus espacamento da malha (h) — Advecg¢éo-Difusao.
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Figura A.9: Erro numérico versus espacamento (h) da malha — Burgers.

De acordo com os resultados analisados, ilustrados nas Figs. A7-A9, o comportamento
do erro de discretizacdo esta de acordo com o esperado. Isto €, o erro de discretizacdo diminui
com o refino da malha. Isto ocorre para todas as variaveis analisadas, correspondentes aos trés

problemas estudados.

A.4 Ordem de convergéncia dos métodos SG e MG

Para verificar a ordem de convergéncia do SG e do MG e avaliar o comportamento do

tempo de CPU em fun¢do do nimero de incognitas, para cada curva da Fig. A.10, a seguir, foi
feito o ajuste tempo de CPU(N)=cNP, onde p representa a ordem de convergéncia, ou a

inclinacdo da curva e ¢ é uma constante que depende do método. De acordo com a teoria, 0S

valores esperados para o singlegrid e para o multigrid sdo p = 2 e p = 1, respectivamente.
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Figura A.10: Tempo de CPU versus nimero de incognitas para o MG (FAS) e SG.

Os coeficientes ¢ e p obtidos do ajuste de curva, para cada problema e cada método
sdo apresentados na Tab. A.1. Como pode ser observado nesta tabela, os valores encontrados
para o coeficiente p estdo de acordo com os valores tedricos, para 0s trés problemas
analisados e para os dois métodos implementados. Estes resultados permitem concluir que os

métodos multigrid e singlegrid foram implementados corretamente.

Tabela A.1: Coeficientes c e p para os métodos SG e MG.
SG MG

Problema

c p c p
Laplace 526 x10° 1,97 9,40x 10" 1,03
Adveccdo-Difusdo 7,30 x 10® 1,96 2,83 x10° 0,97
Burgers 1,03x 107 2,10 3,30x10° 1,16
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APENDICE B

OPERADOR BICUBICO

B.1 Equacdes do operador bicubico

O operador de prolongacdo bicubico é obtido de forma analoga ao operador
biquadrético, ou seja, interpolando-se polindmios cubicos nas direcdes x e y. Alguns passos da
obtencdo das expressdes para este operador sdo descritos a seguir.

Para determinar um polinbmio que passe pelos pontos A, B, C e D na Fig. B.1,
consideram-se os polindmios de Lagrange (BURDEN e FAIRES, 2003). Com este polindmio
interpola-se o ponto AB, em azul na Fig. B.1.

Este procedimento também ¢é realizado para os trés conjuntos de pontos: E, F, G e H; I,
J,KeLeM,N, O eP, resultando em seus respectivos polindmios interpoladores. Com estas
equac0es, sdo interpolados os pontos EF, 1J e MN, respectivamente, indicados na Fig. B.1.

Com procedimento analogo aquele considerado na obtencdo do polinbmio que passa
pelos pontos A, B, C e D, obtém-se o polinémio que passa pelos pontos AB, EF, IJ e MN. E,
finalmente, pode-se obter o valor interpolado para o ponto 1 da malha fina (indicado na Fig.
B.1), em termos de seus respectivos valores nos pontos A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M,
N, O e P da malha grossa.

Os demais pontos da malha fina (2 a 36) sdo interpolados de maneira semelhante. A

seguir, sdo apresentadas suas expressoes.
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Figura B.1: Esquema de malhas para o operador bicubico.

4" :@ (59294,”" +59294,>" — 2541 ¢.°" +539¢,>" +59294,°" + 59294, "
—2541¢4,>" +539¢, %" — 25414 " — 2541 4,*" +1089¢,>" —231¢ "
+539¢,, " +539¢, " —2314,>" + 494,°")

" =@ (1155¢,%"+10395¢,°" — 2079¢.°" +385¢,>" +1155¢.°" +10395¢,*"
—2079¢,°" +385¢,,”" — 495¢,*" — 4455¢,*" + 8914, *" —165¢,*"
+105¢,,*" +945¢,>" —189¢,°" +35¢,°")

" __1 (-5394,”" +8085¢,>" +2695¢.°" —385¢,>" —539¢.>" + 80854, *"

3 16384 A B C D E F
+2695¢,°" —3854,,”" +231¢,”" —3465¢,”" —1155¢, *" +165¢, "
— 494, %" + 7354, " + 2454,”" — 354,")
¢ = @ (—385¢,”" +2695¢,°" +8085¢.”" —539¢,°" — 3854, °" + 26954, "

+8085¢,”" —5394,, 2" +165¢,°" —1155¢,>" — 34654, °" + 2314, *"
—35¢,,°" + 2454, 2" +7354,>" — 494,°")
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(385¢,>" —2079¢,>" +10395¢4,.>" +1155¢,>" +3854.>" — 20794, "

+10395¢,>" +1155¢,,°" —165¢,°" +891¢,”" — 44554, *" — 4954, *"
+35¢,,°" —1894,°" +945¢4,”" +105¢,°")

(539¢,”" — 25414,°" +59294.°" +59294,>" +539¢.°" — 25414, "

+5929¢4,%" +59294,,°" — 2314, *" +1089¢," +103954, >" +1155¢,*"
+385¢,,”" — 20794, *" +10395¢,”" +1155¢,"")

(1155¢,>" +1155¢,>" — 495¢.°" +105¢4,°" +10395¢4.>" +10395¢4 "

— 44554 2" + 9454, °" —20794,°" — 20794,”" + 8914, *" 1894, *"
+385¢,, 2" +385¢, " —165¢,°" +354,”")

(225¢,°" +2025¢,°" — 4054.>" + 75¢4,°" + 2025¢.°" +182254. "

—3465¢,>" +675¢,°" — 4054, *" —3645¢4,°" + 7294, °" —135¢4,*"
+75¢,,°" +6754,”" —1354,>" + 254,7")

(—105¢,°" +1575¢4,°" +525¢.”" — 75¢, 7" —9454.*" +14175¢4."

+47254.”" —675¢,,°" +189¢,>" — 28354, " — 9454, °" +135¢4, *"
—35¢,, 2" +525¢, " +175¢,°" — 254,”")

(754, +525¢,>" +1575¢.”" —105¢4,>" —675¢.°" + 4725¢."

+14175¢4, %" — 9454, >" +135¢,°" —945¢4,*" — 2835¢, " +189¢4,*"
—25¢,,2" +175¢4,°" +525¢,>" —35¢,°")

(754," — 405¢,>" +2025¢,.°" + 2254, °" + 6754, >" — 34654, "

+18225¢, %" +2025¢, %" —135¢4,*" + 729¢,”" — 36454, °" — 4054, *"
+25¢,,°" —135¢4, " + 6754,°" + 754,>")

(105¢,”" — 4954, ”" +1155¢,.°" +1155¢,>" +945¢_°" — 44554, "

+10395¢,*" +10395¢,,*" —189¢,>" +891¢,*" — 20794, *" — 20794, *"
+35¢,,°" —165¢,°" +385¢,>" +385¢,°")

(-539¢4,7"-5394,°" +231¢4.”" — 494,°" +8085¢.°" + 80854, "

—3465¢,”" +735¢,°"+26954,°" + 2695¢,°" —1155¢, >" + 2454, *"
—385¢,,>" —385¢, " +165¢,°" —35¢4,"")
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1

$." = 6384 (—105¢4,”" —9454, ™" +189¢.”" —35¢, " +15754.>" +147154.°"
—2835¢.°" +525¢,,*" +525¢,*" + 4725¢,”" — 9454, *"
+175¢, %" —75¢,,°" —675¢,°" +1354,°" — 254,7")

d." = @ (494, —735¢,>" — 245¢.”" + 354, " — 7354.>" +11025¢,"
+3675¢,>" —525¢,>" —245¢,°" +3675¢,”" +1225¢4, *"
~175¢,*" +35¢,,>" —525¢, " —175¢,°" + 25¢,°")

1

B = 6384 (35¢,>" — 2454, ™" — 735¢4.°" + 49¢,”" —525¢.°" + 36754, "
+11025¢4,>" —735¢,°" —175¢4,”" +1225¢4,”" + 36754, >"
—245¢ %" +25¢4,,°" —1754,*" —5254,>" +35¢4,°")

1

¢, = 16384 (—35¢,”" —189¢,”" —945¢.”" —105¢4,°" + 5254, " — 28354, *"
+141754,>" +1575¢,°" +1754,>" —945¢4,°" + 47254, "
+525¢, *" —25¢,,2" +135¢4,°" —6754,>" —75¢4,"")

1

b = 6384 (494, +2314,”" —5394.>" —539¢, " + 7354.>" — 34654, *"
+8085¢,”" +80854,,”" +245¢,>" —1155¢4," + 26954, *"
+2695¢, *" —35¢4,,*" +165¢, " —385¢4,°" —385¢,°")

¢ = ﬁ (—385¢,”" —385¢,”" +165¢.”" — 354, °" +26954.°" + 26954, >"
~1155¢4,>" + 2454, *"+80854,”" +8085¢,*" — 34654, *"
+735¢4, %" —539¢,,”" —539¢, " + 2314, " — 494,°")

1
b = 6384 (—75¢,”" —675¢,>" +135¢.°" — 254,°" +525¢.>" + 47254 *"
—945¢.%" +175¢4,>" +1575¢,°" +14175¢,”" — 2835¢, *"
+525¢, %" —105¢,,*" —945¢,*" +1894,>" —35¢,°")
1

¢, = 6384 (35¢,”" —525¢,°" —1754.”" + 25¢4,°" — 245¢4.°" + 36754, "
+12254.%" —175¢,,*" — 7354,*" +11025¢,*" + 36754, *"
—525¢ %" +49¢,,*" —735¢,*" — 245¢,°" + 354,”")

1
¢, = 6384 (254, —175¢,”" —525¢." + 35¢,”" —175¢.°" +1225¢, "

+3675¢,°" — 2454, " —5254,*" +3675¢4,”" +110254, °"
—735¢, %" +35¢,,°" — 2454,”" — 7354,>" + 494,°")
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1
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16384 (—254,”" +135¢,"
+47254.°" e
o 2" +1754. 7" —9
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e o —1054,")
+26954," s
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b = 1 ¢.”" —49¢,, 7" +23 o |
; J
16384 (385¢A2h +385 ’ 1¢N h _539¢ 2h 085¢K2h
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| 954 . F
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16384 (539¢A2h+539¢ * 5¢N2h +1155¢ 2h 395¢K2h
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1

¢, = 6384 (105¢,”" +945¢4,°" —189¢4.>" +35¢,>" — 495¢.°" — 4455¢_"
+891¢,”" —165¢,,>" +1155¢,>" +10395¢,”" — 20794, *"
+385¢,*" +1155¢,,*" +103954,*" —2079¢," +385¢4,”")

b = @ (—494,™" + 735¢4,”" + 2454.”" — 354,°" + 2314, *" — 34654, "
—1155¢,°" +165¢,>" —539¢,”" +8085¢,”" + 26954, *"
—385¢,*" —539¢,,”" +80854,>" +2695¢,°" —385¢,°")

b = ﬁ (354, +245¢,”" +735¢.”" — 494, ™" +165¢.°" —1155¢,.°"
— 34654, ™" + 2314, *" —385¢,°" +2695¢,*" + 80854, *"
—539¢,*" —385¢,,°" + 26954, *" +8085¢,”" —5394,"")

b = ﬁ (35¢4,”" —189¢,>" +945¢4." +105¢,”" —165¢.°" + 8914, "
—4455¢,.°" — 4954, *" +3854,°" —2079¢,”" +103954, *"
+1155¢,*" +385¢,, 2" — 20794, *" +10395¢,°" +1155¢4,™")

b = @ (494, —2314,”" +5394.>" +539¢, 7" — 2314, ”" +10894.°"

—2541¢4."" —2541¢,*" +539¢," — 25414,”" + 59294, *"
+5929¢, °" +39¢4,, 2" — 25414, *" +59294,>" +59294,°")



