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RESUMO

A analise de erros ¢ objeto de estudo de grande importancia em Dindmica dos Fluidos
Computacional (CFD). A acuracia e a confiabilidade da solucdo sdo algumas das dificuldades
relacionadas a tal investigacdo. Para atender essas condi¢des, a analise assintdtica de solugdes
numéricas prové o conhecimento do comportamento de técnicas numéricas aplicadas na
solu¢do de modelos matematicos que descrevem problemas fisicos comumente utilizados em
Engenharia. O objetivo principal desse trabalho ¢ verificar a influéncia de esquemas hibridos
como o método de correcao adiada (MCA) e o método de Crank-Nicolson, bem como o efeito
de parametros numéricos e fisicos (nimero de Péclet) sobre a reducao do erro de discretizacao
com multiextrapolagdes de Richardson (MER). Para tanto, sdo consideradas as equagdes de
advecgado-difusao e equagdo de Fourier, ambas bidimensionais com termo fonte e condigdes
de contorno de Dirichlet. As simulacdes numéricas foram realizadas com base no
conhecimento da solucao analitica obtida com o método das solugdes fabricadas (MSF). As
aproximagdes sao desenvolvidas por meio do método de diferengas finitas com esquemas de
1* e 2* ordens mistos (para a equacdo de adveccao-difusao) e de Crank-Nicolson (para a
equagao de Fourier). Na simulagdo numérica ¢ utilizada a precisdo quadrupla e o critério de
parada baseado na norma [; média. Na solugdo do sistema de equagdes foi utilizado o método
multigrid. Para a andlise a posteriori com MER foram deduzidas as ordens verdadeiras a
priori através da expansdo da série de Taylor com até trés termos para ambas as equacoes €
todas as varidveis de interesse. Com base na estimativa do erro de discretizagdo por meio de
MER, malhas refinadas sdo criadas para alcangar a acuracia de resultados indicando assim as
ordens verdadeiras dos mesmos. Dentre as conclusdes, constata-se que as ordens do erro de
discretizagdo obtidas a posteriori com MER comprovam a sua utilidade e eficiéncia para a
estimativa de erros de discretizacdo. Assintoticamente, para esquemas hibridos MCA e Crank-
Nicolson, o valor do mdédulo do erro fica entre os dos esquemas puros. A ordem assintotica do
esquema hibrido MCA ¢ igual a ordem assintotica do esquema puro de menor ordem, o que
ndo ocorre para o caso em que o método de Crank-Nicolson ¢ aplicado. Neste caso, a ordem
assintdtica ¢ igual & ordem do esquema puro de maior ordem. Observa-se que o efeito de
pequenos valores no niimero de Péclet sobre a magnitude do erro de discretizagdo obtido com
MER, apresentam os melhores resultados.

Palavras-Chave: Verificagdo numérica. Multiextrapolagdo de Richardson. Método de

corre¢ao adiada. Método das Solugdes Fabricadas. Crank-Nicolson.



ABSTRACT

The error analysis is the study object of great importance to the Computational Fluid
Dynamics (CFD). The accuracy and reliability of the solution are some of the difficulties
related to such investigations. To meet these conditions, the asymptotic analysis of numerical
solutions provides the knowledge of the behavior of numerical techniques applied to the
solution of mathematical models that describe physical problems commonly used in
Engineering. The main objective of this work is to investigate the influence of hybrid schemes
such as deferred correction method (DCM) and the Crank-Nicolson method, as well as the
effect of numerical and physical parameters (Péclet number) on reducing the discretization
error with Richardson multiextrapolation (RME). Therefore, the equations of 2D advection-
diffusion equation and 2D Fourier equation are considered, both with source term and
Dirichlet boundary conditions. The numerical simulations were based on knowledge of the
analytical solution obtained by the method of manufactured solutions (MMS). The approaches
are developed by the method of finite differences with mixed first and second orders schemes
(for the advection-diffusion equation) and Crank-Nicolson (for the Fourier equation). In
numerical simulation, it is used the quadruple precision and the quadruple stopping criterion
based on the average standard. In solving the system of equations, the multigrid method was
used. To analyze a posteriori with RME, the orders priori true were deducted by expanding
the Taylor series up to three terms for both equations and all variables of interest. Based on
the estimated discretization error by RME, refined meshes are created to achieve the accuracy
of the results thus indicating their genuine orders. Among the findings, it appears that the
orders of the discretization error obtained a posteriori with RME prove their usefulness and
efficiency for estimating discretization errors. Asymptotically, for hybrid schemes DCM and
Crank-Nicolson, the error modulus value is among the pure schemes. The asymptotic order of
the hybrid scheme DCM is equal to the asymptotic order of the pure low-order scheme, which
does not occur when the Crank-Nicolson method is applied. In this case, the asymptotic order
is equal to the asymptotic order of the pure high-order scheme. It is observed that the effect of
small Péclet number in the values of the magnitude of the discretization error obtained from

RME, present the best results.

Keywords: Numerical Verification. Richardson Multiextrapolation. Deferred Correction

Method. Method of Manufactured Solutions. Crank-Nicolson.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de predizer com acuracia resultados numéricos que representem o
comportamento de fluidos em movimento ¢ de grande importincia em diversas areas de
atuacdo como, por exemplo, na engenharia aeronautica (RIBEIRO, 2002; MOURA, 2009),
em andalises de energia edlica, em que modelos numéricos sdo utilizados para extrapolar
pontos onde as condigdes do vento sdo conhecidas para outros pontos em uma area de parque
eodlico em que as condigdes de vento sdo desconhecidas (DURANTE e RIEDEL, 2007 e
2008); na separacdo de gas-liquido (RESENDE et al, 2009); modelos para previsdes
ambientais, como a analise da qualidade da superficie da 4gua e a avaliacdo do risco de

depositos de lixo nuclear no subsolo (OBERKAMPF e TRUCANO, 2002).

Estes problemas apresentam grande complexidade e, por esta razdo, a acuracia e,
consequentemente, a confiabilidade dos resultados obtidos em simula¢des computacionais sao
elementos de grande interesse. Esse fato, em geral, ndo ¢ o objetivo de projetos desenvolvidos
por engenheiros e profissionais envolvidos no estudo do movimento dos fluidos e de seus
efeitos. Os célculos sdo realizados apenas para predizer resultados esperados com base em

experimentos e onde a solu¢do analitica ¢ desconhecida.

Avancgos tém sido observados em estudos ¢ analises no desenvolvimento de sistemas
complexos com dificil aferi¢ao de solu¢des analiticas e/ou numéricas com base em subsidios
fornecidos pela dindmica de fluidos computacional (CFD) (em inglés, Computational Fluid
Dynamics - CFD), em que estudos tedricos e numéricos se inter-relacionam por meio de
métodos numéricos e computacionais para a predicdo quantitativa das caracteristicas de
escoamentos, transferéncia de calor e fendmenos fisico-quimicos (FORTUNA, 2000;

HOFFMANN e CHIANG, 2000; HIRSCH, 2007).

Célculos em CFD sdo baseados em equagdes fundamentais que descrevem a
conservacdo de massa, quantidade de movimento e energia. Essas equacdes podem ser
combinadas formando conjuntos de equagdes diferenciais parciais (EDP’s), acopladas,
lineares ou ndo lineares, como as equacdes de Navier-Stokes, por exemplo. Essas equacdes
ndo tém solucdo analitica para muitos problemas em engenharia. Porém, ¢ possivel obter

solucdes aproximadas por meio de métodos numéricos e computacionais.
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Atualmente, ndo se consideram mais apenas efeitos fisicos e de modelagem. A
preocupag@o em obter resultados numéricos cada vez mais acurados, na solu¢do de problemas
em Engenharia, tém levado muitos pesquisadores a desenvolverem diversas metodologias de
solugdo. Verifica-se o grande interesse no efeito que técnicas numéricas, computacionais,
parametros fisicos e numéricos causam na solugdo de forma que possibilite a previsdo e a

confiabilidade de seus resultados (TRUCANO et al., 2006).

Acurécia e previsdes confidveis em mecanica dos fluidos sdo objetivos fundamentais
em CFD (SHYY et al., 2002; FRAYSSE e VALERO, 2012). Devido a isso, aumentar a
acuracia do resultado da simulagao numérica de escoamento de fluidos e reduzir os recursos

computacionais necessarios para estas simulagdes estdo em constante estudo.

Existem trés metodologias que podem ser utilizadas na solu¢do de um problema e que
devem ser consideradas na analise da acuricia da solucdo (ASME, 2009): a experimental, a
analitica e a numérica (TANNEHILL et al.,, 1997; FORTUNA, 2000; MARCHI, 2001).

Todas elas fornecem solugdes aproximadas do que seria o valor exato.

r

A primeira dessas metodologias ¢ a interpretacdo de fendmenos reais a partir da
observacao e utilizagdo sistematica de experimentos em laboratorios, embasados em andlises
tedricas prévias. Essa requer uso de equipamentos, laboratdrios, técnicas e instrumentos que

possam determinar resultados representativos de um sistema fisico.

Resultados experimentais ajudam a comprovar a teoria resultante e também a
proporcionar a compreensao, previsdo ou até mesmo a controlar o comportamento de um

sistema fisico chegando a sua representagdo matematica.

Combinando a linguagem matematica aos resultados experimentais, pode-se empregar
a segunda metodologia (AIAA, 1998). Portanto, os métodos analiticos trabalham com
representacdes matematicas ou modelos matematicos relacionando grandezas fisicas
relevantes ao fendmeno e que em geral s6 admitem solugdes se consideradas hipdteses

simplificadoras (GOLUB e ORTEGA, 1992).

Quando ndo ¢ possivel a obtengdo da solucdo analitica, parte-se para o
desenvolvimento numérico em que métodos numéricos e computacionais sdo inevitaveis para
a solucdo do problema. Simulagdes numéricas sdo desenvolvidas por meio de programas

computacionais ou codigos que implementam o modelo matematico.
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Trabalhando com uma metodologia computacional, ¢ importante saber como ela esta
interligada com as outras metodologias a partir do momento em que se faz necessario o
conhecimento da fisica envolvida, e necessariamente do modelo matematico adotado. Essa
ideia contribui no sentido em que estudos e analises de resultados podem conduzir a novos

modelos tedricos e/ou numéricos (FORTUNA, 2000; MARCHI, 2001).

Contudo, o objetivo final de interesse cientifico ¢ a validacio de um modelo e para
isso a verificacdo se faz necessaria. Conforme documento publicado pela ASME (2009), a
validacdo deve ser precedida pela verificacdo do cddigo e da solucdo. A verificacdo do cddigo

e a verificacdo da solucdo sdo processos distintos.

A validacao ¢ definida como o processo que determina o grau em que um modelo esta
em representacdo acurada com o fendmeno real. A verificacdo € o processo usado para
quantificar o erro numérico, € o seu objetivo € estabelecer a acuracia numérica, independente
do fendmeno fisico, isto €, o processo de verificacdo mede o quao bem o modelo matematico

¢ resolvido numericamente (ASME, 2009; ATAA, 1998).

No processo de verificacao sdo adotados os procedimentos de verificacdo do codigo e
a verificagdo da solugdo. Na verificagdo do codigo um conjunto de procedimentos ¢
desenvolvido para encontrar erros que afetam a codificagdo da discretizagdo numérica. O
método de solugdes fabricadas combinado com a verificacio da ordem de acuricia ¢
recomendado neste caso. Na verificagdo da solucdo, procedimentos como o processo de
geragdo de solucdes de referéncia (conhecido por benchmarks) e a estimativa de erros
numéricos inerentes a simulagdo numérica sao utilizados. Neste Gltimo processo, analises a

posteriori, por meio do método de Extrapolagdo de Richardson (ER), sdo recomendadas

(ROY, 2005).

A Fig. 1.1 ilustra como os processos de verificagdo e de validacdo sdao usados para
quantificar a relagdo entre os varios modelos utilizados em computagdo cientifica e em
processos em engenharia. Demmel et al., (2005) expdem, para melhor compreensdo, que a
validacdo ¢ o objetivo das aplicacdes dos cientistas (exemplo: fisicos ou quimicos) os quais
usam o software para experimentos virtuais, que a verificagdo da solugdo ¢ o objetivo da

analise numérica e, finalmente, a verificagdo do cddigo € o objetivo do programador.



23

Validacao
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Figura 1.1 Processos de validacio (Adaptada de Demmel et al. (2005)).

Tendo em vista o exposto acima, € com o intuito de contribuir para os processos de
verificacao, a importancia desse trabalho se concentra em comprovar o valor correto da ordem
assintodtica (p;,) do erro de discretizagdo para aproximagdes numéricas de 1* e 2% ordens muito
comuns no MDF, bem como a influéncia de parametros fisico (niimero de Péclet) e numéricos
(fator de mistura de métodos mistos) com o uso do método de correcdo adiada (MCA) e o
esquema @ sobre o erro de discretizacdao e sua ordem, e assim, permitir que o estimador de
Richardson e suas variantes sejam usados corretamente, ja que eles dependem diretamente do
valor de p;. Com esse escopo usam-se a estimativa de erro a priori baseada na série de Taylor

e a estimativa do erro a posteriori com MER.

Para tanto, levando-se em conta as condigdes do erro de truncamento e
consequentemente o erro de discretizagdo inerentes a aproximagdes numéricas baseadas no
método de diferencas finitas, sdo resolvidos alguns problemas teste, a saber, a equacdo de
adveccao-difusdo 2D, permanente e a equacdo de Fourier 1D e 2D, transiente. Ambas com

termo fonte e solu¢do analitica, obtidos por meio do método das solugdes fabricadas (MSF).
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1.1 RELEVANCIA DA PESQUISA

A dificuldade de se resolver o problema analiticamente no meio continuo induz a
resolver o problema em pontos especificos. Para isso, deve-se discretizar o dominio do

problema definindo uma malha que simule esses pontos.

Em uma aplicacdo pratica de CFD a solugdo de problemas ¢ obtida por meio de
métodos de discretizagdo, tais como o Método de Diferengas Finitas (MDF), o Método dos
Volumes Finitos (MVF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF) (FERZIGER, 2002). Nesta
tese o MDF ¢ utilizado, pois apresenta, em termos de desenvolvimento teorico, condigdes

suficientes para analise proposta.

Através da expansdo em série de Taylor, a formulacdo generalizada de qualquer
esquema baseado em diferencas finitas, juntamente com o seu erro de truncamento, traz

inumeras contribuicdes a respeito da ordem de acuracia.

A andlise da ordem de acuracia da solu¢cdo numérica ¢ importante para uma impressao
realistica do problema em estudo, assim, modelos numéricos cada vez mais sofisticados
permitem simular uma gama maior de fenomenos. Porém, a exigéncia de malhas muito
refinadas, a utilizagdo de parametros adequados e o esfor¢o computacional em relagdo ao

1 Jon] ’ . e . , o
tempo de CPU" e memoria em niveis aceitdveis tornam-se necessarios.

Mesmo quando o método ¢ adequado e os calculos sdao efetuados de uma maneira
correta, os resultados trazem consigo erros acumulados sejam na conversdo dos nlimeros para
o sistema aritmético da maquina, no truncamento derivado de analise tedrica ou em sucessivas
operacdes realizadas. Isso ¢ inerente ao processo € ndo tem como ser evitado (FERZIGER e

PERIC, 2002; STOER e BULIRSCH, 2002).

Portanto, andlise de erros numéricos torna-se indispensavel visto que toda solucdo
numérica apresenta algum tipo de erro. O erro obtido pela simulagdo numérica ¢ de dificil
determinagdo e muitas vezes sO ¢ possivel obter uma estimativa desse erro. Estudos sobre
erros de modelagem numérica em CFD sdo muito importantes para avaliar a qualidade de
uma simulagdo numérica (ROACHE,1994, 1997; STERN, et al., 1999; MARCHI, 2001;
FERZIGER e PERIC, 2002; HIRSCH, 2007;VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007).

" Tempo gasto pela Unidade Central de Processamento (do inglés, Central Processing Unit)
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As principais fontes de erros em simulagdes numéricas sdo: erros de truncamento,
erros de iteragdo, erros de arredondamento e erros de programagdo. Destas, o erro de

truncamento € a mais relevante tendo em vista que mesmo na reducdo das outras fontes este é

o mais dificil de controlar (ROY e OBERKAMPF, 2011).

Os efeitos dessas fontes de erros em simulagdo devem ser minimizados por meio de
técnicas e procedimentos especificos, tais como, atingir o erro de maquina em processos
iterativos, aumentar a quantidade de nimeros significativos em calculos computacionais,
verificacdo da ordem de acuricia de esquemas numéricos e avaliagdo de parametros fisicos
(numero de Péclet e de Reynolds) e/ou numéricos (fatores de correcdo), entre outras (ROY e
OBERKAMPF, 2011).

Quando as fontes de erro de iteracdo, arredondamento e programagdo sao
minimizadas, o erro de truncamento passa a ser denominado erro de discretizacdo que € a
diferenca entre a solugdo analitica e a solucdo numérica exata das equagdes discretizadas

(MARCHI e SILVA,1999; MARCHI, 2001; FERZIGER e PERIC, 2002).

A redugdo do erro de discretizagdo pode ser obtida com o refinamento de malha,
porém a desvantagem ¢ o aumento do uso de memoria e tempo de CPU; com a utilizacao de
métodos de alta ordem ha desvantagem em um aumento da complexidade do modelo

numérico (Ferziger e Peric, 2002); ou ainda com a utilizacdo de técnicas de extrapolacao

(SIDI, 2003).

Shyy et al., (2002), Roy (2005) e Marchi e Germer (2009) fazem referéncia a
importancia da técnica de Extrapolagdo de Richardson (ER) (em inglés, Richardson
Extrapolation - RE) no atendimento as analises de erros numéricos e na acuracia obtida com

sua aplicagao.

ER ¢ uma metodologia utilizada para aumentar a ordem de acurdcia de solucdes
numéricas envolvendo técnicas de discretizagdo (BURG e ERWIN, 2008) e no exame da
convergéncia baseada em um estudo sistematico de malhas, conhecidas por benchmarks, pois

proporciona meios para estimar quantitativamente incertezas e/ou erros numéricos

(RICHARDS, 1997; XING e STERN, 2010).

Conforme a complexidade do problema a ser resolvido, inimeras técnicas numéricas e
computacionais tém sido desenvolvidas com o intuito de obter esquemas com ordem de

acurdcia mais altas (MARCHI e GERMER 2009; FERZIGER e PERIC, 2002). ER pode
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proporcionar uma melhoria significativa na acuracia da solugdo obtida por diversas técnicas
numéricas, pois pode ser usada como pos-processamento ¢ independe da técnica utilizada,

sem a necessidade de aumentar a complexidade do modelo numérico.

J4

No entanto, mesmo quando as ordens de convergéncia sdo conhecidas ¢ sempre
prudente, em alguns casos, estimar essas ordens antes de executar a extrapolacdo. A
compreensdo do comportamento da simulacdo numérica deve levar em conta o efeito de
técnicas combinadas e de pardmetros fisicos € numéricos na analise dos erros numéricos. A
previsdo eficaz desses efeitos juntamente com a técnica de extrapolagdo, permite uma maior

confiabilidade nos resultados.

Para isso, dois métodos estdo a disposicao: estimativas de erros a priori e estimativas
de erro a posteriori. As estimativas de erro a priori sdo usadas para estimar a ordem do erro
de discretizacao. Isso ¢ feito estimando-se o erro de truncamento do modelo matematico do
problema através da série de Taylor. As estimativas de erro a posteriori sdo usadas para
estimar efetivamente a magnitude do erro de discretizagdo (MARCHI, 2001). Estes sao

requisitos necessarios para a verificagdo em processos de validagao.

Com base nesses métodos, analises exaustivas e rigorosas em CFD tém sido realizadas
para reduzir erros de discretizacao onde estimadores de erro a posteriori sao estudados para

melhorar a acurécia de solugdes numéricas (ROACHE, 1997; MARCHI, 2009).

Nesse sentido, o interesse na redugdo do erro de discretizagdao tem apresentado muitas
maneiras nas quais as EDP’s podem ser modeladas numericamente de modo a simular, em
aspectos importantes, o seu comportamento, mas algumas formas sao melhores do que outras

no que se refere a ordem de acuracia.

A observacdo de regras e circunstincias especiais no desenvolvimento da formulacao
das equagdes discretizadas correspondentes ao problema a ser resolvido pode ser melhorada
por meio da aplicagdo recursiva de ER denominada Multiextrapolagdo de Richardson (MER)
ou ainda, em inglés, Repeated Richardson Extrapolation (RRE) (STROM, 1973;
CHRISTIANSEN e PETERSEN, 1989; BJORCK e DAHLQUIST, 2008; MARCHI e
GERMER, 2009).

Com a aplicacdo de MER a verificacdo do valor correto da ordem assintdtica e de

ordens verdadeiras do erro de discretizagdo contribui para melhorar a qualidade (acuracia e
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confiabilidade) das solu¢des e das estimativas do erro de discretizagdo proporcionando a

utilizacdo adequada de esquemas e parametros fisicos e numéricos em CFD.

A contribui¢do de MER se deve também a dois motivos: i) pode-se obter 0 mesmo
erro de discretizacdo com uma malha com muito menos nos, resultando na redugdo do esforco
computacional (memoria e tempo de CPU) e, ii) pode-se reduzir o erro de discretizacdo em
uma malha com o mesmo namero de nds, resultando em erro muito menor € maior
confiabilidade da solugdo; esta forma ¢ indicada especialmente para se obter benchmarks

(MARCHI e GERMER, 2009).

Em uma analise detalhada da literatura verifica-se que sdao muitos os critérios
utilizados na afericdo de desempenho das técnicas de solugdo numérica e computacional,
como a analise da ordem de acurécia, efeitos de parametros fisicos ou numéricos. A avaliagao
do efeito destes nos resultados numéricos, considerando as diversas caracteristicas tanto do
modelo fisico como numérico, também ¢ objeto de pesquisa em CFD (ROACHE,1994;

CELIK e ZHANG,1995; ROY, 2003; TRUCANO et al., 20006).

Esquemas mistos ou hibridos, por exemplo, s3o muito usados na solucao de diversos
problemas em CFD. O conhecimento da ordem de acuracia correta deles permite estimar o
erro de discretizagdo com maior confiabilidade quando se usam estimadores de erro baseados

em ER, como € o caso do uso de MER.

Além disso, controvérsias existentes na literatura a respeito de esquemas mistos devem
ser esclarecidas como, por exemplo, Celik e Zhang (1995) afirmam que a ordem assintdtica
de um esquema hibrido (ou misto) ¢ varidvel. J& Roache (1994) sugere usar a menor ordem
entre os dois esquemas puros. Roy (2003) relata que, mesmo em problemas unidimensionais o
erro se reduz de forma nao-monotdnica quando se usam pelo menos dois esquemas com

ordens assintoticas diferentes.

Estudar técnicas que sejam eficientes na redugdo do erro numérico ou de suas fontes é
importante para a validacdo de modelos matematicos usados para representar fendmenos
fisicos reais. Em contribuicdo a isso o emprego do Método de Corregdo Adiada (MCA)
(KHOSLA e RUBIN, 1974; FERZIGER e PERIC, 2002) e a utilizagdo do M¢todo das
Solucdes Fabricadas (MSF) (KNUPP e SALARI, 2003) podem fornecer informacgdes

importantes quanto ao comportamento do erro pela andlise da ordem de acuracia.
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A importancia do estudo de MER na solu¢do de problemas com solucdo analitica
conhecida prové subsidios para os casos em que ndo se consegue estimar a priori ou a
posteriori as ordens do erro pelo fato de que na pratica ndo se conhece a solugdo analitica do

problema nem o erro verdadeiro.

Conhecer as ordens verdadeiras do erro de esquemas mistos ¢ essencial para reduzir
significativamente o erro numérico e, com isso, permitir a verificagdo da influéncia de
parametros fisico (nimero de Péclet) e numérico (fator de mistura em métodos hibridos) sobre

o comportamento do erro com maior seguranca.

A vantagem do uso de MER se da pelo fato de ser um pods-processamento simples,
pois ndo interfere diretamente na obtengdo da solugdo. Seu custo computacional ¢ muito baixo
em termos de memoria e tempo de CPU. Pode ser aplicada a codigos computacionais ja
existentes ou a resultados ja obtidos. Aplica-se a diversas aproximagdes numéricas € variaveis

de interesse. Independe de analises a priori € conhecimento da solugao analitica do problema.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal desse trabalho ¢ verificar a influéncia de esquemas mistos (hibridos
ou corre¢ao adiada), e de parametros fisico e numéricos sobre a reducdo do erro de

discretizagdo de problemas de CFD com MER.

Objetivos especificos

Os objetivos especificos podem ser resumidos nos seguintes topicos:

e Determinar a priori e a posteriori o erro de discretiza¢do e suas ordens verdadeiras de
esquemas numeéricos mistos no espago para a equacao de advecgao-difusdo 2D;

e Determinar a priori e a posteriori o erro de discretiza¢do e suas ordens verdadeiras de

esquemas numéricos mistos no tempo (esquema 6, onde 0<6<1e 6= ¢ o
método de Crank-Nicolson) para a equagdo de Fourier 2D;

e Determinar a priori e a posteriori o erro de discretizacdo e suas ordens verdadeiras
para variaveis secundarias;

e Verificar a influéncia de pardmetro fisico (Pe) e numéricos (f — corre¢ao adiada; e 0);
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e Verificar se resultados 1D sdo extensivos para 2D;

e Verificar o desempenho de MER (multiextrapolagao de Richardson).

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta a
revisdo bibliografica sobre pesquisas relacionadas ao uso de esquemas mistos, método das
solu¢des fabricadas, andlise da ordem de acurdcia e a extrapolacdo de Richardson, mais
especificamente, a MER. A fundamentag¢do teorica necessaria para o desenvolvimento e
aplicacao das técnicas utilizadas, bem como da verificagao dos resultados sdo apresentados no
capitulo 3. A exposi¢cdo abrange os modelos matematicos teste, métodos de discretizagao,
teoria sobre o MSF, métodos de solu¢do de equacdes lineares utilizados, sobre a analise
assintdtica, técnicas de verificagdo numérica ¢ a definicdo de MER. No capitulo 4 sao
apresentados os desenvolvimentos teoricos e discretos das técnicas e suas aplicagdes para os
modelos matematicos e variaveis secundarias abordadas nesta tese. Ainda no capitulo 4, sdao
apresentadas as dedugdes das ordens verdadeiras dos esquemas numéricos aplicados nos
problemas a que se propde esta tese. No capitulo 5, sdo expostos os resultados das simulagdes
efetuadas e suas verificagdes. A conclusdo geral e especifica dos resultados bem como as

contribuicdes desta tese ¢ relatada no capitulo 6.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Considerando avancgos significativos de técnicas e tecnologias computacionais em
CFD, tornou-se necessaria a publicagdo de um padrio a ser utilizado e confrontado para

melhorar a qualidade das publica¢des nessa area (CELIK, 2008; ASME, 2009).

Desde 1990, a ASME (American Society of Mechanical Engineers) propde atividades
concernentes a detecgdo, estimagdo e controle de erros e/ou incertezas numéricas em CFD.
Esses processos sdo indispensaveis € permitem a apresentagao mais confiavel de resultados

cada vez mais precisos e também acurados.

Muitas técnicas sao desenvolvidas para atender esses processos, € incluem, dentre
outros, a comprovagao da ordem de acurécia, consisténcia, estabilidade, difusdo e dispersao

numéricas nas solu¢des (WARMING e HYETT, 1974; DEHGHAN, 2004).

O desempenho de técnicas, conhecidas em sua maioria, como fungdes de interpolacao,
¢ amplamente discutido na literatura com respeito a verificagdo da ordem de acuracia do erro
de truncamento (STETTER, 1965; KOU e LEE, 1994; ROY, 2003; RUS e VILLATORO,
2007; ZHANG et al., 2012), analises sobre consisténcia e estabilidade (TANNEHILL et al.,
1997; FERZIGER, 2002; RUS e VILLATORO, 2007) e a reducao de difusao e dispersao
numéricas com MDF (HOFFMANN e CHIANG, 2000), MVF (PATANKAR, 1980; PATEL
et al., 1985; MARCHI, 1993) ¢ MEF (BROOKS ¢ HUGHES, 1982; RICE ¢ SCHNIPKE,
1986).

Entende-se por difusdo numérica, também conhecida por falsa difusdo ou dissipacao
numérica, como qualquer efeito que tenda a suavizar ou amortecer gradientes ou
descontinuidades presentes na solucdo exata de um problema. Por dispersdo numérica, os
efeitos que resultam em oscilacdes na solucdo (MARCHI, 1993). Segundo Marchi (1993),
tanto a difusdo numérica quanto a dispersdo numérica sdo erros introduzidos na solugdo de

um problema via fungao de interpolacdo.

Dentre os métodos de discretizacdo existentes, 0 MDF ¢ um método classico e que
apesar da base matematica ndo ser nova, pode apresentar diferentes formula¢des de
aproximacdao numérica (AMES, 1977; TANNEHILL et al., 1997; STRIKWERDA, 2004).

Com isso esquemas mistos tém sido desenvolvidos com o intuito de contrabalancear
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propriedades importantes para a solucdo de problemas que envolvem derivadas de primeira e

segunda ordens, ou ambas, e assim evitar efeitos indesejaveis dos erros de discretizacao.

Para evitar qualquer ambiguidade em estudos e analises do erro de discretizagao e dos
seus efeitos em resultados obtidos a partir de simulagdes numéricas, pode-se garantir a
auséncia de erros de implementacdo com a aplicagdo do Método das Solucdes Fabricadas
(MSF) (em inglés, Method of Manufactured Solutions - MMS) (KNUPP e SALARI, 2003;
ASME, 2009). Este método ¢ indicado para verificacdo do cddigo e no estudo de estimativas

da incerteza numérica (BLANCAS e CELIK, 2006).

A extrapolagdo de Richardson (ER) ¢ recomendada para estimar erros de discretizagao
e tem sido estudado e analisado por diversos pesquisadores (FREITAS, 1993; ROACHE,
1998; STERN et al., 1999; MARCHI, 2001; CELIK, 2008; ECA E HOEKSTRA, 2009), mas
o primeiro estudo realizado e aplicado se deve o seu criador Lewis Fry Richardson

(RICHARDSON, 1910; RICHARDSON e GAUNT, 1927; HUNT, 1998).

ER ¢ também comumente utilizado na aproximacao numérica de equagdes diferenciais
parciais para melhorar certas quantidades preditivas, tais como arrasto e sustentagdao de
aerofolio (BURG e ERWIN, 2008), em calculos que envolvem escoamento turbulento
(CELIK e ZHANG, 1995), escoamento laminar de gas perfeito (ROY, 2003), em estudos
sobre deteccdo, estimagdo e controle de incerteza e/ou erros numéricos em CFD (ROACHE,

1997, 1998; MARCHI, 2001; CELIK,2008; ASME, 2009), entre outros.

A eficacia do método de extrapolagdo de Richardson se estende nao so6 para o
tratamento da reducdo de erros de discretizacdo (STOER e BULIRSC, 2002), como também
no processo de previsao e controle do comportamento assintotico de técnicas utilizadas por
meio de sua aplicagdo sucessiva através da Multiextrapolagdo de Richardson (MER)
(DEUFLHARD et al, 1987; CHRISTIANSEN e PETERSEN, 1989; RAHUL e
BHATTACHARYYA, 2006).

Um grupo de pesquisa liderado pelo prof. Carlos H. Marchi, da Universidade Federal
do Parana, tem dedicado esforgos no estudo de MER para a redugdo do erro de discretizagao

em diversas aplicagdes; os principais resultados podem ser encontrados em Marchi et al.

(2008); Marchi e Germer (2009), Marchi et al. (2013) ou em ftp://ftp.demec.ufpr.br/CFD.



32

Com base no exposto acima, este capitulo apresenta revisdo bibliografica relativa aos
métodos apresentados e que sdo utilizados no desenvolvimento desta tese a fim de contribuir
para os processos de detecgdo, estimagdo e controle de erros e/ou incertezas numéricas em
CFD. Em resumo, esta revisdo compreende estudos relacionados a esquemas mistos (métodos

hibridos e corre¢do adiada), o MSF, Andlise de ordem de acuracia e MER.

2.1 ESQUEMAS MISTOS

,

E comum encontrar em trabalhos cientificos de diversas areas, especificamente em
CFD, varias combinagdes de métodos de solugdo. Entretanto nao foram encontrados na
literatura definicdo ou classificagdo formal geral sobre esses métodos. Com base nas
pesquisas realizadas, os métodos hibridos podem ser definidos como a combinagao de dois ou
mais métodos totalmente distintos para a solu¢do de um fendomeno fisico ou quimico em
estudo. Os métodos incluidos em qualquer combinagdo podem ser experimentais, analiticos e/

ou numéricos (TANNEHILL et al., 1997; FORTUNA; 2000; MARCHI, 2001).

A combina¢do de dois ou mais desses métodos, baseados em métodos numéricos
define-se por Métodos Numéricos Hibridos (MNH). Os MNH (ou mistos) sdo frequentemente
associados a combinacao de caracteristicas de dois ou mais esquemas numéricos com o intuito
de melhorar o desempenho de suas aplicagdes individuais. Fazem parte desta categoria os
métodos que envolvem a utilizagdo de parametros empiricos obtidos por meio de métodos
experimentais e/ou numéricos, exemplos, Pe (nimero de Péclet) e Re (nimero de Reynolds);
os métodos que combinam solucdes analiticas ¢ numéricas para a solucdo de problemas de
forma simultdnea, por exemplo o MSF; os métodos que combinam técnicas analiticas e
numéricas utilizando o sistema de manipulagdo computacional-simbodlica para obter solu¢des
analiticas de problemas em engenharia, como por exemplo, o software Maple®, Matlab® ou
Mathematica®, entre outros (STEINBERG e ROACHE, 1995; SPHAIER, 2013); e os
métodos formados por dois (ou mais) métodos numéricos totalmente distintos e que podem

ser aplicados simultaneamente ou ndo, como ¢ o caso do método de correcdo adiada (MCA).

O MCA, segundo Patankar (1980), ¢ um esquema hibrido desenvolvido por Spalding
(1972) e se refere ao termo hibrido como um indicativo de uma combinagdo de técnicas de

primeira e de segunda ordens. Roy et al. (20011) coloca que este esquema foi desenvolvido a
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fim de melhorar a acuracia das solugdes numéricas para equagdes diferenciais. Referéncias

sobre 0 MCA podem também ser encontradas em Pereyra (1966) e Stetter (1978).

Khosla e Rubin (1974) propdem a aplicagio do MCA na solugdo da equacdo de

Burgers unidimensional com o MDF.

Ferziger e Peric (2002) descrevem o método como uma forma de obter aproximagdes
de alta ordem, para evitar efeitos indesejaveis de oscilacao na solug¢do (dispersao numérica). A
ideia consiste em equilibrar a solucdo através de técnicas de aproximacdo de baixa e alta

ordem da seguinte maneira:

F, = F} + (Eff — EF)°P 2.1)

onde FF é uma aproximacdo de baixa ordem e F/ ¢ a aproximacio de alta ordem. Ferziger e
Peric (2002) apresentam como exemplo a utilizacdo do esquema Padé nos termos de advecgado
e do esquema de segunda ordem CDS (Central Difference Scheme) nos termos de difusao. O
termo em parénteses ¢ calculado usando valores da iteracdo imediatamente anterior e ¢
indicado pelo sobrescrito “OLD”. O autor também acrescenta que para produzir a mistura
entre os dois esquemas puros multiplica-se o termo entre parénteses por um fator 0 < f < 1.
Neste caso, para ff =1 obtem-se a aproximagdo pela técnica CDS e para f =0 a

aproximacao pela técnica de Padé.

O MCA tem sido utilizado em CFD para aumentar a acurdcia de técnicas de
discretizagdo espacial de primeira ordem (ALTAS e BURRAGE, 1994; CAWOOD et al.,
2000). Ideias semelhantes sdao propostas com a aplicagdo do MVF por Patankar (1980) e
Fortuna (2000). Este ultimo se refere ao MCA como o Método da Correcao Atrasada.

Fortuna (2000) ao propor o MCA relata que a aplicacdo do esquema upwind traz como
vantagem a auséncia de dispersdo numérica, sob a condi¢do de que ndo se tenha termo fonte,
e que, o emprego desta discretizagdo em pontos adjacentes a fronteiras restrinja o
acoplamento entre equagdes, reduzindo o esfor¢o computacional necessario a solucdo do
sistema de equagdes. O autor apresenta como desvantagem, a apresentacdo de difusdo
numérica introduzida pela técnica upwind e sugere a aplicagdio de esquemas de ordem
superior, porém adverte que isso acarreta um aumento do acoplamento entre equagdes e,

consequentemente, gerando um custo computacional maior.
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Burg e Erwin (2008) destacam que com a aplicagdo do MCA a ordem de acurécia fica
limitada entre as ordens das técnicas de discretizagdo utilizadas em contrario a técnica de ER
a qual se obtém um aumento dessa ordem. Eles também enfatizam que a vantagem do

conhecimento das ordens auxilia na analise da ordem de acuracia.

Linss e Kopteva (2009) resolvem um problema de advecgdo-difusdo com efeito de
singularidades através do MCA com base em um esquema hibrido entre um esquema de

diferenca de primeira ordem e um esquema de diferengas centrais de segunda ordem.

Referéncias indicadas por Schreiber e Keller (1983) mostram que métodos numéricos
hibridos tém sido desenvolvidos para combinar métodos explicitos, implicitos € o método das
caracteristicas na solu¢cdo de problemas de escoamento viscoso bi e tridimensionais, revelando
uma redu¢do de uma ou duas ordens de magnitude em tempo computacional em comparagao
a aplicagao de métodos puros. Com base nesta ideia, o esquema na solugdo das equacdes de
Navier-Stokes, com alto nimero de Reynolds, € resolvido aplicando de forma apropriada cada

método envolvido.

Outro problema que surge na aplicagdo de MNH estd na solugdo de problemas que
envolvem descontinuidades, como apresentado no trabalho de Roy (2003). O autor relata a
dificuldade em ajustar técnicas com ordens de acuracia mistas. Ressalta também que a
presenca de ambas, primeira ¢ segunda ordens de acuracia, pode comprometer a analise de
convergéncia da malha. Roache (1994) sugere usar a menor ordem entre os dois esquemas

puros.

Viérias pesquisas mostram que ao aplicar essas técnicas hibridas, o seu resultado tem a
sua ordem de acuracia reduzida para a ordem mais baixa, como por exemplo, em Carpenter e
Casper (1999), no estudo de escoamentos em velocidades hipersonicas. Em seu trabalho,
embora os esquemas numéricos de terceira e quarta ordens tenham sido formalmente
empregadas, estes descobriram que a ordem de acuricia espacial sempre € revertida em
primeira ordem em malhas suficientemente refinadas. Isto também € verificado por Roy

(2003).

Resultados similares tém sido observados por outros autores como nos trabalhos de
Celik e Zhang (1995) e Celik e Karatekin (1997) em que afirmam que a ordem assintdtica de

um esquema hibrido (ou misto) ¢ varidvel.
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Sun e Zhang (2003) propdem uma estratégia de discretizagdo em diferencas finitas, a
qual ¢ baseada na técnica de ER e um esquema de interpolagdo do operador para resolver as
equacdes de adveccao-difusdo. A estratégia combina duas solugdes aproximadas e usa ER

para obter um resultado de sexta ordem de acuracia.

Sofroniou e Spaletta (2008) descrevem detalhes de projeto e implementagdo de
métodos de extrapolacdo para a resolucdo de equagdes diferenciais ordinarias no software
Mathematica®. Abordagens que podem reduzir o efeito dos erros de arredondamento em
extrapolacdo de alta ordem sdo apresentadas e mostram que solucdes de referéncia podem ser

obtidas com alta acuracia.

Steinberg e Roache (1985) empregaram a manipulacdo simbolica na solugcao de EDP’s
em duas dimensdes com o software Maxima® e FORTRAN® para a verificacdo do codigo

(ROY, 2004).

Roy e Sinclair (2009) propdem o Método dos Problemas Aproximados (em inglés,
Method of Nearby Problems (MNP)) para validar a acurdcia das solugdes numéricas dos
problemas em dinamica dos fluidos. O Método dos Problemas Aproximados ¢ um tipo de
MCA conhecido como correcdo diferencial e requer duas solugdes numéricas sobre a mesma
malha, eliminando assim os problemas associados com a geracao de varias malhas com
mesma faixa de convergéncia assintotica (SKEEL, 1986). Parte desse método envolve a
utilizagdo de um procedimento semelhante ao Método de Solugdes Fabricadas o qual sera

apresentado na sec¢ao seguinte.

2.2 METODO DAS SOLUCOES FABRICADAS

O MSF foi primeiro proposto por Steinberg e Roache (1985), mas o termo "solugdo

fabricada" deve-se a Oberkampf e Blottner (1998).

Segundo Roy e Sinclair (2009), devido a existéncia de solugdes exatas somente para as
equacdes mais simples ou versdes simplificadas de equacdes acopladas e ndo lineares, a
principal dificuldade em estimar o erro de discretizagdo ¢ encontrar uma maneira de estimar a

solucdo exata para EDP’s e assim obter maior confiabilidade em sua analise.
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Nesse sentido, o MSF tem sido utilizado como excelente ferramenta na verificacao de
cédigo em CFD (ROACHE, 1998; ROY et al, 2002; ROY, 2005) e ¢ amplamente
recomendado pela ASME (2009).

Uma das contribuigdes do MSF apresentada pela ASME (2009) esta relacionada a
comparacdo das ordens de acurdcia observada e tedrica. Esta aponta algumas das possiveis

questdes relacionadas a fontes de erro causadas pela discrepancia entre uma e outra.

O procedimento para sua utilizagdo inicia-se selecionando uma solugdo analitica a
priori e entdo obtém-se um termo fonte para equilibrar a equagdo governante (KNUPP e
SALARI, 2003). Através da andlise do erro de discretizacdo verifica-se a concordancia das
ordens de acuricia tedrica e da solucdo, conferindo assim um elevado grau de confianca

referente a erros na codificacao.

Uma extensa discussdo sobre MSF para verificagdo do codigo pode ser encontrada no
trabalho de Knupp e Salari (2003), e inclui os detalhes do método, bem como a aplicagao em

uma variedade de EDP’s.

O MSF foi examinado por Roy et al. (2004) em uma série de casos incluindo as
equagoes de Euler e as equacdes de Navier-Stokes (ambas as equagdes em regime subsonico e
supersonico 2D), entre outros. Estes demonstraram que a ordem formal de acuricia foi
alcancada, e que o codigo utilizado foi verificado, proporcionando, assim, a confianga de que
nao ha erros na discretizacdo espacial para malhas uniformes. Roy et al. (2004) também
relatam que em um dos casos dois erros de logica resultaram em um comportamento de
primeira ordem na analise do erro de discretizagdo espacial e que foi facilmente encontrado
devido a aplicacdo do MSF. Dentre as opgdes de verificagdo nao foram verificadas a acuracia

temporal pelo fato das solu¢des escolhidas ndo serem fungdes do tempo.

Roy (2005) relata que o MSF ¢ uma abordagem geral para a verificacdo de codigo e
que fornece um procedimento para a geracdo de solugdes exatas para um conjunto de
equacdes governantes modificadas. A solucdo gerada exata (ou solugdo fabricada) pode entdo
ser combinada com a verificagdo da ordem de acuricia, o que resulta em um processo

altamente eficiente para encontrar erros de codificacao.
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Blancas e Celik (2006) avaliam o desempenho da combinagdo entre métodos de
extrapolagdo e métodos utilizados na estimativa da incerteza numérica usando o MSF e

concluem que o MSF pode ser uma técnica muito Util para estimar a incerteza numérica.

O MSF ¢ aplicado por E¢a e Hoekstra (2009) no estudo da estimativa da incerteza
numérica baseada no refinamento de malhas. Relacoes relevantes entre os erros de iteragdo e

de discretizagdo sdo apresentadas.

A andlise da ordem de acuricia ¢ importante para estimar o erro de discretizacdo ou
incerteza, independentemente do método utilizado. A confiabilidade da estimativa depende da
solugdo estar na faixa de convergéncia assintdtica, a qual ¢ extremamente dificil de conseguir
em simulacdoes numéricas complexas (ROY e OBERKAMPF, 2011). Com essa ideia em
mente, a se¢do a seguir apresenta alguns estudos referentes a analise da ordem de acurécia da

solucao.

2.3 ANALISES DE ORDEM DE ACURACIA

Através de expansao em série de Taylor, a formulagdo generalizada de qualquer
esquema baseado em diferencas finitas, juntamente com o seu erro de truncamento, traz

inimeras contribuicdes a respeito da ordem de acuracia.

Nas estimativas de erro/incerteza numéricas que sdao baseadas no método de
extrapolacao de Richardson, o erro ¢ expandido em uma série de poténcias e usa de pratica
comum focar apenas no primeiro termo da série, assumindo que as solugdes estao na faixa da
ordem assintotica indicada. E com base nessa ordem que se verifica a ordem de acuracia da

solucao.

Stetter (1965) discute sobre o comportamento assintotico do erro de discretizagdo por
meio de ER de forma detalhada e apresenta varias aplicagdes e seus resultados. O seu objetivo

principal era desenvolver uma base rigorosa para a aplicagdo de ER.

Skeel (1986) apresenta uma comparagdo de diversas técnicas propostas na literatura
para a estimativa do erro de discretizagdo com interesse especifico, segundo o autor, naqueles

que sdo assintoticamente corretos. Dentre eles, estdio o MCA e a ER.
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Kelly et al. (1988) propdem um método o qual estima a magnitude de todos os termos
da série de Taylor truncada e a influéncia deste erro na técnica de diferengas finitas. A técnica
descrita define um limite superior para o efeito do erro de truncamento em solu¢des de
diferengas finitas para problemas elipticos. O método ¢ indicado como um pods-processamento

a ser usado para avaliar a qualidade da solucao.

Como ja definido, na auséncia de outras fontes de erro, o erro de truncamento passa a
ser denominado erro de discretizagdo, que € a diferenca entre a solugcdo analitica exata e a
solu¢do numérica das equagdes discretizadas (MARCHI e SILVA,1999; MARCHI, 2001;
FERZIGER e PERIC, 2002).

4

Tendo em vista que para se conhecer a ordem assintdtica € necessario conhecer
também a solugdo analitica do problema, nos casos praticos, a ordem assintdtica € verificada
através da ordem aparente (py) definida como a inclinagdo local da curva de incerteza da
solu¢do numérica versus o tamanho # dos elementos da malha em um grafico em escala bi-
logaritmica. Seu calculo permite verificar a posteriori se a medida que a malha ¢ refinada, a
ordem de incerteza das solugdes numéricas tende a ordem assintotica dos erros de
truncamento obtido a priori com a aplicagdo da técnica numérica € a expansao em série de

Taylor (MARCHI, 2001).

Um estudo detalhado nesse sentido ¢ apresentado por Roy (2005). Em seu trabalho o
foco principal estd sobre os estimadores de erro baseados em extrapolagdo, mais
especificamente na ER, pois afirma que esta abordagem ¢ mais geral para estimativas de erro,

e que sdo igualmente aplicaveis a diferengas finitas, volumes finitos e elementos finitos.

Celik e Zhang (1995) analisam a solugdo de um problema de escoamento turbulento,
obtida com a aplica¢do de uma técnica hibrida, utilizando a ER e verificam que ER da bons

resultados no calculo da ordem aparente do procedimento numérico usado.

Leonard (1995) apresenta um estudo comparativo entre as ordens de acuricia
definidas pela aplicagdo dos métodos de diferengas finitas e volumes finitos na solu¢do da
equacdo de advecc¢do-difusdo em estado permanente por meio do método QUICK que ¢

apresentada em detalhes.

Estudos sobre métodos que proporcionam a verificagdo da incerteza numérica

mostram que os métodos mais confidveis para avaliar os erros de convergéncia de malha na
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solugcdo de EDP’s de problemas complexos sdo métodos de estimativas a posteriori baseados
na ER (FREITAS, 2002; ROY, 2003). Roy (2005) recomenda o uso do indice de
convergéncia de malha (em inglés, Grid Convergence Index — GCI) proposto por Roache

(1994).

Em Richards (1997), a ER ¢ aplicada na solu¢do do problema em cada nivel de tempo
para problemas transientes, onde exemplos numéricos sdo apresentados com a aplicagao da
técnica de Lax-Wendroff e Crank- Nicholson na solu¢do de equagdes de advecgao-difusdo. Os
exemplos mostram que a extrapolagdo pode ser uma maneira fécil e eficiente para produzir
solu¢des numeéricas acuradas. Sun e Zhang (2003) aplicam uma metodologia similar na
solu¢do da equagdao de adveccgdo-difusdo uni e bidimensional permanente com coeficientes

variaveis e em malha uniforme.

Como foi visto, além de melhorar a ordem de acuracia da solucao numérica, ER pode
ser usada também para prever o comportamento de solugdes em que a solucao analitica nao ¢
conhecida. A utilizagdo de ER tem como requisito minimo a solu¢do do problema em duas
malhas com espagamentos distintos. Esses dois resultados sdo usados juntamente com um
conhecimento da ordem formal de acurdcia do esquema numérico para produzir uma
estimativa de erro nas propriedades da solugdo. Entretanto, conforme Roy (2003), este
requisito minimo pode ser enganoso, quanto a verificacdo da ordem de acuracia observada,
em comparagao a ordem formal da técnica aplicada na solugcdo de problemas que envolvem
descontinuidades. Sendo assim, a aplicacdo de ER de forma recursiva ¢ indicada como uma

alternativa para verificagdes mais abrangentes.

2.4 MULTIEXTRAPOLACOES DE RICHARDSON

Analises e célculos numéricos realizados por cientistas e engenheiros com o intuito de
predizer resultados acurados implicam a utiliza¢do de métodos de extrapolagdo. Extrapolacdo
¢ uma técnica extremamente poderosa aplicada para aumentar a velocidade na convergéncia e

no estudo da acuracia numérica em varias abordagens em computacao cientifica.

Na construcdo de processos de extrapola¢do, Brezinski e Matos (1996) destacam o

papel desempenhado pelas estimativas de erro. E mostrado que essa abordagem leva a um
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desenvolvimento unificado de muitos algoritmos de extrapolacdo e dispositivos relacionados
a resultados gerais sobre o seu entendimento e que abre o caminho para muitos novos
algoritmos. Nesse enfoque a aceleracdio de convergéncia e propriedades também sdo

estudadas.

No famoso trabalho de Richardson (1910) em que o termo "computador" ainda
significava um ser humano, ele sugere uma técnica de extrapolagdo simples (ER) para
melhorar a ordem de acurécia da solugdo numérica e que futuramente seria reconhecida como

util no estudo do movimento de fluidos complexos (HUNT, 1998).

Richardson (1910) observa que a discretizacdo uniforme do continuo implica na
expansao do erro de discretizacdo em uma série de poténcias em fungdo de /4. Com a repeticao
sucessiva da discretizacao desenvolveu uma técnica que permite eliminar os termos de ordem
inferior da expansdo, construindo, assim, um esquema de ordem de acurédcia superior

(RICHARDSON e GAUNT, 1927).

O procedimento de multiextrapolagdes de Richardson (MER) foi conjecturado por
Richardson (1910) e posteriormente analisado por Richardson e Gaunt, (1927), Joyce (1971),
Strom (1973), Christiansen e Petersen (1989) e Marchi e Germer (2009), com o objetivo de

reduzir o erro de discretizacao de solugdes numéricas.

Segundo Christiansen e Petersen (1989), mesmo quando as ordens de convergéncia
sdo conhecidas, ¢ sempre prudente, e/ou necessario, em alguns casos, estimar as ordens de
convergéncia pela expansdo da série de Taylor antes de executar a extrapolacdo. Com essa
ideia em mente, as ordens sdao corretamente estimadas pela aplicacdo sucessiva de ER e

consequentemente 1Util no sentido de revelar a natureza da convergéncia.

Rahul e Bhattacharyya (2006) utilizam MER para avaliar a ordem de acuricia de
solugcdes resultantes da aplicacdo da aproximagdo por diferencas finitas unilaterais e
atendendo condi¢des de contorno envolvendo o célculo de derivadas. A aproximagdo ¢
efetuada com a aplicacdo de MER, na resolu¢do numérica de um problema de conducdo de

calor em dominio bidimensional, a qual apresentou o resultado esperado.

Resultados com alta ordem de acuracia tém sido obtidos com a aplicagdo de MER ja
hé algum tempo na solugdo de problemas classicos em CFD como o escoamento permanente

bidimensional incompressivel em uma cavidade com tampa moével (BENJAMIN e DENNY,
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1979; SCHREIBER e KELLER, 1983; ERTURK et al., 2005) ¢ mostrando sua eficiéncia em
aplicagoes de combustao (DEUFLHARD et al., 1987).

Marchi e Germer (2009) testaram MER para reduzir o erro de discretizacdo na solugdo
da equagdo de adveccao-difusdo 1D. Neste trabalho, MER foi empregado em trés variaveis de
interesse cujas solu¢cdes numéricas foram obtidas com dez esquemas advectivo-difusivos. Foi
verificado que MER ¢ extremamente eficiente na redugdo do erro de discretizagdo para todas
as varidveis e esquemas testados, mas que em geral, o esquema CDS-2 ¢ o que tem o melhor

desempenho com MER, isto ¢, para uma mesma malha ele tem o menor erro.

Uma base tedrica de MER ¢ apresentada por Marchi et al. (2013) com aplicagcdo na
solu¢do da equacdao de Laplace 2D para estimar e reduzir o erro de discretizagdo. Neste
trabalho, verificou-se que MER ¢ extremamente eficiente em reduzir o erro de discretizacao
de variaveis primarias ou secundarias, ndo importando o nimero de aproximagdes numéricas
usadas. Mostram que o estimador de Richardson (ver se¢do 3.6.2.1) ¢ acurado para prever o
erro de discretizagao de solugdes numéricas obtidas com MER. Expde, também, que maior
redugdo do erro de discretizagdo com MER ¢ obtido ao se usar: maior precisdo nos calculos,
maior nimero de extrapolagdes, maior nimero de malhas e ordens corretas do erro. Para se
obter um dado valor de erro, o tempo de CPU e a memodria RAM necessarios para a solugao
com MER sdao muito menores do que sem MER. Quando o erro de arredondamento ¢ maior
do que o erro de discretizagio MER perde o seu efeito de reduzir o erro e o estimador de

Richardson ndo funciona.

A base tedrica de MER (MARCHI et al., 2013) e os trabalhos de Benjamin e Denny
(1979), Schreiber e Keller (1983), Erturk et al. (2005), Marchi et al. (2008), Marchi e Germer
(2009) permitem dizer que os resultados do presente trabalho também se aplicam, entre
outras, as equacdes de adveccdo-difusdo, Poisson e Burgers em duas e trés dimensdes, bem

como em problemas transientes.
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2.5 RESUMO DO CAPITULO 2

Na Tab. 2.1 ¢ apresentado um resumo dos principais trabalhos que nortearam o
desenvolvimento desta tese. Cada método e/ ou metodologia utilizados, ¢ que foi investigado

nestas pesquisas serdo apresentados no proximo capitulo.

Tabela 2.1 Resumo de trabalhos correlatos ao tema desta tese.

PESQUISADORES TEMA

ASME (2009) American Society of Mechanical Engineers

Knupp e Salari (2003)
Roy et al. (2002, 2004) Meétodo das Solucdes Fabricadas (MSF)
ASME (2009)

Celik e Zhang (1995)
Roache (1994) Esquemas hibridos
Roy (2003)
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Em geral, os problemas de interesse em diversas areas como na fisica, engenharia,
meteorologia, entre outras, sdo ndo lineares e multidimensionais. As vantagens da simulacdo
numérica na solugdo desses problemas se concentram, por exemplo, na redu¢ao do tempo de
solu¢do e andlise de problemas. Nos estudos em escalas nao realisticas, proporciona melhores
informagdes, reducdo de custos operacionais e contribui na melhoria de resultados. Por outro
lado, efeitos ocasionados por diversas fontes de erro podem levar a andlises e contribuicdes
contraproducentes como, por exemplo, influéncia dos termos difusivos e convectivos de

equagdes governantes.

A obtengdo da solucdo numérica para um dado problema requer a consideracao
cautelosa de um nimero de passos até se chegar a solugdo. A representacdo apropriada na
forma discreta de EDP’s ¢ o primeiro passo para a solu¢cdo acurada do problema. Erros de
truncamento sao inerentes ao processo de discretizagdo e devem ser considerados na

formulagao (FERZIGER e PERIC, 2002).

Nem sempre € possivel uma andlise exaustiva e rigorosa do erro de discretizagdo,
principalmente para EDP’s complexas. Algumas das formas de abordar este problema sao por
meio de métodos de discretizagdo adequados, estudos de robustez e convergéncia,
procedimentos de estimativa de erros formais, dedugdes de equacdes algébricas a partir de
equacdes governantes, conjuntos de testes e de experiéncias anteriores. Portanto, esquemas
numéricos apropriados, a determinacao a priori € a posteriori do erro de discretizacdao e das
ordens verdadeiras (ver se¢do 3.6) desses esquemas, aceleradores de convergéncia e analise

poOs-processamento sao recursos indispensaveis para a obtengao de uma solugao acurada.

Nesse contexto, nas se¢des seguintes sdo discutidos aspectos tedricos fundamentais
para a elucidacdo e desenvolvimento desta tese, ou seja, elementos sobre os modelos
matematicos a serem abordados, métodos de discretizacdo, exposicdo das aproximacdes a
serem aplicadas, aplicagdo do método das solugdes fabricadas (MSF), métodos de solugdo de

equacdes lineares, analise assintotica, verificagdo numérica e MER.
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3.1 MODELOS MATEMATICOS BASICOS E VARIAVEIS DE INTERESSE EM CFD

As equagdes de Navier-Stokes descrevem o escoamento de um fluido, estas
constituem um sistema de EDP’s, ndo lineares representando trés principios basicos da fisica:
o principio da conservacdo da massa, o principio da conservagdo da quantidade de movimento
e o principio da conservacdo de energia. Devido a dificuldade de serem resolvidas, tanto
analitica quanto numericamente, simplificacdes sdo realizadas em fun¢ao das propriedades do

escoamento, permitindo o emprego de métodos numéricos mais simples (FORTUNA, 2000).

Os modelos matematicos empregados em CFD representam problemas basicos de
transferéncia de calor e de mecanica dos fluidos. Qualquer equagdo governante basica tem
suas propriedades vinculadas diretamente as propriedades fisicas do escoamento. Em modelos
de transporte a descrigdo do escoamento € o resultado de um balango entre os efeitos dos

fluxos advectivo, difusivos, fontes externas e internas.

As nogdes de processos de advecgao e difusdo sao predominantes no desenvolvimento
de métodos numéricos para CFD, e o uso recorrente dessas equagdes do modelo permite-nos
desenvolver um quadro coerente de andlise de acurdcia, consisténcia, estabilidade e

convergéncia (LOMAX et al., 2010).

Em contribui¢do a isso, as equacdes foco neste trabalho em particular, sdo equagdes
bidimensionais de advecgao-difusdo, em regime permanente, Fourier (equacdo do calor
transiente), e algumas andlises pertinentes por meio da equacdo de Fourier 1D. Essas
equagoes contém muitas das caracteristicas matematicas e fisicas importantes da equagao de

Navier-Stokes, como por exemplo, a equacao do transporte e os efeitos advectivo e difusivo.

Os modelos matematicos apresentam—se com condi¢des de contorno e termos fonte
ajustados por meio do MSF de forma a possibilitar a obten¢do da solucdo analitica, Uinica e
conhecida para as varidveis de interesse. A solugdo analitica exata obtida dessa forma pode
evitar confusdes entre instabilidades fisicas e numéricas tornando possivel avaliar a acurécia e
a confiabilidade dos resultados a serem estudados e obtidos com MER (SALARI ¢ KNUPP,
2000).

Nesse quadro, as estimativas de erro de solu¢des numéricas sdo feitas para quatro tipos

de variaveis de interesse, a saber: varidvel dependente (A), média da variavel dependente
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(A,,), derivada da variavel dependente (Ai) e média da norma (L) do erro numérico (ver Tab.

3.1). Essas variaveis sao definidas e classificadas com base no trabalho de Marchi (2001).

Tabela 3.1 Definiciio das variaveis de interesse.

Solugao Solucao Tipo de varidvel em Tipo de varidvel em
Tipo de varidvel  analitica  numérica relagdo a variavel relagdo a variavel
(®) () independente (x, y) dependente
Dependente A A local primaria
Média da
variavel A, A global secundaria
dependente
Derivada da '
variavel A Aps—2 local secundaria
dependente
Média da norma
l; do erro L --- global secundaria

numérico

Fonte: Marchi (2001)

Como pode ser visto na Tab. 3.1, as varidveis de interesse neste trabalho focalizam-se
tanto no ambito local como no global e se dividem em variavel primaria e variavel secundaria.
Referimo-nos a forma genérica da solucdo analitica exata de qualquer variavel de interesse

por @, e a solugdo numérica ¢.

O primeiro tipo de variavel de interesse ¢ a propria varidvel dependente nos modelos
matematicos, indicada também por variavel primdria. Sua solu¢do analitica exata ¢
representada por A e a solugdo numérica por 4. Em andlises pontuais pode-se definir, por

exemplo, o ponto do centro do dominio.

Como em geral a solucdo analitica ndo ¢ conhecida, e estudos sobre erros numéricos
sdo avaliados, propde-se obté-la por meio do MSF. Um exemplo de grande interesse
relacionado a variavel primaria estd, por exemplo, na relevancia do valor da temperatura em

fungdo de varidveis independentes, isto ¢, em algum determinado ponto.
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O segundo tipo de variavel de interesse ¢ a média da varidvel dependente sobre o
dominio de calculo. Sua solugdo analitica exata ¢ representada por A, € a solu¢do numérica
por 4,,. Esta variavel ¢ obtida por meio de integragdo numérica, como a regra do retangulo ou
trapézio. Neste trabalho optou-se pela regra do trapézio. Este tipo de variavel estd associada,
por exemplo, a fluxos de massa e vazdes que sdo calculados em funcio de velocidades médias

em uma area do dominio de calculo.

O terceiro tipo de varidvel de interesse ¢ a derivada da variavel dependente avaliada
em um ou dois dos contornos do dominio. Sua solugdo analitica exata é representada por A' e
a solugdo numérica ¢ obtida com o esquema A}ps_,%2. Em aplicagdes gerais, este tipo de
varidvel estd associado ao calculo de fluxos de calor e tensdes cisalhantes nos contornos do

dominio de calculo.

A ultima variavel de interesse ¢ a norma [; do erro numérico usada para estimar erros

em resultados numéricos.

As aproximagdes numéricas utilizadas neste trabalho sdo: um ponto a montante
(/’U'UDS) e dois pontos a jusante (AiDDS—Z) para a aproximacdo da derivada de 1* ordem,

diferenca central ()liCiDS) para a aproximacao da derivada de 2* ordem e A, com a regra do

trapézio.

Neste trabalho também sao estudados métodos hibridos para os esquemas numéricos.
O esquema hibrido atende a ideia apresentada por Ferziger e Peric (2002) e proposta por
Khosla e Rubin (1974) por meio do método de corre¢cdo adiada (MCA) representada pela Eq.

(2.1) na forma
Fe — FeUDS—l + IB(FeCDS—Z _ FeUDS—l)OLD

Este esquema ¢ aplicado na equacdo de advecgdo-difusdo 2D. Para esta aplicacdo, sdo
utilizados os esquemas UDS-1, nos termos de advecgdo, e CDS-2, nos termos de difusdo. O
termo entre parénteses ¢ calculado usando valores da iteracdo imediatamente anterior e
indicado pelo sobrescrito ‘OLD’. Para produzir a mistura entre os dois esquemas puros
multiplica-se o termo entre parénteses por um fator () pertencente ao intervalo entre 0 e 1.

Ou seja, para f = 1 obtém-se a técnica CDS e para f = 0 a técnica UDS.

* Aproximagio numérica por diferengas finitas denominada dois pontos a jusante.
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Na equagdo de Fourier 2D ¢ aplicado o método de Crank-Nicolson, por meio do

esquema 6.

3.2 METODO DE DISCRETIZACAO

As equacgdes que expressam o modelo matematico normalmente sao definidas em um
espaco de dimensdao infinita. A fim de admitir uma solugdo numérica, o problema ¢
transformado em um espaco de dimensdo finita por algum processo de discretizagdao
(DEMMEL et al., 2005). Os métodos de discretizacdao tradicionalmente aplicados para a
solu¢do numérica de equacdes diferenciais em CFD sdo os Métodos de Diferengas Finitas
(MDF), de Volumes Finitos (MVF) e de Elementos Finitos (MEF), entre outros (MALISKA,
2004; MARCHI, 2001).

Desenvolvido a partir da série de Taylor, o MDF descreve o dominio do problema por
meio de valores pontuais ou em pontos nodais obtidos a partir de qualquer tipo de malha.
Este consiste em substituir as derivadas da equacao diferencial por uma aproximacao de
quociente de diferencas adequada. O quociente de diferengas e o parametro /4 (distancia entre
dois pontos da malha) sdo escolhidos de forma a considerar-se determinada ordem de erro de
truncamento (AMES, 1977; SMITH, 1985; STRIKWERDA, 2004; GROSSMANN et al,,
2007; QUARTERONI et al., 2007; MOIN, 2010; CHENEY e KINCAID, 2008). Um grande
niamero de métodos ou esquemas desenvolvidos encontra-se em Hoffmann e Chiang (2000),

Maliska (2004), Marchi (2001) e Smith (1985).

O principio do MEF consiste em definir uma particilo do dominio de forma a
determinar subdominios, ou elementos finitos, apropriados as condigdes do problema. Para
cada elemento, dependendo da natureza do problema, sdo definidas funcdes algébricas
interpoladoras simples definidas por partes e de forma a serem nulas fora do elemento
considerado. Essa forma especifica de construir fun¢des aproximadas determina uma das
caracteristicas de grande importancia do MEF, e como um resultado de tais construgdes, o
problema pode ser formulado de uma s6 vez, e a formulacdo final serd obtida pela soma das
contribui¢des fornecidas por cada elemento. Ao substituir as fungdes aproximadas nas
equacdes de transporte, obtém-se um residuo numérico o qual pode ser considerado para

medir o erro da aproximacdo. Cada fun¢do aproximada ¢ multiplicada por um conjunto de
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fungdes peso e integrada no dominio de célculo. Finalmente, obtém-se um sistema de
equacdes algébricas para determinar os coeficientes de cada uma das aproximacdes funcionais

(ODEN, 1973; ODEN e REDDY, 1976; VARGAS, 2002a; VARGAS, 2002b).

Em CFD encontram-se expressoes matematicas cujas equagdes diferenciais expressam
certo principio de conservagdo. O método de volumes finitos (MVF) ¢ um método numérico
que desempenha um balango de conservagdo da propriedade para cada volume de controle
com o objetivo de corresponder a fisica envolvida no problema e assim obter as
correspondentes equacdes aproximadas com base em uma equacdo diferencial. Essa técnica
parte da integracdo formal das equacdes de transporte que regem o escoamento do fluido em
todos os volumes de controle obtidos pela discretizacdo do dominio. Realizando a integracao
para todos os volumes elementares, obtém-se um sistema de equagdes algébricas. Esse
método garante a conservacao discreta local e global, permitindo tratar problemas de
geometrias complexas e a utilizagdo de técnicas de adaptacdo de malhas (MALISKA, 2004;

PATANKAR, 1980; VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007).

Para abordar os problemas propostos nesta tese, a aproximacgdo por esquemas de
diferencas finitas ¢ aplicada, mas todas as aproximacdes descritas acima permitem investigar
conceitos-chave, tais como a ordem de acurdcia de uma aproximagao para a avaliacdo da

ordem do erro de discretizacdo com MER.

Como ja mencionado antes, a esséncia dos métodos de discretizagao ¢ tornar “finito” o
problema, ou seja, reduzir o problema continuo a um sistema equivalente, discreto, de forma
conveniente para a solu¢do computacional e, assim, viabilizar sua solugdo através da
simulacdo numérica (AMES, 1977). A aproximacao bésica envolve a substituicdo do dominio
continuo em uma malha de pontos discretos dentro desse dominio. Em tais processos de
discretizagdo deve-se selecionar uma ordem de aproximagdo para as derivadas. Também se
apresenta uma malha computacional de algum tipo. A representagdo esquematica desta ideia ¢

apresentada na Fig. 3.1 para os casos 1D e 2D.

Na literatura de CFD de volumes finitos ¢ comum utilizar os quatro pontos cardeais N
(norte), S (sul), E (leste) e W (oeste) como identificadores da posi¢ao de pontos discretos em
relacdo a um ponto central P (FORTUNA, 2000), como indicado na Fig. 3.1. Isso facilita a
visualizagdo dos pontos nos esquemas desenvolvidos e, deste modo serdo adotados nesta tese

com a aplicacdo do MDF.
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Figura 3.1 Malha regular de pontos para a solu¢cio numérica por meio de MDF
(caso 1D acima e casos 2D abaixo)

Neste trabalho, o parametro / esta relacionado a subdivisao de um dominio continuo em
N partes iguais, ou elementos de mesmo tamanho, ou seja, os pontos obtidos com a
discretizacdo do dominio de calculo estdo igualmente espagados e / corresponde ao
espacamento entre esses pontos (ou nds). E através deles que se deseja conhecer a variavel

dependente. A partir dai desenvolvem-se os esquemas conforme a solugdo pretendida.

E desejavel que o modelo discreto convirja para o modelo continuo, quando o
espacamento (/) entre nds se aproxima de zero ou a ordem de aproximagdo se aproxime do
valor esperado. Deste modo, a acuracia pode ser controlada utilizando os parametros do

método numérico (DEMMEL et al., 2005).

Para resolver o modelo numérico, obtido a partir de um método de discretizacao
aplicado, deve ser fornecida uma especificagdo do método de solugdo a ser utilizado, a saber,
métodos de solug¢do de sistemas de equagdes, os quais podem ser diretos ou iterativos. Neste

trabalho, os métodos utilizados na solugdo dos modelos propostos sdo apresentados na se¢ao
3.4.
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3.3 METODO DAS SOLUCOES FABRICADAS

O termo “método das solucdes fabricadas” foi definido por Oberkampf e Blottner
(1998), mas a primeira proposta do uso do MSF para verificagdo do codigo foi apresentada
por Steinberg ¢ Roache (1985) (apud ROY et al., 2004) utilizando o software de manipulagao
simbolica MAXIMA®.

O MSF pode ser usado para verificar esquemas numéricos na solu¢do de problemas
em CFD (OBERKAMPF e BLOTTNER, 1998). Um exemplo disso se deve ao trabalho de
Shih et al. (1989), que adotaram essa abordagem na solugdo das equacdes de Navier-Stokes
bidimensionais, apresentando 6timo resultado para o problema da cavidade com tampa modvel
para varios numeros de Reynolds. Oberkampf e Blottner (1998) consideram esse método

altamente recomenddvel para a verificacao de codigos com a solucao exata nessas aplicagoes.

A verificacdo e a analise de erros em problemas testes s6 sdao seguras se aplicadas em
modelos matematicos com solugdo analitica conhecida, pois, somente neste caso ¢ possivel
mensurar qual é o efeito de situacdes adversas na solugdo de um problema real bem como no
erro de discretizacdo, condi¢do essencial para o estudo em questdo. Esses procedimentos,
aplicados dessa forma, fornecem subsidios para os problemas que ndo possuem solucao

analitica.

Assim, todos os modelos matematicos aqui resolvidos possuem solucao analitica,
condigdes de contorno e termos fonte definidos com base no MSF. Tanto solugdes em regime
permanente quanto transiente podem ser tratadas com esse método (SALARI e KNUPP,

2000; ROY et al., 2004).

A ideia do MSF se baseia simplesmente em produzir uma solu¢do exata sem estar
interessado na realidade fisica do problema (ROY, 2005). Uma fun¢do analitica ¢ definida e
inserida no lugar da variavel dependente na EDP, e todas as derivadas sdo calculadas
analiticamente, manualmente ou por meio de algum programa de computacdo simbolica,
como o Maple®, utilizado neste trabalho. A equacdo ¢ criada de tal maneira que todos os
termos restantes que nao satisfazem a EDP sdo incorporados em um termo fonte. Este termo
¢, entdo, simplesmente acrescentado a EDP de forma a satisfazer exatamente a nova EDP

(SALARI e KNUPP, 2000).
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Segundo Salari e Knupp (2000), esse procedimento também pode ser aplicado a
sistemas de equacdes, com o termo fonte gerado separadamente para cada equacdo. Este
método pode ser usado tanto para evitar o crescimento exponencial da solugdo com o tempo,

quanto para evitar confusoes entre instabilidades fisicas e numéricas.
3.4 METODOS DE SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES

Na etapa de discretizagdo do modelo matematico, o MDF usa expressdes algébricas
baseadas na série de Taylor para aproximar cada termo da equagdo diferencial. Esses termos
envolvem derivadas de primeira ou segunda ordem e podem ser aproximados por diferentes
formulagdes desenvolvidas a partir da série de Taylor. Estas formulacdes numéricas sdo

também conhecidas por esquemas de interpolacao numérica.

O processo de discretizagdo das equacdes diferenciais do modelo matematico, obtida
com a aproximacao numérica dos termos das equagdes do modelo, junto com suas condi¢des
de contorno ¢ inicial em cada n6 da malha, resulta em um conjunto de equacdes discretizadas

denominado sistema de equagdes algébricas, definido da seguinte forma:

aplp = Z aA, + b 3.1)
l

onde P corresponde ao nd para o qual a equacao diferencial parcial é aproximada, o indice [
corresponde aos nos vizinhos envolvidos nas aproximagdes em diferencas finitas e b € o

termo que engloba todas as contribui¢des que ndo foram incluidas nos coeficientes.

Este sistema pode ser escrito na notagdo matricial:
A-A=B (3.2)

onde A ¢ uma matriz de coeficientes esparsa (utilizando-se a estrutura dada pela Fig. 3.1, com
ordenacgdo lexicografica, tal matriz € tridiagonal no caso 1D e pentadiagonal no caso 2D), 4 ¢
um vetor que contém os valores da varidvel e B ¢ um vetor que contém o0s termos

independentes.
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Para a solugdo de sistemas de equagdes lineares os métodos numéricos usualmente

utilizados podem ser divididos em diretos e iterativos (BURDEN e FAIRES, 2003).

Dentre os métodos mais comuns utilizados em CFD, e que serdo utilizados neste
trabalho, estdo o TDMA?® (método direto) (FERZIGER e PERIC, 2002; MALISKA, 2004;
PATANKAR, 1980) que consiste em uma forma simplificada do Método de Eliminagdo de
Gauss e ¢ aplicado na solucdo de sistemas de equagdes que resultam da discretizagdo do
problema 1D (FORTUNA, 2000), e o método de Gauss-Seidel (método iterativo) utilizado na
solu¢do do problema 2D (BURDEN e FAIRES, 2003).

O sistema dado pela Eq. (3.2) pode ser resolvido por um método direto convencional
(por exemplo, Eliminagdo de Gauss) caso a matriz A seja matriz de banda, mas sao
ineficientes, pois possui a desvantagem no preenchimento dessa matriz, ndo garantindo assim

a conservacao de sua estrutura.

Para sistemas com matrizes de coeficientes do tipo banda ¢ possivel adaptar os
métodos diretos tradicionais, de modo que os valores nulos nao sejam manipulados

desnecessariamente como € o caso do TDMA.

Sabe-se que os métodos diretos, apesar de resolver sistemas de equagdes lineares
algébricas em um numero fixo de passos, apresentam problemas sérios com erros de
arredondamento. Uma alternativa ¢ o emprego de métodos iterativos que além de
apresentarem menos erros de arredondamento tém a vantagem de ndo alterar a estrutura da

matriz dos coeficientes (RUGGIERO e LOPES, 1997).

A ideia basica dos métodos iterativos consiste em construir uma sequéncia 1) (k =0,
1, 2,...) de vetores a partir de uma estimativa inicial A(®) que converge para a solugio exata A
de uma equagdao matricial dada pela Eq. (3.2), desde que atenda certas condigdes de

convergéncia.

A partir do vetor A9, 0 método iterativo gera uma sequéncia de vetores corrigidos, e

se essa sequéncia satisfaz

lim A0 = A (3.3)

k—oo

? Tridiagonal Matrix Algorithm, em inglés
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entdo o método iterativo converge para a solugdo do sistema de equagdes, caso ela exista.

Essa sequéncia de vetores fica definida iterativamente por

A0+D) = 200 4 G (3.4)

onde k =0, 1, 2,... ¢ a matriz F ¢ a matriz de iteragdo do método ¢ G é um vetor coluna. O
processo iterativo termina quando um critério de parada ¢ satisfeito. Segundo Fortuna (2000),

métodos iterativos distintos resultam de diferentes maneiras de escrever a Eq. (3.4) advinda da

Eq. 3.2).

Associado ao método Gauss-Seidel, serd visto ainda um acelerador de convergéncia de
tal método, denominado de método multigrid (secao seguinte). No ambito das estimativas do
erro de discretizagdo, foco deste trabalho, o método multigrid pode contribuir para tal
estimativa para comparacdo deste tipo de erro entre malhas distintas, pois melhora a taxa de
convergéncia dos métodos iterativos proporcionando assim a obtengdo de solugdes em malhas

muito finas, essenciais para a aplicacdo de MER.

3.4.1 Me¢étodo Multigrid

Os métodos multigrid sdao, por exemplo, aplicados para a solucdo numérica de
equagoes diferenciais baseados na discretizagdo do dominio de calculo pela subsequente

aproximacao das derivadas com a técnica de diferencas finitas (KINCAID e CHENEY, 2008).

A malha pode ser classificada em uniforme ou nado-uniforme e estruturada ou ndo-
estruturada, conforme distribuicdo dos pontos discretos no dominio. Caso a malha seja
estruturada, o método multigrid ¢ chamado multigrid geométrico (WESSELING e
OOSTERLEE, 2001), se a malha ¢ ndo estruturada, o método multigrid recomendado ¢ o
multigrid algébrico (STUBEN, 2001).

A ideia basica € trabalhar com um conjunto de malhas e, intercalar as aplicagdes entre
iteragdes em cada nivel de malha e solugdes aproximadas da Eq. (3.2) em malhas mais
grossas. Sao usados operadores para transferir informagdes (residuo e/ ou solu¢do) da malha

fina para a malha imediatamente mais grossa (processo chamado de restricdo) e da malha



54

grossa para a malha imediatamente mais fina (processo de prolongagdo) (BRIGGS et al,,

2000).

No método multigrid geométrico (mais recomendado para malhas estruturadas, e que
sera utilizado neste trabalho), existem diversos tipos de ciclos (formas de percorrer o conjunto
de malhas), como por exemplo, o ciclo V (BRIGGS et al., 2000) e o ciclo W (CHISHOLM,
1997), entre outros. Na Fig. 3.2 pode-se ter uma ideia de como funcionam os operadores de

restri¢do, prolongacdo e de como ¢ realizada a aplicacdo dos ciclos para a transferéncia de

informagdes.
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Figura 3.2 Multigrid geométrico
Fonte: adaptada de http://www.ini-graz.at/imawww/borzi/index.html

Com o método multigrid podem ser usados alguns tipos de esquemas que se
caracterizam por suas diferentes informagdes e a forma como as mesmas sdo transportadas
(TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992): o esquema de correcdo (Correction
Scheme, CS) e o esquema de aproximagdo completa (Full Approximation Scheme, FAS). No
esquema CS, a Eq. (3.2) ¢ resolvida apenas na malha mais fina; nas malhas mais grossas,
resolve-se a equacdo residual. Ja no caso do esquema FAS, a Eq. (3.2) € resolvida em todas as
malhas. O esquema CS ¢ geralmente recomendado em problemas lineares e o esquema FAS,

em problemas ndo lineares (BRIGGS et al., 2000). Outro esquema usa solu¢des nas malhas
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grossas para gerar estimativas iniciais melhoradas para as malhas mais finas. O esquema que

usa esta estratégia chama-se multigrid completo (Full Multigrid, FMG).

Detalhes da teoria e aplicagdes sobre o esquema de corregdo CS, o esquema de
aproximacdo completa FAS, o esquema FMG, operadores, algoritmos, complexidade,
propriedades variacionais, analise espectral, aplicagdes, etc, podem ser encontradas nos livros

de Trottenberg et al. (2001) e Wesseling (1992).

Conforme Trottenberg et al. (2001), os métodos multigrid sao geralmente
considerados os métodos numéricos mais rapidos para acelerar a resolugdo de equagdes

diferenciais parciais.

A Eq. (3.2) pode ser resolvida com o método direto TDMA ou com o método de
Gauss-Seidel, para obterem-se informagdes sobre o desempenho do método no tipo de
problema, porém o método TDMA ¢ um método direto o qual ndo ¢ utilizado como
suavizador no método multigrid. Além disso, ele € um método especifico para sistemas banda
tridiagonal, ou seja, problemas 1D. O método Gauss-Seidel ¢ um método iterativo que pode
ser usado tanto para matriz banda (tridiagonal que ¢ problema 1D, como em pentadiagonal
que ¢ problema 2D) como em sistemas densos. Como o método Gauss-Seidel ¢ iterativo, ele
pode ser usado como suavizador no multigrid. No caso deste trabalho, utiliza-se o método
multigrid em que os sistemas de equagdes Ax = b, onde b representa o termo fonte (residuo na

restricdo e corre¢ao na prolongacao), sao resolvidos a cada nivel de malha com o método de

Gauss-Seidel.

O principio de funcionamento do método multigrid estd fortemente relacionado ao
comportamento de convergéncia dos métodos iterativos estacionarios como os métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel. Esses métodos apresentam propriedades de suavizacdo de erros locais
de alta frequéncia (componentes oscilatorias do erro), enquanto as baixas frequéncias sao
mantidas praticamente inalteradas. Deste modo as primeiras iteracdes deste processo,
geralmente, tém rapida convergéncia, caracterizando a presenca de modos oscilatérios de
erro. Porém, apos algumas iteragdes o processo torna-se lento, sinalizando a predominancia de

modos suaves (BRIGGS, 2000).

Conforme Pereira e Nabeta (2007), como as componentes suaves do erro aparecem
mais oscilatéorios em um dominio com discretizagdo com malhas mais grossas, essa

caracteristica de suavizagdo dos métodos iterativos estacionarios indica a transferéncia do
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problema para outro nivel de resolug¢do, no qual a discretizagdo do dominio da EDP possui um
menor nimero de pontos. A repeticdo recursiva desse processo ¢ que da origem ao método

multigrid.

A taxa de convergéncia ideal (tedrica) do método multigrid é independente do
tamanho da malha, isto ¢, independe do nimero de pontos da malha (FERZIGER e PERIC;
1999; ROACHE 1998). Para obter um bom desempenho do multigrid, diversos niveis de
malha devem ser usados (TANNEHILL et al., 1997). Pinto e Marchi (2007) e Santiago e

Marchi (2008) recomendam usar todos os niveis possivelis.

3.5 ANALISE ASSINTOTICA

As estimativas do erro de discretizagdo, gerado por erros de truncamento, podem ser

divididas em dois tipos basicos: estimativas a priori ou a posteriori da obtengdo da solucao

numérica (MARCHI, 2001).

O primeiro passo para estimar o erro produzido por um método numérico ¢ de
natureza preditiva. No contexto da verificagcdo da solugdo, as estimativas de erro a priori
servem como orienta¢ao, uma vez que elas nao podem dar qualquer avaliagdo numérica dos

€110S.

A acuricia de uma aproximac¢ao por métodos numéricos em geral depende de certos
aspectos como consisténcia, convergéncia e estabilidade. Um dos requisitos no calculo de
uma estimativa de erro a priori ¢ a consisténcia do método de discretizagdo. Uma das
limitagdes para obter consisténcia na discretizagdo ¢ a suavidade da solucdo da EDP.

Singularidades na discretizagdo limitam a aplicagdo de estimativas de erro de truncamento

(LINSS e KOPTEVA, 2009).

A estabilidade ¢ condigdo adicional para a convergéncia. Em condi¢des limitadas, a
convergéncia para a solucdo acurada depende de sua estabilidade. Assim, ser capaz de
evidenciar que a discretizagdo de um problema mais complexo ¢ estavel irda conduzir a
propriedades de convergéncia que permitem a utilizacdo de uma estimativa de erro a priori

para o problema.
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Estimativas de erro a priori s6 tém significado tedrico. Eles mostram qual é o
comportamento do método de aproximacgdo em principio. No entanto, na pratica, o interesse
esta em o qudo acurada ¢ a solugdo numérica. Sendo assim, ¢ possivel atrelar uma informagao
a priori com os dados adquiridos a partir de resultados numéricos. Isso leva a nogdo de

estimativa de erro a posteriori.

Neste trabalho, as estimativas de erro a priori sao usadas para estimar a ordem do erro
de discretizacdo. Isso ¢ feito estimando-se o erro de truncamento do modelo numérico do

problema através da série de Taylor, e admitindo-se solu¢do consistente.

Considera-se a representa¢do do erro de truncamento, com os primeiros trés termos da
série em fungdo de /4, obtido do residuo que resulta quando se substitui a solucdo analitica

exata da variavel dependente (A) (MARCHI, 2001; FERZIGER e PERIC, 2002) na forma

E; = c;hPt + c,hP2 + c3hP3 + - para h -0 (3.5)

onde o menor expoente de i (p;) na expressdo de E, na Eq. (3.5), sera definido por p, e
chamamos ordem assint6tica ou de acuracia de E;. A ordem assintotica (p,) e os expoentes
dos termos nio nulos na equacdo do erro de truncamento (p,, ps, ... ) sdo denominadas ordens
verdadeiras (py). O conjunto representado por p, e seus elementos sd0 nimeros reais e
seguem a relacdo: 1<p; <p, <p; <--Todas as ordens verdadeiras sdao valores
conhecidos. Os coeficientes reais ¢y, Cy, C3, .... independem de 4 e podem ser positivos ou
negativos ¢ podem ser funcao da varidvel dependente e de suas derivadas. Tanto os

coeficientes c¢; como as ordens verdadeiras dependem das aproximagdes numéricas aplicadas.

A estimativa de erro a priori se da por meio da Eq. (3.5), pois assim € possivel avaliar,
antes da obtencao de qualquer solugdo numérica, qual ¢ o efeito do tipo de aproximagao
numérica usada, ou seja, do valor de p;. Também ¢ possivel avaliar qual € o efeito da reducao
do pardmetro 4 dos elementos da malha sobre o erro de discretizacdo da solugdo numérica.
Segundo Marchi (2001), as estimativas de erro a priori proporcionam uma analise qualitativa

do erro de discretizagao.

Os valores de py, como visto acima, podem ser obtidos a priori com um procedimento
que emprega a série de Taylor (TANNEHILL et al., 1997) e podem ser confirmados a
posteriori com o conceito de ordem efetiva (pg) (MARCHI, 2001) do erro de discretizacao,

representada na Eq. (3.6).
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tog [£55]

Clog()

(3.6)

E =

onde ¢; e ¢, sdo as solugdes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa,
respectivamente. O parametro (r), na Eq. (3.6), ¢ a razdo de refino entre as malhas, e ¢ dada
por:

h 3.7)
r=— .
h,
onde h,; é o tamanho dos elementos da malha mais grossa e h, ¢ o tamanho dos elementos da
malha mais fina. A ordem efetiva, (pg) € a inclinagdo local da curva do erro de discretizagao

da solu¢do numérica (¢) versus o tamanho % dos elementos da malha em um grafico

logaritmico (MARCHI, 2001).

Como ja foi mencionado, o célculo por meio da Eq. (3.6) permite verificar na pratica,
isto &, a posteriori, se a ordem do erro de discretizacdao das solu¢des numéricas tende a ordem

assintdtica dos erros de truncamento obtido a priori, a medida que 4 ¢ reduzido.

Quando a solucao analitica ¢ inexistente ou de dificil obten¢ao, estima-se o seu valor.
Com essa estimativa consequentemente o erro numerico € estimado e ¢ chamado de incerteza
(U) da solugao numérica. A incerteza de uma solu¢ao numérica ¢ calculada com os chamados
estimadores de erros e serdo apresentados na se¢do 3.6.2. Com isso, pode-se usar o conceito
de ordem aparente ou observada (py) (DE VAHL DAVIS, 1983) do erro de discretizagio.
Conceitua-se ordem aparente, (py), como a inclina¢do local da curva de incerteza (U) da

solugdo numérica (¢p) versus o tamanho 4 dos elementos da malha num grafico logaritmico

(MARCHI, 2001; MARCHI e SILVA, 2005).

A ordem aparente, (py), deduzida a partir do conceito de incerteza, é dada por:

log [ ¢2] (3.8)
loy(r)

Pv =

Com o uso da Eq. (3.8) verifica-se a posteriori, se a medida que % ¢é reduzido, a ordem
da incerteza das solugdes numéricas tende a ordem assintdtica dos erros de truncamento,

obtido a priori.
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As estimativas de erro a posteriori avaliam o erro de discretizagdo presente na solugao
aproximada de uma EDP com as Egs. (3.6) e (3.8) comparadas as informagdes a priori
obtidas por meio da Eq. (3.5) e com solugdes numéricas obtidas em uma ou mais malhas

diferentes.

Entre os estimadores de erro de discretizagdo, isto €, estimadores a posteriori,
disponiveis na literatura estdo: os estimadores de Richardson, delta, GCI, bicoeficiente,
tricoeficiente e multicoeficiente (ver se¢do 3.6.2). Com estes estimadores ¢ possivel avaliar

quantitativamente o erro de discretizagdo (ROACHE, 1998; MARCHI, 2001).

No presente trabalho, sdo realizadas estimativas de erro a priori descritas acima e
estimativas de erro a posteriori feitas com base em solugcdes numéricas obtidas em varias

malhas e a aplicacao de MER.

3.6 VERIFICACAO NUMERICA

Como ja mencionado na introdugdo deste trabalho, o objetivo final de interesse
cientifico ¢ a validagdo de um modelo e para isso a verificacdo se faz necessaria. A
verificacao ¢ o processo usado para quantificar o erro numérico, € o seu objetivo ¢ estabelecer
a acuracia numérica, independente do fendmeno fisico, isto €, o processo de verificagdo mede

0 quao bem o modelo matematico € resolvido numericamente (ASME, 2009; AIAA, 1998).

Uma vez que nenhum método de aproximagdo pode revelar a solucdo exata, todos
estdo sujeitos a erros inerentes aos proprios meios adotados. Em busca da minimizacao desses
erros, simulagdes computacionais sao aperfeicoadas com o intuito de prever com acuracia e

precisdo o desempenho de solu¢des numéricas de um fendémeno fisico.

Os resultados numéricos obtidos na solu¢do de um problema envolvem tanto os erros
inerentes ao modelo fisico ou matematico como aqueles contraidos no decorrer do
desenvolvimento do processo de solu¢do. No primeiro caso tem-se o fato de se trabalhar com
aproximacdes, isto ¢, as consideracdes fisicas associadas ao fendmeno que em geral sdo
desprezadas, como por exemplo, os efeitos relativisticos nos problemas de mecanica classica.
O segundo caso deve-se, por exemplo, a imprecisdes em constantes fisicas as quais podem ser

desprezadas, mas que devem ser examinadas quando provenientes de dados empiricos.
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Os erros envolvidos nos métodos descritos acima sdo (ASME, 2009):

o Nos resultados experimentais: erros experimentais;
o Nas solucdes analiticas: erros de modelagem; e
o Nas solu¢des numéricas: erros de modelagem e erros numéricos.

A Fig. 3.3 apresenta a hierarquia desses erros envolvidos nos métodos de solugdo de

problemas associados ao fendmeno em estudo (ASME, 2009).

VALOR VERDADEIRO DO FENOMENO REAL
N 4

Erro de
Modelagem

(Em)

Erro
Experimental

(E,)

Erro
Numérico

(En)

/ 4 /

Solu¢do Numérica (¢) > Soluc¢do Analitica (®) Resultado Experimental

— _/
Y

Verificagao

Figura 3.3 Erros envolvidos nos métodos da engenharia (MARCHI, 2010).

O erro experimental (E,) ¢ a diferenca entre o valor verdadeiro de uma varidvel de
interesse € o seu resultado experimental. Mesmo os modelos mais simples em CFD sdo
complexos o suficiente para que solugdes analiticas sejam praticamente impossiveis de se
obter. Por isso, em geral, o valor verdadeiro ¢ desconhecido, o que leva a estimar o valor do

erro experimental.

O erro de modelagem (E,,,) ¢ a diferenca entre o valor verdadeiro de uma varidvel de
interesse de um fendmeno real, ¢ a sua solugdo analitica ou sua solu¢do numérica exata

(FERZIGER ¢ PERIC, 2002; MARCHI, 2001). Também neste caso o valor verdadeiro ¢
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desconhecido, conseguindo-se apenas estimar seu valor que ¢ feito a partir da comparagdo das
solugdes analiticas e numéricas com resultados experimentais. O processo que quantifica esse
tipo de erro denomina-se validagdo (ASME, 2009). No exercicio da validagdo também sdo
analisados os erros de dados de entrada como, por exemplo, as propriedades fisicas de um

sistema em estudo.

O erro da solucao numérica, ou simplesmente erro numérico (E,), € a diferenga entre a

solucdo analitica exata (@) de uma variavel de interesse e sua solu¢do numérica (¢), ou seja,

E(p)= - ¢ (3.9)

O processo de verificacdo tem sido definido como a concordancia dos resultados
numéricos com o modelo matematico que descreve o fendmeno fisico em estudo,
quantificando o erro numérico (ASME, 2009). Nesse sentido, na préxima se¢do, sao

apresentadas as diversas fontes de erro que constituem o erro numeérico.

3.6.1 Fontes de Erros Numéricos

O erro numérico ¢ causado por diversas fontes, que sdo: erros de truncamento (E)),
erros de iteragdo (£;), erros de arredondamento (£,) e erros de programacgdo (£,) (MARCHI,
2001; FERZIGER e PERIC, 2002). Simbolicamente, tem-se:

E(¢) = E(E,, E;, Er, Ey) (3.10)

Nas seg¢Oes a seguir, cada uma dessas quatro fontes de erro ¢ explicada,

separadamente.

3.6.1.1 Erro de truncamento (£;)

O objetivo do célculo de fungdes por séries de Taylor é o de se obter expressdes

simples para a avaliagdo de fungdes com grau de complexidade maior. Além disso, esse
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procedimento forma a ideia basica de uma estimativa de erro a priori, de modo que o

entendimento desse assunto ¢ indispensavel para a analise da estimativa do erro a posteriori.

O resultado que se obtém ao se truncar um processo infinito ¢ chamado erro de
truncamento (E;), ou seja, ¢ originario do fato de se aproximar um modelo matematico
continuo, com informa¢do em um conjunto infinito, por um modelo numérico discreto com

informagao em um conjunto finito.

Segundo Marchi (2001), o erro de truncamento de uma equacao diferencial € o residuo
obtido quando se substitui a solucao analitica exata de uma variavel dependente na equacao
discretizada do modelo matematico. Ele ¢ igual ao oposto do valor do operador numérico

aplicado a solugdo analitica da variavel dependente.

Ao se considerar a divisao de um dominio continuo em subdominios com espacamento
h, o erro de truncamento de uma equacdo diferencial ou de uma aproximagdo numérica

qualquer pode ser representado genericamente pela Eq. (3.5) (FERZIGER e PERIC, 2002).

Quando 2 —0, o primeiro termo do erro de truncamento domina o valor total de E;.
Nesse caso, ao se considerar o grafico logaritmico de E; versus h, a sua inclinacdo em relagao
ao eixo das abscissas tende ao valor de p; (com a redugao de /). Quanto maior for esse valor,

maior sera a taxa de redu¢do de E; quando 7 —0.

3.6.1.2 Erro de iteracdo (E;)

Erro de iteragdo ¢ a diferenca entre a solugcdo exata das equacdes discretizadas e a

solu¢cdo numérica em uma determinada iteracdo (FERZIGER E PERIC, 2002).

Os erros de iteragdo podem ser causados, por exemplo, pelo emprego de métodos
iterativos para resolucdo do sistema de equacdes algébricas resultantes do processo de
discretizagdo; pelo uso de métodos segregados (acoplamento de equagdes), por exemplo, o
tratamento de modelos matematicos constituidos por mais de uma equagao, sendo cada uma
resolvida separadamente; e a resolucdo de problemas ndo lineares em que a matriz dos
coeficientes ¢ funcdo da varidvel dependente do problema (MARCHI, 2001; MARTINS e
MARCHI, 2008).
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A reducgdo desses erros se da pelo aumento do nimero de iteragdes, isto €, para
n — oo obtém-se E; — 0. Uma teoria detalhada sobre a estimativa desse tipo de erro em CFD

¢ apresentado em Martins ¢ Marchi (2008).

3.6.1.3 Erro de programacao (£),)

Erros de programagdo sdo aqueles que resultam, por exemplo, do uso incorreto de um
modelo numérico a ser empregado, na implementacdo do modelo numérico ou no uso do

programa, entre outros (ROACHE, 1998; MARCHI, 2001).

Além de técnicas basicas, ¢ fundamental que ao desenvolver um programa
computacional uma compreensdo aprofundada de como os algoritmos sdo construidos, do

porque eles funcionam, e quais sao suas limitagdes ¢ de suma importancia.

Por exemplo, a necessidade de efetuar célculos algébricos para obter resultados exatos,
e respostas numéricas acuradas deve levar em consideragdo a precisao obtida com uma

linguagem de programagao que deve acompanhar os recursos oferecidos pela maquina digital.

Simbolos e numeros podem ser manipulados pelo computador, mas a logica da
solu¢do ¢ induzida pelo programador. A simplificagdo de uma expressao apresenta outra
alternativa de solugdo para um sistema de manipulagdo simbolica. Algoritmos devem ser
adaptados para a solucdo de expressdes algébricas representadas de forma equivalente com o
intuito de reduzir erros. As preferéncias estilisticas diferem do que ¢ mais apropriado em se

tratando de algebra computacional.

A élgebra computacional ou computacdo algébrica, utilizada por muitos, trata de
implementar operagdes algébricas levando em consideracdo a eficiéncia do cddigo mas muitas
vezes esquecendo-se de considerar a precisdo dos resultados ou o seu custo com relacdo ao

tempo computacional.

Maliska (2004) e Roache (1998) apresentam procedimentos para evitar esse tipo de
erro como: implementar um programa especifico para depois generaliza-lo; implementar o
programa em modulos; usar uma malha pequena e verificar se a solugdo converge, isto &,

verificar se o erro de iteragdo atinge o nivel do erro de maquina ou do erro de
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arredondamento; e resolver um problema por meio do MSF (com solucdo analitica conhecida)

para verificar se as ordens efetiva (pg) e aparente (py) tendema (p,) com & —0.

3.6.1.4 Erro de arredondamento (£ )

Conforme Marchi (2001), erros de arredondamento sdo os erros que ocorrem
principalmente devido a representacdo finita dos niimeros reais em calculos computacionais,
isto ¢, ocorrem quando estdo além da capacidade de armazenamento na maquina digital ou
entdo os ultimos digitos sao desprezados por ndao serem significativos na representacao
numérica. A representagdo numérica finita em processadores gera a propagacao destes erros

pela quantidade de operagdes utilizadas.

Os erros de arredondamento tornam-se parte dos processos efetuados pelo computador
e a sua reducao depende inclusive da escolha da linguagem de programagao. Deste modo, eles
variam de acordo com o software € com o hardware utilizados na execucdo do codigo

computacional.

Os erros de arredondamento também sao originarios de dados de entrada, métodos de

aproximagao, operagdes numéricas efetuadas e manipulagdes algébricas e/ou algoritmos.

Dois fatores a serem considerados na andlise do efeito dos erros de arredondamento
sdo o de operagdes aritméticas como a soma ¢ a multiplicacdo, as quais satisfazem a
propriedade associativa dos nimeros reais, que podem perder essa propriedade quando se

trabalha em representagdes finitas, € o cancelamento subtrativo.

Goldberg (1991) ressalta a importancia sobre os aspectos da aritmética de ponto
flutuante que devem ser considerados no desenvolvimento de codigos computacionais. Ele
cita o trabalho de Sterbenz (1974) o qual discute as implicacdes do uso de diferentes
estratégias de arredondamento para as operagdes basicas de adicao, subtracdao, multiplicacdo e

divisdo.

A aplicagdo da algebra computacional ¢ capaz de lidar com uma enorme quantidade de
nimeros com grande precisdo. Os processos algébricos lidam com manipulacdes e solugao

exata de equagoes. Essas equagdes podem ser polinomiais, diferenciais ou a diferencgas finitas,
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por exemplo, (STEINBERG e ROACHE, 1985; WILKINSON, 1994; STERBENZ, 1974;
KINCAID e CHENEY, 2008). Trata-se de uma area muito ampla e, portanto, pode ser vista
de diferentes perspectivas, como por exemplo, o simples calculo de uma exponencial, a l6gica
de solucdo de sistemas de equagdes lineares, o cdlculo exato de integrais indefinidas de

fungdes elementares e calculo de somatoérios de nimeros binomiais.

A reducdo dos erros de arredondamento implica em maior precisdo usada para
representar as variaveis, porém com isso torna-se necessario maior esfor¢o computacional, ou
seja, maior quantidade de memoria disponivel para armazenamento dessas variaveis

(MARCHI, 2001).

3.6.2 Estimativas para o Erro de Discretizacao

Como dito anteriormente, quando o erro da solugdo numérica se reduz somente a erros
de truncamento este passa a ser denominado erro de discretizagdo e pode ser calculado por

meio da Eq. (3.5) ouda Eq. (3.11) na forma

E(¢) = C hPL + C,hP2 + C3hP3 + C4hP+ + - (3.11)

A Eq. (3.11) é denominada equagdo geral do erro de discretizacao que ¢ semelhante a
Eq. (3.5), porém como ja mencionado, com a diferenca que ¢ constituida somente por erros de
truncamento.

Em termos praticos, o valor do erro de discretizagao s6 pode ser calculado quando a
solu¢do analitica do modelo matematico ¢ conhecida. Quando isso nao ¢ possivel, ¢
necessario estimar qual € o valor da solugdo analitica. Assim, em vez do erro de discretizacao,
calcula-se uma estimativa do seu valor. Esta estimativa ¢ chamada de incerteza (U) da
solucdo numérica (CHAPRA e CANALE, 2008; MARCHI, 2001) e ¢ calculada pela
diferenga entre a solugéo analitica estimada (¢,,) para a variavel de interesse € a sua solugédo

numérica (¢p) (MARCHI e SILVA, 2005), ou seja,

U@ = ¢ — ¢ (3.12)
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A incerteza de uma solugdo numérica ¢ calculada com os chamados estimadores de
erro apresentados a seguir de forma sucinta. Em Marchi (2001) pode-se encontrar a teoria

detalhada sobre o assunto.

Para prever quantitativamente o erro de discretizacdo encontram-se disponiveis na
literatura, entre outros, seis estimadores (MARCHI, 2001), que sdo: os estimadores de
Richardson, delta, GCI, bicoeficiente, tricoeficiente e multicoeficiente. Todos eles se baseiam
em solugdes numéricas obtidas sobre duas ou mais malhas diferentes, isto €, sdo estimadores a

posteriori.

3.6.2.1 Estimador de Richardson (Ug;)

O célculo da incerteza por meio do estimador de Richardson (Ug;) (RICHARDSON e
GAUNT, 1927) ¢ realizado com base na Eq. (3.12) onde o valor de ¢, ¢ a estimativa do valor
da solugdo analitica e ¢ obtida através da extrapolagdo de Richardson (RICHARDSON, 1910;
RICHARDSON e GAUNT, 1927) generalizada pela substituigdo do expoente da razao de
refino por p;, (ROACHE,1994):

b = G2+ % (3.13)

onde ¢, e ¢, sdo as solugdes numéricas obtidas com malhas grossa e fina, ou ainda, com
malhas cujo tamanho / dos elementos ¢ hy e h, , respectivamente; p; ¢ a ordem assintdtica

do erro de discretizagao; e » ¢ a razao de refino de malha, definida pela Eq. (3.7).

Substituindo a Eq. (3.13) na Eq. (3.12), o estimador de Richardson resulta em

(¢, — ¢1)
Uri (92) = 1) (3.14)
A Eq. (3.14) fornece a incerteza da solugdo numérica obtida com a malha fina (h,).

Caso seja de interesse obter a incerteza da solu¢cdo na malha grossa, substitui-se a Eq. (3.13) e

¢, na Eq. (3.12).
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A representacdo correta da solucdo numérica ¢ e sua incerteza Ug; obtida com o

estimador de Richardson é

¢ = ¢z + Uri(d1) (3.15)

onde ¢, ¢ a solugdo numérica obtida com a malha fina (com uma malha cujo tamanho /4 dos
elementos € h,); e lembrando-se que o célculo da incerteza (Ug;) também envolve ¢, que € a
solu¢do numérica obtida com a malha mais grossa (com uma malha cujo tamanho / dos

elementos € h,).

3.6.2.2 Estimador delta (U,)

Conforme Marchi (2001), o estimador delta U, calcula a incerteza de uma solugao

numérica ¢, por meio da equagao

Up (¢2) = |1 — ¢, (3.16)

onde ¢, e ¢, seguem as definicdes da secdo 3.6.2.1. A incerteza calculada com a Eq. (3.16)
também usa duas solugdes numéricas (¢; € ¢,) obtidas em duas malhas distintas (h; € h,),
assim como o estimador de Richardson.

A representagcdo correta da solucdo numérica ¢ e sua incerteza U, obtida com o

estimador delta é

¢ = ¢, + Us(¢1) (3.17)

3.6.2.3 Estimador GCI (Ug()

A incerteza da solugdo numérica também pode ser calculada com o estimador GCI

(Grid Convergence Index) (ROACHE, 1998) através de
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|¢1 - ¢2|
Ugcr (92) = FS—(rPL -1 (3.18)
onde Fg ¢ um fator de seguranca com valor igual a trés para aplicacdes em geral; os demais
parametros da Eq. (3.18) seguem as defini¢cdes dadas na se¢ao 3.6.2.1.

A representagdo correta da solugdo numérica ¢ e sua incerteza U obtida com o

estimador GCI é

¢ = ¢ £ Uger(92) (3.19)

A Eq. (3.18) pode ser reescrita de forma a relacionar os trés estimadores de erro vistos
até entdo, Ugcr, Uy e Ug;, considerando-se r =p;, = 2 para Fg =3 (ROACHE, 1994;
MARCHI, 2001). Assim tem-se

FsUp

Uger (1) = PL-1) =Fg|Ug;l (3.20)

onde ¢, ¢ a solugcdo numérica obtida com a malha fina, isto é, com uma malha cujo tamanho
h dos elementos € h,; e lembrando-se que o célculo da incerteza (Ugc;) também envolve ¢,
que ¢ a solugdo numérica obtida com a malha mais grossa, isto ¢, com uma malha cujo

tamanho /4 dos elementos € h;.

3.6.2.4 Estimador bicoeficiente (Up;)

Para o estimador bicoeficiente (U,;), definido por Marchi (2001), a incerteza €é

calculada com
U,; = K;hPL + KZhT’L’pr (3.21)

onde K; e K, sdo os dois coeficientes da incerteza que sdo admitidos serem independentes de
h, p,, é a ordem assintdtica e (p, + Ap) € o expoente de 4 no segundo termo da equagio geral

do erro de discretizagdo, Eq. (3.11), ou seja, ¢ a segunda ordem verdadeira.

A partir da Eq. (3.2), aplicada a trés malhas diferentes (hq, h, € h3) e considerando-se

a Eq. (3.12), obtém-se um sistema de equacdes com incognitas ¢.,, K; € K,. Para o caso em
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que a razdo de refino () é constante pode-se deduzir trés formas distintas para ¢, para casos

de ordens verdadeiras (py/) distintas na equagdo do erro de discretizagdo que sdo:

B, = [2eariDos+es] (py = 1 e2) (3.22)

(r3-r2-r+1)

o = [r5¢p3—12(r+1)¢o+¢4] (py =2¢3) (3.23)

(r5-r3-r2+1)

b = [r6¢s—r2(r2+1) o+ (py =2 e4) (3.24)

(ré—r4—r2+1)

A incerteza ¢ calculada através do estimador bicoeficiente utilizando as equagdes
(3.22), (3.23) e (3.24) na Eq. (3.12) e tomando ¢ como a solugdo numérica calculada com
uma malha, cujo tamanho de seus elementos € 4 com a razao de refino dada como na Eq. (3.7)
por

hi _ hy
r=—2=22 3.25

Marchi (2001), com base em algumas andlises mostra que essa incerteza, em muitos
casos, ¢ diferente do erro de discretizacao e que essa diferenca vai depender da complexidade
de cada problema e do % usado.

A representacdo correta da solugdo numérica ¢ e sua incerteza Up; obtida com o

estimador bicoeficiente é

¢ = ¢3 + Uni(d3) (3.26)

onde ¢; € a solugdo numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho

h dos elementos ¢é hy; e lembrando-se que o célculo da incerteza (Uy;) também envolve ¢, e

b2.

3.6.2.5 Estimador tricoeficiente (Uy;)

O estimador tricoeficiente (U,.j) € definido como o estimador bicoeficiente, com a
diferenga que o seu calculo envolve quatro malhas distintas. O estimador tricoeficiente (Ug-;),

definido por Marchi (2001), ¢ baseado em
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Ui = KhPL + K,hPL¥AP 4 K pPL¥2AP (3.27)

onde K;, K, ¢ K5 sdo os trés coeficientes da incerteza que sdo admitidos serem independentes
de h, p,, (p, + Ap), (p, + 2Ap) sdo as trés primeiras ordens verdadeiras (p,) da equagdo
geral do erro de discretizacao, Eq. (3.11).

A partir da Eq. (3.27), aplicada a quatro malhas distintas (hy, h,, hy € hy) e
considerando-se a Eq. (3.12), obtém-se um sistema de equag¢des com incognitas ¢, K;, K, €
K;. A deducdo da expressdo para ¢, ¢ realizada conforme o caso dado para as ordens

verdadeiras e razio de refino (r).

A fim de reduzir a extensao das expressoes de ¢, € considerando a razdo de refino
(r) constante e igual a dois, sdo apresentadas trés formas distintas para ¢, para casos de

ordens verdadeiras (py ) distintas na equagdo do erro de discretizagdo que sio:

_ (192¢p, — 168¢3 + 42¢p, — 3¢4)

=1,2¢3) (3.28
o 3 (v ) (3.28)

_ (1536¢, — 672¢; + 84¢, — 3¢) (py =2,3¢4)  (3.29)

e 945
5., = 5529600, - 18144;(8);(;;24—5113404)2 —135¢,) (py =2.4¢6) (3.30)

A incerteza ¢ calculada através do estimador tricoeficiente utilizando qualquer uma
das equacgdes (3.28), (3.29) e (3.30) na Eq. (3.12) e tomando ¢ como a solugdo numérica
calculada com uma malha cujo tamanho de seus elementos ¢ 4, dentre as quatro solugdes
numéricas, e de acordo com as ordens verdadeiras indicadas. Aqui a malha ¢, indica a
solucdo numérica obtida na malha mais fina e ¢;, na malha mais grossa obedecendo a

equacdo (como na Eq. (3.7))

_hi_hy  hg

"Th, ks

(3.31)

A representacdo correta da solucdo numérica ¢ e sua incerteza U, obtida com o

estimador tricoeficiente é
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¢ = ¢4+ Uwi(s) (3.32)

onde ¢, ¢ a solugdo numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho

h dos elementos é h,; e lembrando-se que o calculo da incerteza (U,.;) também envolve

b1, P2 € P3.

3.6.2.6 Estimador multicoeficiente (U,.)

O estimador multicoeficiente (Up,) é definido como o estimador bicoeficiente, com a
diferenga que o seu célculo envolve n malhas distintas. O estimador multicoeficiente (U,y.),
definido por Marchi (2001), considera que a incerteza ¢ dada por “m-1" coeficientes, isto €, de

acordo com a Eq. (3.11) tem-se

Umc = thpl’ + thpz + K3hp3 + -+ Km_lhpm_l (333)

onde m ¢ igual ao nimero de solu¢des numéricas distintas, K;,K,, K3, ..., K1 sdo os
coeficientes da incerteza, € py, P, D3, -r Pm—1 S30 as ordens verdadeiras (py) do erro de

discretizagao.

A aplicagdo da Eq. (3.33) a m malhas distintas (hq, h,, hs, ..., h,,) fornecem um
sistema de equagdes com incognitas ¢, Ky, Ky, ..., K. Obtida a solucdo do sistema de

equagdes, a incerteza de cada solugdo numérica (¢) pode ser calculada conforme a Eq. (3.12).

3.7 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Segundo Brezinski (2000), extrapolacdo ¢ uma técnica usada em andalise numérica para
melhorar a acuridcia de um processo baseada em um pardmetro ou para acelerar a

convergéncia de uma sequéncia.

A extrapolacdo de Richardson (ER) ¢ um método simples que corrobora essa ideia e

tanto contribui para a velocidade de convergéncia como também para um resultado acurado.
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A ideia bésica exige a solucdo numérica da varidvel de interesse em duas malhas com
diferentes numeros de nos. Esta também ¢ usada para estimar o erro de discretizaciao
(MARCHI e SILVA, 2002) ou como base para outros estimadores, tal como o GCI
(ROACHE, 1994).

Consideram-se duas malhas com espacamentos distintos entre os nés (MULLER,

2002):

Um método de ordem p € usado, significando que o comportamento tedrico do erro de

truncamento é conhecido quando h — 0. Procede-se da seguinte forma:

e C(Calcula-se a solucdo em x;, usando o espagamento de tamanho 4: y(xy, h)

e C(Calcula-se a solugdo em xj, usando o espagamento de tamanho 2k: y(x,2h)

e Dados dois valores com erros distintos € conhecido o comportamento do erro de
truncamento pela ordem O(hP) é possivel extrapolar uma aproximagio do valor

exato y(xg, 0).
Para o método de ordem p, a solugdo exata pode ser expressa como:
y(x) = y(xx, h) + chPr + O(hP2) (3.34)

onde ¢ € uma constante € p; € p, sdo inteiros com p; < p,. Resolvendo o problema para

malhas com espagamentos entre nos 4 € 2h, respectivamente, tem-se:
y(xy) = y(xg, h) + chPr + O(hP2) (3.35)
y(xi) = y(xi, 2h) + c(2h)Pr + O(hP2) (3.36)

Subtraindo a Eq. (3.36) da Eq. (3.35), obtém-se a expressdo para o erro de

truncamento:

— y(xk' h) - y(xk! Zh)

p
chP1 T

+ O(hP2) (337)

Assim, substituindo a Eq. (3.37) na Eq. (3.35) chega-se a

Y(xkl h) - y(ka Zh)

2T o) (3.38)

y(xx) = y(xg, h) +
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Joyce (1971) descreve um estudo abrangente sobre os processos de extrapolacdo em

analise numérica, € a maioria deles é baseada em ER ou em suas variantes.

3.8 MULTIEXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Essa analise serd feita utilizando o método de extrapolagdo de Richardson repetido,

denominada aqui multiextrapolagdes de Richardson (MER).

A técnica de MER tem como objetivo reduzir o erro de discretizagdo melhorando a
eficiéncia e a exatiddo computacional. Porém, devido a ocorréncias de erros de
arredondamento nos resultados desse processo, faz-se necessaria a redugdo desses erros de
forma a contribuir para o desempenho ideal do método e, consequentemente, obter a melhor

precisdo dos resultados.

A ideia basica do MER, (BJORCK e DAHLQUIST, 2009; MARCHI e SILVA, 2002;
ROACHE, 1994) apresentada na secao anterior, tem como base a extrapolacao de Richardson

generalizada (Eq. (3.13)) para estimar erros de discretizagao (MARCHI et al., 2008).

O processo ¢ desenvolvido considerando, para cada varidvel de interesse, a solugdo

numérica (¢) na malha g, com m extrapolagdes de Richardson, e ¢ dada por:

¢g,m—1 - ¢g—1,m—1 (3.39)
rPm — 1

¢g,m = ¢g,m—1 +

onde r = hg,_;/hg, € arazdo de refino da malha (ver Eq. (3.7)), e a variavel p,, representa a

ordem verdadeira no nivel m (MARCHI et al., 2013) do erro de discretizagdo, o qual pode ser

obtido como explanado na se¢do 3.5.

A Eq. (3.39) é valida para g = [2,M] e m = [1,M — 1]; M é o nimero total de malhas
distintas sobre as quais foram obtidas solugdes numéricas (¢p) sem qualquer extrapolagdo; g
representa cada uma das malhas, sendo g = 1 a malha mais grossa do conjunto de malhas,
isto €, aquela na qual a distancia / entre dois nds consecutivos tem o maior valor. A malha
mais fina ocorre em g = M, e ¢ aquela na qual a distancia % entre dois nds consecutivos tem o

menor valor, conforme apresentado na Tab. 3.2.
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Tabela 3.2 Indices das solucdes numéricas sem extrapolacio

Malhas Solucdo Numérica sem extrapolagao
g=1 b1
g=2 (OP)
g=3 ®3
g=M du

Conforme explanado na se¢do 3.5, os valores de p,,. obtidos a priori, podem ser
confirmados a posteriori com o conceito de ordem efetiva (pz) (MARCHI, 2001) do erro de

discretizagdo, que generalizado para multiextrapolacdes de Richardson (MER) ¢ dado por

E(¢ —1,m)
~ log l E(;g,m) (3.40)
PEgm = Tog(r)

A Eq. (3.40) é valida para g = [2,M] ¢ m =[0,9 — 2]. As demais defini¢cdes
referentes a Eq. (3.39) se aplicam a Eq. (3.40).

Para obter a ordem efetiva € necessario conhecer a solucdo analitica nos pontos

desejados a fim de obter o erro entre as solu¢des. Caso contrario, a utilizacao de PU g m> Eq.

(3.41), torna-se necessaria.

lOg ¢£—1,m__¢¢g—2,m]
gm g—1m
= 3.41
pUg,m lOg (T) ( )

A Eq. (3.41) ¢ valida para g = [3,M] e m = [0, Int((g — 3)/2)], r constante entre as
trés malhas e Int(a) representa a parte inteira de a.

Os valores de py ndo sdo obtidos com a Eq. (3.40), pois ela admite que o valor de p,,
¢ conhecido. Para obter p,,, a posteriori independentemente de p,,, a priori, ao invés de usar a

variavel ¢ obtida com a Eq. (3.40), usa-se uma nova variavel ¢, a qual ¢ calculada por

Pgm = Pgm-1 1t — PUgm—1 _ 1 (3.42)
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A Eq. (3.42) ¢ vilida para g =[3,M] e m=[1,Int((g —1)/2)]. As demais
defini¢cdes sdo as mesmas atribuidas a Eq. (3.40). Nota-se que sdo necessarias trés solugdes
referentes a trés malhas distintas. Como para m = 0, a Eq. (3.42) ndo se aplica, tem-se

®g0 = Pgo,0nde ¢y, € asolugdo numérica obtida sem qualquer extrapolagdo.

Teoricamente, a medida que / tende a zero, os valores de (pg)gm (e/ou (Py)gm)

devem tender a ordem verdadeira (p,,) do respectivo nivel de extrapolagdo (m) da Eq. (3.11).

Na Tab. 3.3 pode-se acompanhar o procedimento aplicado acima. Para m = () tem-se a
solugdo numérica (¢p) sem qualquer extrapolagdo. Nota-se também que a cada valor de ¢
obtido, para a aplicagdo dessa técnica, necessita-se da solucdo de pelo menos duas malhas
distintas para a utilizagdo de pg (g € g-1) ou trés malhas distintas para a utilizacao de py (g,
g-1 e g-2), como demonstrado por meio das células tracejadas e como resultado a célula

destacada com a borda em negrito segundo a aplicagdo de pg.

Tabela 3.3 Indices das extrapolagdes de Richardson

nunsl(é)ililcgg(;em Primeira Segunda
Malhas ~ extrapolacdo | extrapolagao m=M-1
extrapolacao m= 1 =2
m=0
1 1
g=1 i b1 i
i_ _____________
g=2 i b2 b(g=2,m=1)
g3 ®s3 ¢(g=3,m=1) ¢(g=3,m=2)
g:M ¢M ¢(g=M,m=1) ¢(g=M,m=2) d)(g:M,m:M—l)

As vantagens do uso da extrapolacdo de Richardson (ER) se estendem ao uso de MER.
1) € um pos-processamento simples, pois nao interfere diretamente na obteng¢do da solucdo; ii)
seu custo computacional ¢ muito baixo em termos de memoria e tempo de CPU; iii)
possibilita o refino de malhas para praticas que conduzem ao desempenho superior e para o
processo de geracdo de solucdes de referéncia (Benchmark); iv) podem ser aplicados a

codigos computacionais ja existentes ou a resultados ja obtidos; v) aplica-se a diversas
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aproximac¢des numéricas e varidveis de interesse; vi) independe de andlises a priori e

conhecimento da solugdo analitica do problema (MARCHI et al., 2013).

3.9 RESUMO DO CAPITULO 3

Neste capitulo foi apresentada a nomenclatura genérica das equagdes teste e das
variaveis secundarias de interesse analisadas neste trabalho. Os principais métodos de
discretizagdo foram brevemente descritos enfatizando o MDF por ser o método utilizado, bem
como as referéncias relacionadas a sua aplicagdo. O processo do MSF ¢ apresentado com base
nas referéncias pesquisadas. Foram apresentados os métodos de solucdo dos sistemas de
equagoes lineares apresentando uma breve visao do método multigrid. A analise assintotica €
exposta elucidando as relagdes entre as andlises a priori € a posteriori abordadas neste texto.
Foram abordados alguns topicos sobre as principais fontes de erro numérico e alguns
estimadores. Finalmente, foi apresentado de forma sucinta, o método de extrapolagdao de

Richardson como embasamento tedrico ao procedimento de MER.
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4 MODELOS MATEMATICOS E NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os modelos matematicos baseados em equagdes
diferenciais parciais do tipo eliptico, (equagdo de advecgdo-difusdo bidimensional
permanente); parabdlico (equacdo da difusdo do calor uni e bidimensional transiente —

equagdo de Fourier); as varidveis de interesse € modelos numéricos correspondentes.

A inclusdao de um termo fonte na descricio de um modelo matematico em CFD ¢
pouco discutida. Do ponto de vista analitico as solu¢des sdo de dificil acesso ou inexistentes,
0 que torna a solucdo numérica ainda mais complicada. Nesse sentido, as equagdes
mencionadas possuem termo fonte, solugdo analitica e condi¢cdes de contorno desenvolvidas

com base na teoria do MSF.

Nos problemas citados acima a temperatura ¢ considerada a varidvel primaria. O
estudo das varidveis secundarias por ser importante em certos contextos na engenharia, €
também tratado neste trabalho. Por exemplo, para uma placa aquecida, uma variavel
secundaria ¢ a taxa de fluxo de calor através da superficie da placa. Pode-se determinar o

fluxo de calor transportado por condugao pela Lei de Fourier:

dT

q =—k-

O escoamento térmico ¢ (W /m?) ¢ a taxa de transferéncia de calor por unidade de

, . NPT A . . dr
area perpendicular a direcdo de transferéncia e € proporcional ao gradiente de temperatura o

A constante k& ¢ uma propriedade de transporte denominada condutividade térmica (W /(m-

K )) do material. O sinal negativo ¢ uma consequéncia do fato do calor ser transferido na
direcdo da temperatura decrescente (INCROPERA et al.,, 2008). Neste trabalho, por
conveniéncia a condutividade térmica sera considerada igual a unidade, e a taxa de fluxo de

calor serd avaliada nos contornos leste e norte do dominio.

Para andlise do impacto de esquemas mistos (hibridos, corre¢do adiada ou Crank-
Nicolson), e de paradmetros fisicos e numéricos sobre a redugdo do erro de discretizacdo com
MER foram definidas na se¢do 3.1 quatro varidveis de interesse, sendo duas locais e duas

globais. As variaveis consideradas para os modelos matematicos definidos sdo:
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y 1 . .
e T.:varidvel dependente 7em x = > obtida diretamente do valor nodal;

e T,:média de 7 no dominio, obtida com a regra do trapézio;
e L: média da norma [,do erro de discretizagdo de T; e
e g oul: derivada de primeira ordem de 7 obtida com o esquema UDS-2 no caso 1D

e com esquema UDS-2 e regra do trapézio nos casos 2D.

Grandes esfor¢cos tém sido empregados no tratamento de diversas dificuldades que
surgem na solucdo de equagdes de advecgao-difusdo por diversos esquemas de interpolagao,
como por exemplo, a dispersdo e difusdo numéricas e a redugdo do erro de discretizagao

(SHYY, 1985; MARCHI, 1993; MARCHI e GERMER, 2009).

M¢étodos de discretizacdao, fungdes de interpolacdo e analise de sensibilidade do
numero de Péclet (Pe) sdo constantemente avaliados neste sentido. Porém, outros fatores
como, por exemplo, restri¢gdes para a acuracia da aproximacgao conforme o nimero de Péclet e

a presenga de termo fonte também devem ser considerados (SHY'Y, 1985).

O numero de Péclet ¢ um parametro adimensional que mede a razdo entre as

intensidades dos processos de convecgao e difusdo, definido por

onde U ¢ a velocidade caracteristica, L ¢ o comprimento do dominio ¢ a ¢ a difusividade
térmica (m?/s) do fluido (BEJAN, 1995). Este pardmetro é obtido com base no produto de
dois outros adimensionais da forma Pe; = Re; Pr, cujo Re; ¢ o nimero de Reynolds baseado

no comprimento caracteristico L ¢ Pr ¢ o numero de Prandtl, onde

onde v ¢ a viscosidade cinematica (também conhecida difusividade molecular, cinética, ou de
momentum linear) dada por v = H / p- O nimero de Prandtl ¢ um adimensional que depende

apenas de propriedades do fluido, ou seja, ¢ a razao entre difusividades definido por

R

RI<

Pr
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A importancia do nimero de Péclet estd no fato em que, através dele, ¢ possivel
avaliar a relacdo entre os termos advectivos e difusivos, permitindo assim, fazer uma analise
dos problemas de instabilidade na equacgdo de transporte quando hd adveccdo (FORTUNA,
2000; QUARTERONI, 2009).

Segundo Shyy (1985), a acuracia de uma previsdo numérica ndo se baseia apenas na
acuracia do modelo fisico, mas basicamente, na acuracia das técnicas numéricas utilizadas

para resolver as equagdes que concretizam o modelo.

A complexidade do problema a ser resolvido leva a entender que a aplicacao de
esquemas de alta ordem e malhas cada vez mais refinadas sdo exigidas, o que nem sempre ¢
verdade. Fletcher (1992) expde que formulagdes de alta ordem apresentam menos acuracia em
malhas grossas do que em malhas finas, por exemplo. Para Fortuna (2000), quanto maior o
namero de pontos envolvidos na aproximag¢do, maior o risco de problema de instabilidade do
método numérico. Além disso, isso leva a algoritmos mais complexos € um custo

computacional maior.

Os modelos numéricos sdo desenvolvidos a partir da série de Taylor que por razdes
praticas ¢ truncada apos certo numero finito de termos. Isso impde um erro que existe em
todas as solugdes que utilizam a técnica de diferencas finitas, por exemplo. Neste trabalho,
esse procedimento ¢ aplicado juntamente com seus respectivos erros de truncamento com pelo

menos trés termos da expansdo, o que nao ¢ comum na literatura.

Existem muitas relagdes obtidas por meio da série de Taylor, e as quais sdo
denominadas por fung¢des de interpolacdo. Uma fun¢do de interpolagdo ¢ uma expressdo
estabelecida por meio de diferengas finitas obtidas a partir da expansdo da série de Taylor,
permitindo assim, prever o valor da fun¢cdo em um ponto em termos do valor da fungao e suas
derivadas em outro ponto. O erro de truncamento € representado pela parte da expressdo que

resulta do ponto onde a série € truncada.

Muitas aplicacdes da engenharia dependem da dindmica da intensidade de calor
transiente. A equagdo de Fourier ¢ tipicamente conhecida como a equagdo da difusdo ou
condugdo de calor. Para um completo entendimento do desenvolvimento numérico usado na
solucdo da equagdo parabdlica bidimensional, também ¢ apresentada a solucdo

unidimensional, ambas analitica e numérica.
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A maioria dos problemas fisicos ¢ colocada no espago bi ou tridimensional. Nesta e
nas proximas secdes, sdo exploradas as formulagdes bidimensionais analiticas e numéricas
para a resolucdo de EDP’s no espago bidimensional e tempo. O objetivo ¢ verificar se a
implementagdo de um esquema numérico em dimensdes superiores causa complicagdes
adicionais. Neste contexto, a investigacdo da ordem de acuracia das aplicagdes numéricas

torna-se relevante para o aprimoramento de seus resultados.
4.1 REGRA DO TRAPEZIO

A necessidade da aplicacdo da integracdo numérica surge muitas vezes para avaliar a
integral definida cuja primitiva € inexistente, ou ¢ de dificil obtencdo, ou quando se quer

avaliar o erro em uma perspectiva global.

Neste trabalho, a média da variavel dependente ¢ obtida para duas dimensdes por meio
da regra do trapézio composta. Essa técnica ¢ apresentada em Burden e Faires (2003) de
forma equivalente, porém a expressao para o calculo apresenta somente a indicacdo da ordem
assintdtica. Para a obtengdo de mais termos na expressao do erro de truncamento a deducao
deve ser ampliada para o conhecimento das ordens verdadeiras e, sendo assim, esta ¢

apresentada nesta secao.

O célculo da variavel média ¢ baseado na seguinte expressao

Ly Ly

1
LxLy! ! A(x,y) dydx 4.1)

Ay =

onde L, e L, expressam os limites do dominio em estudo.

Para obter as ordens verdadeiras a priori do erro de truncamento da varidvel média
deve-se deduzir a expressdo equivalente da Eq. (4.1) com erro de truncamento considerando

mais termos na expansao.

Dessa forma, considere uma funcdo de duas varidveis sobre o retangulo R =

{(x,y)la<x<b,c<y<d} Dado o intervalo [a,b], este é subdivididlo em m
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: : b— .
subintervalos igualmente espacados, de tamanho h, = Ta, tomando x; = x, + ih, para
i =1,2,..,m. De forma andloga, o intervalo [c,d] é subdivididlo em n subintervalos

igualmente espagados, de tamanho h, = %, tomando y; = yo + jhy paraj =1.2,..,n

A regra do trapézio composta em duas dimensdes ¢ dada pela expressao

b d
[| aceyaa=[ [acoyiayar ~ 1 (42)
R a c
onde
1 m-—1
Top = 7hahy |A(@,€) + A, &) + Ala,d) + A, d) +2 Z ACx, )
i=2

+2 z Ay, d) + 2 Z Aay;) +2 Z A(b,y;) + 42 (Z A(xy,) ) 4.3)

Para obter a expressdo do erro de truncamento da Eq. (4.3) parte-se da construcao da

ideia para o caso 1D seguindo para o caso 2D.

Assumindo espagamentos uniformes, considera-se um subintervalo J; = [x;, x;44] do

intervalo inteiro [a, b]. Considerando a regra do ponto médio para o intervalo J;

J; =f i+1A(x)dx ~ h; A(z;) (4.4)

i

onde
zi = (x; + x441)/2 4.5)

¢ o ponto médio do intervalo. Substituindo o integrando pela aproximacgao por série de Taylor

em torno de z;, tem-se
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AGO) = Az) + (x — 2D (z) + T2 N (z,) + A0 pi () + C20 piv () +
+(x Zl) Av( l)+(x Zl) Avl( 1)+(x Zl) Aml(Zl)'F (46)

120 5040

tal que

, _oa21%
[ M) doc = h(z) + S22
i

Xi

, _ 31 Xi+1 ..
N(z;) + Gemz)” 62‘) | T i (z;) +
xi

(x—zp)**

iii (x—z))>
20| i (7 4 G

x; 120

+

A (z) + EEE T Av () e (4.7)
720 ly;

Como todos os termos (x — z;) com poténcia par sdo nulos, a Eq. (4.7) fica

Xit1 h3 5 7
A(x) dx = hiM(z;) + =N (z AP
fx () dx = hez) + 55 N (z) + g5 AV (z) + =t

i

A (z;) + - (4.8)

onde h; = (x — z;). Agora, considera-se a expansdo da série de Taylor em torno do ponto

médio dado pela Eq. (4.5) de duas formas

. 2.
AGe) = Az) = N (z) + LN (z) =B A () + 2L AW () — LA (z) 4+ (49)
c
h h2 h3 4
ACxier) = Az) + 5 N (z) + 5 N (z) + 7o Nz 384A”’(zl)+--~ (4.10)

Adicionando as equagdes (4.9) e (4.10) e dividindo o resultado por dois, tem-se

Alx;) + ACxiyq) h? ii h} v h¢
2 —A( l)+ A(i)+384A (L)+4-6080

AYi(z;) + - (4.11)
Substituindo a Eq. (4.11) na Eq. (4.8) a regra do trapézio para um intervalo fica

[7 Ao dx = by G M iy L gy - M pviggy 4 (@412)

4 53760
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A regra do trapézio composta para uma dimensdo e para todo o dominio ¢é obtida

somando-se ambos os lados da Eq. (4.12) da forma

m-—1 Xis1 h m-—1 h3 m-—1
M=y [ AGdx=5|A@) +AG) +2 Z M| =15 ) M) -
i=0 ~%i i=0
h5 m-—1
iv _ vi 4.13
~ 280 2. (@) 537602 Az + #.15)

i=0

onde 4 € o espacamento entre os nds da malha.
Utilizando o teorema do valor médio para os somatorios sabe-se que existe um ponto &

no intervalo [a, b] tal que
T A (z) = MAY(E) (4.14)
Similarmente, existe um ponto { € [a, b] tal que
XM A (z) = MA™ () (4.15)
e, existe um ponto ¢ € [a, b] tal que
YA (z;) = MAY (o) (4.16)

Vale salientar aqui que a ideia dada pelas Eqgs. (4.14) a (4.16) se estende para as

demais derivadas que nao aparecem explicitamente na Eq. (4.13).

Sabendo que m = (b — a)/h a Eq. (4.13) fica

- (- a)—A”(f) - (b- a)—A”’(O -

Tip = 480

. .
5|A@ + A + 2 Z A G| =

6

53760

—(b-a) AV (g) + - (4.17)
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Portanto, para uma dimensao, a regra do trapézio composta ¢ dada por

m-1
h
Tip =5 Ala) + A(b) + 2 Z Ai(x) |+ ery, (4.18)
i=1

onde ¢ representa a expressao do erro de truncamento dado pela Eq. (4.19).

h? . h* . h®
er,p = ~(b— ) Z M) — (b~ a) 1oAY = (b —a)

vi 4.19
480 537601 6+ (+19)

Pode-se verificar por meio da Eq. (4.19) que as ordens verdadeiras sao p, =2, 4, 6,... .

Estendendo, agora, para duas dimensdes, a técnica apresentada na Eq. (4.17) ¢
utilizada na aproximacao da integral dupla (Eq. (4.2)) (Burden e Faires, 2003) dada pela Eq.
(4.3).

Para a obtengdo da regra do trapézio composta dada pela Eq.(4.3), inicialmente utiliza-

se a regra para aproximar

d
f A(x,y) dy (4.20)

considerando x como uma constante.

Sejay; =c+ jh,paraj=1,2, .., n Entdo

a h < 2
f Alx,y)dy = 73/ Alx,c) + Alx,d) + 2 Z A(x, yj) —(d-oc) éA”(x, &)
C j=2
h';’ v h36’ vi
(= )25 (0, = (d = ) s A () — (421)

para algum &, e¢ € (c,d). Assim,
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n—

b rd h b b 1 p
f f Alx,y)dy dx = % f Ax, c) dx + f A(x,d) dx + zz f A(x,y;)dx
a c a a a

J=1

4

hZ (b h (b
—(d—c)l—;f A“(X,E)dx—(d—c)ﬁf AV(x,0) dx

6

h b
—(d — y vi _ 422
(d C)53760LA (x,¢) dx ( )

A regra do trapézio composta ¢ agora empregada sobre as integrais na Eq. (4.22). Seja

x; =a+ ih,parai=1, 2, ..., m. Entdo paracadaj=1, 2, ..., n, tem-se

m-—1

e y) +A(By) +2 ) Axy))
i=2

b hx
f Ax, y;) dx = >

a

h2 h:
— (b - A (8 8y) = (d = ) 755 A" (4 &) (4.23)
. |
~(d = 57N (6w ) =

para algum ¢, 0, ec, € (a,b) ¢ &),{,eq, € (c,d). A regra do trapézio composta

bidimensional tem a forma

b rd
Typ = f f Alx,y) dy dx
a C

_ hyh,
T4

Aa,¢) + A(b, ¢) + 2 Z ACx;, )

n-1 m—1

+2) (A(a, yj) + A(b,y;) +2 ) Alx, y,.)>
j=1 i=2

m-—1

Aa,d) + A(h, d) + 2 Z ACx;, d)

=2

(4.24)

+ + Eryp

com erro de truncamento
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h,(b —a)h?| . - . )
er,p = _YT AL (§x,0) +2 z NL(E,y)) + AL(Ep, d)
=1
h,(b—a)hi| . — '
- T N G0 ) +2 ) AR (G ) + A G D)
I Jj=1 ]
[ -1
hy(b—a)hs| -« _
~To7sz0 | G0 ) +2 Z 8 (55,3,) + A (G )
]= .
—(d _ C)hz ii (d — C)hf, b v
12 f 85 (x Ey)dx—WL AP (x,4,) dx
(d —c)h$ ,
~ 753760 f Ay (x,6y) dx = - (4.25)

a

onde A%, AY e AY denotam as derivadas parciais em x e A}, Ay e AY denotam as derivadas

parciais em y. Se as derivadas parciais em x sdo continuas, o teorema do valor médio pode ser

aplicado repetidas vezes podendo ser substituidas por um valor comum, entdo a Eq. (4.25)

passa a ser
h, (b — a)h? h,(b —a)h? o
e,y = _% [ZnA” (,01: 1)] % [ZnA“’(pz, 0.2)]
hy(b a)h vi (d — C)h2 i
107520 [2 A% (ps, 3)] 1 f A (x fy) dx
(d — c)h3 i (d —c)h$ b
~ T80 f Ay (x, 3y ) dx WL N5 (x,6y)dx = (4.26)

para algum (ﬁl, E]) em R. Da mesma forma, se as derivadas parciais em y sdo continuas, a

aplicacao do teorema do valor médio implica que
b
f A5 (x,m) dx = (b — a)A3(p, 6 (4.27)
a

para algum (p, 6) em R. Sabendo-se que n = (d — c)/h,,, a Eq. (4.26) fica
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(b-—a)d—-c)h2 .  (bh-a)d-oht
ETZD =~ 12 Ag’(le 0-1) - 480 A_l;](pz, 0-2)
(b-—a)d-chy . b-—a)d-ohj .
- 53760 AX (p3’ 0-3) 12 A ( 11 1)
(b —a)(d —c)h;, . (b —a)(d - c)h§ if A
480 A5 (Do, G2) — 53760 A (P3,63) — -+ (4.28)

]
Substituindo a Eq. (4.24) na Eq. (4.1) e fazendo as devidas adaptagdes, chega-se a

seguinte expressao para a variavel temperatura média

m-—1

Ay = Amo)+Aawo)+A@JW)+AUWJW)+2EZAQ%O)

4LL

+2§SAQb )+22§AUL%)+225A@WL)+4 f(EiA@%”i) (4.29)

i=2

Considerando h = h, = h,, o erro de truncamento

6

h
Ay 53760

Rz, S
erp = — 75 (A% + A5) - (M (A% +AY) — - (4.30)

480

Como as derivadas parciais sao diferentes de zero, as ordens verdadeiras para o erro
no calculo de A, saopy =2, 4,6, ..... E, sendo assim, a ordem assintdtica do erro no calculo

de A, épy =2.

De forma equivalente pode-se representar a Eq. (4.29) como (Dahlquist e Bjorck,

2003)
Ny Ny
hyh
A =22 (Mg + Aoy + Ao + Agya) (431)
AloLy i=2 j=2

onde N, X N,, € o numero total de pontos.

Uma vez efetuada a discretizagdo do dominio do problema, para a determinagdo das
incognitas aplica-se um método numérico. As derivadas ou integrais, que aparecem na

equacdo original, sdo substituidas (ou aproximadas) por esquemas numéricos. A aplicacio
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desses esquemas nos pontos do dominio discretizado determina um sistema de equagdes
algébricas, cuja solucdo fornece os valores das incégnitas do problema nesses pontos

discretos.
4.2 SERIE DE TAYLOR

As aproximacdes por diferencas finitas para derivadas parciais sdo baseadas na
expansdo da série de Taylor de uma ou mais variaveis (LAPIDUS e PINDER, 1999). Todas
introduzem erros de truncamento cuja presenca sera representada pelo emprego da notacgao

“0O” indicando a ordem de acuracia. No caso de uma variavel tem-se

(x=x)" (4.32)

(x-x)
J + All o

2! J 3!

(x—x)’

Ay = Aj + Ai(x — x;) + AY + o+ A
A Eq. (4.32) é valida se A, é uma fungdo continua de x no intervalo fechado [x,,x,] e

possui derivadas (Ai-, Aj'-i, e, AM )continuas até a ordem M neste mesmo intervalo (MARCHI,

2001).

A série infinita para duas varidveis ¢ definida como:

0

- 1 9\
Alx + hy,y + hy) = Z - (hx = h, @) Alx,y) (4.33)
i=0

onde i denota ambas, poténcia e derivada da expressao.

Esta série ¢ andloga a série de Taylor para uma varidvel. Como no caso de uma
variavel, se a série de Taylor ¢ truncada, o termo da parte restante ou erro ¢ necessario para

estabelecer a igualdade. Entdo a equagdo apropriada fica
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Alx + hy,y + hy) =

o DY e+ 2 on 2 Az
<6+y6y) %Y+ (6+y6y) LY (434)

O ponto (%,¥) estd sobre o segmento de linha que une (x,y) a (x + hy,y + hy) no
plano (CHENEY e KINCAID, 2008; CARNAHAN et al., 1990).

Sejam os pontos P; ; obtidos na aproximagdo discreta do dominio como mencionado

na se¢do anterior com espagamento uniforme h, = Ax e h,, = Ay para o caso bidimensional.

L . ., oA . ~
A aproximacdo da derivada da variavel dependente a|_ € desenvolvida com a notagdo
iJj

Aipx onde Ap_ € o valor analitico exato obtido em qualquer coordenada (i, j) na diregdo x, com

a expansdo da série de Taylor a partir do n6 P;j, onde sdo conhecidos os valores analiticos

) ; » Al .
exatos de A; ; e suas derivadas (A‘ » ‘;ﬁx, e, A’}f’x). Analogamente, —y| ¢ desenvolvida com a
i,j

notacao Aipy onde Apy ¢ o valor analitico exato obtido em qualquer coordenada (i,j) na

dire¢do y, com a expansdo da série de Taylor a partir do né P;;, onde sdo conhecidos os

valores analiticos exatos de A; ; e suas derivadas (AL , A% , ..., AM ).
i,] Py Py Py

A expansdo da sériec de Taylor para cada diregdo, em torno do ponto P = (i,j),

indicado na Fig 3.1, para o caso bidimensional fica

] h2 3 4 5 6
Ag = Niprj = Ap + Ap hy + N — i + A= 30 + AR — 2 =+ Ay =i +Aan e (435)
h2 3 4 5 h6 436
— — i X iii v _ X v _X vi _ X _ ... X
Aw = Nio1j = Mp = Nphy + A3, 50— Np o 3| + A, 4| — A}, 5, + A%, & (4.36)
2 3 4 5 6
Ay =D i1 =Dp + A by + A% =4 AU 2 4 AR fiy AY i AY iy (4.37)
N — O j+1 — pt Py y+ P? Px3| sz-l_ Px5|+ an"‘"’ ’
. h2 3 4 hS 6
As = Nijoy = Ap = Np by + AF =5 — N2+ AR 25— Ap 2+ A 7 = (4.38)
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Os fendmenos fisicos podem ser divididos em estaciondrios e transientes. Tendo em
vista que a discretizagdio de EDP’s estaciondrias para duas dimensdes ¢ apenas uma
generalizagdo direta das técnicas validas para fungdes de uma tnica varidvel, 0 mesmo ocorre

com os procedimentos para a discretizagdo temporal para duas dimensdes.

Na discretizagdo no tempo, quando se usa o esquema implicito trabalha-se com
derivadas mistas no tempo e no espago, € a expansao da série de Taylor em cada direcao, em
torno do ponto P = (i, ], k), € baseada na Eq. (4.33). Com esta ideia em mente a notagdo para
as derivadas sdo modificadas para indicar em que dire¢do a variavel ¢ derivada, por exemplo,

a notagdo Ap_, indica que a fungdo ¢ derivada duas vezes, uma vez na dire¢do x e outra na

diregdo ¢. O parametro k se refere ao passo no tempo. Assim, temos

2 2
X .. ..

x 21 + Alf%xthxk + llgtt 21
o h3 1 .. 1 .. k3

+ ng,ixx 3): + 2 llgylcxtthck +§Alfl’glctthxk2 + lfl’;tt 31 o (4.39)

Ap = Ajrjrer = Dp + Ao hy + Np ke + NG,

. . . hZ k2
Aw =Dy jsr = Dp — Ao by + Ak + AF 2—"‘ = Mg hak + Np, =
o h3 1 1 k3
_Allgalcxx 3_): + EAllgalcxthJZCk - EAlléalctthka + Alfl’itt 31 T (4.40)

. . . h? y . k2
Yy
Ay =Ajji1k+1 =Ap + Alpyhy + Ap,k + Al,éyy o + A‘;ythyk + Ap,, N
3 3

1 .. 1 ..
+Allg;yy 3_3: T 2 ngsl/ythlsz + EALI%ththykz + llg;tt 31 T (4.41)

. ) . h? g . k?
As = Ajjrpsr = Ap — Ap hy + Ap ke + AF 2—{ — Mg, hyk + A%, =
3 3
Al Y +1 iii hf,k _ lAiii hykz + Al + o (4.42)

Pyyy 31 7 2" Pyyt 2Pyt Pttt 3y

A partir destas expressdes podem-se obter esquemas por diferengas finitas truncados
para substituir em uma EDP. Os termos truncados levam ao erro de truncamento local, que ¢

utilizado para fornecer uma medida da acuracia da aproximagao por esta técnica.

Para qualquer EDP existem muitas dessas possiveis representagdes finitas com erros

de truncamento locais menores (ou seja, de ordem superior em poténcias de hy, b, &, ...) que
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devem ser preferidos. Com esse intuito, andlises a priori e a posteriori contribuem na escolha

dessas representagoes.

43 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO

No presente trabalho, a solucdo analitica da equagdo de adveccao-difusdao
bidimensional, bem com as condi¢des de contorno e o termo fonte sdo determinados por meio
do MSF, e os esquemas utilizados para o calculo numérico incluem o esquema UDS-1 ou
CDS-2 com corregdo adiada, para o termo de advecgdo, e o esquema CDS-2 para o termo
difusivo. Conforme j& explicado na se¢do 2.1, o esquema hibrido (MCA) ¢ aplicado por meio
da Eq. (2.1) para produzir a mistura entre os dois esquemas puros. O termo em parénteses €
multiplicado por um fator (B) pertencente ao intervalo entre 0 e 1, ou seja, para f =1

obtemos a técnica CDS-2 (diferenca central de dois pontos) e para § = 0 a técnica UDS-1.

A escolha dessa equacgao se deve ao fato de apresentar dois fenomenos fisicos de forma
que a defini¢dao das fungdes de interpolagdo exerce influéncia direta na magnitude do erro de

discretizagao final.

4.3.1 Modelo Matematico

A equacdo de advecgdo-difusdao (FORTUNA, 2000) utilizada neste trabalho representa
o comportamento da temperatura em um dominio bidimensional, com termo fonte, em um
sistema de coordenadas cartesianas, para regime permanente e considerando-se propriedades

constantes, dada por

P aT+P aT—62T+62T+S( ) (4.43)
Cxgx T dy 0x2  0y? %y '

onde, T ¢ a temperatura, Pe; ¢ o nimero de Péclet com i = x ou y e o termo fonte S é dado por



92

_ n[(msen(mx)+Peycos(mx))(ePex¥~1)-2Peycos(nx)ePex](eP €y -1)
S(x; y) - (ePex—l) (ePey_l) (4.44)

obtido por meio do MSF (ver se¢do 3.3).

Admitindo o sistema retangular de coordenadas espaciais no dominio dado por

D ={(x,¥)|0 <x <1,0 <y < 1}, representada esquematicamente pela Fig. 4.1.

Y A
B (ePexx _ 1)
. T(x,1) = sen(mx) @ -1
T(O,y) =0 T(1,y) =0
T(x,0)=0 1 X

Figura 4.1 Representaciao esquematica da geometria do problema.

As condigdes de contorno sao dadas por

T(0,y) =T(1,y) =T(x,0) =0 (4.45)
T(x, 1) = (ePexx—_l) (4.46)
x,1) = sen(mx) ePer — 1) .

Como ja mencionado anteriormente, o termo fonte e as condi¢des de contorno foram

ajustadas por meio do MSF de forma a possibilitar a obten¢do da solugdo analitica dada por

(ePexx _ 1)(ePeyy _ 1)

T(x,y) = sen(mx) @ D™ — D) (4.47)

Neste trabalho, por conveniéncia, os resultados para este problema serdo analisados

considerando Pe, = Pe, = Pe. Sendo assim, os valores de Pe a serem assumidos para

analise sdo: Pe = 0,1, Pe = 1 e Pe = 10. A escolha desses valores ¢ atribuida somente a fim
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de testes iniciais, ndo havendo relagdo a qualquer caso especifico. As superficies geradas pela
Eq. (4.47) sobre um dominio quadrado unitdrio estdo representadas nas Figs. 4.2, 4.3 e 4.4

para os valores de Pe mencionados.

Figura 4.2 Visualizagao grafica da solucio analitica para Péclet igual a 0,1.

Figura 4.3 Visualizacio grafica da solucio analitica para Péclet igual a 1.

Figura 4.4 Visualizacio grifica da solucfo analitica para Péclet igual a 10.
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4.3.1.1 Solugdo analitica da temperatura no centro do dominio - T,

A andlise da variavel de interesse T, = T(%, %) ¢ obtida por meio da Eq. (4.47) no

ponto (3, 3), entdo

Pey Pey
r(L0) = (7 -1)(e7 1) (4.48)
2’2 (ePex _ 1)(ePey _ 1)

A Tab. 4.1 apresenta as solugdes analiticas da temperatura no centro do dominio para
trés valores distintos de Pe obtidos com o software Maple® 7 com 64 algarismos
significativos e apresentados em notagdo cientifica, onde E representa o exponente da base
decimal (10). A quantidade de algarismos significativos tem como objetivo a redugdo de erro

de arredondamento.

Tabela 4.1 Solucio analitica da temperatura no centro do dominio segundo Pe*

Pe T, — Temperatura no centro do dominio

0,1 | 2,376587884346732093970260689836405411328610711041993258567119887E-1
1 | 1,425369565965509462917967392334845770566490757387810725958398425E-1
10 | 4,479425349470064536344587718094363861434241230946352843570823903E-5

*obtidos com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos.

4.3.1.2 Solugdo analitica da temperatura média - T,

Substituindo a Eq. (4.47) na Eq. (4.1) e assumindo L, = L, = 1, obtem-se

11
Pexx _ 1)(ePeyy _ 1)

:ffsen(nx) @ - D> -1 dxdy

00

0 que resulta em

Ty = (4.49)

(ePe — Pe, — 1) mlePex — 2Pe? — 1r?
Pey(ePex — 1) (e — 1) w(PeZ + m2)
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A Tab. 4.2 apresenta as solu¢des analiticas da temperatura média para trés valores
distintos de Pe obtidos com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos e

apresentados em notacdo cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.2 Solucio analitica da temperatura média segundo Pe*

Pe T,, — Temperatura média

0,1 | 1,533319631872591456251250459502716193840696667794638682914783216 E-1
1 | 1,065707748555485877231978274957814201311556506433643378276701080E-1

10 | 2,855455115952600994662426060679163024266631473666163718019427983E-3

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos

4.3.1.3 Solucdo analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste - q,

Conforme a defini¢ao

dy (4.50)

a solugdo da taxa de transferéncia de calor ao leste (g,) resulta em

_ kr(ePe — Pe, — 1)
e Pe,(ePey — 1)

(4.51)

A Tab. 4.3 apresenta as solugdes analiticas da temperatura no centro do dominio para
trés valores distintos de Pe obtidos com o software Maple® 7 com 64 algarismos

significativos e apresentados em notagdo cientifica, onde E representa o exponente da base
decimal (10).

Tabela 4.3 Solucio analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste segundo Pe*

Pe q. — Taxa de transferéncia de calor ao leste
0,1 1,544620750299484857926184661799807649510525314746505998539436307E+0

1 1,313258906728736785901676493265882532530190610268452209315263951E+0

10 3,140166307975649389141478551163743578983403739318618125873994193E-1

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos
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4.3.1.4 Solugdo analitica da taxa de transferéncia de calor ao norte - q,,

Conforme a defini¢ao

aT

1
n = —kja dx (4.52)
0

y=1

a solucdo da taxa de transferéncia de calor ao leste (g,,) resulta em

B PejePey(—m?ePex + m* 4 2Pe?)
In = (4.53)

n(Pe? + m?)(ePex — 1)(eP — 1)

A Tab. 4.4 apresenta as solugdes analiticas da temperatura no centro do dominio para
trés valores distintos de Pe obtidos com o software Maple® 7 com 64 algarismos
significativos e apresentados em notacao cientifica, onde E representa o exponente da base

decimal (10).

Tabela 4.4 Solucio analitica da taxa de transferéncia de calor ao norte segundo Pe*

Pe q, — Taxa de transferéncia de calor ao norte
0,1 | -3,277136168992216101845755675539402943175571290065504600676127772E-1

1 -4,033088256682178831390090922055338129677574055536874519455004251E-1

10 -2,856881840536501826602021405923853213079859926424899593798001466E-1

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos.

4.3.1.5 Defini¢ao da norma l; do erro numérico - L

Defini¢do da norma [; média do erro numérico

N analitico numérico
Poa|T§ — T} (4.54)

L=
N
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onde P=(x,y) e N = (N, — 1) X (Ny — 1) é o ntimero total de pontos da malha. A solugio

analitica de L ¢ zero.

4.3.2 Modelo Numérico

A equacado de advecgao-difusdo expressa na forma da Eq. (4.43) pode ser representada
esquematicamente por meio de um método numeérico na qual a ideia basica consiste em
transformar um dominio continuo em um problema discreto com um numero finito de pontos
nodais. Sendo assim, a construcdo das aproximacdes ¢ baseada em uma malha regular de

pontos (nds), como mostra a Fig. 3.1.

O esquema que descreve a aproximacao para a representagdo da difusdo ¢ obtida por

meio da fun¢do de interpolagdo CDS-2, ou seja, adicionando as Eq. (4.35) e a Eq. (4.36),

chega-se a
2 _ 2 6 8
0 T:TW+TE ZTPx_ ivh_x_ m'h'_?f_ m‘iiL_Tx L_ (455)
dx? h2 Px12  "Px360 “Px 20160 ~Px1814400

Reescrevendo a Eq. (4.55) na forma
§= ( iciDs—z)Px + S(AiciDs—z)Px (4.56)

tem-se a derivada segunda, em relagdo a x, aproximada por

TW +TE - ZTP

(Aicius—z)Px = 2 (4.57)
X
com erro de truncamento dado por
L S L L (4.58)

i
-T —
e(Aps—2 P, Px12  "Px360 P 20160 ~P*1814400
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Analogamente, fazendo a relagdo f—; = T7 ¢ adicionando as equagoes (4.35) ¢ (4.36),

obtém-se
2 4 6 8
azT =TN+TS_2TP_ w&_ Vl&_’]"‘l]lll hy _Tx hy . (4 59)
0y? hZ fv12 360 P 20160 ¥ 1814400 ‘

onde a derivada segunda, em relacdo a y, escrita conforme a Eq. (4.56), ¢ aproximada por

.. TN + TS - 2Tp
Al — 2
( CDS—Z)Py h2 (4.60)
com erro de truncamento dado por
2 4 6 8
ivﬂ _ i hy _ iii hy x hy_ (4.61)

)Lii — _ _ _
5( CDS—Z)py Py 12 Py 360 Py 20160 P 1814400

Nas aproximagdes para os termos de advecgdo ¢ utilizada a técnica CDS-2 com

corre¢do adiada sobre UDS-1 conforme a Eq. (2.1) redefinida pela Eq. (4.62).
Tp = Tpuyps-1t .B(T;,cns—z - T;,UDS—l) (4.62)

onde Tpcps—, € Tpyps—q sd0 os valores conhecidos da iteracdo anterior e sdo aplicados

conforme o esquema dado pela Eq. (4.63).

0, casoUDS — 1
g =11, caso CDS — 2 (4.63)
0<p<1, mistura

Neste caso, para o esquema UDS-1 em cada dire¢@o espacial tem-se:

Da Eq.(4.36):

of _Tr—Tw i Mx iii hx iv hs v hx vi hz vii hy
R T T T T T T I i TR C X
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Da Eq.(4.38):
0T Tp—Ts hy h; h; hs —
ay hy, + TFL’;? Toy 5y T Toy ar 41 Tgyﬁ T8 o 61 ey 7t (4.65)

E para o esquema CDS-2 subtrai-se as equagdes (4.35) e (4.36) para a derivada
primeira e chega-se a Eq. (4.66)

oT Ty —Tw h2 hi h$ h3
X v X i X pix X 4.66
ax  2h, B3l s TRz Thegl (460

A mesma ideia € aplicada para as equagoes (4.37) e (4.38) para obter

T Ty—Ts . h2 h;‘, hS hS
B, T T T T 46

Substituindo as equacdes (4.64) e (4.66) na Eq. (4.62) chega-se ao esquema de

correcao adiada em x

0T Tp—Ty Ty — 2Tp + TE)
- 4.68
ax hy +B( 2h, & (4.68)
onde
h? h3 hi
R L YO L L YeRy S L SUPILL YOR SO

Substituindo as equacdes (4.65) e (4.67) na Eq. (4.62) chega-se ao esquema de

corre¢do adiada em y

T Tp—Ts T — 2T} + Ty
— = R, + B ( + &, (4.70)

dy 2h,

onde
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2 3 4

baopy - rplg gy T;’y% sl g - @.71)

ii
=T Py 3 Py 41 Py 61

Py o1
Substituindo as equagdes (4.55), (4.59), (4.68) e (4.70) na Eq. (4.43) obtém-se

%+ﬁ+2 2 (Pex 1
h, h, hZ h2

)T +<Pey 1>T FRER
ne Trz) v T hz) ™ " hzTE Rz

Pey Pex . i Pe, ,
onde &5 € o erro de truncamento dado por
1-p N5
Ecp = Eryver, =~ (Titha + ThLhy ) + (274 ) + (2 - i) %
(1 — '8) 3 ivy,3 h h4
- (Tind + T2 + (378, — T ) e+ (3pr TY )360
(1-p) hg h
_ T hs T h5 4T} TVii Tmu 4T Tmu Y . (4.73)
6! ( + )+( )20160 ( )20160+
Escrevendo na forma
apr = awTW + aETE + aNTN + aSTS + bp (474)

obtemos as seguintes expressdes dos coeficientes da matriz do sistema de equacdes:

_Pe, Pe, 2 2
ap=—+-—+—+— (4.75)

o Lo 2 476
_ Pe, 1 4
as = R (4.77)
1
ag = _h_;zc (4.78)
1
ay = —z (4.79)
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bp =Sp + B er" + Pey) T Pex —2(Ts + T2 Pey (Te +T) (4.80)
P P hx h P th w E 2h S N .

y y

A solugdo do problema ¢ obtida considerando h = h, = h,, nas Egs. (4.75) a (4.80).

Com essa ideia em mente e reescrevendo a Eq. (4.73) temos:

1- 2
£rp = _{ z'ﬁ) (T4 + T8 ) b+ (2T = T) + (21 - TR) }112

_a ;ﬁ) (Tﬁi n T}yﬂ) h3 + [(3Tp - TH) + (3pr - leyl) 360

a-p A N7 RS
- b (ré +Tio) o 4 [(aTgl = TE) 4+ (4T - TH) | Sors (4D

Como as derivadas parciais sao diferentes de zero, as ordens verdadeiras para o erro

no calculo de 7 sdao

0<B<1 =p,=1234,..

f=1 =p,=2,46,8,.. (4.82)

Confirmando, assim, a ordem assintotica do erro no célculo de 7 quando o esquema utilizado

¢ UDS-1,p, = 1, e CDS-2, p, = 2.

4.3.2.1 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel T,

11 . .
Sendo T, =T (5,5), as ordens verdadeiras do erro no célculo de T,, bem como a

ordem assintotica, sdo as mesmas de T'.
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4.3.2.2 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel T,

O modelo numérico utilizado segue como definido na se¢do 4.1 com a Eq. (4.31). A
Eq. (4.30) mostra que sendo as derivadas parciais diferentes de zero, as ordens verdadeiras
para o erro no calculo de T;, sdo py = 2, 4, 6,..... E, sendo assim, a ordem assintotica do erro

no céalculo de T, ¢ p, = 2.

4.3.2.3 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel q,

Com base na Eq. (4.64) e na Fig. 3.1 a solucdo numérica é obtida por meio da
aproximacao por diferencgas finitas do tipo UDS-2 (MARCHI, 2001) para a derivada, e a regra

do trapézio composta (caso 1D, ver se¢do 4.1) para a integragao.

Considerando a série de Taylor da forma da Eq. (4.32) e fazendo x — x;= xyy — xp =

—h,, obtém-se

A = A Ai h. + ii h'QZC iii ;_l_ iv hf" v h; +Avi h76c (4 83)
WP TR TP g TR T P4 TPe120 T TP 720 '

que ¢ a Eq. (4.36) reescrita aqui por questdes didaticas. Considerando agora que x —

x]‘ =Xww — Xp = _th, entao

320

_926 — Al 8h935
P 120

A 16h%
2 Px 6

L 64h8
P24

— ... (484
P 720 (434)

Aww = Ap — 2Aipxhx + A‘};x

Multiplicando a Eq.(4.83) por quatro e desse resultado subtraindo a Eq. (4.84), tem-se

. h3 h? hS
40Ny — Ayw = 30p — 20 Ry + 4/1;};3" — 1248 ﬁ +284%, ?"0 — (4.85)

Isolando a derivada primeira, fica
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30, — 4y + A L hE 3 7hE kS
Np = ——— A A S AR A N AT (4.86)
X

Reescrevendo a Eq. (4.86) na forma da Eq. (4.56) e considerando h = h,, tem-se

(AiUDs—z)p = oh (4.87)
(§
. . h? K3 7h* - h3
81(%05—2),;=Al$l?—/\lgz+/\'§ﬁ— Pog T (4.88)

Assim, para a aproximacao da derivada primeira da temperatura, na Eq. (4.50), usando

UDS-2, tem-se

oT|  3Tp — ATy + Tww
| = 4.89
0xlp 2h (4.89)

A regra do trapézio composta (caso 1D, ver secdo 4.1) ¢ utilizada para a integragao

(veja Eq. (4.13)). Com isso, tem-se

Ny
R(3Tp — 4Ty + Tyw  3Ts — 4Tew + Tuws }
—e > 4.90
Ge =~k {2 [ 2h * 2h * gqe] (490

pP=2

onde g;, € o erro de truncamento resultante da aplicagdo dos esquemas. De fato, com a Eq.
(4.32) podem-se obter as respectivas aproximacdes da segunda parcela da Eq. (4.90) como foi
feito para a primeira parcela, ou seja, fazendo x —x;=xy —xp = —hy ey —y;=ys — yp =

—h,,, tem-se
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. . h2 2 hx 3 h3
2 4 h4 . h3h
i XY iii x y iv y
Pxxy 2 Anyy 2 + APx 24 s APy 24 APxxxy 6

N hZh? Sy v hth,_m (4.91)
Pxxyy 4 Pxyyy 6

e, fazendo x — x;= xyw —xp = —2h, € y —y;=Ys —yp = —h,,, tem-se
2 3
i i i p2 ii ii Yy iii 4hx
AWWS = AP - 2AP h A h + 2A h + 2A h h + APyy? - Prxx T
) h
— ZAL},xxthhy — Alléxyyhxh2 A‘;;yy a + - (4.92)

Considerando h = h, = h,,, multiplicando a Eq.(4.91) por quatro e desse resultado

subtraindo a Eq. (4.92), tem-se

40w — Awws = 30p — 20 h— 200, R2 + ( "o §Al,§;xx) B3

1 iv 2 iv 1 v 4
(——A ~A +2Apxxx)h

3 nyyy 3 Pxxxy

7 1 1 1
+(—— v —_ _ AV ——A\Y + —AY )h5+"' (4.93)

30 Pyxxxx 2 Pxxxxy 3 Pxxxyy 12 nyyyy

Reescrevendo a Eq. (4.93) na forma da Eq. (4.56), tem-se

. 3Ap — 4Asy + Ayws
l —
(AUDS—Z)P = oh (4.94)

com erro de truncamento

i ii iii 2 iii h'2
E(AUDS—Z) Anyh' (Apxyy - §APxxx 7

v v ~Alp

3
- (_ § Anyyy §APxxxy 2 Pxxxx) 7
_( 7 1 1. 1 )h‘*_m (4.95)

2

—— AV — — AV - —
30 Pxxexxx 2 Poxxxy 3 Pxxxyy 12 Pxyyyy
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: _ h
Com isso, fazendo €, = & + &, e multiplicando, o erro de truncamento por -, da Eq.
de 1 2 2

(4.90) fica

2
— All

4

s — [ Al Al —_ AW _

Pyxy 2 nyy 3 Pxxx 3 nyyy 3 Pxxxy 4
1

de

) ) s (4.96)

7
- (_ _5 A?’xxxxx 2 A%xxxxy 3 A%xxxyy + E AP xyyyy) 4

Se as derivadas parciais sdo diferentes de zero, as ordens verdadeiras para o erro de
truncamento no célculo de g, sdo py = 2, 3, 4, 5,... . E, sendo assim, a ordem assintética do

erro no calculo de g, ¢ p;, = 2.
4.3.2.4 Solug¢dao numérica e erro de truncamento da variavel q,,

Com base na Eq. (4.65), da mesma forma como desenvolvido na secdo anterior para a
variavel g, a solugdo numérica sera obtida por meio da aproximacao por diferengas finitas do
tipo UDS-2 (MARCHI, 2001) para a derivada, e a regra do trapézio composta (caso 1D, se¢do

4.1) para a integracao.

Considerando a série de Taylor da forma dada pela Eq. (4.32). Fazendo y — y;=ys —

yp = —h,, entdo
hz2 h3  ht hS . hS
_ i u Y A LY v Y _ Av Y vi _ Y ... 497
As = Ap = Ap by + v 2 Py TAR o TR o0 T AR 720 @97)

que ¢ a Eq. (4.38) reescrita aqui por questdes didaticas. Considerando agora que y —

Yj= Xss — Xp = —2h,, entdo
. 4h? 8h; 16h; 32h3 . 64h$
— _ i ii Yy iii w — Y _ Av Yy vi — Y . 4.98
Ass = Ap = 2hyNp, + Mg, —= = N, —= + A5 —2= — Np ==+ A, — (4.98)
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Multiplicando a Eq.(4.97) por 4 e desse resultado subtraindo a Eq. (4.98), tem-se

— i Foapll Y v Y | v Y vi _Y _ ... (4.99
4‘AS ASS —_— 3AP ZAPyhy 4APy 6 12APy 24 28Apy 120 60Apy 720 ( )

Isolando a derivada primeira, tem-se

o 3Ap —4A + A . h? _h3 7h? h>
A, =F ZhS SS+A‘,§‘?y—A§l’Zy+A‘{J6—8’—A’{}ﬁ+~- (4.100)
y

Reescrevendo a Eq. (4.100) na forma da Eq. (4.56) e considerando h = h,,, tem-se

3AP - 4‘AS + ASS

(AiUDS—Z)p = oh (4.101)
€
. . h? _h3 7h* h®
&3(Aps—2), =M A N — A o (4.102)

Da Eq. (4.52), a aproximag¢ao da derivada primeira da temperatura usando UDS-2,
tem-se

dT|  3Tp — 4T +T.
— ==L =" (4.103)
ayl, 2h

Para a integracdo numérica utiliza-se a regra do trapézio composta que leva a seguinte
expressao

(4.104)

ho 13Ty — ATc + Tec 3Ty — ATcy + T
_ ny 137p st Tss % sw t Twss
n = "Z{ [ 2h + 2h + Sqn]}

onde g, ¢ o erro de truncamento resultante da aplicagdo dos esquemas. De fato, com a Eq.
(4.32) obtem-se as respectivas aproximagdes da segunda parcela da Eq. (4.104), ou seja,

fazendo x — x;=xy, —xp = —hy ey —y;j=ys —yp = —h,,, tem-se
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. . h2 3 hx h3 5
2 4 h4 3h
i XY iii X y iv
Pxxy 2 Anyy 2 + APx 24 Y APy 24 APxxxy 6
hih? iv hyh3
+AF,, 2 >+ Ay e T (4.105)
Fazendo x — x;= xyy —xp = —hy ey — y;=yss — yp = —2h,, tem-se

. . LR’ 3

Ayss = Ap = Np hy — 275 hy, + AB, T + 205 hehy + 205, hS — AR 6"
AI.I.I. hzh _ ZAiii h hz Alll 4h§/ + 4.106
Prxy ™ x™%y Pxyy™™x Pyyy 3 (4.106)

Considerando h = h, = h,,, multiplicando a Eq.(4.104) por 4 e desse resultado
subtraindo a Eq. (4.106), tem-se

40syy — Ayss = 3Ap — ZAlpyh — ZAlﬁxth + ( lfl’;lcxy T3 lfl’ll/J/J/) h?

_ l Aw E Aw + 1 Aiv h4
3 Pxxxy 3 Pxyyy 2 Pyyyy

1 1 1
— 20 AF LV - 5 —ANY 5 cee
+ ( 30 APyyyyy 2 Apxwyy 3 APxxyyy + 12 APxxxxy) h> + (4107)

Reescrevendo a Eq. (4.107) na forma da Eq. (4.56), tem-se

(Ahps—2), = o (4.108)
com erro de truncamento
i — Al il 2 iii h2
84—(/1UDS—2) Anyh Apxxy - §Apyyy 2
3
_—_—_Aw __ AW _ _
( 3 APxxxy 3 Anyyy + 2 AP}’J’J’Y) 2
7 1 . 1 . 1 h*
Y - — - — + —AY - — ..
( 30 Pyyyyy 2 Pxyyyy 37 Pxxyyy T 12 7°P xxxxy) 2 (4.109)
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: . h
Com isso, fazendo €, = &3 + &, e multiplicando o erro de truncamento €, por —, da
an 3 4 an 2

Eq. (4.104) fica

. h? h3 . h*

— 12 - L lll - - _ AW R

g‘ln T “Pyy 2 (Apxxy Pyyy) 4 ( 3 Pxxxy 3Anyyy) 4
7 . 1 1 1 h®

- (_1_5Apyyyyy - EAnyyyy B §Apxxyyy + EAPyyyyy) 4 (4.110)

Como as derivadas parciais sdao diferentes de zero, as ordens verdadeiras para o erro de
truncamento no célculo de g, sdo py = 2, 3, 4, 5,... . E, sendo assim, a ordem assintética do

erro no célculo de g, ¢ p;, = 2.
44 EQUACAO DE FOURIER

Esta se¢do constitui o desenvolvimento de métodos analiticos € numéricos da equagao
de Fourier conhecida como a equagdo da conducdo do calor em regime transiente. Esta EDP ¢
uma equagdo bastante referenciada na literatura dos métodos numéricos aplicados na

resolucao de equagdes diferenciais parciais (FORTUNA, 2000; INCROPERA et al., 2008).

Para uma melhor compreensdo da técnica e do desenvolvimento aplicados na analise
da equacdo de Fourier bidimensional, faz-se primeiramente um estudo sobre os
procedimentos no ambito unidimensional, de forma a considerar-se possiveis efeitos de

mudanca de dominio no erro numérico e, consequentemente, no erro de discretizagao.
4.4.1 Modelo Matematico Unidimensional

Seja 0 € R um dominio limitado com contorno I, a EDP (TANNEHILL et al,
1997)



109

oT 0%T
= g— 4.111
=%zt S(x,t) ( )

onde a ¢ a difusividade térmica (m?/s), T ¢ a distribuicdo da temperatura ao longo de uma
barra de comprimento L(metros), isto €, com x € Q = (0,L),t € ]0, tf] e ty € o tempo final

em segundos, com condi¢des de contorno de Dirichlet e iniciais dados por

T(0,6) =T(Lt) =0 e T(x,0) = sen (=) (4.112)
com termo fonte dado por

S(x,t) = (m? — 1)sen (i—x) et (4.113)

Considerando L = 1 m e difusividade térmica @ =1 (m?/s), o termo fonte e as
condic¢des de contorno foram ajustados por meio do MSF com base na solugao analitica dada

por

T(x,t) = sen(mwx)e™t (4.114)

4.4.1.1 Solugao analitica da temperatura no centro do dominio - T,

A analise da variavel de interesse T, = T G, t) ¢ obtida por meio da Eq. (4.114) no

ponto (%, t), entdo
1
T(—,t) =et (4.115)

A Tab. 4.5 apresenta a solucdo analitica da temperatura no centro do dominio para
tr = 0,1s obtidos com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado €

apresentado em notagdo cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).
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Tabela 4.5 Solucio analitica da temperatura no centro do dominio - Equa¢ao de Fourier 1D*

t(s) T, — Temperatura no centro do dominio

0,1 9,048374180359595731642490594464366211947053609804009520562573171E-1

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos.

4.4.1.2 Solugdo analitica da temperatura média - T,.

Substituindo a Eq. (4.114) na Eq. (4.1) tem-se a temperatura média em um certo

instante de tempo.

1

T, = jsen(nx)e‘tdx
0

Assim, a solu¢do analitica de T, ¢
T,=—et (4.116)

A Tab. 4.6 apresenta a solu¢do analitica da temperatura media para t; = 0,1 obtida

com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado ¢ apresentado em

notacao cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.6 Solucao analitica da temperatura média - Equacio de Fourier 1D *

t(s) T,, — Temperatura média

0,1 5,760373910997226246556989397445780351823836628770943929109438599E-1

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos significativos.

4.4.1.3 Inclinagao - /

Variavel local obtida a partir da seguinte definigdo
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= (Z_szl 4.117)

indica o fluxo de calor no contorno leste.
A solucao analitica ¢
| =—me™t (4.118)
A Tab. 4.7 apresenta a solug¢do analitica da inclinagdo para t = 0,1 obtida com o
software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado ¢ apresentado em notagao

cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.7 Solucio analitica da inclinacdo - Equacio de Fourier 1D*

t(s) I — Inclinagdo
0,1 | -2,842630585194927275923426048910772115435313553101901066787226499E+0

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos

4.4.1.4 Definicao da média da norma l;do erro numérico - L

Como definido na Eq. (4.54) a definicdo da norma [; média do erro numérico ¢
reescrita aqui e utilizada para o caso 1D dada por

N analitico numérico
p=i|T# — T3 |

N

I =

onde P=(x) e N ¢ o numero total de pontos da malha. Esta varidvel ¢ calculada em todo

instante do tempo, mas € avaliada somente em ty. A solugdo analitica de L € zero.
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4.4.2 Modelo Numérico Unidimensional

No interesse de obter as ordens verdadeiras do erro de truncamento da aproximacao
obtida pela aplicagdo da sériec de Taylor em uma EDP, em um ponto arbitrario do dominio,
deve-se tomar cuidado em usar o0 mesmo ponto de expansdo para a aproximagdo de todas as

derivadas (TANNEHILL et al., 1997).

Na literatura, em geral, a expansao da série de Taylor ¢ realizada considerando o ponto
de expansdo conveniente como indicado na Fig. 4.5. Conforme Tannehill et al. (1997), isso
nao ¢ uma condicdo para obter as aproximacgdes, porém, verifica-se que, dependendo da
determinagdo do ponto escolhido, as ordens verdadeiras sdo afetadas comprometendo uma

analise futura.

Ponto de expansiao Ponto de expansio
conveniente conveniente
L L i+1 \l i
7 ——— e !
t) — o— i t) i I : i
X W P E X w P E
(a) (b)
Ponto de expansao
conveniente
—e 7 74 o— i+1
t x i+1/2
t) —e ° — i
X W P E
(©

Figura 4.5 Representacio esqueméitica da malha e do ponto de expansio segundo a funcio de interpolacio
(a) explicita; (b) totalmente implicita; (¢) Crank-Nicolson.
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A solu¢do numérica unidimensional ¢ baseada na malha unidimensional apresentada
na Fig. 4.5 em termos do tempo com os pontos da malha definidos como na se¢do 3.2, ou

seja, P=(), E=(G+1e W=((-1).

Para obter a fungdo de interpolagdo para equacdo do calor transiente dada pela Eq.
(4.111) a aproximacao desenvolvida para o esquema 6 se da pela utilizagdo da Eq. (4.34) para

cada derivada, onde i representa a discretizagdo temporal e j a discretizagdo espacial.

Lembrando que os métodos explicito e totalmente implicito diferem somente pelo fato

o .02 . , .
de que o primeiro aproxima a_xz por trés pontos no nivel de tempo t; (Fig. 4.5 (a)), e o

segundo por trés pontos, um no nivel de tempo t; € dois no nivel de tempo t;,; (Fig. 4.5 (b)).

O esquema 6 associa 0 parAmetro de mistura (8) aos esquemas explicito, totalmente
implicito e ao esquema de Crank-Nicolson conforme indicado na Eq. (4.120) e ¢ definido na

forma

T1+1}i—Ti'j 9 (Ti+1,j+1—2T;;1,1+Ti+1,j—1) +(1-9) (Ti.j+1_2:;;'.j+Ti.J'—1) + S(x, t) (4.119)

onde k é o passo detempo, 0 < O < 1e

0, método explicito
0 = %, Crank — Nicolson (4.120)
1, método totalmente implicito
Para calcular o erro de truncamento do esquema 6, quando envolve cinco pontos,
toma-se o ponto (xj, t; +1> (Fig. 4.5 (c)) como ponto de expansdo na série de Taylor. Segundo
2
Tannehill et al. (1997), o erro de truncamento pode ser avaliado tanto nesse ponto quanto no

ponto (xj, ti) ou em outro ponto qualquer, porém a sua avaliagdo ndo considera um termo
fonte na equagdo do calor. Além disso, o ponto (xj, t; +3), por simetria, ¢ melhor, pois ha
2

maior nimero de termos na expansao que se cancelam.

Para verificar as consideragdes acima, a derivada temporal ¢ discretizada com a

aplicacdo do esquema DDS, tomando-se a Eq. (4.35) e reescrita na forma
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OT _Tiya; — Ty

E 4.121

o - +Erp, ( )
.k  k? k3 k* kS k®

Ery=-Tao = Tse gy~ Tat gy~ Tst gy —Tet gy —T7e 77—+ (4.122)

onde o indice sobrescrito indica a ordem da derivada e o indice subscrito indica a sequéncia
em que foram calculadas as derivadas segundo uma dada direcao, por exemplo, 3¢ significa a

derivada da variavel dependente 7 trés vezes com relagdo ao tempo.

Considerando a discretizagdo no tempo, a expressao entre parénteses da primeira
parcela do lado direito da Eq. (4.119) pode ser obtida somando-se as Eqs. (4.39) e (4.40)

desconsiderando uma dire¢do no espago na forma

0°T  Tiyrjr1 = 2Tig1j + Tigej1

— i T Ey, (4.123)
onde

_ h? -k k2 k2 k3 o k*
br,= T~ 2Ti g — Tk —Toxae 5 ~Tae gy —Tst g ~ T T — (4.124)

onde o indice sobrescrito tem o mesmo sentido ja explicado para a Eq. (4.122) e o indice
subscrito, indica a sequéncia em que foram calculadas as derivadas segundo uma dada
diregdo, por exemplo, T4, significa a derivada da variavel dependente 7, duas vezes com

relacdo a x e uma vez com relagao a z.

A expressdo entre parénteses da segunda parcela do lado direito da Eq. (4.119) pode

ser obtida somando-se as Egs. (4.37) e (4.38) obtém-se

aZT _ Ti,j+1 - 2Tl,] + Ti,j—l

4.125
0x? hZ ( )

+ Er,

3

onde
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_h? 4 RS h8
— w__ vL____ Vi _ X -
Er, = —Tax 75~ Tex 360 & 20160 Tiox 1814400 (4.126)

A discretizagdo da equagdo do calor transiente com termo fonte (equagdo de Fourier) é
pouco discutida na literatura (STRIKWERDA, 2004; GROSSMANN et al, 2007;
QUARTERONI et al., 2007; MOIN, 2010). Em Strikwerda (2004), por exemplo, a tnica
referéncia se faz ao aplicar o método de Crank-Nicolson em que considera uma aproximagao

para S(x,t) (da Eq. (4.111)) na forma

Siv1,j +5ij

S= 5

(4.127)

Segundo Strikwerda (2004) e Grossmann et al. (2007) quando 6 =% a ordem de

acuracia (ou assintotica) é 0(h? + k?), do contrario ¢ 0(h? + k), como nos casos em que nio

ha termo fonte.

Para buscar essa conclusdo, ¢ necessario ter em mente o ponto de expansdo como na
Fig. 4.3 (c) e reescrever a expressdo dada pela Eq. (4.119) considerando S(x,t) na forma

(QUARTERONI et al., 2007)

S(x, t) = 05i+1,j + (1 - H)Sl,]

resultando em

T .. —T.. Tioiie — 2T o4 Tore i
1+1,]k L Ey, = 9< i+1,j+1 ;;1,] i1j-1 Sisr, + Eq, + ETS> n
Tyivn— 2T + T i
(1-6) ( b h;" Y4+ Er ) (4.128)
onde, de acordo com a Eq. (4.35),
. k2 . k3 - k* k> ko k7
Erg = Sk+Sp—r+Sai gy + Tal gy + Toegr + Tee g + Tt = + -+ (4.129)
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Substituindo as Eqgs. (4.121) a (4.126) e a Eq. (4.129) na expressdo de S;,q; na Eq.
(4.128) e rearranjando a expressdo, chega-se ao erro de truncamento de toda a aproximacao

para a Eq. (4.111)

. .r h
i ii _ T i Tivh _
Tt —lax T S = [ 0( 2xt + St)] 4x 12
2 lll
_k . ( 2x2t ]
_ 1,3 i iv _Q TV iii ] Tm h*
k 24 4t 6 ( 2x3t + S3t + 6x 360
4
—k | 24( 2x4t ]
—k5 'LTvi _ vii 4 gV )] 4+ i M h
720 "6t~ 130 \'2x5¢ 5t 8X 20160

el 1 pvii 0 (mwiii vi
k 5040 T7t 720 2x6t +S6t ]

kh k h? kh k?h* k k?
+0 (Tv T Tvu AL vii Tmu -+ T 2 4+ Tu
4xt <, 12 4x2t 24 4x3t 72 6xt 270 360 6x2t 720 t h2 2t h2

iii k iv k v ks
+T + T, + T

k8
3t gz T T e + Tot g TR TH ) (4.130)

+ TV
6t 360h2 7t 2520h2 20160h2

Em uma primeira analise do erro de truncamento da Eq. (4.130) conclui-se que

independente do valor de 8 a ordem de acuracia é O(h? + k), porém verifica-se que para

0 = % a primeira parcela do lado direito da igualdade pode ser reescrita como
1 ii T it il i 4.131
—k ETZt 2xt+St) __[ xxt_St] ( : )

Como T satisfaz a EDP dada pela Eq. (4.111), diferenciando essa equagdo mais uma vez em ¢

obtém-se

T3t — T35 = St (4.132)

cancelando esse termo. Portanto, conforme Eq. (4.130), quando 6 = % a ordem de acuricia

(ou assintdtica) € O(h? + k?). Seguindo a mesma analise, a principio, a sequéncia das ordens
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verdadeiras difere em relacdo ao espago e tempo, por exemplo, as ordens verdadeiras relativas
ao tempos sao py = 2, 3,4, ... € no espago py = 2,4,6, ..., além disso, existem combinagdes

entre os parametros /4 e k, ndo deixando clara a predominéncia das ordens.

Para a solugdo desse problema o sistema de equagdes lineares € construido obtendo os
coeficientes e termo fonte a partir da Eq. (4.74). A Eq. (4.74) se refere a um problema 2D. O

mesmo modelo vale para o caso 1D fazendo ay = ag = 0. Assim

Kk
ap=1+20; (4.133)
k 4.134
awzaEzgﬁ (4.134)
k * k * *
by =ksp+(1—z(1—9)ﬁ)Tp+ (1- )5 (T +T9) (4.135)

4.4.2.1 Solug¢dao numérica e erro de truncamento da variavel T,

11 . ,
Sendo T, =T (E’E)’ as ordens verdadeiras do erro no célculo de T,, bem como a

ordem assintética, sdo as mesmas de T.

4.4.2.2 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel T,

O modelo numérico utilizado segue como definido na se¢do 4.1 com a Eq. (4.17).
Verifica-se que as ordens verdadeiras para o erro no calculo de T;, sdao py = 2, 4, 6, ..... E,

sendo assim, a ordem assintotica do erro no calculo de T, ¢ p;, = 2.
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4.4.2.3 Solu¢ao numérica e erro de truncamento da variavel I

O modelo numérico utilizado segue como definido na se¢do 4.3.2.3 com as Egs. (4.87)
e (4.88). Verifica-se que as ordens verdadeiras para o erro de truncamento no célculo de I sdo:

pv = 2,3,4, .... E, sendo assim, a ordem assintotica do erro no calculo de I é p;, = 2.
4.4.3  Modelo Matematico Bidimensional

Estendendo a ideia da secao 4.4.2 para o problema bidimensional (ver Fig. 3.1). Seja
Q) c R? um dominio limitado com contorno I'. A equag¢io do calor bidimensional transiente

com termo fonte (equacao de Fourier) ¢ dada por (INCROPERA et al., 2008)

oT 0%T 0°T
dx? = 0dy?

R —> +5C0y,0) (4.136)

onde a ¢ a difusividade térmica (m?/s). A Eq. (4.136) fornece a distribui¢do da temperatura T
em dominio retangular, isto é, com (x,y) € 2 = (0,1) x (0,1), t € ]0, tf] em que t; indica

o tempo final em segundos, com condig¢des de contorno de Dirichlet e iniciais dados por

T(0,y,t) =T(,y,t) =T(x,0,t) =T(x,L, t) =0

(4.137)
X s
T(x,y,0) = sen (T) sen (TY) (4.138)
e termo fonte dado por
X Ty 2
— 12 _ v —-T“t
Sx,y,t)=m sen(L)sen(L)e (4.139)

Considerando L = 1 me difusividade térmica a =1 (m?/s), o termo fonte e as
condigdes de contorno foram ajustados por meio do MSF com base na solug@o analitica dada
por

T(x,y,t) = sen(mx)sen(my)e ™t (4.140)
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A superficie gerada pela Eq. (4.140) sobre um dominio quadrado unitdrio esta

representada na Fig. 4.4 para t = 0,1s.

Figura 4.6 Visualizaciao grafica da solucio analitica da Equacao de Fourier 2D para ¢ =0,1s

4.4.3.1 Solugao analitica da temperatura no centro do dominio - T

A analise da variavel de interesse T, = T G,% , t) ¢ obtida por meio da Eq. (4.140)

1

no ponto (2,% ,t), entao

11
T(— E,t) = e Tt (4.141)

A Tab. 4.8 apresenta a solucdo analitica da temperatura no centro do dominio para

ty = 0,1s obtida com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado ¢

apresentado em notag¢do cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.8 Solucio analitica da temperatura no centro do dominio - Equac¢éao de Fourier 2D *

t(s) T, — Temperatura no centro do dominio

0,1 | 3,727078388534379135776020928393564131313160076807674330416545409E-01

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos
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4.4.3.2 Solugdo analitica da temperatura média - T,

Substituindo a Eq. (4.140) na Eq. (4.1) tem-se a temperatura média em um certo

instante de tempo:
11
T, = f f sen(nx)sen(ny)e‘"ztdxdy
00

Assim, a solu¢do analitica de T, €

4
Ty = Fe mot (4.142)

A Tab. 4.9 apresenta a solugdo analitica da temperatura média para ty = 0,1s obtida

com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado ¢ apresentado em

notacao cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.9 Solucao analitica da temperatura média - Equacio de Fourier 2D *

t(s) T,, — Temperatura média

0,1 1,510527975416320625180650675536347056120524951124064780016544140E-01

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos

4.43.3 Solugdo analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste — g,

Seguindo a defini¢do dada pela Eq. (4.50) tem-se

oT
o ncos(mx)sen(my)e ™t

Assim, a solugdo analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste ¢
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2

qe = —2e7 ™" (4.143)

A Tab. 4.10 apresenta a solug@o analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste para
tr = 0,1 obtida com o software Maple® 7 com 64 algarismos significativos. O resultado ¢

apresentado em notagdo cientifica, onde E representa o exponente da base decimal (10).

Tabela 4.10 Solucio analitica da taxa de transferéncia de calor ao leste - Equacéo de Fourier 2D*

t(s) q. — Taxa de transferéncia de calor ao leste

0,1 | 7.454156777068758271552041856787128262626320153615348660833090816E-01

*obtido com software Maple® 7 com 64 algarismos

4.4.3.4 Defini¢do da média da norma l; do erro numérico

Como definido na Eq. (4.54) a defini¢do da norma [; média do erro numérico ¢
reescrita aqui e utilizada para o caso 2D onde P=(x,y) e N =(N,—1) X (Ny — 1) € o
namero total de pontos da malha. Esta variavel ¢ calculada em todo instante do tempo, mas ¢

avaliada somente em tf. A solugdo analitica de L ¢ zero.

4.4.4 Modelo Numérico Bidimensional

Com a mesma ideia da se¢do 4.4.2, a técnica de aproximacdo desenvolvida para a Eq.
(4.136) com as fungdes de interpolacdo e erro de truncamento, seguem a aproximacao
desenvolvida para o esquema 8 com base na utilizagdo da Eq. (4.34) para cada derivada no
espago e tempo. No desenvolvimento das expressdes k representa a discretizagdo temporal e i,
j a discretizagdo espacial dos valores x e y, respectivamente. Para isso a solu¢do numérica
bidimensional ¢ baseada na malha bidimensional da Fig. 4.7 em termos do tempo com 0s
pontos da malha definidos como na se¢do 3.2, ou seja, P = (i,j), E=({+1,j),

W=>G(-1L),N=(@G,j+1) eS=(,j—1).
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Figura 4.7 Representacio esquematica (a) explicita; (b) totalmente implicita; (c) Crank-Nicolson

Reescrevendo para y e substituindo as Egs. (4.121) a (4.126) e a Eq. (4.129) na
expressdo de S; i1, O esquema 6 associa o pardmetro de mistura (f) aos esquemas

explicito, totalmente implicito e ao esquema Crank-Nicolson, na forma

Tijrs1 —Tijk Tio1jk+1 — 2T jreer + Tiv kst
SR — +Er, =0 12 +
X

Tij1k+1 = 2T j ke + Tijrr st

+
hy

+Sijk+1 T ET2>

Tio1ji— 2Tk + Tizvjk  Tij—ix — 2Tk + Tijrik
n2 + n2
X y

+(1-6) ( +Six + En, ) (4.144)
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onde k € o passo de tempo, h, € h, € o espagamento entre n6s da malha na direcdo x e y ,

respectivamente, e 0 < 6 < 1 obedece o critério dado pela Eq. (4.120).

Seguindo a ideia em Tannehill et al. (1997) quando desenvolvido para o caso

unidimensional, para calcular o erro de truncamento do esquema 6, que envolve dez pontos,

toma-se o ponto | x;,t, 1| (Fig. 4.7 (c)) como ponto de expansdo na série de Taylor.
p ) et

Para verificar as consideragdes acima, considere a derivada temporal tomando-se a Eq.
(4.35) reescrita como nas Eqgs. (4.121) e (4.122) onde o indice sobrescrito indica a ordem da
derivada, e o indice subscrito, indica a sequéncia em que foram calculadas as derivadas
segundo uma dada direcdo, por exemplo, Ti%, significa a derivada da variavel dependente 7,

duas vezes com relagdo a x € uma vez com relagao a z.

As expressoes para as derivadas em x seguem como nas equacdes (4.123) a (4.126)

reescritas agora como

2
0°T  Ti—qjk+1 = 2Tijr+1 + Tiajk+1

+ Er,

Ox? h2 (4.145)
onde
2 k kZ k2 k3 k4
E :_Tiv_x_ZTi__ iiik_Tiv = il il mpiv .
Ty 4x 12 t h-gzc 2xt 2x2t 2 2t hyzc 3t 3h325 4t 12h925 (4146)
c
0*T  Ti—1jk — 2Tijk + Tiza,jk
= . + Ey, (4.147)
onde
h”% vi h;‘f _ il h365 X hg

— _miv_X _ - - ...
Ery = ~Tax 12 Tex 360 8 20160 Tox 1814400 (4.148)
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As expressoes para as derivadas em y sdo obtidas da mesma forma com

2
0°T  Tij-1k1 = 2Tijrv1 + Tijraip+a

37 hfz + Er, (4.149)
onde
E. = iv_32’ 2TL£ iii k Tl'v k_z Tiik_z iiik_3 Tiv k4 4.150
Te__4-y12_ th321_ 2yttt — 2y2t2_ 2th327_ 3t3h321_ 4t12h32/_”' (4. )
e
02T  Tijoape — 2Tiju + Tijerk
57 = h32/ +Er, (4.151)
onde
2 4 6 8
P L B L L. S (4.152)

77 T4y12 0 '¥360 T8 20160 1991814400

Assim como no caso unidimensional (se¢do 4.4.2), a discretizagdo da equacao do calor
bidimensional com termo fonte ¢ com erro de truncamento nao ¢ comum na literatura.
Quando a ideia ¢ apresentada, na maioria das vezes ndo ¢ considerado um termo fonte, € o

erro de truncamento ¢ apresentado somente para expor a ordem assintotica.

Sendo assim, a estimativa a priori das ordens verdadeiras para o caso bidimensional
segue a mesma ideia do caso unidimensional considerando a substituicdo das Eqs. (4.145) a
(4.152) e a Eq. (4.35) na expressdo de S; ;41 da Eq. (4.144). Rearranjando a expressdo,

chega-se ao erro de truncamento de toda a aproximacao para a Eq. (4.136) na forma
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Ti =T —Tf — § = —k [274 — 6(Ti, + T, + $)| +Tj2 % + Ty 2
[ ul — ( 2x2t+T2i;2t +SL§£ ] k3 = _ (T2x3t + T2y3t +Slll)]

hx
T'Ul X T k4 —T S ]
+ 6X 360 + 63’ 360 120 5t 24 ( 2x4t 2y4t +

_ 1,5 1 vL _ v vii vii 14 viii hx viii hy
k [720 6t 120 Toxse + Tayse + S5t)] + Ty 20160 + Tgy 20160
6 [ 1 Tvii _ i viii + Tmu + Svi ] + TX hs + hy +
5040 /¢ 720 \" 2X6L 2yet 6t 10x 1814400 103’ 1814400
0 (T 2 4 78, 25 4 7ty 1 g gt 5 iy MRyt K
axt 4, 4yt 15 4x2t 5, 4y2t 24 4x3t 72 4y3t 72
khi i k2hi k2 k?
Tvll X T‘UI.I. T‘Ulll X T'Vlll y + T 2 - + T 2 Tll
6xt 360 6yt 360 6x2t 720 6y2t 720 t t 2t hz
k? k3 k3 k* k* kS
TI.I. Tlll Tlll Tl'l) Tl'V T +
k k6 k7 .. k7
+TY + TVt + TYu + TVH +--- 4.153
6t 360h2 6t 360h2 7t 2520h2 7t 2520n3 ( )

Da Eq. (4.153), da mesma forma como no caso unidimensional, conclui-se que o erro

de truncamento, independente da ordem da EDP, tem ordem de acurécia O(h,zc + h32, + k) para

6=0 ou =1, porém considerando 6 = % a primeira parcela do lado direito da igualdade pode

Ser reescrita como
1 .
—k |5l - 0(ri + T + 51| = =5 [ — T — 1, — i) (4.154)

pois como 7 satisfaz a EDP dada pela Eq. (4.135) e diferenciando essa equagdao mais uma vez

emt obtém-se

T Tzlgclt - zl;t = Sé (4.155)
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cancelando esse termo. Portanto, conforme Eq. (4.120), quando 6 = % a ordem de acuricia

(ou assintética) é O(hZ + hZ + k?).

Como no caso unidimensional, nesta mesma analise, a principio, a sequéncia das
ordens verdadeiras diferem em relagdo ao espago e tempo, por exemplo, as ordens relativas ao
tempo sdo py =2, 3,4, ... e no espago py =2, 4, 6, ..., e, além disso, existem combinagdes

entre os parametros 4 e k, ndo deixando clara a predominancia das ordens.

Para a solugdo desse problema o sistema de equagdes lineares ¢ construido obtendo os

coeficientes e termo fonte a partir da Eq. (4.74), onde

k k
ap=1+26 h—§+@ (4.156)
k
aE =aW=ﬁ9 (4157)
X
k
aN=a5=ﬁ9 (4158)
y
k
bp = kSp + nz (1= O (Ticyjk — 2T jx + Tivnjn) +
X
k
77 A= 0Ty ik = 2Tk + Tojuase) + Toj (4.159)
y

4.44.1 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel T,

11 1
2’2’10

Sendo T, = T( ), as ordens verdadeiras do erro no calculo de T, bem como a

ordem assintotica, sdo as mesmas de T'.
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4.4.4.2 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel T,

O modelo numérico utilizado segue como definido na se¢do 4.1 com as Egs. (4.29) e
(4.30) em cada passo de tempo. Verifica-se que as ordens verdadeiras para o erro no calculo

de T, sao py =2, 4,6, ..... E, sendo assim, a ordem assintotica do erro no calculo de T, ¢

pL=2'

4.4.4.3 Solugdo numérica e erro de truncamento da variavel q,

O célculo para a variavel de interesse q, segue o mesmo raciocinio da se¢ao 4.3.2.3

para cada nivel do tempo.

4.4.4.4 Definicao da média da norma L; do erro numérico

Como definido na Eq. (4.54) a definicdo da norma [; média do erro numérico ¢
reescrita aqui e utilizada para o caso 2D onde P=(x,y) e e N = (N, — 1) X (Ny — 1) € o
namero total de pontos da malha. Esta variavel ¢ calculada em todo instante do tempo, mas ¢

avaliada somente em t;. A solugdo analitica de L € zero.

4.5 Resumo e consideragdes do capitulo 4

O exposto neste capitulo apresentou as defini¢des e solugdes analiticas, bem como o
desenvolvimento de esquemas numéricos de EDP’s resultantes de problemas de transporte em
CFD. Todos esses procedimentos tém como objetivo expor a analise a priori da ordem do
erro de discretizacdo para, posteriormente, compara-la aos resultados da andlise a posteriori

que sera apresentada no capitulo seguinte.
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Os esquemas numéricos desenvolvidos mostram a complexidade da discretizagdo
numérica referentes a obtengdo da ordem do erro de truncamento, em particular ao

desenvolvimento do esquema numérico para a equagao de Fourier.

A diversidade de esquemas numéricos apresentados na literatura levanta algumas
questdes relativas as propriedades das equagdes discretizadas. Conforme exposto por Hirsch
(2007), ha questdes a serem discutidas, como: 1) que condi¢des temos de impor a um esquema
numérico para obter uma aproximacao aceitdvel para o problema diferencial, i1) por que
varios esquemas tém comportamentos muito diferentes € como podemos prever os limites de
estabilidade, e ii1) para um calculo estdvel, como obter informag¢des quantitativas sobre a

acuracia da simula¢ao numérica.

Para dar respostas a estas perguntas, ¢ necessario definir, mais precisamente, requisitos
a serem impostos a um esquema numérico. Esses requisitos sao definidos como consisténcia,
estabilidade e convergéncia. Eles abrangem diferentes aspectos das relagdes entre as equagoes
analiticas ¢ as discretizadas, entre a solu¢cado numérica e a solugdo exata, e a solucao analitica

das equagdes diferenciais que representam o modelo matematico (HIRSCH, 2007).

Um resultado importante utilizado na andlise do MDF para a solugdo numérica de
EDP’s ¢ o teorema fundamental de equivaléncia de Lax. O teorema diz que para um problema
de valor inicial bem-posto e um método de discretizacdo consistente, estabilidade ¢ condigao
necessaria e suficiente para a convergéncia. O teorema indica que para analisar um problema
de valor inicial ou que dependa do tempo, dois procedimentos devem ser utilizados: i) a
determinagdo do erro de truncamento e sua ordem (para analise de consisténcia) e ii) analisar

propriedades de estabilidade.

Examinando todas as aproximacgdes aqui desenvolvidas, fazendo todos os parametros
de espagamento tender a zero, verifica-se que todas sdo consistentes. Significa que ao
minimizarmos o erro de truncamento dessas expressdes o resultado tende ao valor exato da
EDP original indicando a convergéncia. Para a convergéncia ainda ¢ necessario garantir a

estabilidade.

Segundo Fletcher (1992), o conceito de estabilidade estd relacionado a reducdo ou
crescimento dos erros introduzidos no calculo. Conforme Fortuna (2000), causas para
instabilidade numérica sdo: condigdes de contorno ou iniciais aproximadas de forma

incorreta, acimulo de erros de arredondamento na solucdo e critérios de estabilidade dos
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métodos ndo atendidos. Dentre estas causas, a ultima é a mais dificil de ser controlada

considerando EDP’s que dependam de misturas de fungdes de interpolacao.

Nesse contexto, problemas como a forma de aplicar as condi¢des de contorno e/ou que
envolvem, por exemplo, singularidades na solu¢do também podem acarretar dificuldades na
aproximacao por série de Taylor. Se a solugdo é descontinua, por exemplo, a validade da
técnica por diferencas finitas fica comprometida ndo garantindo assim que os termos

sucessivos da expressdao do erro de truncamento sejam corroborados (FLETCHER, 1992).

O fato da tendéncia do erro ndo corresponder aos valores obtidos a priori em
determinada aplicagdo, pode estar relacionada ao erro de poluicdo, inerente dos erros de
truncamento e discretizagdo (MARCHI, 2001). Segundo Marchi (2001) a denominagao de
erro de poluigdo foi introduzida por Babuska et al. (1997), porém com outra finalidade. Neste
trabalho e em Marchi (2001), o erro de poluigdo ¢ a diferenca dos erros de discretizagdo e

truncamento.

Na estimativa do erro de discretizagdo, a consideracdo desses aspectos com a andlise a
posteriori por meio de MER traz uma nova perspectiva para a solu¢do do problema a qual
envolva os fendmenos fisicos de adveccdo e difusdo, pois otimiza informacgdes importantes

em um numero minimo de calculos.

Portanto, no proximo capitulo, o estudo da ordem do erro de discretizacao a priori por
meio do erro de truncamento e a posteriori com MER traz contribui¢cdes relevantes ao

aprimoramento da aplicagdo dessas fungdes com o intuito de obter solugdes mais acuradas.
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5 VERIFICACAO DAS SOLUCOES NUMERICAS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos das equacdes governantes
propostas e suas andlises referentes as ordens verdadeiras obtidas a priori e a posteriori € o
desempenho do erro de discretizacdo considerando o efeito de parametros fisico e numérico, a
saber, o numero de Péclet (Pe) no caso da equacdo de adveccdo-difusdo e os fatores de
mistura f e 6 de esquemas numéricos mistos, respectivamente. Esses resultados sio
discutidos e verificados também para o desempenho de MER, inclusive para as variaveis de
interesse. Outro resultado importante aqui apresentado ¢ a verificacdo de que resultados 1D

sejam validados para 2D para o caso da equacao de Fourier.

Como exposto no capitulo um e definido no capitulo quatro, os modelos matematicos
usuais em CFD testados para cumprir os objetivos propostos nesta tese sdo: a equagao de
transporte de adveccao-difusdao 2D (Eq. (4.43)) com termo fonte (Eq. (4.44)) e condigdes de
contorno de Dirichlet (Egs. (4.45) e (4.46)); e a equacao de transferéncia de calor transiente
2D (equagdo de Fourier) (Eq. (4.136)) com termo fonte e (Eq.(4.139)), condi¢gdes de contorno
de Dirichlet e iniciais definidas pelas Egs. (4.137) e (4.138), respectivamente. A saber, veja

um resumo na Tab. 5.1.

Tabela 5.1 Equacdes governantes usuais em CFD tratadas nesta tese.

EQUACAO DIFERENCIAL PARCIAL | CLASSIFICACAO TIPO
aT oT 92T 92T , . R
Pe,— + Pe,— = ——+ ——+ S(x, ELIPTICA ADVECCAO-DIFUSAO
ex ox + Pe,, 3y = 912 + 377 + S(x,y) C
AN i) + o°T +S(x,y,t) PARABOLICA FOURIER
ot~ “\oxz " 9y2 %Y

5.1 METODOLOGIA

Para a verificagdo do codigo e da solu¢do, inicialmente, problemas mais simples como
a equacdo de Fourier 1D (ver se¢des 4.4.1, 4.4.2 ¢ 5.3.2) e a equagdo de Laplace 2D (Marchi

et. al, 2013) foram utilizadas como base para a dedug¢do das ordens verdadeiras do erro de
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discretizagdo das equagdes por meio da expansdo da série de Taylor; testadas apenas para
depurar a modelagem numérica e o programa. Estas aplicacdes t€m por objetivo verificar se o

programa ¢ executado corretamente para os casos em questao.

As simulagdes numéricas foram realizadas para as equagdes propostas, € para as quais
se conhecem os resultados a partir da solugdo analitica obtida com o MSF. Isso testa ndo so a
parte numérica, mas também o modelo matematico. Em outras palavras, buscou-se verificar

se os resultados analiticos relativos ao modelo matematico sdao observados numericamente.

Para a execu¢do das simulagdes, uma programacdo foi desenvolvida para os dois
modelos utilizando o microcomputador CFD17 do Laboratério de Experimentacdo Numérica
(LENA-2) da Universidade Federal do Parana (UFPR), com processador Intel® Pentium®
Dual, velocidade de 1.80GHz, com 8 GB de memoria e sistema operacional Windows XP,

Professional x64 Edition Versdao 2003; Service Pack 2.

Para testes computacionais nas malhas mais finas, foram utilizados outros dois
microcomputadores; um com processador Intel® Core™ i7-2860 QM, com velocidade de
2.50 GHz, com 8GB de memoria, 1 TB de HD e sistema operacional Windows 7 Home
Premium, 64 Bits - Service Pack 1; e o CFD21 do Laboratério de Experimentagdo Numérica
(LENA-2) da UFPR com dois processadores Intel Xeon X5690 (6 core), 2,4 TB de HD e 192

GB de memoria.

A linguagem utilizada para implementar todos os programas foi Fortran® 2003 por
meio do compilador Intel® Visual Fortran 11.1, com precisdo quadrupla. O tipo de projeto

utilizado para criar todos os programas fonte foi o Console Application na versao release.

O software utilizado para a solucdo analitica foi o Maple® 7 com célculos efetuados
utilizando 64 algarismos significativos. A precisdo da solucdo analitica escolhida dessa forma
¢ suficiente para servir de referéncia as solu¢cdes numéricas tornando clara a verificacdo dos
erros de arredondamento, e também por apresentar erros de maquina muito menores do que os

presentes nas solugdes numéricas.

Os resultados das solugdes numéricas para as variaveis de interesse foram obtidos com
um nimero de malhas que vao de 3x3, 5x5,... até 32.769 x 32.769 na discretizacdo do espago;

e no caso da discretizacdo do tempo, inicia-se com 5, 10, 20, 40, ... até 5.120 passos no tempo.
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O refino sistematico de malhas ¢ necessario para a verificacdo da solucdo e a aplicagdo
de MER, o que exige um alto custo computacional, pois para reduzir consideravelmente os
erros de discretizagdo, aumenta-se o nimero de elementos na malha, requerendo assim,

técnicas sofisticadas para tratar a solugdo de sistemas de equagoes lineares.

Em cada malha o sistema de equagdes ¢ resolvido com o método multigrid geométrico
com esquema CS (Correction Scheme), ciclo V, restricdo por injecdo, prolongacdo por
interpolagdo linear e razdo de engrossamento dois. O numero de vezes que o ciclo V do
método multigrid é repetido ¢ denominado iteracdes externas. O nimero de iteracdes externas
utilizadas foi sempre o dobro de iteracdes necessarias para atingir o erro de arredondamento

de maquina. O nimero de iteragdes internas para a aplicagao de Gauss-Seidel foi de 2.

O objetivo da aplicagdo do método multigrid ¢ acelerar a convergéncia a fim de
reduzir o tempo de CPU necessario para resolver cada equacao bidimensional (PINTO, 2006).
No caso da equacdo unidimensional o sistema de equacdes foi resolvido com o método

TDMA.

Para eliminar o erro de iteragdo, tanto no caso unidimensional como no bidimensional,
0 processo iterativo foi realizado até atingir o erro de arredondamento de maquina com base

na norma [; média para solugdo das varidveis de interesse.

A analise e verificagdo numérica final foram realizadas por meio de pds-
processamento com ER e MER. O programa usado para calcular MER denomina-se

Richardson 3p2, versdo 2012, o qual pertence ao grupo CFD da UFPR.

A memoria computacional usada em cada simula¢ao foi acompanhada por meio do
gerenciador de tarefas da plataforma Windows. A quantidade de malhas obtidas se deu

conforme a disposi¢do de memoria fisica permitida pela maquina empregada.

O tempo de processamento utilizado para execugdo dos célculos computacionais nas
simulagdes realizadas foi obtido através da fungcdo CPU_TIME (x), disponivel na biblioteca
do aplicativo Fortran/2003, onde x = tcpul inicializa a contagem do tempo de processamento
e x = tcpu2 finaliza a contagem do tempo de processamento. O resultado ¢ obtido pela
subtragdo  destes  dois  valores.  Esses resultados estdo  disponiveis em

ftp://fip.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2013 _Ana Vargas doutorado.
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Todas essas consideragdes baseiam-se no documento publicado pela ASME (2009), no
trabalho de KNUPP e SALARI (2000) e nos protocolos para estimar erros de discretizagdo
em CFD, versao 1.1 de 2005, e para testes de coeréncia, versao 1.0 de 2007, respectivamente,

do grupo de pesquisa em CFD da UFPR.

5.2 EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO 2D

Esta secdo mostra os resultados encontrados para a equacdo de advecgao-difusdao 2D
representada pela Eq. (4.43) com termo fonte dada pela Eq. (4.44) e condi¢des de contorno

dadas pelas Eqs. (4.45) e (4.46).

Para a verificacao dos resultados foram estudadas cinco variaveis de interesse, a saber,
a temperatura no centro do dominio, a temperatura média, o fluxo de calor ao leste e ao norte

e a média da norma [; do erro numérico como apresentado no capitulo 4 na se¢ao 4.3.
Para a implementagdo computacional, considerou-se:

e M:¢étodo de Diferencas Finitas;

e M:¢étodo Hibrido - MCA

e Regime permanente;

e Dominio bidimensional com D = {(x,y)|0 < x < 1,0 <y < 1};

e Sistema de coordenadas cartesianas;

e Discretizagao do espago considerando malhas estruturadas e uniformes;

e Numero impar de nos;

e Velocidade do escoamento positivo e constante em ambas as direcdes;

e quinze malhas computacionais;

e Pe=0,1;Pe =1e Pe =10, para andlise dos erros de discretizacdo e verificagdo
da solucdo;

e os fatores de mistura (f dado pela Eq. (4.63)): =0; £ =0,1; =05, f =

0,9 e f = 1. Neste caso, fixou-se Pe = 1.



134

Neste contexto, inicialmente sdo apresentados resultados referentes as ordens obtidas
pela analise a priori seguida pelos resultados referentes as ordens obtidas pela analise a
posteriori resultante da aplicagdo da extrapolagdo de Richardson (Eq. (3.31), Eq. (3.57) e Eq.

(3.60)) e, com isso, confrontar seus valores.

Na sequéncia, sdo apresentados os resultados dos erros de discretizagdo com e sem
MER para verificacdo e andlise da magnitude do erro segundo a variagdo do fator de

mistura ().

Finalmente, sdo apresentados resultados para verificagdo da influéncia da varia¢do do

numero de Péclet (Pe) no erro de discretizagdo com e sem MER.

5.2.1 Anadlise a Priori da Ordem do Erro de Discretizacao das Aproximagdes das Variaveis

de Interesse para a Equagdo de Advecgao-Difusdo 2D

Na secdo 4.3.2, foram deduzidas as ordens verdadeiras do erro de discretizagdo, por
meio da expansao da série de Taylor e obtidas pelo menos trés termos da expressao do erro de

truncamento, para cada variavel de interesse.

Na Tab. 5.2 sdo apresentadas as ordens verdadeiras de cada fungao de interpolagao
utilizada na aproximag¢ao de cada variavel de interesse. A importancia da apresentagdo destas
informagdes deve-se ao interesse nas combinagdes das ordens dessas fungdes efetuadas
devido a necessidade de mistura das mesmas na discretizagao do modelo € que sao relevantes

a0 processo.

Ressalta-se que a variavel L tem suas ordens de erro definidas como para a variavel T,
pois ndo ha relagdo que agregue consideragdes referentes ao erro de truncamento, a ndo ser

aquela deduzida para a propria variavel primaria, 7.

As ordens do erro de discretizagdo encontradas a priori das aproximacdes finais para
as varidveis de interesse T, q, € @q,, pela mistura das técnicas utilizadas conforme

apresentado na Tab. 5.2, estdo relacionadas na Tab. 5.3.
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Tabela 5.2 Ordens verdadeiras das funcdes de interpolacio utilizadas na aproximacio das variaveis de
interesse referentes a equacio de adveccao-difusio 2D

VARIAVEL FUNCAO DE
DE INTERPOLACAO
INTERESSE

ORDENS VERDADEIRAS

ORDEM

ASSINTOTICA

(termo advectivo)

ﬁ =0 =}pV = 1,2,3,4,...

=0 =p =1

UDS-1 (8 =0)
I CDS2 (B = 1) =1 =p,=2,468,.. | =1 =p =2
(termo difusivo)
CDS.2 vy = 2,4,6,8, ... pL=2
T Regra do trapézio py = 2,4,6,8, ... pL =2
UDS-2 py =2,3,4,5, ... pL =2
Qe Regra do Trapézio pv = 2,4,6,8, ... pL =2
UDS-2 py = 2,3,4,5, ... pL=2
n Regra do Trapézio py =2,4,6,8, .. p, =2

Analisando as Tabs. 5.2 e 5.3 verifica-se que:

Para a variavel T, as ordens verdadeiras predominantes sdo aquelas envolvidas nos

termos advectivos;

Para a variavel T,,, as ordens verdadeiras predominantes sao as mesmas verificadas

para a variavel T,;

Para a variavel q, as ordens verdadeiras se reduzem as ordens da fungdo de

interpolacdo UDS-2;

Para a variavel g, as ordens verdadeiras se reduzem as ordens da fungdo de

interpolagdo UDS-2;

A varidvel L tem suas ordens verdadeiras definidas como para a variavel T,.

Novamente, destaca-se que nas Tabs. 5.2 e 5.3 a varidvel L tem suas ordens de erro

definidas como para a variavel T, pois ndo ha relacdo que agregue consideracdes referentes

ao erro de truncamento, a ndo ser aquela deduzida para a propria variavel primaria, 7.
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Tabela 5.3 Ordens verdadeiras resultantes obtidas a priori das aproximacées utilizadas nas variaveis de
interesse referentes a equacao de adveccao-difusiao 2D

VARIAVEL

DE ORDENS VERDADEIRAS ORDEM ASSINTOTICA
INTERESSE

, 0<B<1 =p,=1234,.. 0<B<1 =p, =1

¢ B=1 =p, =2,46,8,.. f=1 =p, =2

Ty vy =2,4,6,8, ... pL =2

qe py = 2,3,4,5,... p, =2

n py = 2,3,4,5, ... p, =2

. 0<B<1 =p,=1234,.. b =2

B=1 =p, =2,4,6,8,..

5.2.2 Anélise a Posteriori da Ordem do Erro de Discretizacdo das Aproximagdes na

Obtengao das Varidveis de Interesse - Ordens Efetiva e Aparente

A seguir, sao apresentados os resultados referentes as ordens verdadeiras, efetiva e
aparente, de cada varidvel de interesse, obtidas com o programa Richardson 3.2, que ¢
baseado no estimador de Richardson, conforme visto na secdo 3.6.2.1. Estes resultados
mostram a tendéncia das ordens verdadeiras do erro de discretizagao obtidas a posteriori,
considerando a variagdo do pardmetro de mistura () dada pela Eq. (4.63). As ordens obtidas
desta forma podem ser corroboradas com aquelas obtidas na estimativa a priori apresentadas

na Tab. 5.3.

Para efeito de analise, os resultados apresentados sdo os obtidos para Pe =1 e as
indicagdes encontradas nas legendas de cada grafico referem-se ao método de obtengdo da
respectiva ordem, isto ¢, para pg(Th) (ordem efetiva) e py (Th) (ordem aparente) utilizou-se
as Eqgs. (3.58) e (3.59) respectivamente; Ti pU ¢ a solucdo extrapolada uma vez com base em

pU e Tbi pU ¢ a solucdo extrapolada duas vezes com base em pU, ou seja, ¢ a solucido de
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Ti pU com mais uma extrapolacdo. Analises para outros valores de Péclet serdo vistos na

se¢do 5.2.4.

A Fig. 5.1 apresenta as ordens efetivas (pg) e as ordens aparentes (py) do erro de
discretizagdo obtidas para f =0, £ =0,1, § =0,5, £ =09 e f =1 conforme Eq. (4.63)
para a variavel T,.. Pode-se verificar que as ordens verdadeiras obtidas a priori (ver Tab. 5.3)
sdo confirmadas para § = 0 e § = 1. Ou seja, para f = 0 tem-se a aplicacdo da técnica UDS-
1/ CDS-2 e com isso as ordens verdadeiras s3o py =1,2,3,...; ¢ para f =1 tem-se a
aplicacdo da técnica CDS-2/CDS-2 e com isso as ordens verdadeiras sao py = 2,4,6, ....
Verifica-se ainda que para qualquer mistura entre essas duas técnicas, ou seja, para 0 < ff§ <

1, as ordens verdadeiras sdo como as obtidas para § = 0.

Esses mesmos resultados podem ser verificados na Fig. 5.2 para o caso da variavel T,,,
isto €, as ordens efetivas e aparentes sdo confirmadas para § = 0 e § = 1 e, ainda, constata-se
também que para qualquer mistura entre essas duas técnicas, ou seja, para 0 < f <1, as

ordens verdadeiras sdo como as obtidas para f = 0.

Para o caso da variavel q, pode-se verificar na Fig. 5.3 que, comparando a sua ordem
obtida a priori (ver Tab. 5.3) com os resultados obtidos a posteriori, estas sdao satisfeitas
somente quando f = 1. Os resultados obtidos para § =0, § =0,1, £ =0,5¢ £ = 0,9 ndo
sdo os esperados. Nestes casos percebe-se que a ordem do erro de discretizacao a posteriori
foi degenerada. Este comportamento pode estar relacionado ou com a condi¢do de contorno,
uma vez que esta variavel estd sendo analisada em x = 1, ou com a ordem da funcao de
interpolagdo utilizada, ou ainda, estar relacionado ao erro de polui¢do como mencionado na
secdo 4.5. A influéncia da forma de aplicagdao das condigdes de contorno na ordem do erro de
discretizagdo pode ser explicada, pois para a analise de variaveis no contorno, as analises a
priori podem nao detectar outros efeitos (por exemplo, singularidades) que influenciardo o
erro a posteriori. Outra possivel influéncia a ser considerada ¢ o fato da mistura das ordens do
erro dos diferentes esquemas aplicados para aproximar a derivada e a integral, como pode ser
visto na Tab. 5.2. Com base nos resultados das variaveis T, e T,,, pode-se considerar, para
este caso, que as ordens obtidas a posteriori informam que as ordens obtidas a priori sdo
determinadas segundo a aplicagdo da funcdo de interpolagdo utilizada; no caso em que f # 1,

a de menor ordem.
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Analisando a Fig. 5.4, para o caso da variavel q,,, apesar da terceira ordem verdadeira

ndo ser clara quando f = 1, a sua tendéncia sugere que seu valor seja quatro. Com isso pode-

se considerar que as ordens efetivas e aparentes constatadas para esta varidvel corroboram

para o fator de mistura f = 1, porém os resultados obtidos para § =0, £ =0,1, §=05¢
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B = 0,9 ndo sdo os esperados. Aqui, como ocorreu para o caso de q,., percebe-se que a ordem

do erro de discretizagdo a posteriori também foi degenerada. A variavel g, estad sendo

analisada em y = 1, sendo assim, sdo consideradas as mesmas justificativas apresentadas para

a variavel q,.
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No caso da variavel L (ver Fig. 5.5) observam-se os mesmos resultados analisados

para a variavel T, e T,,, ou seja, os valores das ordens efetivas e aparentes tendem as ordens
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verdadeiras previstas na analise a priori como visto na Tab. 5.3 mostrando coeréncia nos

resultados.
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Um fator importante a ser considerado nos resultados é que, na medida em que a
malha ¢ refinada, as ordens aparentes do erro tendem as ordens verdadeiras obtidas a priori e,
consequentemente, tendem a assintdtica. Como visto na se¢do 3.5, a andlise da ordem
aparente ¢ importante considerando que, para os casos em que a solucdo analitica ¢
desconhecida, e também para os casos em que a analise a priori ndo ¢ definida ou de dificil

acesso, esta se torna referencial confiavel para verificar a acuracia da solugdo numérica.

5.2.3 Efeito do Pardmetro Numérico B no Refinamento do Erro de Discretizacdo dos

Resultados com e sem MER

A seguir sao apresentados os resultados com e sem a utilizagdo de MER para a
redugdo do erro de discretizacdo em fungdo de 4 para cada variavel de interesse para analise
do efeito do método hibrido (MCA) segundo o fator de mistura . Estes também sdo os

obtidos para Pe = 1. Analises para outros valores de Péclet serdo vistos na se¢ao 5.2.4.

Analisando as Figs. 5.6 a 5.10 verifica-se que o erro de discretizagao (Eh) ¢ reduzido
monotonicamente & medida que a malha ¢ refinada, e que as ordens de magnitude corroboram
com os valores das ordens assintéticas obtidas pelas andlises a priori € a posteriori. Ou seja, a
nao ser para § = 1, onde p; = 2, para quaisquer outros valores de 8, p;, = 1, indicando assim

a influéncia de (.

Na Fig. 5.6, verifica-se que o erro de discretizagdo da variavel de interesse T, ¢
reduzido consideravelmente com o uso de MER para quaisquer valores de 5. Porém no caso
em que f = 1 (aproximagdo do tipo CDS-2) tanto para o termo advectivo quanto para o termo
difusivo, a curva obtida com MER atinge magnitudes de erros bem mais baixas do que
aquelas obtidas sem a aplicagdo de MER. Pode-se ainda verificar que a eficiéncia de MER ¢
reduzida somente em malhas muito finas quando o erro de arredondamento contamina o
resultado. Este ultimo resultado pode ser verificado a partir da décima segunda malha, ou seja,

a malha de ordem 4096x4096.

As Figs. 5.7 a 5.10 mostram que as curvas do erro de discretizagio com MER tiveram
um decaimento linear para as variaveis de interesse T,, (Fig. 5.7), q. (Fig. 5.8), q,, (Fig. 5.9) e

L (Fig. 5.10). A tendéncia do erro apresentada nestes casos ndo corresponder aos valores
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esperados pode estar relacionada ao erro de poluicdo, inerente dos erros de truncamento e

discretizagdo, como explicitado na se¢do 4.5.

Os resultados apresentados nas Figs. 5.7 a 5.10 também mostram que apesar dos
resultados com MER apresentarem ordens de magnitude bem mais baixas do que as ordens
obtidas nos resultados numéricos sem MER, estes ndo foram tdo significantes como os
resultados obtidos para a variavel T.. Mesmo assim, no caso em que 8 = 1 nota-se resultados
melhores do que para outros valores de 5. Considerando-se o mdédulo do erro de discretizagao
com MER (Eml) percebe-se que para 4 relativamente grande, em geral para § = 1 o erro ¢

menor comparado a outros valores de f3.
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Figura 5.6 Médulo do erro de discretizacio da variavel T, com MER (Em1) e sem MER (Eh).
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Figura 5.7 Médulo do erro de discretizacido da variavel T,, com MER (Em1) e sem MER (Eh).

10 T T T T T
e o
AR 3
= sF o
2 0 1
g o F 7
= 107 |-
N —=— Eh g=1
= 10~ —e—Em1 p=1
e 10" r —A—Eh =0
£ 10 —v—Em145=0
f w0 b ~<4 Ehp=0,1
= { i ~»—Em1 =0,1
2 10" !_ B ——Eh =05
= - —o—Em13=0,5
2 10" - ~e Eh =09
s S S S —*—Em14=09
10'19 ol Lol L nnl PR
10° 10* 10° 107 10" 10°
h

Figura 5.8 Moédulo do erro de discretizacio da variavel q, com MER (Em1) e sem MER (Eh).
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Figura 5.9 Médulo do erro de discretizacido da variavel q,, com MER (Em1) e sem MER (Eh).
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Figura 5.10 Médulo do erro de discretizacio da variavel L.
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Em todos os resultados, mais especificamente na Fig. 5.10, pode-se verificar que para
o esquema hibrido proposto, o valor do mdédulo do erro fica entre os dois esquemas puros,
exceto em malhas muito grossas. A proximidade do valor do modulo do erro entre o esquema

hibrido e o esquema de maior ordem depende do valor usado para o fator £5.

Note que a variavel L, mede a norma do erro, portanto, ao aplicar MER sobre essa
variavel melhora-se a acuracia da norma do erro, € ndo o erro, ou seja, MER ndo estaria
melhorando de fato a solugdo. MER pode ser aplicado em varidveis locais € em varidveis

globais, desde que esta aplicacdo interfira para melhor na acuracia da solugao.

5.2.4 Efeito do Numero de Péclet no Refinamento do Erro de Discretizagao dos Resultados

com e sem MER

Até o momento foram realizadas analises referentes ao efeito do fator de mistura (B)
nas ordens verdadeiras do erro numérico bem como nos resultados obtidos pela redugdo do
erro de discretizacdo com ¢ sem MER. Nas analises anteriores fixou-se o numero de Péclet
igual a unidade (Pe = 1). Outra andlise importante é o efeito do nimero de Péclet (Pe) sobre

os resultados.

Para a analise do efeito deste parametro fisico (Pe) no erro de discretizagdo sdo
apresentados resultados obtidos a posteriori das ordens verdadeiras (as trés primeiras ordens
verdadeiras como na analise a priori), efetivas e aparentes, obtidas com base no estimador de
Richardson com o aplicativo Richardson 3.2. Também sao expostos os resultados referentes
ao modulo do erro de discretizagdo versus o tamanho da malha para comparacdo, segundo o

numero de Péclet utilizado.

Os resultados foram obtidos variando-se o nimero de Péclet somente nos casos em
que B =0 e f =1 pelo fato de outros valores de f apresentarem influéncia semelhante a

p = 0 e ndo afetarem de forma significativa os resultados.

Para uma analise detalhada na reducdo dos erros numéricos com MER e de suas
ordens foram avaliados trés valores para o numero de Péclet, a saber, Pe = 0,1; Pe =1 ¢

Pe = 10, com e sem a aplicacdo de MER. O valor de Pe = 1 ¢ novamente apresentado para
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facilitar a comparagdo. As escolhas dos valores do nimero de Péclet sdo de carater puramente

numérico, considerado apenas para efeito de testes.

Importante ressaltar nesse momento que, para valores de Pe muito elevados (Pe > 1),
o efeito do termo advectivo ¢ mais significativo do que o difusivo. O impacto desse nimero
nos resultados fica evidenciado quando se consideram os efeitos dos termos advectivo e/ou
difusivo, quando a malha ¢ muito grossa e também pelos métodos utilizados na discretizagao

do modelo para cada um dos termos envolvidos.

Nesse sentido, nas se¢des seguintes sdo apresentados todos os resultados para cada

variavel de interesse referente ao modelo de advecc¢ao-difusao.

5.2.4.1 Temperatura no centro do dominio - T,

Analisando as ordens efetivas e aparentes obtidas a posteriori para a variavel T, com
os trés valores de Péclet definidos anteriormente, vé-se na Fig. 5.11 que os valores coincidem
com aqueles obtidos para Pe = 1, ja analisado. Portanto, para a variavel T, o valor de Péclet
nao altera as ordens efetiva e aparente do erro para nenhum dos dois parametros de mistura,
isto ¢, para [ = 0 ou § = 1. Nota-se claramente também que os resultados sao confirmados

com aqueles obtidos a priori a medida que € realizado o refinamento das malhas.

A Fig. 5.12 mostra o comportamento da magnitude do erro de discretizagdo para os
trés valores de Pe quando se utilizam as fungdes de interpolagdo UDS-1/CDS-2 (8 =0) e
CDS-2/CDS-2 (B = 1) para os termos de advecgao/difusdo do modelo. Pode-se verificar que
quando 8 = 1 os erros sao minimizados comparados aos mesmos quando f = 0, tanto para

Eh quanto para a solu¢do com MER (Eml).

Pode-se verificar ainda que a magnitude dos erros com MER e f =1 ¢ bem
minimizada. Nota-se também que a diferenca entre as magnitudes dos erros sem MER para
Pe =0,1 ¢ P, =1 ¢é pequena em todas as malhas e que para Pe = 10 os erros sdo menores
comparados a estes ultimos. Porém, quando MER ¢ utilizado, o comportamento se inverte até
o ponto em que os erros de arredondamento comegam a afetar os resultados para Pe = 0,1 e

Pe = 1.
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Figura 5.12 Gréafico do modulo do erro de discretizacio para T, com (Em1) e sem (Eh) MER versus h para
alguns valores de Péclet (Pe).

5.2.4.2 Temperatura média - T,

Os resultados das ordens efetivas e aparentes obtidas a posteriori para a variavel T,
para os trés valores de Péclet definidos anteriormente, podem ser visualizados na Fig. 5.13 e
assemelham-se aos analisados para a varidvel T, porém, para [ = 0 verifica-se que para
malhas mais grossas, a terceira ordem verdadeira nao esta clara, mas a medida que a malha ¢

refinada, sua tendéncia confirma os valores obtidos a priori.

Vé-se na Fig. 5.13 que os valores destas ordens coincidem com aqueles obtidos para
Pe =1, j4 analisado. Portanto, também para a variavel T,, o valor de Péclet ndo altera as
ordens efetiva e aparente do erro para nenhum dos dois parametros de mistura (f = 0 ou

B = 1) como era esperado.

A Fig. 5.14 mostra o comportamento da magnitude do erro de discretizagdo para
variavel T, para trés valores de Pe quando se utiliza as fung¢des de interpolagao UDS-1/CDS-
2 (B =0) e CDS-2/CDS-2 (B = 1) para os termos de advecgdo/difusdo do modelo agora
para a variavel T,,. Pode-se verificar que, tanto para Eh quanto para a solugdo com MER

(Eml), os erros sdo minimizados para f = 1, comparados com f§ = 0.



Ordens verdadeiras - efetiva e aparente Ordens verdadeiras - efetiva e aparente

Ordens verdaeiras - efetiva e aparente

p=0/Pe=0,1

Tm

—=— pE(Th)
—o—pU(Th)
—4— pE(Ti_pU)

—v— pU(Ti_pU)
—<¢— pE(Tbi_pU)
—>— pU(Tbi_pU)

10°

A=0/Pe=1

*4*—4:*:,,,4\ .

RS

Tm

—=— pE(Th)
—e—pU(Th)
—A— pE(Ti_pU) 1
—v— pU(Ti_pU)

—<— pE(Tbi_pU)
—»— pU(Tbi_pU)

Tm
—&— pE(Th)

|

—e— pU(Th)
—&— pE(Ti_pU)

—<¢— pE(Tbi_pU){
—»— pU(Tbi_pU)

r

(
(
(
—wv— pU(Ti_pU)
(
(
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Figura 5.14 Grafico do modulo do erro de discretizacio para T, com (Em1) e sem (Eh) MER versus h
para alguns valores de Péclet.

No caso da varidvel T, pdde-se verificar que houve uma redu¢cdo na magnitude dos
erros com MER e ff = 1, porém com um comportamento linear o que mostra uma perda de
eficiéncia na aplicagdo de MER. Nota-se também que a diferenga entre as magnitudes dos
erros sem MER para Pe = 0,1 ¢ Pe =1 ¢ pequena para malhas mais finas e que para
Pe = 10 os erros sdo menores que estes somente no caso em que [ = 1. A andlise do erro
global mostra que quando MER ¢ utilizado, a redu¢ao da magnitude do erro apresenta melhor

resultado para Pe = 0,1.

5.2.4.3 Fluxo de calor ao leste - g,

A Fig. 5.15 mostra o comportamento da magnitude do erro de discretizagdo para os
trés valores de Pe quando se utiliza as fungdes de interpolagdo UDS-1/CDS-2 (8 =0) e
CDS-2/CDS-2 (B = 1) para os termos de advecgdo/difusdo do modelo agora para a variavel
q.. Pode-se verificar que quando f = 1 os erros sdo minimizados comparados aos mesmos

quando f = 0, tanto para Eh quanto para a solu¢do com MER (Eml).

No caso da varidvel g, pode-se verificar que houve uma redugdo na magnitude dos
erros com MER e f =1, porém também neste caso, como para a varidvel T,,, o

comportamento ¢ linear, o que mostra perda de eficiéncia na aplicacdo de MER.
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Analisando a Fig. 5.15 verifica-se que a diferenga entre as magnitudes dos erros sem
MER para essa varidvel ¢ pequena para Pe = 1 ¢ Pe = 10 e que para Pe = 0,1 os erros sio
menores que estes somente no caso em que = 0. A analise da magnitude do erro para essa
variavel quando MER ¢ utilizado, mostra que a redugdo da magnitude do erro apresenta

melhor resultado para Péclet menor que 10 tanto para § = 0 como para § = 1.
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Figura 5.15 Grafico do médulo do erro de discretizacdo para q, com (Em1) e sem (Eh) MER versus h
para alguns valores de Péclet.

A analise da Fig. 5.16 mostra que as ordens efetivas e aparentes obtidas a posteriori
para a variavel g, também se assemelham aos analisados para a variavel T, para os trés
valores de Péclet definidos anteriormente. Porém, neste caso verifica-se que quando f = 0,
para malhas mais grossas as ordens verdadeiras apresentam descontinuidades para Pe = 0,1 e
Pe = 10, tanto para a ordem efetiva quanto para a aparente, mas sua tendéncia também
confirma os valores obtidos a priori, a medida que a malha ¢ refinada. Esse comportamento

também ¢ verificado para Pe = 10 quando [ = 1 na terceira ordem verdadeira.

A Fig. 5.16 mostra que quando f = 1 os valores coincidem com aqueles obtidos para
Pe =1, ja analisado. Logo, a tendéncia das ordens verdadeiras para a varidvel q, mostra que
o valor de Péclet ndo altera as ordens efetiva e aparente do erro para nenhum dos dois

parametros de mistura (f = 0 ou § = 1), como era esperado.
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Figura 5.16 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variivel q, segundo Pe.
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5.2.4.4 Fluxo de calor ao norte - q,,

A Fig. 5.17 mostra também o comportamento da magnitude do erro de discretizagdo
para os trés valores de Pe quando se utiliza as fungdes de interpolagio UDS-1/CDS-2
(B = 0) e CDS-2/CDS-2 (B = 1) para os termos de advecgdo/difusdo do modelo agora para a
variavel q,. Pode-se verificar que quando f§ = 1 os erros sdo minimizados comparados aos

mesmos quando = 0, tanto para Eh quanto para a solugdo com MER (Eml).

No caso da varidvel g, pode-se verificar que houve uma redu¢cdo na magnitude dos
erros com MER e B =1, porém também neste caso como para a variavel q,, o

comportamento ¢ linear o que mostra uma perda de eficiéncia na aplicacdo de MER.

Analisando a Fig. 5.17 verifica-se que a diferenga entre as magnitudes dos erros sem
MER para esse parametro ¢ pequena quando Pe =1 e Pe = 10 no caso de f =0 e para

Pe =0,1 e Pe =1 quando § = 1.

A analise da magnitude do erro para essa variavel quando MER ¢ utilizado mostra que
no caso em que f =0 a reducdo da magnitude do erro apresenta algumas caracteristicas
distintas ao que ¢ esperado. Por exemplo, para Pe = 10 a magnitude do erro so6 corresponde
ao esperado a partir da 9* malha (512x512) onde, até entdo, a diferenca entre os resultados
com e sem MER ¢ pequena. Para f = 1 o comportamento ¢ semelhante a variavel q,. Nota-se

claramente a eficiéncia de MER em casos onde a ordem do erro € menor.
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Figura 5.17 Grafico do médulo do erro de discretizacio para q,, com (Eml) e sem (Eh) MER versus h
para alguns valores de Péclet.



156

As tendéncias das ordens no caso da variavel q,,, apresentadas na Fig. 5.18, seguem o

mesmo padrio da variavel q,, porém, com algumas particularidades.
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Figura 5.18 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel q,, segundo Pe.

Por exemplo, para f = 0 e Pe = 10, a tendéncia da terceira ordem parece discordar

do resultado obtido a priori ao se refinar a malha, e na Fig. 5.18 quando f =1 e Pe = 0,1,
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nao fica clara a tendéncia da terceira ordem verdadeira quando se refina a malha, mas fica

constatado tal resultado obtido a priori com o aumento do nimero de Péclet.

Nos outros casos a variavel se assemelha aos analisados para a variavel q,, para os trés
valores de Péclet definidos anteriormente, ou seja, verifica-se que para malhas mais grossas,
as ordens verdadeiras apresentam descontinuidades para Pe = 0,1 ¢ Pe = 10 e f = 0, tanto
para a ordem efetiva quanto para a ordem aparente, mas a medida que a malha ¢ refinada a
sua tendéncia também confirma os valores obtidos a priori. Também ¢ verificada uma
descontinuidade no caso em que Pe = 10 quando S = 1 e a sua tendéncia da terceira ordem

verdadeira parece discordar daquela obtida a priori.

Uma analise qualitativa da Fig. 5.18 mostra que os valores das ordens verdadeiras
apresentam tendéncia que a principio parece concordar com as ordens obtidas a priori para

todos os valores de Péclet, porém deve-se levar em conta as ocorréncias apresentadas acima.

5.2.45 Médiadanormal; - L

Os resultados das ordens efetivas e aparentes obtidas a posteriori para a variavel L
assemelham-se aos analisados para a variavel T, para os trés valores de Péclet definidos
anteriormente quando f = 0. Analisando a Fig. 5.19 verifica-se que quando f = 1, ndo fica
clara a tendéncia da terceira ordem verdadeira, principalmente para Pe = 0,1, tanto para a

ordem efetiva quanto para a ordem aparente.

Vé-se na Fig. 5.19 que a tendéncia dos valores coincide com aqueles obtidos para
Pe =1, j& analisado. Portanto, com base nos resultados, considera-se também para a varidvel
L que o valor de Péclet ndo altera as ordens efetiva e aparente do erro para f = 0, mas para

B =1, como era esperado.

Analisando a Fig. 5.20 verifica-se que a magnitude do erro ¢ menor para Pe = 0,1

quando = 0, e ¢ menor para Pe = 10 quando f = 1.
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Figura 5.19 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da varidvel L segundo Pe.

Em uma andlise geral das ordens verdadeiras obtidas a posteriori para cada variavel de
interesse segundo o fator de mistura f =0 ou f =1 todas as tendéncias confirmam as

andlises obtidas a priori. Com isso torna-se confiavel a andlise das mesmas para outros
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fatores de mistura dos métodos propostos. Da mesma forma verificou-se que, independente do
numero de Péclet, todas as tendéncias corroboram com os resultados obtidos a priori
mostrando assim que andlises feitas a priori trazem vantagens como ferramenta de previsao
da magnitude do erro de discretizagdo. Por outro lado, na andlise a posteriori, a ordem
aparente (pU) mostrou-se uma ferramenta confiavel para a verificagdo numérica da solugdo

no caso em que a solu¢do analitica ¢ desconhecida.

As analises realizadas sobre o efeito do fator de mistura nos resultados obtidos com
MER mostram o mesmo comportamento verificado nos resultados obtidos sem MER, ou seja,
para valores de 0 < 8 <1 entre 0 e 1 a reducdo da magnitude do erro de discretizagdo ¢
aproximadamente a mesma observada para o caso em que f = 0. Mas os melhores resultados

sdo observados para f = 1.

Analisando o efeito do numero de Péclet sobre a magnitude do erro de discretizagao
obtido com a utilizagdo de MER verificou-se que os melhores resultados sdao observados para

Pe =0,1.
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Figura 5.20 Grafico do médulo do erro de discretizacio para a variavel L versus h para alguns valores de
Péclet.

Novamente salienta-se aqui que MER pode ser aplicado em varidveis locais e em
variaveis globais, desde que esta aplicacdo interfira para melhor na acurécia da solugdo. Como
a variavel L, mede a norma do erro, ndo ha sentido em aplicar MER sobre essa variavel, pois
assim estariamos melhorando a acuracia da norma do erro, e ndo o erro, ou seja, MER nao

estaria melhorando de fato a solucgdo.
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5.3 EQUACAO DE FOURIER 2D

O estudo do comportamento da condugdo de calor bidimensional transiente submetida
a uma condigdo inicial e condi¢do de contorno, dados pelas Egs. (4.136) a (4.138), ¢ analisado

numericamente nessa segao.

Por meio da representagdo numérica dada pelas Egs. (4.144) e (4.156) a (4.159), a
distribui¢do da temperatura ¢ verificada por meio de sua variacdo com a posi¢do no espago €
no tempo, obtendo assim, o conhecimento do campo de temperatura para que a taxa de

transferéncia de calor possa ser avaliada em qualquer ponto pela aplicacao da lei de Fourier.

Com esse intuito foram estudadas quatro variaveis de interesse, a saber, a temperatura
no centro do dominio, a temperatura média, o fluxo de calor através da superficie da placa ao

leste e a média da norma l; do erro numérico como apresentado no capitulo 4, secdo 4.4.3.1.
Para a implementagdo computacional, considerou-se:

e M:¢étodo de Diferencas Finitas;

e Dominio bidimensional com D = {(x,y)|0 <x <1,0<y <1}et € ]0,T];
e Sistema de coordenadas cartesianas;

e Discretizagdao do espago considerando malhas estruturadas e uniformes;

e (Condigdes de contorno de Dirichlet dada pela Eq. (4.137);

e (Condigao inicial dada pela Eq. (4.138);

e Numero impar de nos;

e dez malhas computacionais;

e tr = 0,1s, para analise dos erros de discretizagdo e verificagdo da solug@o;

e 0 =1¢6 =1/2, para analise do fator de mistura (8) dado pela Eq. (4.120);

Neste contexto, inicialmente sdo apresentados resultados referentes as ordens obtidas
pela andlise a priori, seguida pelos resultados referentes as ordens obtidas pela analise a

posteriori, pela aplicagdo da extrapolacdo de Richardson e, com isso, confrontar seus valores.

As indicagdes encontradas nas legendas de cada grafico referem-se ao método de

obtengdo da respectiva ordem, isto é, para pg (Th) (ordem efetiva) e py(Th) (ordem aparente)
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utilizaram-se as Egs. (3.58) e (3.59) respectivamente; Ti pU ¢ a solugdo extrapolada uma vez
com base em pU e Tbi pU ¢ a solugdo extrapolada duas vezes com base em pU, ou seja, € a

solugdo de Ti pU com mais uma extrapolagao.

Na sequéncia, sdo apresentados os erros de discretizagdo com e sem MER para

verificagdo e analise de seu comportamento segundo o fator de mistura () utilizado.

5.3.1 Anadlise a Priori da Ordem do Erro de Discretizacao das Aproximagdes para Obtencao

das Variaveis de Interesse para a Equagdo de Fourier

Nas secoes 4.4.2 e 4.4.4, foram deduzidas as ordens verdadeiras do erro de
discretizacdo, por meio da aplicacdo da série de Taylor, para os casos uni e bidimensional,
respectivamente. Foi obtida a expressao do erro de truncamento com pelo menos trés termos
para cada variavel de interesse indicando as ordens verdadeiras do erro de discretizagao. O
desenvolvimento para o caso unidimensional foi obtido a fim de elucidacdo do caso
bidimensional verificando assim que o primeiro caso ¢ facilmente estendido para o segundo,
valendo assim, os mesmos resultados. A fim de validar esses resultados apresentam-se os

mesmos para os dois casos nas segdes a seguir.

Inicialmente, nas Tabs. 5.4 e 5.5, sdo apresentadas as ordens verdadeiras de cada
funcdo de interpolacdo utilizada na aproximacao de cada variavel de interesse, que sdo as
mesmas para os casos 1D (Tab. 5.4) e 2D (Tab. 5.5). A importancia da apresentagao destes
dados deve-se ao interesse nas combina¢des das ordens dessas fungoes efetuadas devido a

necessidade de mistura das mesmas na discretizagao do modelo.

Vale ressaltar que nas aproximagdes obtidas tém-se derivadas mistas de espaco e
tempo (por exemplo, TZL,, ou Tj’;ét), com isso, surgem diversas combinagdes entre 0s passos
de tempo e espago (por exemplo, k*h% ou k>h}). Sendo assim, ao analisar as Egs. (4.130) e

(4.153) verifica-se a diversidade entre as ordens espaciais e temporais. Com exce¢do da
ordem assintdtica (que ¢ evidente), e foi demonstrada, as ordens verdadeiras seguintes nao
definem qual delas ¢ predominante, isto €, a expressdo do erro de truncamento apresenta

termos como k™, h™, k™h™ , onde n sdo nimeros naturais € m sdo niimeros inteiros pares.
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Tabela 5.4 Ordens verdadeiras das funcdes de interpolacio utilizadas na aproximacio das variaveis de
interesse referentes a equaciao de Fourier 1D.

VARIAVEL DE FUNCAO DE ORDENS ORDEM
INTERESSE INTERPOLACAO VERDADEIRAS ASSINTOTICA

DDS

(Tempo) pvy=1,2,3,4,.. pL=1
CDS-2

T, (Espaco) pv =2,4,6,8, ... pL =2

Crank-Nicolson

(Tempo/Espacgo) Pr=2%4068. PL=2

T Regra do trapézio py = 2,4,6,8, ... pL =2

I UDS-2 py = 2,3,4,5, ... p, =2

Tabela 5.5 Ordens verdadeiras das funcdes de interpolacio utilizadas na aproximacao das variaveis de
interesse para a equacio de Fourier 2D.

VARIAVEL DE FUNCAO DE ORDENS ORDEM
INTERESSE INTERPOLACAO VERDADEIRAS ASSINTOTICA

DDS

(Tempo) py=12,3,4,.. p,=1
CDS-2

T, (Espaco) pv = 2,4,6,8, ... pL =2

Crank-Nicolson

(Tempo/Espago) Pr=2%68.. P =2

T, Regra do trapézio vy = 2,4,6,8, ... pL=2

UDS-2 pv = 2,3,4,5, ... pL =2

ae Regra do Trapézio v =2,4,6,8, .. pL =2

Como ja mencionado, a determinacdo das ordens verdadeiras obtidas a priori traz

grande vantagem em relagcdo ao comportamento da solu¢do numérica de um problema fisico

em estudo. Estas podem indicar qual a magnitude do erro numérico presente na solucio

contribuindo para a obten¢do de resultados mais acurados. Com isso a verificagdo da solugdo
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torna-se viavel nos casos em que ndo had estimativa a priori ou a solucdo analitica ¢

desconhecida.

As ordens do erro de discretizagdo encontradas a priori, para as variaveis de interesse
T, e q., pela mistura das técnicas utilizadas conforme apresentado na Tab. 5.5, estdo

relacionadas na Tab. 5.6.

Tabela 5.6 Ordens verdadeiras obtidas a priori das aproximacdes finais para as variaveis de interesse
referentes a equacio de Fourier 1D e 2D.

VARIAVEL DE ,
ORDENS VERDADEIRAS ORDEM ASSINTOTICA
INTERESSE
0=1 =p, =1
1 ’ 0=1 =p =1
T 0= = Py = 2
c 2 14 0 = % = p, = 2
py paraV = 2, 3,4, ... ndo definido
Tm pv = 2,4,6,8, ... p, =2
qe v =2,3,4,5, .. p, =2
=1 = Py = 1
) Y 0=1 =p, =1
L =- =py= 2
2 v - % =2
py paraV = 2, 3,4, ...ndo definido

Analisando as Tabs. 5.4 a 5.6 verifica-se que:

e Para a variavel T,, somente a ordem assintotica esta bem definida;

e Para a varidvel T,,, as ordens verdadeiras predominantes sao as obtidas com a
regra do trapézio;

e Para a varidvel q,, as ordens verdadeiras sdo as ordens da fun¢do de interpolacao
UDS-2;

e A variavel L tem suas ordens verdadeiras definidas como para a variavel T.

Importante salientar que na Tab. 5.6 a variavel L tem suas ordens de erro definidas
como para a variavel T, pois ndo ha relacdo que agregue consideragdes adicionais referentes

ao erro de truncamento, a ndo ser aquela deduzida para a propria variavel primaria 7.
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5.3.2 Resultados da Equacao de Fourier 1D

As Figs. 5.21 a 5.24 mostram os resultados das ordens verdadeiras e o mddulo do erro

de discretizagdo com e sem MER para cada variavel de interesse da equagdo de Fourier 1D.
Estes resultados foram obtidos para 6 = %para efeito de analise do comportamento do método

Crank-Nicolson e posterior verificagdo do caso 2D.

Na Fig. 5.21 observa-se que o modulo do erro com MER ja apresenta significativa
redugdo desde a primeira malha até a 8 (256x256) quando os resultados sdao afetados pelo

erro de arredondamento.
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Figura 5.21 (a) Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T, obtidas para 0 = %; (b) Médulo do
erro de discretizacio sem MER (Eh) e com MER (Em1).
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Figura 5.22 (a) Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T,, obtidas para 8 = %; (b) Médulo do
erro de discretizacio sem MER (Eh) e com MER (Eml).
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Figura 5.23 (a) Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel I obtidas para 6 = %; (b) Moédulo do
erro de discretizacio sem MER (Eh) e com MER (Eml).
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Figura 5.24 (a) Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel L obtidas para 0 = %; (b) Moé6dulo do
erro de discretizaciao (Eh).

Comparando os resultados obtidos a posteriori com a andlise feita a priori, pode-se

1

constatar que o método de Crank-Nicolson (0 = 5) ¢ de segunda ordem em ambos tempo e

espaco.

Analisando todos os resultados nota-se que com excecdo da ordem assintdtica que
corrobora com a andlise a priori, todos os outros resultados indicam que as ordens
verdadeiras s3o as mesmas da fun¢do de interpolacdo do tipo CDS-2. Com a andlise da
derivada primeira dada pela variavel / (inclinacdo) somente a ordem assintotica ¢ corroborada

por meio da ordem efetiva e também aparente.

O moédulo do erro de discretizagdo sem MER obtido para todas as varidveis confirmam

a ordem assintotica. Quando MER ¢ utilizado este reduz significativamente o erro de
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discretizagdo até a 8 malha (256x256) para todas as variaveis até que o erro de

arredondamento comega a afetar os resultados.

5.3.3 Andlise a Posteriori da Ordem do Erro de Discretizacdo da Equagao de Fourier 2D.

Entre as dificuldades encontradas na solucdo numérica de equacdes diferenciais
transientes, como a equagao de Fourier, ¢ o de encontrar um esquema de diferencas finitas que
permita obter uma solugdo acurada e livre de oscilagdes. Sabe-se que esquemas implicitos (ou
totalmente implicitos) tendem a ser estaveis. No entanto, a dificuldade de resolver as equagdes
algébricas resultantes desses esquemas, principalmente em mais de uma dimensdo espacial,
leva muitos pesquisadores a investigar o comportamento acurado da solugdo. Nesse sentido, e
devido a sua estabilidade incondicional, 0 método Crank-Nicolson é comumente utilizado na

solu¢do de equagdes diferenciais transientes.

Nesse contexto, a escolha do valor do pardmetro de mistura () para o estudo desta
tese se restringe aos métodos implicito (Crank-Nicolson) e totalmente implicito determinados
pela Eq. (4.120). Os resultados dessas aproximagdes foram avaliados pela determinacao das
ordens verdadeiras, efetiva e aparente, para cada variavel de interesse com o programa
Richardson 3.2, baseado no estimador de Richardson, conforme visto na se¢ao 3.6.2.1. Estes
resultados sdao apresentados a seguir € mostram a tendéncia das ordens verdadeiras do erro de
discretizagdo obtidas a posteriori. As ordens obtidas desta forma podem ser corroboradas com

aquelas obtidas na estimativa a priori apresentadas na Tab. 5.6.

5.3.3.1 Temperatura no centro do dominio - T,

Os resultados obtidos para a variavel de interesse T, tanto para & = 1 como para

1 : . . g : L
0= > podem ser verificados na Fig. 5.25. Vé-se que a ordem assintdtica obtida a priori ¢é
confirmada para 8 = 1 (técnica totalmente implicita) indicando que as ordens verdadeiras sdo

as mesmas da técnica de interpolagdo UDS-1. No caso de 8 = % (Crank-Nicolson) as ordens
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obtidas a posteriori sdo py = 2,4, 6, ..., indicando que as ordens verdadeiras s3o as mesmas

da técnica CDS-2.
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Figura 5.25 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T.

5.3.3.2 Temperatura média - T,

A analise da Fig. 5.26 mostra que as tendéncias das ordens verdadeiras, determinadas
o . ~ 1 .
pelos resultados da varidavel de interesse T,,, sdo confirmadas para 6 = 5> porém no caso em

que 6 =1 as ordens verdadeiras ficam degeneradas e a ordem assintotica cai para a unidade
como era esperado. Isso pode ser explicado pela influéncia do método totalmente implicito

utilizado.

Lo=1 | N Tm 6=112 Tm
| ‘ N —=&— pE(Th)
51 ‘ ‘ -\ —e—pU(Th) 6F g —=—pE(Th)
| )} sy e pU(T)
I A g —a— pE(Ti_pU
M ‘ |\ |« pE(TBLpU) sL EU((Ti_zuz I
—<«— pE(Tbi_pU)
—>— pU(Tbi_pU)

a4 ﬁ‘ /4 | i [-9—pu(Tbi_pU)

Ordens verdadeiras - efetiva e aparente
Ordens verdadeiras - efetiva e aparente

Figura 5.26 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T,,.



5.3.3.3 Fluxo de calor ao leste - q,

168

No caso da variavel de interesse q,, os resultados apresentados na Fig. 5.27 mostram

que as tendéncias das ordens verdadeiras ndo sdo confirmadas pela analise a priori para o

caso em que 6 = 1. Esse efeito pode estar relacionado ao erro de poluicdo (ver secdo 4.5). No

1 e g , .
caso em que 60 = 5> somente a ordem assintdtica (p;) € confirmada, visto que as ordens

verdadeiras esperadas para esta variavel sdo p, = 2, 3,4, .... Nota-se que, com exce¢do de p;,

as ordens verdadeiras seguintes mostram menor erro com a aplicacdo do método de Crank-

Nicolson.
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5.3.34 Meédiadanormal; -L

Ordens verdadeiras - efetiva e aparente
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—=— pE(Th)
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—a— pE(Ti_pV) |]
—v— pU(Ti_pU)

—<— pE(Tbi_pU)|]
—>— pU(Tbi_pU)

(b)

Figura 5.27 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel q..

Como era de se esperar, as ordens obtidas a posteriori para a varidvel L podem ser

verificadas na Fig. 5.28. Estas seguem as mesmas analises feitas para a varidvel T, ndo

apresentando nenhuma alteracdo adicional.
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Figura 5.28 Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel L .

Em geral, verificou-se nos resultados de todas as variaveis que para h — 0, pg py —

p., de acordo com as previsoes realizadas a priori.

5.3.4 Efeito do Parametro Numérico @ no Refinamento do Erro de Discretizagao dos

Resultados com e sem MER

A Fig. 5.29 mostra o desempenho do méddulo do erro de discretizagdo com e sem MER

para cada variavel de interesse em fun¢do da malha 4. Considerando as ordens de magnitude

dos erros, pode-se perceber que em geral, para h — 0, Eh(9=%)<Eh(9=1) e

Em1 (9 = %) < Em1(6 = 1), como era esperado. Conclui-se, portanto, que a eficiéncia de

MER nio ¢ afetada pelo parametro 6 utilizado.
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Figura 5.29 Mddulo do erro de discretizacio com MER (Em1) e sem MER (Eh) das variaveis de interesse
@)T,. (b)T,, (c)q,. e (d) L Resultados obtidos para 0.

5.4 Resumo e consideragdes do capitulo 5

O objetivo principal desse trabalho foi verificar a influéncia de esquemas mistos (ou

hibridos), e de parametros fisicos e numéricos sobre a reducdo do erro de discretizagdo com o

uso de MER. Para atingir esse objetivo foram utilizados dois modelos matematicos usuais em

CFD que apresentam esquemas mistos (equacdo de advecgdo-difusdo utilizando-se corregdo

adiada e equacdo de Fourier utilizando-se Crank-Nicolson), ambos bidimensionais, com

termo fonte, um em regime permanente e outro transiente. No caso da corre¢do adiada para a

equacdo de advecgdo-difusdo, o esquema se mostra hibrido devido a escolha do parametro

0 < <1 (em particular, esquema UDS-1 para f = 0 e esquema CDS-2 para § = 1). No
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caso da equacdo de Fourier, o esquema se mostra hibrido devido a escolha do parametro

0 <60 <1 (em particular, esquema totalmente implicito para 8 =1 e esquema Crank-
. 1 J , ., . . .
Nicolson para 6 = >)- Utilizam-se também variaveis de interesse pertinentes a cada um dos

modelos, como a temperatura no ponto central do dominio (7;), temperatura média (7;,,) fluxo

de calor nos contornos (g, € q,) € média da norma [, do erro de discretizagao.

Para a verificagdo do cdodigo e da solugdo, inicialmente, problemas simples como a
equagdo de Fourier 1D (secao 5.3.2) e a equacdo de Laplace 2D (ver Apéndice A) foram
utilizadas como base para a dedugdo das ordens verdadeiras do erro de discretizacdo das
equagodes propostas nesta tese por meio da expansdo da série de Taylor. Tais equagdes foram
testadas apenas para depurar a modelagem numérica e o programa com o intuito de analisar se
ele ¢ executado corretamente para os problemas em questdo. Resultados mostram que o

problema 1D ¢ facilmente estendido para 2D.

As simula¢des numéricas foram realizadas para as equagdes propostas, € para as quais
se conhecem os resultados a partir da solugao analitica obtida com o método das solucdes
fabricadas (MSF). Isso possibilitou testar tanto a parte numérica como também o modelo
matematico. Em outras palavras, buscou-se verificar se os resultados teodricos relativos ao

modelo matematico sdao observados numericamente.

A Tab. 5.7 apresenta os resultados das ordens verdadeiras obtidas a priori e a

posteriori para o caso da equacao de advecgao-difusao 2D.

Analisando a Tab. 5.7 verifica-se que:

e Para a variavel T, as ordens verdadeiras predominantes sdo aquelas envolvidas
nos termos advectivos;

e Para a variavel T,, as ordens verdadeiras predominantes sao as mesmas
verificadas para a variavel T,;

e Para a variavel g, as ordens verdadeiras se reduzem as ordens da fungdo de
interpolagdo UDS-2 para o caso em que § = 1;

e Para a variavel g, as ordens verdadeiras se reduzem as ordens da funcdo de
interpolagdo UDS-2 para o caso em que f = 1;

e A variavel L tem suas ordens verdadeiras definidas como para a variavel T.
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Tabela 5.7 Ordens verdadeiras obtidas a priori e a posteriori das aproximacdes para a equacio de
adveccio-difusio 2D variaveis de interesse T, T,,,, q., q,, € L.

VARIAVEL DE ORDENS VERDADEIRAS ORDENS VERDADEIRAS
INTERESSE A PRIORI A POSTERIORI
T, 0<B<1 =py=1234. |0<B<1 =p,=1234..
ﬁ=1 :pv=2,4‘,6,8,... ﬁ=1 :pv=2,4‘,6,8,...
< =
" b = 2.4.6,8,.. 0<B<1 =py,=1234,..

'Bz 1 :pV = 2,4,6,8,...

0<f<1 =0p,=1234..

qe pV=2,3,4‘;5;..- 'B=1 =>pV=2’3’4’5""

0<f<1 =0p,=1234..

0 pV=2’3’4’5"" ’le :pV:2,3,4,5,.--

0<pf<1 =p,=1234../0<p<1 =p,=1234..
B=1 =p, =2,4,68,.. B=1 =p, =2468,..

Nota-se que o valor do parAmetro de mistura (8) tem grande influéncia na ordem do
erro de discretizagdo para todas as varidveis de interesse. Por exemplo, nas varidveis que
avaliam a temperatura média ¢ a derivada de primeira ordem da temperatura, a ordem

degenerou quando utilizados esquemas de primeira ordem.

A eficiéncia de MER nao ¢ afetada pelo parametro £ utilizado, porém ¢ reduzida nos

casos das variaveis Ty, g, € qp,.

A Tab. 5.8 apresenta os resultados das ordens verdadeiras obtidas a priori e a

posteriori para o caso da equacdo de Fourier 2D.

Como ja mencionado, nas aproximagdes obtidas existem derivadas mistas de espago e
tempo (por exemplo, T2, ou Ti;fét), ao analisar as Eqs. (4.130) e (4.153) verifica-se a
diversidade entre as ordens espaciais e temporais (por exemplo, k?hZ ou k3h32,). Com exceg¢ao

da ordem assintotica (que € evidente), e foi demonstrada, as ordens verdadeiras seguintes nao

definem qual delas ¢ predominante, isto €, a expressdo do erro de truncamento apresenta
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termos como k™, h™, k™h™ | onde n sdo nimeros naturais € m sdo nimero inteiros pares.

Sendo assim, ndo se tem conhecimento definido a priori dessas ordens.

Tabela 5.8 Ordens verdadeiras obtidas a priori e a posteriori das aproximacdes para a equacio de Fourier
2D e para as variaveis de interesse T, T,,,, q, ¢ L.

VARIAVEL
OE ORDENS VERDADEIRAS ORDENS VERDADEIRAS
A PRIORI A POSTERIORI
INTERESSE
=1 =p, =1 0=1 =p,=1,234,..
T, 9 = 1 _
= =p, =2 1
2 . . == =p, =2,46,8,..
py paraV = 2, 3,4, ... ndo definido 2
6=1 =p,=1,23,4,
T, =2,4,6,8, ... 1
m v 0= =p =2,468,
=2,3,4,5, .. 1
Qe v 0= =p =2,468,..
. :% —p, =2 H_i =py =1,2,3,4, ..
== =p,=24,6,8,..
py paraV = 2, 3,4, ... ndo definido 2 Pv

Mas como ja mencionado, as ordens verdadeiras obtidas a priori trazem grandes
vantagens em relacdo a perspectiva do comportamento da solugdo numérica de um problema
fisico em estudo. Estas podem indicar as ordens do erro a serem verificadas a posteriori, uma
vez que as ordens de erro a priori devem ser confirmadas pelas ordens obtidas a posteriori.
Esta ideia pode ser ampliada para a verificagdo da solu¢do dos casos em que nao ha estimativa

a priori ou a solucdo analitica ¢ desconhecida.

Com os resultados da Tab. 5.8 pode-se ter uma ideia do desempenho do erro de
discretizagdo pela andlise a posteriori visto que as ordens assintoticas conferem seus

resultados. Verifica-se que 8 exerce grande influéncia nos resultados. Um exemplo disso € o



174

fato de que quando 6 = J (método de Crank-Nicolson) seu efeito potencializa a redugdo dos

erros gerando alta acuracia dos resultados.

Da Tab 5.8 e da analise das Egs. (4.130) e (4.153) pode-se concluir que, conforme o

valor de 6, as ordens predominantes sdo as ordens do esquema utilizado na aproximagao.

Analisando a Tab. 5.8 verifica-se que:

e Para a varidvel T, as ordens verdadeiras predominantes sao aquelas envolvidas nas
aproximacdes conforme o valor de 6;

e Para a varidvel T, as ordens verdadeiras predominantes sdo as mesmas
verificadas para a variavel T;

e Para a variavel q, as ordens verdadeiras sdo as ordens da regra do trapézio para o

1 e Ly ,
caso em que 6 = > Para 8 = 1 pode-se afirmar somente que a ordem assintotica ¢

p.=1;
e A variavel L tem suas ordens verdadeiras definidas como para a variavel T, e T,,.

Comprovou-se que esses resultados trazem vantagens quanto a analise a priori € a
posteriori das ordens verdadeiras dos erros de discretizacao envolvidos na solugdo numérica.
Outro fator importante a ser considerado ¢ que na medida em que a malha ¢ refinada as ordens
aparentes do erro tendem as ordens verdadeiras obtidas a priori e, consequentemente, tendem

a ordem assintotica.

Como visto na se¢do 3.5, a analise da ordem aparente ¢ importante considerando que
para os casos em que a solucdo analitica € inexistente, e também para os casos em que a
analise a priori ndo ¢ definida, esta se torna referencial confiavel para verificar a acuracia da

solucdo numérica.

Os resultados obtidos com o uso de MER para estimar e reduzir o erro de discretizagdo
mostram a sua eficiéncia contribuindo significativamente para a acuracia da solu¢do na

medida em que o parametro de malha % tende a zero.

A contribuicdo de MER também ¢ verificada na andlise do desempenho de técnicas
mistas na solucdo de uma EDP que envolva pardmetros fisicos e numéricos (relevantes na
solucdo de problemas mais complexos). Isso pode ser visto na comparacao dos parametros [

(numérico) e Pe (fisico) no modelo de adveccao-difusao.
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Em todos os resultados apresentados na secdo 5.2.3 pode-se verificar que para o
esquema hibrido proposto, o valor do mdédulo do erro fica entre os dois esquemas puros. Uma
excecdo ¢ o caso da analise de f em malhas muito grossas, pois a proximidade do valor do
modulo do erro entre o esquema hibrido e o esquema de maior ordem depende do valor usado

para o fator £5.

As analises realizadas sobre o efeito do fator de mistura nos resultados obtidos com
MER mostram o mesmo comportamento verificado nos resultados obtidos sem MER, ou seja,
para valores de 0<f <1, a reducdo da magnitude do erro de discretizacdo ¢
aproximadamente a mesma observada para o caso em que f = 0. Mas os melhores resultados

sdo observados para f = 1.

Na andlise do parametro fisico Pe, pelos resultados apresentados na se¢ao 5.2.4, nota-se
claramente a eficiéncia de MER em casos onde a ordem do erro € menor. O efeito do nimero
de Péclet sobre o erro de discretizagcdo obtido com a utilizagdo de MER apresenta melhor

resultado observado para Pe = 0,1.

Comprovou-se que MER ¢ uma ferramenta capaz de potencializar a acuracia das
solu¢des numéricas reduzindo o seu custo computacional principalmente no caso de condugao
de calor transiente (equagao de Fourier) bidimensional. Esta verificagdo s6 ¢ possivel com a
aplicacdo da técnica multigrid devido a sua capacidade de aceleracdo de convergéncia.
Enquanto na solugcdo do problema 1D os resultados com malhas bem finas sdo obtidos de
forma rapida com o método TDMA a solucdo do problema 2D exige uma técnica robusta

como o método multigrid para se obter solucdes em tempos aceitaveis

Comprovou-se também a eficiéncia de MER com relagcao ao parametro 6 utilizado
quando se verifica o desempenho do método Crank-Nicolson comparado a técnica totalmente

implicita. Considerando as ordens de magnitude dos erros, pode-se perceber que em geral,

para h - 0, Eh (0 = %) <Eh(@=1) e Eml (9 = %) < Em1(6 = 1), como era esperado.

Conclui-se, portanto, que a eficiéncia de MER nado ¢ afetada pelo pardmetro 8 utilizado.
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6 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

O cumprimento dos objetivos propostos nesta tese € relevante no meio cientifico e
académico pelo fato de trazer contribui¢des especificas inerentes tanto para a analise teorica

como para a andlise numérica de fatores concernentes aos problemas tratados em CFD.

A andlise de erros a posteriori € objeto de investigagdo importante para a acuracia de
resultados numéricos, mas em geral sdo desconsiderados alguns fatores que podem influenciar
as simulagdes numéricas, como € o caso da mistura de aproximagdes numéricas com ordens
de acuricia distintas no tratamento da solucdo do problema de advec¢do-difusao. Neste caso,
na execu¢do deste trabalho, o método de corre¢dao adiada (MCA) apresenta vantagens para

uma analise de sensibilidade do efeito do fator de mistura (B).

O método das solucdes fabricadas (MSF) ¢ um processo que possibilita a investigacao
de valores analiticos e numéricos de forma a contribuir para a verificagdo da solugdo. A
importancia do estudo de multiextrapolacdo de Richardson (MER) na solug¢do de problemas
com solugdo analitica conhecida prové subsidios para os casos em que ndo se consegue
estimar a priori ou a posteriori as ordens do erro numérico de problemas onde na pratica nao

se conhece a solugdo analitica e consequentemente o erro verdadeiro.

Na anadlise teorica do erro de discretizacao, principalmente de problemas de condugdo
de calor transiente (equag¢do de Fourier), as deducdes das ordens verdadeiras do erro de
discretizagdo a priori ndo sdo encontradas na literatura (secdo 4.4.2. e 4.4.4.). Em alguns
casos sao apresentados somente os termos referentes a ordem assintotica ¢ ainda, em
particular, para modelos que ndo possuem termo fonte. Em problemas com termo fonte ha
pouca informagao sobre a discretizagdo no caso da aplicacao da técnica de Crank-Nicolson.
Isso ¢ importante no momento em que se busca a solucdo numérica por meio da simulagdo.
Uma formulagdo errada compromete o desempenho da solucdo e, consequentemente, a analise

das ordens do erro numérico.

O método de Crank-Nicolson ¢ comumente empregado em diversas aplicagdes,
confiando seu resultado somente ao conhecimento tedrico da ordem assintédtica. Verificou-se
que a principio s6 a ordem assintdtica pode ser corroborada a priori, para as outras ordens
verdadeiras ainda ndo se pode afirmar corretamente a sua prioridade devido a aproximagao de

derivadas mistas envolvendo espaco e tempo. Com o emprego de MER o resultado de sua
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aplicagdo pode ser comprovado e, além disso, verificado seu comportamento com a reducao

sistematica da malha. Isto evita, por exemplo, custo computacional desnecessario.

Finalmente com todos os resultados obtidos o objetivo geral foi cumprido e com isso

sdo constatadas as seguintes contribuicdes que podem ser resumidas nos topicos abaixo:

e Foram deduzidas as ordens verdadeiras a priori do erro de discretizacdo do esquema
B (com o MCA) aplicado na solucdo da equacao de adveccao-difusao 2D com termo
fonte;

e Foram deduzidas as ordens verdadeiras a priori do erro de discretizagdo do esquema
0 aplicado na solucao da equagdo de Fourier 1D e 2D ambos com termo fonte;

e Para todas as varidveis de interesse estudadas foram deduzidas as ordens
verdadeiras a priori do erro de discretizacdo com pelo menos trés termos;

e Foram deduzidas as ordens verdadeiras do erro de truncamento da regra do trapézio
1D e 2D;

e A analise das ordens do erro de discretizacao obtidas a posteriori com MER, em
ambas as equacOes teste e varidaveis de interesse, comprova a sua utilidade e
eficiéncia para a estimativa de erros de discretizacao;

e Para esquemas hibridos, o valor do médulo do erro fica entre os dos esquemas
puros, exceto em malhas muito grossas. A proximidade do valor do médulo do erro
entre o esquema hibrido e o esquema de maior ordem depende do valor usado para o
fator S,

e A ordem assintdtica do esquema hibrido ¢ igual a ordem assintdtica do esquema
puro de menor ordem, exceto para o caso em que o método de Crank-Nicolson ¢
aplicado, o qual mantém sua ordem:;

e Analisando o efeito do nimero de Péclet sobre o erro de discretizagao obtido com a
utilizagdo de MER, verificou-se que melhores resultados sdo observados para Pe
pequenos;

e Verificou-se que resultados 1D valem para 2D;

e O método de correcdo adiada (MCA) apresenta vantagens para uma analise de
sensibilidade do efeito do fator de mistura (B);

e Foi deduzido o esquema correto de aplicagdo do método de Crank-Nicolson, tedrico

e numérico, para o caso em que o modelo apresenta termo fonte.
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6.1 RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com a finalidade de complementar e expandir os estudos deste trabalho, sdo sugeridos

0s seguintes temas:

Assumir o estado transiente das equagdes de advecgao-difusdo para verificagdo do
comportamento das ordens dos erros a priori € a posteriori,

Analise de sensibilidade em parametros fisicos considerando a fisica do problema;
Expansdo das equagdes governantes para o caso 3D para verificagdo da teoria
empregada;

Resolver outras equagdes, como equacdes de Navier-Stokes com escoamento
laminar bidimensional;

Desenvolver metodologia para andlise do efeito do erro de arredondamento nos

esquemas hibridos (S e 8) em resultados com MER.
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APENDICE A. ARTIGOS

Os resultados relacionados a equagdo de Laplace 2D podem ser encontrados no artigo
intitulado “Highly Accurate Numerical Soutions with Repeated Richardson Extrapolation for
2D Laplace Equation” publicado na revista Applied Mathematical Modelling no ano de

defesa desta tese conforme referéncia abaixo.

MARCHI, C. H., NOVAK, L. A., SANTIAGO, C. D., VARGAS, A. P. S. Highly Accurate
Numerical Solutions with Repeated Richardson Extrapolation for CHT and CFD. Applied
Mathematical Modelling. Vol. 37, PP. 7386-7397, 2013.

Resultados parciais deste trabalho foram resumidos no artigo intitulado
“Multiextrapolacdo de Richardson e Verificacio da Ordem de Acuracia de Esquemas
Hibridos sobre a Equacdao 2D de Fourier com Termo Fonte” que foi aceito para publicagdao

nos nos Anais do CMAC-Sul 2014.

Estes podem ser encontrados no diretério do grupo de pesquisa em CFD, cujo

endereco ¢ ftp://ftp.demec.ufpr.br/CFD/.



