Priscila Dombrovski Zen Métodos Aproximados em Engenharia
5° Trabalho da disciplina

Dado o funcional da energia potencial total para a flexdo de uma viga

EI (d?w\?
S\ oz —qw(x)|dx

Encontrar a solucéo aproximada para uma viga de véo L engastadaemx =0 e
livre em x = L, com carregamento constante, uniformemente distribuido, igual a
g, e utilizando um s6 parametro. Dados:

L

-

0

E: é 0 modo de elasticidade;
I: 0 momento de Inércia da seccao transversal da viga;

EI (d?w)> . : .
- (ﬁ) : Energia Potencial de Deformacéo;

g. w(x): Energia potencial da carga atuante.

Solucéo Analitica

Pela teoria de Euler-Bernoulli, a equacéo que governa o problema de flexao de
vigas é:

d*u
El——=a(x)

Onde E é o mdédulo de elasticidade do material, | € o momento de Inércia da
seccdao transversal e q(x) € o carregamento.

du  (q(x)
(5

Resolvemos a equacéo diferencial de 42 ordem, utilizando integragdes por

variaveis separaveis.
d*u q(x)
f(m) dx —f<—EI dx



d*u  (q(x)x
a2 \"E )@

d*u q(x)
j‘(ﬁ)dx =f<ﬁx+c1>dx

d*u  [(q(x) x?
(?'7 +cix+c,

fdz—u dx—f Mﬁ%—cx%—c dx
dx? - El 2 1 2

du (q(x) x° N x2+ N
dx \EI 6) (g TXTC

f(du)d —f q<x)x3+ x2+ +cs)d
dx) T ) \El 6 Ty T T )eX

q(x) x* x3 x?
u(x) = 1 74 +c1?+cz7+c3x+c4

dx?

Usando as seguintes condi¢cdes de contorno:

(u(0)=0
Engastada: {u, (0) =0
. (u"(L)=0
Livre: {u”’(L) —0
Assim temos:
e u(0)=0
q(0) 0* 03 0?
U(O) = Fﬁ +C1€+C2?+C30+C4 =0
Cy = O
e u'(0)=0
, q(0) 0° 2
u(O) = <W€ +C17+C20+C3 =0

C3:O



p q L
u'(L) = e +cL+c; =0
2 LZ LZ
Cz——(—iL)L—i—zilz—i—zi—
El El 2 El EI 2 El 2

q
Cl = _EL

Assim, a solucéo analitica para o referido problema é:

x* x3 L? x? x* X3 x?
u(x) = (%'ﬁ) . S i<———L +—L2>

Solugédo Aproximada
Usando o método de Rayleigh-Ritz para resolucao do problema, temos:

12 Tentativa:

v _ 6xa — 4al.

Fazendo w = ax(x — L)?, tem-se: & = 3x2a — 4xal + al?, = =
dx dx

Substituindo na expresséo anterior:
L
[ = ]
0

L

_ El

L, = f [7 (36a%x? — 48a’xL + 16a°L*) — qa(x® — 2x*L + xLZ)] dx
0

L

El (d?w\’ El

(22 - — | |22 _ 2 _ _1\2

> <dx2> qw] dx j[z (6xa — 4al)” — qax(x — L) ]dx
0

L
L, = f[EI(le2 — 24xL + 8L*)a? — qa(x® — 2x*L + xL?)]dx
0

Integrando, temos:

_ 18 24 1 2 1
I, =EI (?x3 - 7x2L + 8xL2) a? — qa(Zx4 — §x3L + ExZLZ)I,’gEé



_ 1 2 1
I, = EI(6x3 — 12x*L 4 8xL*)a® — qa(zx4 —=x3L +=x?L?)|}Zk

3

v 1 2
I, = EI(6L® — 1213 + 8L%)a* — qa(ZL4 _ §L4

_ 1
I, = EI(2L%)a* — EqaL4

. . db
Usando a condicao de extremizacao, d—; = 0, temos:

q <x3L —2x%1% + xL3>
4

Que difere da solucéo analitica, pois:

q (XL —2x*L* 4+ xI? x3L = 2x*L* + xL?
w El 4 4

2

1
—J4
+2 )

6L(x — L)?

u(x) 9 x_4_x_3L+ﬁL2 T x* —4x3L + 6x212\
EI\24~ 6" "% 27

Substituindo x = % teremos:

W 6L (% - L) 12

u() =%((g)2 o) i)

22 Tentativa:

Fazendo w = ax3(x — L)?, tem-se:

Z—‘: = 5x*a — 8x3al + 3x%al?,

d*w 3 2 2
— = 20x"a — 24x“al + 6xal”.
dx

x(x? — 4xL + 6L?)



Substituindo na expressao anterior:
L
I = f
0

1
= f [7 (400x%a? — 960ax5L + 816a%x*1% — 288a?x3L3 + 36x2a?L*) — qax®(x? — 2xL + LZ)] dx
0

L

Bl (a7 al—fEIzo3 24x%al + 6xal?)? 3 L)?|d

>\ T2 qwl|dx = [2( xa xca xal?)* — qax>(x )]x
0

L
= x°a” — a“xL + ax - ax + 18x“«a —qax® + 2qax*L — qax X
[E1(200x%a? — 480a?x5L + 408a?x*L? — 144a?x3L3 + 18x2a?L%) 5+ 2qax*L 312]d
0

Integrando, temos:

6 572
) X7 — ——x6L + — X512 —

_ 200 480 408 144 18 1 2 1
I, = EI( 5 7 o X X Tx4L3 +?x3L4) a?—gq (gx6 +=x5L —Zx“LZ) alXZk

5

_ 200 , 408 , A 1.2 1
Ip=E1(7L — 80L +?L — 36L +6L)a —q(gL --L +ZL)a

I, 51(6 ) L as
=El{ggl)a* —gpae

Usando a condicao de extremlzagao = 0, temos:
12 1 7 q
El L7) = L° - —_—
(35 * =01 T 144L El
Substituindo @ = — < emiv = ax3(x — L)?, temos:
144L EI
_ 7 q 4 2
W= TaarE s ¥ D

__a( 7 5_ .4 372
W_EI<144L(x 2x*L + x°L7)

Que difere da solugéo analitica, pois:

_ 4 (144L (x5 — 2x*L + x3L2)> (7(x5 —2x*L + x3L2)
w

144L O 7(x% = 2x*L + x31?)
uG) g (x*_ XL X T (x* —4x3L + 6x2L%\  6L(x* — 4x3L + 6x2L2)
1\247 6 4 24

Substituindo x = g teremos:



N LY LR, 5
s (@) -2 b) o

32 e
ulx) L* L L% . 102L5 ~ 204
6L(5 —45 L+65 L?) 16

32 Tentativa:
Fazendo w = — L), tem-se: aw _ 2x — L dw 2
w=ax(x—1L), = a(2x — L), 2 = 2.

Substituindo na expresséo anterior:

(B f@Pw? CIEL
L, =.f T\ gz —aw dx=f[7(2a) —qax(x—L)] dx
0 0

— (4a2) —qa(x? — xL)] dx

o\h

L
= j[EIZa2 — qa(x? — xL)]dx
0
Integrando, temos:
T 2 1 3 1 2 x=L
I, = EI(2x)a* — qa(gx X DI¥Zs
_ 1 1
I, = EI2L)a* — qa <§L3 - §L3)

i 21 3
I, = EI2L)« —gqaL

Usando a condicao de extremlzagao = 0, temos:
EI(4L)a = ~q1? q I
= — RSN [
=61 T YT 24
2
Substituindo « = %2—4 em w = ax(x — L), temos:
_ql? (e 1)
V=24V



Que difere da solucéo analitica, pois:

q (x*L? — xL3 x2[? — xL3
w B\ 24 )  \T2m@ )  xL-xP
u(x) i(ﬁ X X, ) - (x4 —4x3L + 6x2L2> ©x* — 4x3L + 6x212
EI\24~ 6" 4 24

Substituindo x = % teremos:

o @e-Gr %,
4 3 2
SRR T

42 Tentativa:
Fazendo w = ax?(x — L)?, tem-se:

¥ — a(4x® — 6x2L + 2x12),

CW _ a(12x% — 12xL + 212
T dxz—a( X X )-

Substituindo na expresséo anterior:
L

f <dx2> —aw

0

_ El
L, = J [7 (a?(144x* — 288x3L + 192x%L* — 48xL3 + 4L*)) — qa(x* — 2x3L + szz)] dx

L
=f — (a(12x? — 12xL + 21%))? — qax?(x — L)]
0

L
= f [EI(a?(72x* — 144x3L + 96x%1% — 24xL3 + 2L*)) — qa(x* — 2x3L + x?1?)]dx
0

Integrando, temos:

_ 72 144 96 24 1 1 1
L, =EI (?x —Tx4L +?x L? —7sz3 + 2xL4) a?— qoz(gx5 _EX4L + §x3L2)|§§§3

72 1.1 1
L, = EI <—L5 —36L° +32L° — 12L° + 2L5> o —qa (—LS --L°+ —L5>
5 5° 2 3
L, = EI (2 L5> L as
= a®—-——qa
P 5 307

Usando a condicao de extremlzagao = 0, temos:



1

4 1 q
El —LS) =—ql® =——
(5 =307 T T Er2a

Substituindo a = %2—14 emw = ax?(x — L)?, temos:

__q 1, )
w = E124x(x L)

_ . q x* — 2x3L + x?17
W=E 24

Que difere da solucdo analitica, pois:

q (x*—2x3L + x%12 x* — 2x3L + x?L?

w _EI 24 _ 24 Xt = 2x0°L + X212

u(x) q (x* x_3L N ﬁLZ T (xt —4x3L + 6x212\ T x* — 4x3L + 6x212
ET 4 24

246

Substituindo x = % teremos:

52 Tentativa:

Fazendo w = a;x* + ayx3 + azx? + ayx + as, tem-se:

aw a2w
— = 4a,x3 4 3a,x% + 2a3x + ay, —

T =.12a,x% + 6a,x + 2as,

Para satisfazer as condi¢bes de contorno, temos:

u(0) =0
u'(0)=0

Engastada: {
w(0) = a,0* + 2,03 + a30° + a,0 +as =0 > as =0
w'(0) = 4a,0% + 32,0 + 2a30 + a, =0 > a, =0

u'(L)=0

Livre: {u”’(L) —0

w"(L) = 12a,L? + 6a,L + 2a; = 0

w'"' (L) = 24a4L + 6a, =0



Assim temos:

( a,=a
| @y, = —4alL
4a3=6aL2
L a,=0
as; =0

Logo

ax* —4alx® + 6al’x?

S
Il

w' =12ax? — 24alx + 12al?

Substituindo na expresséao anterior:
L

_ EI (d*w\

b= f 2 \axz) ~ 1
0

L
_ El
L, = f [7 (144x* — 576x3L + 864x2L?> — 576x13 + 144L")a? — q(ax* — 4alx® + 60(L2x2)] dx
0

L
El
dx = j [7 (12ax? — 24alx + 12al?)? — qg(ax* — 4alx® + 60(L2x2)] dx

0

L
L, = f[EI(72x4 — 288x53L + 432x2%1% — 288xL3 + 72LY)a? — q(ax* — 4aLlx® + 6al?x?)]dx
0

Integrando, temos:

_ 72 288 432 288 1
L, =EI [(?xs - Tx‘*L + Tx3L2 - szL3 + 72 xL‘*) a? —qa (gxs —x*L+ 2x3L2)]

_ 72 1
I, =El (?L5 — 7217 + 144L° — 144L° + 72L5) a? —qa (gLS - L°+ 2L5)
_ 72 6
I, = EI (—L5> 2 (—LS)
P 5 )¢ T
. . db
Usando a condicao de extremizacao, d—; = 0, temos:

144 6 6
EIl (—Ls)a =—-ql® >« a

5 5 ~ El144
Substituindo a = %% emw = ax* — 4alLx® + 6al*x? temos:
1
A il (x* — 4Lx3 + 6L%x?)



. q ((x4 —4Lx3 + 6L2x2))
w=—

El 24

Que é a solucéo analitica, fato esse evidenciado no grafico abaixo:

08 Viga de vio L engastada em x=0 e livre em x=L

0,7 -

0,6 - =@==Analitica

0,5 - ——12 tentativa

0,4 - =22 tentativa

0,3 - =>¢=32 tentativa

0,2 - == 42 tentativa

0,1 =@-152 tentativa
0 -

01 - 1 2 3 4 5 6 7 8

Exercicio 2

Dado o funcional da energia potencial total para a flexdo de uma viga

L
L=

0

El (d?*w
2

W) —-q W(x)] dx

Encontrar a solucéo aproximada para uma viga de vao L engastadaemx =0 e
em x = L, ou seja, bi engastada, com carregamento constante, uniformemente
distribuido, igual a q, e utilizando um sé parametro. Dados:

E: é o modo de elasticidade;

I: 0 momento de Inércia da secc¢do transversal da viga;

2

B (dz—w) : Energia Potencial de Deformagao;

2 \dx?

g. w(x): Energia potencial da carga atuante.

Solucgéo Analitica

Pela teoria de Euler-Bernoulli, a equacéo que governa o problema de flexao de
vigas é:



d*u
EIW = C[(X)

Onde E é o modulo de elasticidade do material, | € o momento de Inércia da
seccdao transversal e q(x) € o carregamento.

d'u  (q(x)
dx* <?)

Resolvemos a equacéo diferencial de 42 ordem, utilizando integracdes por

variaveis separaveis.
d*u q(x)

jdz—u dx—j M£+cx+c dx
dx? - El 2 1 2

du <M f) x?

a— 6 cl7+c2x+c3

[ = [ (TR 024 et
dx X = El 6 612 CX T~ C3 |ax

q(x) x* x3 x?
u(x) = & 74 +c1€+627+c3x+64

Usando as seguintes condi¢des de contorno:

u(0) =0

. Ju(l)=0
Bi Engastada: w'(0) = 0
u'(L)=0

Assim temos:



° u(O) =0

4 03 02

(g 0 _
u(O)_<E124>+C1 6 +C2 2 +C30+C4_—0

C4:0

° u(L) =0
4 13 12

_(a L _
u(L)_<E124>+C16 +C22 +C3L+C4—0

q L* ror
Eﬁ +C13+C27:0

e uU(0)=0

0= (L0, .2
u(O): E? +C17+C20+C3=0

C3:O
e U(L)=0

= (L), L
u(L): EF +C1?+C2L+C3:0

I D
El'6) 1 TR T

( q I? LZ) q > L
Cy = = 9

1
i\"EeT97) T TETE 92
q L? ( L CI)L

2°El)2



Assim, a solugéo analitica para o referido problema é:

4 3 2 2
_(q x L q_x q L* x
”(x)_<E1'24>+( 2B 6 Ty T 0

W=L(E X, X
W =e\22a 12" " 24

Solucéao Aproximada
Usando o método de Rayleigh-Ritz para resolu¢ao do problema, temos:

12 Tentativa:
Fazendo w = — L), tem-se: aw _ 2x — L dw 2
w=ax(x—1L), = a(2x — L), 7 = 2.

Substituindo na expressao anterior:

L

-

0

2 L
5 W) —q W] dx = f[ZEIa2 —qa(x? — Lx)]dx
0

El <d2W

Integrando, temos:
=L
3 x2 X

— X
I, = 2Ela?x — qa—+ qaL7

x=0

3 L3 L3
i — 2 — 2
I, = 2Ela L—qa?+qa?— 2Ela L+qa€

. . db
Usando a condicdo de extremizacao, d—;’ = 0, temos:

AElal L q I?
= -] — - —_
® T 7%= "E124

2
Substituindo a = —%2—4 em w = ax(x — L), temos:



_ q LZ N L3
7 TR
Que difere da solucéo analitica, pois:
q(_p2L L3) (_ L E)
W EI( X“oxtxgz) x24+24

O FG-hrar) G- )
51(24 12L+24L 27 12L+24L

22 Tentativa:

Fazendo w = ax?(x — L)?, tem-se:

dw

— = 4x3a — 6x%al + 2xal?,
dx

d?w 2 2
— = 12x“a — 12xal + 2al”.
dx

Substituindo na expressao anterior:
L
o [[EL(dw 2
”_f 2 \dx?)

0

L
f — (144x*a? + 4a®L* — 48xa?L?® + 192x2a?1? — 288x3a%L) — qax* + 2qax3L — qaszz] d
0

L

f — (12x%a — 12xal + 2al?)? — qax?(x — L) ]dx
0

L
I, = f[E1(72x4o:Z +2a?L* — 24xa?L® + 96x2a?L? — 144x3a?L) — qax* + 2qax3L — qax?*L?]d
0
Integrando, temos:

_ 72 24 144 1 2 1
_ 5 5 =L
L= EI(5 x5a? + 2xa®L* — 5 X 20213 + 3a21% — 7 x4a2L) —gqax +anx4L —§qax3L2 x=L

_ 1 2 1
I,=EI (?xsaz + 2xa?L* — 12x%a?L® + 32x3a?1? — 36x4a2L) - gqux5 + anx“L - §qax3L2 x=L

72 1 2 1
» =EI <?L5a2 + 20215 —12a%L° + 32a2L° — 36a2L5) - gqozL5 +ancL5 - §qaL5

Zs 1 5
Ip—EI(SL )a ——qaL



. . db
Usando a condicao de extremizacao, d—; = 0, temos:

i5__ 5 :ii:i
Elgal® =554l 2 A= 51120 = 24E]

Substituindo a = ﬁ em w = ax?(x — L)%, temos:
q

= 2 _LZ
W=ap X &L
W= x%(x% — 2xL + L?)
24E]
4 x3 2
T By Ry

El “24 12 24

Que satisfaz a solugéo analitica.

Substituindo x = % teremos:

2

NEONOMOP

__ 49 _ L

WEEI 24 "1z Y24

_ q L4- L4 L4 L4 q

W=—\Sar "otz = 5o
EI\384 96 96 384 El

Dados esses comprovados pelo grafico com os dados referentes a solucéo
analitica e as duas tentativas de escolha da funcéo ®.



0,012 -

0,01

0,008

0,006

0,004

0,002

-0,002

-0,004

-0,006

Viga de vao L Biengastada em x=0e em x=L

=@=_analitica
== 12 tentativa
=22 tentativa




