Priscila Dombrovski Zen Métodos Aproximados em Engenharia
4° Trabalho da disciplina

Resolver, utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF) a seguinte equacao
diferencial:

d*u 0

— —Senx =

dx?
Onde as condic¢des de contorno sdo: u(0) =1 e Z—;‘ - =q(nr) =4

X=T

Solucao Analitica

d*u 0

— —SInx =

dx?

u' =sinx
fu”dx = fsinxdx ->u' =—cosx+¢

]u’dx= f(—cosx+cl)dx > u=-sinx+cx+c,

u(x) = —sinx+c;x+c,
u(0) ==sin0+c¢.0+c,=1- C, =1
u'(x)=—cosx+c;, »u(m)=—cosmt+c, =4
cg=4—-1=3

u(x) =—sinx+3x+1

Solucao Aproximada
A forma fraca da equacéo de residuos ponderados é:

L _
j( dw, da+ , )d N da]"—L _o
Tx dx wysinx | dx Wl'dx o =
0

Adotando o método de Galerkinw; = &;, 1 <lem <M + 1.



+1

L M — x=1
f dq)l Ot o ax + (@ du) =0

um T sinx |dx dx) =
0

m=1

O sistema de equacdes resultantes pode ser escrita como: Ku = f.
222 d1<lem<M+1.

Os elementos do vetor f séo:

1
duy*"
f1=—fcbl.sinxdx - [wl_—] 1<IsSM+1
dxl,—g
0

A formacdo do sistema de equacbes sera exemplificada considerando as
contribuicbes de um elemento tipico e, que contém os nés i e j, para a
aproximacao linear. Nesse caso, pode-se escrever:

u= ul-<15i + ujd)j,xi <x< .'X'j

As fungbes @ sao as seguintes:

Onde, he = x] - Xi.

Do ponto de vista global, as Unicas fun¢gBes ndo nulas no elemento e séo as
funcbes @; e @;; consequentemente @, =0sen #i oun # j.

Assim:
kim = YE_ ki, ,com k;,, =0sel,m#1i,j.

Para exemplificar a formac&o da matriz K, considere o dominio dividido em 2
o . 1

subdominios, ou elementos, de mesmo comprimento h = > Nesse caso, pode-

se escrever:

Com as fungbes @,, n =1, 2, 3.

Usando as fung¢des de aproximacgéao definidas localmente, temos:



E B
Z f wleﬂd.()+z.l-Wl£TdT= 0
e=1 b=1r¢

Para este caso particular, a matriz K é calculado como:
L
1
f =@, [@'y @ @'5]|dx
0 !
L= 1(D'1 _(pll(plz _¢’1(p,3
f 2‘p,1 _<p,2<p,2 _(plzd)lg dx
0 _d) 34) 1 _d),3d),2 _(p,3(p,3
De acordo com a definicdo das fungdes de aproximagao. Tem-se:
L 1¢I _¢11¢12
-]- Zd) 1 _d)lzd)lz _(plz(p,3 dx
0 —9'30";, -39’

ApoOs a integragdo, a matriz K global esta formada diretamente.

x—x1
Pl = ,X1 < x < xy:elemento 1
b, = X2 — X1
2= X3 — X
3
P2 = , Xy < x < x3:elemento 2
2 2 3
X3 — X2

Considerando as fungbes @, = ®#] e @3,, definidas somente no elemento 1,
observa-se que os elementos kq, k12, k21, k22, da matriz K, sdo obtidos:

iy = 70— @@ y)dx =[77(= T Tdx = [72( = (B) (57 dx

ki, = f;lz( _ (pl1¢”2)dx:f;12( _ 4oy dd’z)d _ fxz( ( x).;i_x(x—hn) dx

dx

ky,, = f;z( _ (plz(pll)dx:f;flz(_ dd¢2'd¢1)d _ fxz( ( x).%(x—hxz) dx
ka2 = f,:clz( - ‘plz‘plz)dx:f;:( - ddi & = fxz( ( x).%(x—hxz) dx

Os elementos k1, k12, k21, k2, formam a matriz K relativa ao 1° elemento.

kap = [2(= @@ y)dx =[77(= 2. T0dx = [7(— (7). £ (52) dx

. a do, do a (x=
ko = [11(= @@ )dw=[72( = T2 = [(- - (57) 4 (57) dx



_ (X2 ’ ' _rx2 do; do _[x2 d (x,—x\ d (x—x
ks = [11(= '@ )dx= 3= T2 T = (- . (57) £ (57)

(X2 _ 7 ] _rx2 _ do; dos _[*x2 _i(x3—x) i(x—xg,)
ks = fxl( P'3P'3)dx fxl ax " dx )dx = fxl( =\ )\ h dx
Os elementos k5, k3, k32, k33, formam a matriz K2 relativa ao 2° elemento.

e~ do do dX do
Fazendo algumas substituicées X = x — x;, tem-se —=—.—=—e h=x; —
dx ax dx ax

X;, reescreva.

_x2, d (X\ d (X _(x2, 11 __x|fFh
i = [ a5 () i ) v = (= pax === =3
_ (x2, d (h=X\ d (X _oxz, (D1 L, x|XTR
ki = [ (=5 (5) 5 () e = 2= SR pax = =1
_ (x2, d (h=X\ d (X _(*2, (D1 x|X=h 1
ko = (=5 (5) a5 () de = [P SR Dax = =3
oo = [~ () () dr= [P~ 2 Hax =X = -2
22 7 Jxy V ax \n/) "ax \n T Jx1N hTh ~ r2ly—g ok
E
oo = [~ () () dr= [P~ 2 Hax =X = -2
22 7y, V7 ax \n) Tax \n T Jx1N hTh  r2ly—g ok
(%2 d (h-X\ d (X _ (%2, (D 1 _xX=h
oy = L33 (— 5 () 2 () ax = -2 Dax = =3
_ (e A (hXY @ (XY g Ree (D Ly XKTR 1
k32_fx1( dX(h)dX(h) dx_fxl( h h)dX_h2X=0_h
an = [ () () dr= [P~ 2 Hax =X = -2
33 7 Jx, ax \n/ ax \n T h'h T h2ly—g h
Assim, pode-se escrever:
_1r 1 _1 1
h h h h
K' = 11 e K> = 11
h h h h
Logo a matriz Global seré:
1 1 0'
h h
k=1 _2 1
h h h
0 1 1
i h h-




Substituindo h = g temos:

— 2 2 -

- 2 0
s s

2 4 2
K=|2 _2 =
Vs T

2 2

0 — - —

- T[ 7'[_

Os elementos do vetor fpodem ser calculados como segue:
X . [ — X . i i— i .
fi= fxi]—1 sinx &}~ tdx + fxij_l sinx @}dx = fi 7' + f}, parai = 2.

Para i = 1, a primeira integral a direita ndo deve ser considerada e i = 3, a
segunda integral ndo deve ser considerada.

Se:

i-1 _ X—Xi—1 i _ Xiy1—X
Pimt = XEim g @l = XX

Xi=Xij-1 Xi+1—Xi

Ent&o as parcelas f{"'e f!, podem ser calculadas como segue:

f_i—l.
T
Xi
; X — Xi_
fit= J sin x (—11> dx
Xi = Xi—1
Xi-1
fiml = —cos(x;) + ;sin(xi) — ;sin(xi_l)
Xi = Xi-1 i~ Xi-1
fit
Xit+1
. Xiz1 — X
fi= f sinx(L) dx
Xi+1 — Xj
Xi
fi = —— Xis1. cos(x;) — sinX;;1 — x; cos x; + sin(x;))

Xi+1 — X

Particularizando para i = 1,2,3, € X;41 = T, X; =§ exi_, =0



1
fi=fi= o (Kisn cos(x;) — sinXjy1 — x; COs x; + sin(x;))
i+1 ~ X

fi=fil= E—io(g.cos(O) —sing— 0.cos0+sin0) =1 —%
2

fz=f21+f22=_C05(g)+n;5in(g)_n— TT 2
20 T3

(Tt cos (g) —sinm — g cosE + sin (g))

4
f2=f21+f22=;

1 1 T 2
fa = f2 = —cos(m) + = sin(m) — = sin (—) =1-Z=

Finalmente, considerando o termo oriundo da integracdo por partes, isto é, o
termo:

] du _du du
Wldxxo ldx Wldx veo  dxle_, dxl._,
2 du
(1———— )
m dxly
4
f=-3 = >
s
" 2+dﬁ
\" o dxl—,/
2 2 2 adu
_Z =z 1-42_ %
rn_ T O-l 1 T dxx=0
K=|2%2 % =2 {ﬁZ]:_ 2
T T T _ T
0 2 _2| U 1249
T T n dxly=g
(2 2 du
——t Uy =—1+—+—
s T dxle—g
< 2 4 +2 4
U2 nu3 s
2_2_ " 2 du
Lnuz nu3_ T dx

Substituindo ? =4

Xlx=m



(

| 4 +2_ 42

4 Ttuz nu3_7t T
2 2 2
_uz__u3=1+__4‘
T T T

Substituindo:

{_1,27ﬂ2 + 0,64‘1_13 = 0,64‘
0,647, — 0,64 Ti; = —3,64

Assim temos que u, = 4,762 e ii; = 10,45

Se compararmos com a analitica,
u(x) =—sinx+3x+1
Os resultados sdo muito préximos.

a Solucdo Analitica X Aproximada
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