Priscila Dombrovski Zen Métodos Aproximados em Engenharia
Flexao de Vigas —

Pela teoria de Euler-Bernoulli, a equacéo que governa o problema de flexao de
vigas é:

d*u
El W = Q(X)

Onde E é o modulo da Elasticidade do material, | € o Momento de Inércia da
secao transversal e g(x)o carregamento.

Para as vigas mais comuns, as condi¢cfes de contorno, admitindo uma viga de
vao L, sao:

e Viga simplesmente apoiada:
u(0)=u(L)=0
u'(0)=u"(L)=0
e Viga engastada:
u(0)=u(L)=0
u'(0)=u'(L)=0
¢ Viga em balanco:
u(0)=u'(0)=0
') =u"(L)=0
¢ Viga engastada em x=0 e simplesmente apoiada em x=L.:
u(0) =4'(0)=0
ull)=4"(L)=0
Problema:

Discretizar a equagdo de Euler-Bernoulli para as situacdes listadas
anteriormente.

Iniciaremos atualizando as derivadas conhecidas para diferengas centrais:



du

) = Uip1 — Ui—1
dx 2h
du o U — 22U+ Uy
dxz ¢ () = h?
d*u — 0" (x) = Uppy — 2Up1 + 2U; 1 — Ui
dx3 2h3
d*u —4u; 1 + 6ui —4u;_ 4 +u_,

u.
227 _ ti+2
Bt W= X

Tomando El como uma constante K, e L=8

Partindo da equacéao original

‘u
El == =a(x)
Substituindo a 42 derivada e o El na equagao temos:

Uppz — 4Uipq + OU —4u; g H U

K W =q(x)

K
F(unz —AUjpq + 60U — AU +Up) = q(x)

4
Uiz —4Ujpq + 6U; — U g +u;5) = Q(x)f

h4
U = 2 [T F AU T AU —U) H (0

a) Viga Simplesmente Apoiada

Condicoes:
u(0) =u(8)=0
u'(0)=u"(8)=0
Assim:
2(0) = u"(8) = Uy — 2;21' t Ui _ 0
Para u"(0) = % =0, assim u; = —u_,



Ug—2Ug+ U7y

Para u''(8) = Py

=0, assim: ug = —u,
Discretizando, temos:
4
Para i = 1: u; = %[(—u3 +4u, +4ug —u_q) +q(x;1) %]
1 h*
W=7 (—uz +4u; +uy) + q(xl)f
1 h*
W=z (—uz +4u, + Q(xl)?
) o
Para i = 2: U, = % (—uy + 4usz +4u; —uy) + q(xz)%

1 h*
U, = 3 (—uy + 4us +4uy) + q(xz)?

] -
Para i = 3: Uz == |(—us + 4uy + 4u, —uy) + q(x3)%

- .
Para i = 4: Uy == |(—ug + 4us + 4uz; —u,) + q(x4)%

- .
Para i =5: us = = |(—u; + 4ug + 4uy —uz) + q(x5)%

ANlRr IR OlRr O

- "
Para i = 6: Ug = = |(—ug + 4u; + 4us —uy) + q(xe) %

h4
(Au; + 4us — uy) + q(x6) e

u6=g

4
Para i=7: u; = %[(—ug + 4ug + 4us — us) + q(xy) h;]

1 h*

u; = g (u7 + 4ug —us) + Q(x7)7
1 h*
Uu; = g (+4ug —us) + q(x7) K

Em sistema de equagdes teremos:

Qe = 3 (= 4y + 5u,)
q(x,) = %(m — 4us + 6u, — 4u,)
q(x3) = %(us —4du, + 6u; —4u, +uy)
q(x,) = %(u6 — 4us + 6u, — 4uz +uy)

K
q(xs) = F(u7 — 4ug + 6us — 4u, + uz)

K
q(xe) = nt (—4u; + 6ug — 4us + uy)

K
q(x;) = e (5u; — 4ug + usg)



1 -4 6 —4 Ze q(xe)
I —45 7 q(x7)
b) Viga engastada:
u(0)=u(L) =0

wW(0)=u'(L)=0

Assim:
, , Uiy — Ui
w(0) = w'(8) =~
Para u'(0) = % =0,assim u; = u_,
I Ug— U7y HP
Para u'(8) = — = 0, assim: ug = u,

Discretizando, temos:

4
Para i=1. u = %[(—u3 + 4uy + 4ug —u_q) + q(xp) %]
1 h*
h =g (—us +4u, —uy) + Q(xl)?
1 h*
=5 (—us +4u, + Q(xl)?
. 1 h*
Para i = 2: U = [(—u4 + 4uz + 4uq —ug) + q(x3) ?]

1 4
uz = g [(—u4 + 4u3 + 4u1) + q(xz)

I3

Para i =3: u3= % :(—us +du,y + 4y —uy) + q(x3) %4
Para i =4: u,= % :(—u6 + 4us + 4uz —up) + q(x4) %4
Para i = 5: Ug = % :(—u7 + 4ug + 4uy —uz) + q(xs) %4
Para i =6: ug= % :(—ug + 4du; + 4dus —uy) + q(x6) %4

1 4
Ug = g [(4117 + 4us —uy) + q(xe)

K

4
Para i = 7: u; = %[(—ug + 4ug + 4ug — us) + q(x7) %]

1 h*
U; = g (—u; +4ug —us) + Q(x7)7



1 4
U =5 (+4ug —us) + q(x7) K

Em sistema de equagdes teremos:

q(x,) = %(u3 —4u, + 7uy)
q(xz) = %(uzt — 4u;z + 6u; — 4u)
q(x3) = %(u5 —4duy, + 6u; — 4u, +uy)
q(x,) = %(u6 — 4ug + 6u, —4uz +uy)
q(xs) = %(u7 — 4ug + 6us — 4u, + uz)

K
q(xe) = e (—4u; + 6ug — 4us + u,)

K
q(x;) = n (7Tu; — 4ug + us)

c) Viga em balanco:
u(0) =u'(0)=0

u"(L) — um(L) =0

Assim:
U1~ U1 —
u'(0) = T 0, u; = u_4
Uit —2Uj+ Uj—
u”(8) — i+1 hzl i—1 — 0’ ug — _u7
Uqg — 2Ug + 2U; — Ug
u'"'(8) = =0,ug = —2U; — 2Uy; + Ug, Uy = —4U; + Ug

2h3

Discretizando, temos:
4

Para i = 1: u, = %[(—ug + 4u, +4uy —u_q1) +q(xy) h?]

1 h*
=z (—uz +4u; —uy) + CI(M)?



1 h*
U = - (—uz +4u, + Q(x1)?

4
Para i =2: u, = %[(—u4 + 4uz + 4u; —up) + q(xz) h;]
1 4

U, = 3 [(—u4 + 4us + 4uy) + q(xy)

K
Para i = 3: Uz = _(—us + 4uy + 4u, —uy) + q(x3) %4
Para i = 4: Uy = _(—u6 + 4us + 4uz —uy) + q(xy) %4
Para i = 5: Ug = _(—u7 + 4ug + 4u, — u3) + q(xs) %4
Para i =6: ug = _(—ug + 4u; + 4dus —uy) + q(x) %4

Para i = 7: u; =

AR Ok OlRr R R

_ h4'
_(—ug + 4ug + 4ug — us) + q(x7) i

4

1
u7 = g[(+u7 +dug + dug —ug) +q(x)

= 1 2 4 i
U=z (2ug + ue‘“s)"“?(xﬂ?
. 1 h#
Para i = 8: Ug =~ [(—u10 + 4ug + 4u,; —ug) + q(xg) 7]
4

1
ug =7 [(_(Zug — 2u; + ug) + 4Q2ug — uy) + 4u; —ug) + q(xs) 7

1 h*
Ug = > +4u,—2uqg + q(xg) 7

Em sistema de equacdes teremos:

4 = 3z = 4y + 72,)
q(x,) = %(u4 — 4us + 6u, — 4u,)
q(x3) = %(us —4du, + 6u; — 4u, +uy)
q(x,) = %(u6 — 4us + 6u, — 4uz +uy)
q(xs) = %(u7 — 4ug + 6us — 4u, + uz)
q(xe) = %(u8 — 4u, + 6ug — 4us + uy)

K
q(x;) = F(—Zug + 5u; — 4ug + Uus)

K
q(xg) = F(Zug —4u, + 2ug)



d) Viga engastada em x=0 e simplesmente apoiada em x=L.:
u(0)=u'(0)=0
ull)=u"(L)=0

Assim:
Ut~ U

uw'(0) = 2h

= O,ul = u_1

ull(8) — ui+1_2;l"2i+ Ui—1

=0, ug =—-uy
Discretizando, temos:

4
Para i = 1: u, = %[(_u3 + 4'u2 + 4u0 - u,_l) + q(x]_) %]

1 h*

U = 5 (—uz +4u; —uy) + Q(xl)?
1 h*
Uy = 7 (—uz +4u, + Q(xl)?

i -
Para i = 2: Uy, = % (—uy + 4us + 4uy —uy) + q(xz)%
4

1
U, = 3 [(—u4 + 4us +4uy) + q(xz)?

) 4
Para i = 3: Uz == |(—us + 4uy + 4u, —uy) + q(x3)%

- .
Para i = 4: Uy == |(—ug + 4us + 4uz; —u,) + q(x4)%

- .
Para i =5: us = =|(—u; + 4ug + 4uy —uz) + q(xs)h?

AR Ok Rk R

Para i = 6: Ug =

- "
_(—ug + 4u,; + 4us —uy) + q(xg) %

1 4
Ug = g [(4117 + 4us —uy) + q(x) 7

4
Para i =7:  uy =2|(—uy +4ug + 4us — u5) + q(x,) 4]

1 h*
Uu; = g (u7 + 4ug —ug) + Q(X7)7



1 4
U=z (+4ug —us) + q(x7) K

Em sistema de equacdes teremos:

q(x,) = %(u3 —4u, + 7uy)
q(xz) = %(uzt — 4u;z + 6u; — 4u,)
q(x3) = %(u5 —4duy, + 6u; — 4u, +uy)
q(x,) = %(u6 — 4ug + 6u, —4uz +uy)

K
q(xs) = F(u7 —4ug + 6ug — 4u, + uz)




