Calculo Variacional

O Problema da Braquistocrona

Uma particula cai do ponto (1) ao ponto (2), deslizando sem atrito sobre uma

curvay = y(x). Determinar a curva correspondente ao tempo minimo de queda.
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Solucao:

)
O tempo de queda é: | = I dt
o

A velocidade é dada por: v= %
dy ? 2
com s® =dx® +dy?, de onde vem: ds =, [1+| =2 | dx =4/1+(y") dx
y (2 o= ()
Pelo principio da conservagdo da energia (admite-se um sistema conservativo):
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Portanto: v = \/vf +29(y,—Y)

Assim: dt = %; entao:
Y
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Em (1), I é uma funcdo especial, denominada funcional. O funcional do
problema da braquistocrona depende de uma variavel independente, X, de uma variavel

dependente, y, e de sua derivada primeira, y'.

Genericamente:

X

I =IF(X, y,y')dx (2)
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O problema, contudo, ainda ndo foi solucionado, pois a expressdo de y ndo é
conhecida. Esse é o problema do Calculo Variacional, que consiste em determinar as
funcBes que extremizam o funcional: para o problema da braquistdcrona, a trajetoria y
que produz um tempo minimo de queda. Essas fungBes sdo obtidas apOs serem
estabelecidas as condi¢fes necessarias a extremizacdo do funcional, seguindo um

procedimento analogo ao da procura de pontos extremos de uma funcéo.



Equacdo de Euler-Lagrange — Primeira Variacéo

O valor do funcional depende da funcdo escolhida, fungdo que corresponde ao

caminho entre x1 e Xo.

Admite-se a existéncia de um certo caminho, y(x), que extremiza o funcional em

relagdo aos caminhos vizinhos, ou variados, §(x). Uma familia de caminhos variados,

dependentes de um parametro ¢, é definida como:

¥(x) = y(x) +en(x) @)
onde n(x) € uma funcdo derivavel, arbitrariamente escolhida, que se anula em xz € X2,
isto é: n(x1) =n(x2) = 0. Note-se que, qualquer que seja a escolha de n(x), quando € = 0

0s caminhos variados coincidem com o0 caminho extremizante.

Considerando os caminhos variados, o funcional

T:IF(X,V,V')dx (4)



tem o seu valor extremo dado por:

I :fF(x, y,y')dx (®)
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uma vez que, por hipdtese, y extremiza o funcional.
Substituindo (3) em (4), tem-se:

F (X y+en,y'+en')dx (6)
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Em (6), o funcional est& escrito como funcéo do parametro . Analogamente ao

caso de uma funcdo y = f(x), a condicio necesséria para que | seja extremo em ¢ =0 é

dada por:
di
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Comoeme=0tem-se §=y e §'=y', aexpressdo (8) pode ser escrita como:
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Efetuando integracdo por partes, elimina-se n':
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Note-se que o primeiro termo a direita € nulo, pois mn(x1) =n(x2) =0.
Substituindo (10) em (9):

| oF_dfok ndx =0 (11)
v oy dx\oy’
Lema Fundamental do Calculo das Variacoes

Se ]g f(xX)n(x)dx =0

com f(x) continua e n(x) continuamente derivavel e anulando-se em x1 e em Xz, entdo

f(x) = 0 no intervalo considerado.

De (11), levando-se em conta 0 Lema Fundamental do Célculo das Variacgdes,

tem-se que:
oF dfoF (12)
oy dx| oy

que € a Equacéo de Euler-Lagrange, e é a condicdo a que y deve obedecer para que seja

extremo do funcional.



Solucédo do Problema da Braquistocrona

O funcional:

@ Lr(y)

| =
® \/Vf +29(y,—Y)

dx

pode ser particularizado, admitindo:

vi=0
ponto (1) na origem
sentido do eixo y invertido

O funcional, agora, € escrito como:

I_*?«/lJr(y')2 i 1 ]21/1+(y')2_ 1
) ) Jy

= FX,y,Y)
v 20y J2g

Para a aplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange, sdo calculados:

Finalmente, obtém-se uma equacao diferencial:

2yy"+(y)? +1=0



Para a solucéo da equacdo diferencial, faz-se uma mudanca de variaveis:

y'=u
e, portanto,
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A equacao é reescrita como:

2yu0|—u+u2 +1=0
dy

ou:
2yudu + (u® +1)dy =d [y(u2 +1)} =0
Integrando:
y(1+u2): y(l+(y')2)= A
Resolvendo para y':

(v =21
y

e, entdo:
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Da equacéo anterior:

du
dy
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x=_[—dy+xO
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Fazendo: y = Asen? (%)
dy =2Asen (lj cos(lj at = Asen (lj Ccos (lj dt
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e, entdo:

X = jjii%Asen (%j cosej dt = AJ'sen2 (%j dt +x,

Como: sen? (1) _1-cost
2 2

tem-se:
A
X = Ej(l—cost)dt + X,

O resultado da integracdo é:

Parat=0, x =0, de onde vem: X, =0.

Assim:



X = A[l—ﬂj = é(t—sent)
2 2 2

t A
= Asen’| — | == (1-cost
y = Asen (2) 2( cost)

As equacdes acima sdo as equagles paramétricas da cicloide.
Cicldide é a curva descrita por um ponto de uma circunferéncia que rola, sem

deslizar, sobre uma reta; A é o raio da circunferéncia.
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