O Método dos Elementos de Contorno
Solu¢des Fundamentais

Seja a equagao diferencial linear ndo homogénea, valida para todo x, na qual nao

sdo impostas condi¢des de contorno:
Su(x) = f(x) (1)

onde £(...) € um operador linear com coeficientes constantes.
Quando o termo f(x) ¢€ substituido pelo delta de Dirac, ¢ (x—x') ,no qual x'¢

um parametro, a equagao (1) € reescrita como:
£u*(x,x')=5(x—x') (2)

A fungdio u’ (x,x"), solugdo da equagdo (2), chama-se solugdo fundamental para
o operador £(...) e representa o efeito, em x, de um delta que atua em x'. Para resolver

(1), com o auxilio de (2), os termos a esquerda e a direita em (2) sdo inicialmente

multiplicados por f(x'); em seguida, ¢ efetuada a integragao no dominio. Assim, tem-

se que:

0

j Su (o, x")f (x)dx' = j S(x—x")f(xdx'= f(x) 3)

—0

Trocando, em (3), a ordem dos operadores diferencial e integral, obtém-se:
53[ j u*(x,x')f(x')dx}: () (4)

Comparando as equagdes (1) e (4), conclui-se que a solugdo da equagdo (1) pode

ser escrita como:



u(x) = j u (x,x)f (x)dx! (5)

No Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC), a solu¢ao fundamental do

operador £(...) ¢ utilizada como a funcao de ponderagao do residuo no dominio. Para os

residuos no contorno, as fun¢des de ponderagdo sdo escolhidas convenientemente, de

maneira a simplificar o problema.

Para exemplificar a solu¢do de uma equagdo diferencial com o MEC, seja a

equacao
2
d—? +u+x=0
dx
com as condi¢des de contorno: u(0)=u(0)=0 e d_u - = ﬂ - =L
dx dx
Solucgao:

A equagdo basica de residuos ponderados, considerando o ndo atendimento das

condi¢des de contorno, ¢ escrita como:

¢ (dm _ . —(du di
J.w Hu+x dx+w(i—i) _ +w| ———
0 dx dx dx

Integrando por partes duas vezes o termo que contém a derivada de segunda

=0 (6)

ordem em (6), tem-se:

’— — 1 2
o a2 - S+ [ (7)
X X X X

Substituindo (7) em (6):

1 2 1 1 — — A
jﬁ—dd VZV x+jm_tdx+ijdx+wd—u jjlo—@_ ;;1, +v_v(_— A) - =(d_u_d_u) =0
x 0 0 dx dx = dx dx)_,



A equagao (8) ainda pode ser escrita como:

1 d2W 1
jﬁ( > +dex+wadx+
0 dx 0

du du dw _ dw _
TW— x:l_w_ x:O__u x:l+_u x:0+

dx dx dx dx

—du —du
+wul| _—wi| _+w—|  —w—I| _ =0 9
x=0 x=0 dx x=1 dx x=1 ( )

A escolha conveniente das fungdes de ponderagio w e w pode simplificar a

solucao do problema. Fazendo:

_ dw =
W=—— wW=-w
dx
a equacao (9) é reescrita como:
1 2 1
J-L_l(d Zv+w]dx+.[wxdx+
0 dx 0
_Wd_u x=0+wd_u ,'c=1+d_‘/v1;2 x=0_d_‘/‘;1’7 x=1 :0 (10)
dx dx dx dx "

A funcdo de ponderagdo w € a solug¢ao da equacao:

d*w

dx?

+w=0(x-¢§) (11)

Substituindo (11) em (10):

1

1 — A
.[L_té'(x—i)dx:—J.wdewwal—u du (12)
0 0

— W_ — —
=0 x=1
x ' dx'"7  dx

Como:



j 7o (x— &) dx = (£) (13)

0
pode-se €SCrever:

dw
dx

! (14)

x=1 X
x=0 X

1 du
=—| wxdx —w—
u(&) .([wx x—w

A equacado (14) ¢ a equacdo do MEC correspondente a equacao diferencial a ser

. ~ ~ 4 *
resolvida. Usualmente, a funcdo de ponderagdo w ¢ representada como: w=u (,x), €

representa o efeito no ponto campo, x, de um delta de Dirac aplicado no ponto fonte, E.

Além disso, sao adotadas, também, as seguintes representagoes:

u . du’
- x)= 15
=_-cdq (Ex) dx (15)

A equagao (14), entdo, utilizando a notagdo habitual do MEC, ¢ reescrita como:

u()=- I u (Ex)xdx —u (EX)G(x) |15 +q (EX) (x|, - (16)

0

Note-se que, embora a equacdo (16) tenha sido obtida com as condigdes de

contorno u(0)=u(0)=0 e ¢(1)=1, para outras condigdes de contorno a mesma

equagdo teria sido obtida; por isso, os termos prescritos ja nao sdo indicados nas

equagoes (15) e (16).

Para o problema estudado,

u*(&,x)=¥ (17)



Em (17), r:|x—§| ¢ a distancia entre os pontos campo e fonte. Para a

determinacdo de ¢'(&,x) deve-se tomar cuidado, verificando a posicio relativa entre x e

€. Assim:

para x>&: r=x—-& u (§x)= sen()2c %) e q*(f;,x):%_&) (18)
e:

para x<&: r=E—x, u (Ex)= sen(é'; x) q (Ex)=— COS(& *) (19)

Considerando as expressdes de u (£,x) e de ¢ (£x), a equagdo (16) pode ser

escrita como:

1= g[Sy

0 3
sen(1-¢&) _ sen(§—-0) _ cos(1-¢) _ cos(E-0) _
sen=9) 7y + 22E=0 7g) 1 LU=z 4 L5z 20)
2 2 2 2
_— . . du du
Uma vez que as condigdes de contorno sdo u(0)=u(0)=0 e e = o =1,
X X

as duas incognitas do problema sdo g(0) e u(1). Sdo necessarias, entdo, duas equagdes

para a determinagdo das incognitas. Essas equacdes sdo obtidas fazendo E=0e & =1na

equagao (16):

7(0) = _J~ sen()2c—0)xdx_ sen(;—O) 7()+ sen((;—O) 7(0) + cos(;—O) (1) + cos(g—O) 7(0)

0

1)

(1) = _J~ sen(;—x)xdx_ sen(;—l) () + sen(;—O) 7(0)+ cos(;—l) (1) + cos(;—O) 7(0)

0

(22)

Levando em conta que:



¢ senx —cosl+senl
.[x dx =
0 2 2

e que:

sen(l X) = 1—senl

ov._,_‘
[\
IS
Il
[\

entdo as equagoes (21) e (22) sdo escritas como:

u(O)——Senlq(l)+ COS]M(1)+ u(O) (—cosl+senl)
2 2 2
senl cosl (1-senl)

u(l)= +—5—q«0+—_ﬂ)+—5—_m) 2

Matricialmente, o sistema de equagdes € escrito como:

1 cosl senl —cosl+senl

IO N O
_cosl 1 (u)fsenl g g(D)

2 2 2

Rearranjando o sistema, com as incégnitas do lado esquerdo da equagao:

cosl 1 senl —cosl+senl

1—senl

cosl

0 2 -

2 |Ja@|_| 2 2 |]0]_ 2

_senl 1 u(l) cosl 0 1 1—-senl
2 2 2 2

Resolvendo o sistema, encontra-se:

_ 2
q(0)=—--1
cosl

2sen1

u(l)=

cosl

senl—1
2

(23)

(24)

(25)

(26)

27)

(28)



2senx

A solugdo analitica é: u(x) =

cosl
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Resolver a equagao diferencial com as condi¢des de contorno:

u(0)=i(0)=0 ¢ u(l)=a(l) =1

Solucgao:

Pode-se partir da equagdo (25), reescrita abaixo, ja com as novas condigdes de

contorno:
l 3 cosl 0 3 senl —cosl+senl
2 2 |J#O)] _ 2 (JaO)] 2 (29)
_ cosl 1 u(1) senl 0 g(1) 1—senl
2 2 2 2

Mantendo os termos conhecidos a direita da igualdade, tem-se:

senl 1 cosl —cosl+senl

0o - _ il 2 s Tom
2 {Cf (0)} |2 2 {Lf(O)}+ 2 (30)
senl 0 q() _cosl 1 u(l) 1—senl
2 2 2 2

Substituindo os valores das condi¢des de contorno e efetuando as multiplicagdes

indicadas, obtém-se:

senl _ —2cosl+senl
—— 4 D —
= (31
senl _ 2 —senl
—q(0)
2 2
Finalmente:
_ 2
q(0)=——--1 (32)
senl
_ 2cosl
qg(l)= -1 (33)

senl



2senx du 2cosx
—x, obtém-se: — =

Da solugdo analitica: u(x) =
sen dx  senl

—-1.

O resultado para um ponto & 0<E<1, ¢ obtido apds a substituigdo das

condig¢des de contorno e de (32) e (33) na equagao (20), reescrita novamente abaixo:

u(g) = Isen(z“; ) J‘%xdx—

0 g

sen(1-¢&) 2+ sen(é —0) Z(0)+ cos(1-§) Z(1)+ Mﬁ(o) (20)
2 2 2 2
As integrais de dominio sdo:
Fsen(é-x) 1
[ s
j‘%z_‘t:)xdx:%(&—cos(l—&)ﬂen(l—@) (33)
3

Tem-se, entao:

ﬁ(é)_sen(l—&)(Zcosl_1j+sen(§—0)( 2 _1j+cos(l—§)1+cos(§—0)0
2 senl 2 senl 2 5

%(F, —sen&+E —cos(1—&)+sen(1-§)) (36)

Os passos dados para se obter a expressao final estdo incluidos abaixo:

2cosl

u€)= —{cos(l &) - sen(1—§&)+sen(1— §)+2¥ —seng — 2&+sené+cos(1—&) —sen(1— &)}
sen

2cosl

u(e)=- [2008(1 8- ~onl

(senlcosE — sen&cosl)+2sen§ 2&}
sen



1 2cosl 14+2c0s1
u () =—| 2coslcosé+2senlseng — cos lcostsenl+2co0s sen§_+2sen§__2é
2| senl senl
ﬁ(é)__l__2coslcos§sen1+25enzlsen§—-2coslcosésen1+2cosz1sen§+ZSen§__22
2| senl
B 1 | 2seng (sen1+cos1) +2sené
u(@)=- ( ) -2¢
2 senl
_ 2sen
0 =05 _eu(e)

senl



Geralmente o sistema de equacdes do MEC ¢ representado como:

Hu=Gq+ f



Resolver a equagao:

com as condi¢oes de contorno:

u(0)=0
u3)=1

senh|x— §|

utilizando o MEC. A solugdo fundamental é: u"(&,x) = 5





