O Meétodo de Rayleigh-Ritz

Dado o funcional
Isz(x,y,y')dx (1)

com condi¢des de contorno y(x1) =y(x2) =0, no Método de Rayleigh-Ritz a funcéo vy,

que extremiza o funcional, é substituida por uma funcdo aproximada Y, definida como:

n
Y =0, +0,@, +..+a,d, =D oD, (2)
i=1
na qual as fungbes @,, i=1,2,...,n sdo conhecidas e linearmente independentes e 0s

coeficientes «,, desconhecidos, devem ser determinados.

Substituindo y, definida em (2), no funcional (1), obtém-se um funcional

aproximado
T=[F(xy.y"dx 3)

Como as fungbes @, séo conhecidas resulta que, tanto y quanto y' dependeréo
somente dos pardmetros o, . Portanto, o funcional aproximado | dependera somente

dos pardmetros o, . Logo, se

I =TF(X, y,y')dx

X

entdo

I'=|F(a)dx (4)



Da condicéo de extremizacao, pode-se escrever:

SOT = j[fﬁaﬁfmz +...+£8anjdx=

5 \ 00y oo, oo,

2 n

= J.ﬁdx&xl - J-idx&x2 +..+ J‘de&xn =
a0“1 X 6(1 X 8(1

:ixf Fdxda, +ai]g Fdxda, +...+£]Z Fdxda, =

aal X o, X n x
=a—|8a1+a—|8a2+...+8—|8an=0 (5)
oo, oa., oo,

Como as variagdes da, sdo arbitrarias, 31 so se anula quando:

%:o L i=12,.n (6)

A equacdo (6) gera um sistema de equacdes cuja solucédo fornece os valores dos

a; que correspondem a melhor forma aproximada do tipo descrito em (2). Quando as

solugdes aproximadas atendem as condi¢des de convergéncia do método, um aumento
do numero n de termos produz uma melhor representacdo da solucdo exara do

problema. As condicGes de convergéncia sdo:

1) as solugbes aproximadas devem ser continuas e suas derivadas devem ser continuas

até uma unidade a menos que a ordem do operador diferencial que aparece no funcional;

2) as solucbes aproximadas devem satisfazer exatamente as condigdes de contorno

essenciais do problema;

3) a sequéncia de funcgdes deve ser tal que, no limite, quando n tende a infinito, o erro

quadratico médio se anula:



Xp 2

lim (y—z(xiq)ijdx=0 (7)
% i=1

Por exemplo, dado o funcional

que representa a energia potencial total para a flexdo de uma viga, obter uma solucgéo

aproximada para w que atenda as condigdes de contorno w(0) = w(L) = 0.
Solucdo:

Primeira tentativa:

— 2_
Fazendo W= ax(x—L), tem-se: Z—W:a(zx— L) e C(Ij \;V: 20..
X X

Substituindo as expressdes anteriores no funcional, tem-se:

IP

W%(?ﬂ;\?j qv‘v] dx = iI:ZEsz —qa(x® — Lx)]dx

Integrando:

3
T = 2Bl + 3%
6

A condicdo de extremizacao é:

ar,

—2=0
oo,

de onde vem:



3

4EloL+—=0
6
e, portanto:
_qv
24E|

A expressao da solucdo aproximada é:

W=— X(x—L
24E| ( )
L _ qL* o : «
Em x=5, WmaX:%EI . O deslocamento maximo fornecido pela solugdo
e 5qL* . L
analiticaé w_, = . Portanto, o deslocamento aproximado maximo é igual a 80%

384E

do deslocamento maximo analitico.
Segunda tentativa:

Agora, W=o,X(X—L)+a,x*(x—L)?, de onde vem:

‘3—";" =0, (2x— L)+ 0, (4x° —6LX* +21°x)

d°w 2 2
v 20, + a1, (12%* —12Lx+ 217

d2w )’
LWJ = 40; +4aya, (12x° ~12Lx+21% )+

+aj (144x* - 288Lx° +192L°x” — 48L°x + 4L*)

O funcional aproximado é:



T =H%[4a5 + 400, (12X° —12Lx+21%) +
0

+a3 (144x" 2881 +1921°%° —48L°x +4L" ) | -

q [alx(x —L)+a,x*(x—L)>? }} dx

Integrando:

a
oo,
N,
oa.,
Da primeira condicdo de extremizacao:
ol 3
—Pr = E8oclL + a =0
oo, 2 6
2
de onde a, =— aL
24El
Da segunda condicéo:
ol 5
_Pr_ E§ 2|_5 _£ =0
oa, 25 30
e a,= a4



A solugéo aproximada:

2
v‘v:—kx(x—LHLI

24El 24E

é a solucdo analitica do problema.

Graficamente:
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Problemas propostos

1. A partir do funcional da energia potencial total para a flexdo de uma viga, encontre
uma solugé@o aproximada para uma viga de véo L engastada em x=0e livre em x =L,
com carregamento constante, uniformemente distribuido, igual a ¢. Utilize um so

parametro.
2. A partir do funcional da energia potencial total para a flexdo de uma viga, encontre
uma solugé@o aproximada para uma viga de vao L engastada em x =0 e em x =L, com

carregamento constante, uniformemente distribuido, igual a g. Utilize um s6 parametro.

Comparar as solucdes aproximadas com as analiticas.



