Capitulo 7. Difusédo bidimensional em regime permanente (2Dp)

Capitulo 7.

DIFUSAO BIDIMENSIONAL EM REGIME PERMANENTE (2Dp)

Este capitulo envolve:

Difusédo de calor 2D
Difuséo de quantidade de movimento linear (Q.M.L.) 2D
Solver Gauss-Seidel 2D

Além disso:

Em termos numéricos, a novidade deste capitulo é a solucdo de problemas

Condig6es de contorno de Dirichlet
Malha uniforme em cada dire¢éo espacial
Problemas em regime permanente (p)
Coordenadas cartesianas

Propriedades constantes (por exemplo, condutividade térmica)

bidimensionais.

7.1

A conducdo de calor bidimensional em uma placa plana, em regime

permanente, com propriedades constantes e um termo fonte (Fig. 7.1), € modelada por

DIFUSAO DE CALOR 2Dp

(Incropera e DeWitt, 1998):

°T 0T
_2 + _ —
OX

onde

=S
ay2

X, y = direcdes coordenadas (variaveis independentes)

S = termo fonte

T = temperatura (variavel dependente)
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As variaveis de interesse séo:
e Atemperatura, extraida da Eq. (7.1), (variavel primaria)

e A temperatura média (variavel secundaria, global), definida por

1 1 LY Lx
Tn=-—-—1[ [Tdxdy (7.2)
Lx Ly 0 0
y i
Ly
T(x.y)
0 L, :rx

Figura 7.1. Dominio de célculo bidimensional
7.1.1 Discretizacdo das equacdes

Em problemas multidimensionais, o Método de Diferencas Finitas consiste em
aproximar cada termo, em cada direcdo, separadamente dos demais. Portanto, a
aproximacdo dos termos da Eg. (7.1) € feita da mesma forma que no Capitulo 3
(problemas unidimensionais). Assim, usando-se CDS-2, através da Eq. (2.38), obtém-
se, para a diregéo x:

{asz Tw +Te-2Tp
P

7.3
ox? h2 (73
e, para a diregéo y,
T | To+Ty-2Tp
5| = ) (7.4)
N )n hy
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onde h, e hysdo, respectivamente, as distancias entre dois nds consecutivos nas

direcBes x e y (ver Fig. 7.2); Ty, Te, T e Ty sdo as temperaturas nos nds vizinhos ao

né P.

onde

As distancias hy e hy sdo calculadas com

h, = Ly
N, -1

hy = Ly
Ny, -1

Ly e Ly=comprimento do dominio nas direcbes x e y

Ny e Ny =numero de nds nas direcGes x e y

N=i,j+1
hy
W=i—1,j |P=ij E=i+1,j
h}’
i S=i,j—1
= | h o he
[ * ’

Figura 7.2. Malha bidimensional uniforme em cada direcéo

Assim, com as Egs. (7.3) e (7.4) em (7.1), obtém-se:

(Tw +Tg —2Tp) N (T +Ty —2Tp)

s
h2 h? "

(7.5)

(7.6)
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2 2 1 1 1 1
—+—|Tp=| 5 |Tw+| 5 |Te+| 5 |Ts+| —= | Ty =S 7.7
e R O R

ou ainda

ou

apr:a\N TW +aETE+aS TS +aN TN +bp (78)

Comparando-se as Eqgs. (7.7) e (7.8), chega-se a

, ap=ay +ag +ag +ay; bp=-Sp (7.9
Estes coeficientes sdo validos para os nos internos da malha, que envolve

1=2,3...,N, -1 (1 e Ny —contornos)
(7.10)

j=2,3...,N, -1 (1 e N, — contornos)

De forma semelhante ao caso unidimensional, a aplicacdo de condicbes de

contorno de Dirichlet, resulta em
Tp =Tee.
ou seja
ap=1 ay=ag=ag=ay=0 bp=T., (7.11)

onde T.. representa os valores conhecidos da temperatura em cada n6 dos contornos,

que envolve
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i=1le N, 1
j=leN, (7.12)
A Fig. 7.3 mostra a numeracdo sequencial de uma malha retangular com 20

nds, onde N, =5e N, =4, seguindo uma ordem lexicografica.

16 17 18 19 20
4

11 12 13 14 15
3

6 7 8 9 10
2

1 2 3 4 5
1
(A N R R

i —> 1 2 3 4 5

Figura 7.3. Numeracao sequencial

Pode-se estabelecer uma relagdo entre o nimero do n6 (P) e os indices i (na
direcdo x) e j (na direcdo y):

P=i+(j-1) N,

A Eq. (7.8) representa um sistema de equacdes algébricas, onde a matriz de
coeficientes tem cinco diagonais ndo-nulas, ou seja, ela é do tipo pentadiagonal,
conforme Fig. 7.4.

Figura 7.4. Matriz pentadiagonal
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Estendendo-se a regra do trapézio, Eq. (2.44), para o caso bidimensional, a

solucdo numérica da Eq. (7.2) para a temperatura média resulta em:

Tm = y_ 2 (Tij+Tigj+Tigja+Tija) (7.13)

7.1.2 Problemal

As condicdes de contorno e o termo fonte séo dados por:

TO,y)=T(x,00=0
T(L,,y)=100 L, y

T(x,Ly)=100 x L, (7.14)

S=0

As solugdes analiticas das Egs. (7.1), (7.2) e (7.14) s&o:

T=100xy (7.15)
e

Tn=25L, L, (7.16)

Observacdo: este problema ndo apresenta erro de discretizacédo!
7.1.3 Problema 2

As condigdes de contorno e o termo fonte sdo dados por:

T(O’ y):T(Lx’y) :T(Xvo) =0

T(x,Ly)=sin (“L_Xj (7.17)

S=0
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escoamento esta plenamente desenvolvido, em regime permanente,

As soluces analiticas das Eqgs. (7.1), (7.2) e (7.17) s&o:

sinh ("Lyj
T =sin [T_—Xj —E
T
sinh (y]
LX

X

L
T = 2L C {cosh(nLyJ—l}
T
n’ Lysinh( yj x

7.2  DIFUSAO DE QML 2Dp

(7.18)

(7.19)

Para um escoamento laminar tridimensional, a partir do momento em que o

fluido

incompressivel, propriedades constantes, em um duto de se¢do transversal do tipo

retangular, ilustrado na Fig. 7.5, tem-se (White, 1991):

onde

2 2
a_‘ZJJra_lzJ:l@:constante =C
ox° oy° wdz

X, y = direcdes coordenadas (variaveis independentes)

z = direcdo longitudinal do duto

p = viscosidade absoluta do fluido (constante)
p = pressdo estatica do fluido

u = velocidade do fluido na dire¢do z (varidvel dependente)

(7.20)
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O dominiodecalculoé —a<x<ae —-b<y<bh.

As condigdes de contorno séo do tipo Dirichlet em todos os quatro bordos:

u(-a,y)=u(a,y)=u((x,—b)=u(x,b)=0 (7.21)

As variaveis de interesse sao:
e A velocidade, u, da Eq. (7.20), (varidvel dependente, priméria)

e A velocidade média, up, (varidvel secundaria, global), definida por

1 badd
U, =— uax 7.22
m 4ab_Jb_ja y (7.22)
Ya
b
2b
Z X
| o

| 2

Figura 7.5. Escoamento 2D em um duto retangular

7.2.1 Solucédo analitica

As solucgdes analiticas das Egs. (7.20), (7.21) e (7.22) sdo:

,_ ~l6a’ (@J $ (i {1_ cosh (i y/2a)} [cos (in x/2a)} (7.23)

u © \dz i=135,... cosh (i th/2a) i3

2 -
—-a dp} 192a & tanh(inbh/2a)
Up = — | =P | [1-=22 7.24

M 3n (dz { b i:1§5,... i° (7.24)
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7.2.2 Solucdo numérica

Seguindo o procedimento da Secdo 7.1.1, obtém-se 0os mesmos coeficientes da

Eq. (7.9), exceto o termo fonte, ou seja:

y (7.25)

. dp
ap:a\N+aE+as+aN, bp:—— dz

De forma semelhante a Eq. (7.13), obtém-se

=2
<

h, h
Um = 16ab ;

Ny
Z . (U +U; 1j+ul -1,j 1+U| j—l) (7-26)

7.3  GAUSS-SEIDEL 2D

O método de Gauss-Seidel pode ser usado para resolver de forma iterativa um
sistema de equacOes do tipo pentadiagonal. Para tanto, basta isolar a incégnita (Tp) de

cada no da Eq. (7.8), o que resulta em

(a\N TW +aE TE +as TS +aN TN +bp)
ap

Tp = (7.27)

Mas como Ty ,Tg,Tgs e Ty também sdo desconhecidos nesta equacdo, é

necessario estimar um campo inicial para a variavel T.
Se o problema for de condigdes de contorno do tipo Dirichlet, basta aplicar a
Eq. (7.27) aos nés internos da malha, definidos na Eqg. (7.10).
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7.4 EXERCICIO
Exercicio 7.1

Implemente um programa computacional para resolver o problema definido pelas Egs.
(7.1), (7.2) e (7.17), da conducéo de calor em uma placa plana.
Dados: Ly=Ly=1 Temperatura inicial = 0

Ny =N, =11 Solver: Gauss-Seidel

NUmero de iteraces = 200
Resultados a apresentar:

1) Um grafico de T versusy para X =1/2 com as soluc¢Ges analitica e numérica.
2) Um gréafico de T versus x para y =1/2 com as solu¢des analitica e numérica.
3) Ovalorde T (1/2;9/10) das solugdes analitica e numérica.

4) O valor de T,, das solucdes analitica e numérica.



