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1 Fundamentacao tedrica

Neste capitulo faz-se uma breve descrigao dos principais temas abordados nesta
tese. Primeiramente, faz-se uma abordagem sobre o Método das Diferencas Finitas
(MDF), que é um método cléssico e que apesar da base mateméatica nao ser nova, pode
apresentar diferentes formulagoes de aproximagao numérica (TANNEHILL et al., 1997;
STRIKWERDA, 1989). Depois disso, mostra-se uma das notagoes usadas neste trabalho,
que é a notacgao esténcil. Também faz-se uma abordagem dos métodos iterativos e os
métodos usados para aproximar a variavel temporal, como o método de Euler, o método
de Crank-Nicolson (CN), entre outros, veja por exemplo, Strikwerda (1989), Hirsch (2007)

e Burden e Faires (2016). O método multigrid esté exposto no capitulo seguinte.

1.1 Método das Diferencas Finitas (MDF)

De acordo com Ferziger e Peric (2002), o primeiro passo para a obtengao de uma
solucao numérica é discretizar o dominio geométrico, isto é, definir ao longo do dominio
em quais pontos se deseja conhecer o valor da varidavel dependente através do auxilio de
uma malha geométrica discreta. O principio fundamental do MDF é aproximar, através
de expressoes algébricas, cada termo do modelo matemético em cada ponto (nd) dessa
malha discretizada. Para isso, no MDF a malha geométrica é geralmente estruturada
localmente, ou seja, cada ponto (nd) pode ser considerado como a origem de um sistema
de coordenadas local, cujos eixos coincidem com as linhas da malha. A Fig. 1 e a Fig. 2
mostram exemplos de malhas cartesianas unidimensional (1D) e bidimensional (2D) usadas
no MDF, respectivamente. Nessas figuras e nas demais figuras desta se¢ao, o simbolo
(e) denota os nés sobre os contornos e o simbolo (o) denota os nés internos da malha.
No caso 1D, cada né é representado pela posicao i. No caso 2D, cada n6 é unicamente
definido pela intersegao das linhas de malhas na posigao (i, j). Os nés vizinhos sao definidos
aumentando-se ou diminuindo-se uma unidade de cada indice 7 ou j. Assim o né6 (i — 1, 5)
representa a posicao Oeste, (i + 1, j) representa o né na posigao Leste, (i, 7 — 1) representa

o n6 na posigao Sul e (i, 7 + 1) representa o né na posi¢ao Norte.

A Fig. 3 mostra o MDF aplicado a um modelo 1D usando a discretizacao uniforme,

isto é, uma malha de noés igualmente espacados, com espago entre os nés dado por h.

A filosofia do MDF é fazer aproximagoes diretamente da definicao de derivada
através da série de Taylor. Uma interpretacdo geométrica das aproximacoes central,
adiantada e atrasada é mostrada na Fig. 4 com o auxilio de uma funcao continua ®. A
primeira derivada % em um ponto z; indica a inclinagao da reta tangente a curva no ponto

(x;, ®(x;)) e isso é mostrado com a reta marcada "Exata" na Fig. 4. Essa inclinagdo pode
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Figura 1 — Exemplo de uma malha unidimensional nao uniforme.
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Figura 2 — Exemplo de uma malha bidimensional nao uniforme.
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Figura 3 — Malha unidimensional uniforme com tamanho dos elementos de malha h.

ser aproximada pela inclinacao da reta que passa por dois pontos vizinhos na curva. A reta
marcada como "Adiantada" mostra que a derivada no ponto (x;, ®(z;)) é aproximada pela
inclinagdo de uma reta que passa pelos pontos(x;, ®(x;)) e (11, P(z;41)) A reta denotada

"Atrasada" ilustra que a derivada no ponto (z;, ®(z;)) é aproximada pela inclina¢ao de
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uma reta que passa pelos pontos (z;, ®(x;)) e (z;-1, P(x;_1)). A reta denominada "Central
representa aproximacao por uma diferenca central, ou seja, a inclinacao da reta tangente
no ponto (z;, ®(z;)) é aproximada pela inclinacdo de uma reta que passa pelos pontos
(i1, P(xi-1)) € (Tiy1, P(x441)), que sdo pontos situados em lados opostos do ponto em

que a derivada é aproximada.

d(x)

Atrasada

Exata
Adiantada

Ti—2 Ti—1 T Tit1 Tit2

Figura 4 — Reta tangente (Exata) a curva ® no ponto P e as aproximacoes Atrasada,
Adiantada e Central através da discretizacao pelo MDF.

Na Fig. 4 observa-se que algumas aproximagoes para a derivada sao melhores que
outras (em relacdo a inclinagdo com o eixo x). Para a reta "Central', verifica-se que ocorre
uma melhor aproximagao em relagdo a reta "Exata'. Verifica-se também que se h tende a
zero (h — 0), todas as aproximagoes (Atrasada, Adiantada e Central) se aproximam da

solucao "Exata’.

Definicao 1.1. Uma fungdo ® : I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se

+00 (I)(n) a
analitica quando, para cada x € I existe um € > 0 tal que a série de Taylor Z l( )h”
— nl

converge para ®(a + h) desde que |h| < e.

1.1.1 Expansao em férmula de Taylor

Para expressar cada tipo de aproximacao e a respectiva ordem do erro, usa-se a
série de Taylor (KREYSZIG, 1999; FERZIGER; PERIC, 2002; MARCHI, 2001). Qualquer

fungao ®(z) analitica na vizinhanca de x;, pode ser expressa como uma série de Taylor:

D, =&, + (v — ;) (Clq))i J o) <d2®> Gkl (dgq)) T (L.1)

dz 21 dz? ) . 3! dz?

(2

7
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em que $, representa ®(x), ®; representa P(x;) e (%), representa %(xi).

O valor de @, é exato se forem considerados todos os termos da série de Taylor.
Para aplicar a Eq. (1.1) aos nés i — 1 e i + 1, a partir do ponto i, como é mostrado na

Fig. 3 e com o valor de h sendo constante, pode-se fazer

r=x11 = (r—x)= (@1 —1)=h,

dd h? [ d2® 3 (d>P
®i+1_®i+h<dx>i+2<dx2>i+6 (dx?’)-i- : (1.2)
r=x;1 — (x — ;) = (wi-1 —25) = =h,

dd h? (2P (P
O =0, —h ) $ (22 (22 L.

De acordo com Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016)
as expressoes para a derivada de primeira ordem podem ser obtidas por combinacao das
Egs. (1.2) e (1.3). A escolha de quais equagoes usar define o tipo de esquema e a ordem
do erro de truncamento cometido. A seguir serdo apresentados alguns dos esquemas mais
comuns e que serao usados no decorrer deste texto. Para outras aproximacoes, veja por

exemplo Burden e Faires (2016) e Ferziger e Peric (2002).

Isolando-se a derivada de primeira ordem, (%) , na Eq. (1.2), tem-se
a2y _ Qi — % R dzj _ hj dil) _ (1.4)
dr ). h 2\dz?2). 6 \dx3) ’
i —_———’ i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma atrasada (em

inglés, Downstream Difference Scheme, DDS) a partir do ponto ¢ através de

A\ "7 @, — @,
— =——+0(h 1.5
(%) — o) (15)
e o erro de truncamento (6 ((5)st> ¢ dado por

AT O i W i SO G )

“\dz o 2 \de?), 6 \da?), 24\da*), T ‘ ‘

Isolando-se a primeira derivada na Eq. (1.3), tem-se

@ — D — @i _|_é d2£ _h72 d3£ + (17)

de ). h 2 \dz? ). 6 \da3), '

i —_——— i %

considerado  desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de primeira ordem de ® é aproximada de forma adiantada (em

inglés, Upstream Difference Scheme, UDS) a partir do ponto i, através de

do\""% @, — @
. = ' h 1.
(%) %o, (15)
e o erro de truncamento é dado por
do\""% h (o) B (dBo\ K [(d
Subtraindo-se a Eq. (1.3) da Eq. (1.2), tem-se que
dd 2h3 (d3® 2h5 (d°®
G- =2h () 22 (22) L2 (22 4 1.1
i ' (dx>i+ 6 <dx3>i+120 (dﬁ)ﬁ (1.10)
ou
a® _M_}ﬁ@ _E@ _ (1.11)
dr ), 2h 6 \da® ), 120 \dz®) " '
i —_— i i

considerado  desprezado (erro de truncamento)

Assim, a derivada de primeira ordem de ¢ é aproximada de forma centrada (em

inglés, Central Difference Scheme, CDS) para o ponto i, através de

CDS
dd b, 1 — D,

e o erro de truncamento é dado por
cDS
dd h? (d*® ht (PP
— =——|— | —— | —] —...=0(h?. 1.13
€<dx>i 6 (dm3>i 120<d$5>i (%) (1.13)

De forma semelhante ao que foi feito na aproximacao da derivada de primeira
ordem, seguem-se de Tannehill et al. (1997), Marchi (2001) e Burden e Faires (2016), as

relagoes para expressar as aproximacoes da derivada de segunda ordem.

Somando-se a Eq. (1.2) e a Eq. (1.3), tem-se

P\ | bt (dB\ KO (d°D
Gy + P =20+ 17 (| + = (5] o o) +--- 114
i1 i = 20 + (dm2>i+12<dx4>i+360<d$6>i+ -0
ou
O\ iy =20+ Py B2 (A h' [dO (1.15)
i)~ e 12\ de* ), 360 \da® ), '

considerado desprezado (erro de truncamento)
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Assim, a derivada de segunda ordem de ® é aproximada de forma centrada com 3
pontos (CDS) para o ponto P, através de

<d2¢>CDS D 20+ Dy

el 2 + O(h?), (1.16)

e o erro de truncamento é dado por

A U s A U A i AN — O(h?). (1.17)
“\da? T 12 \det ), 360 \da® ), 20160 \de® ), T

i

1.2 Notacao esténcil

A notagao esténcil é apropriada para definir um operador diferencial discreto Ly,
em uma malha cartesiana retangular Q. Trottenberg et al. (2001) e Wienands e Joppich
(2005) afirmam que ¢é conveniente usar a terminologia esténcil para descrever fungoes de
malhas do tipo wy : Q" — R e também para facilitar o uso da analise de Fourier local.

Assim, considera-se a funcao de malha
W, - Qh — R

(Q?,y) — wh(x7y>'

Um esténcil geral [Sy, x,]n dado por

S_i1 Soa Sia
[Surmaln =] -+ S_10 Soo S | s Sk €R,
S_1,-1 So—1 Si—1

em que K1, kg € Z indicam as posi¢oes no esténcil, define um conjunto de fungdes de malha

dadas por
[Sma)nwn (2, ) = > wi(@ + Kihe, y + Kohy), (1.18)

R1,k2
em que h, e h, indicam as distancias entre os nds espaciais nas diregoes z e y,

respectivamente.

Aqui, assume-se que somente um nimero finito de coeficientes Sy, ., sdo diferentes

de zero.

Os esténcis mais comuns sao os compactos de cinco pontos e de nove pontos, dados

na malha h, respectivamente por

So,1 S_i1 Sop Sia
5—1,0 50,0 51,0 € 5—1,0 50,0 51,0 . (1-19)
So,—1 S_1-1 So—1 Si-1

h
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Para ilustrar este procedimento, considera-se o operador Laplaciano Lu = —Au =
—(Ugs + uyy). A discretizagio em uma malha Q" : [0, 1] x [0, 1] através do Método das

Diferengas Finitas usando aproximacao de segunda ordem do tipo CDS, conduz a

Lyup(z,y) = —Apup(z,y)
1
= 3 [dup(z,y) — up(x — h,y) — up(z + h,y) — up(2,y — h) — up(z,y + h))
. —1
= 2| ! 4 =1 | up(z,y). (1.20)
—1
h
Assim
1 —1
Lh:ﬁ -1 4 -1
—1

h
representa o esténcil de cinco pontos do operador Laplaciano discreto —Ay,.

1.3 Meétodos iterativos

Os métodos mais comuns usados para resolver sistemas de equacoes lineares sao
os métodos diretos e os métodos iterativos. Os método diretos sdo mais usados para
matrizes de pequeno porte e densas, enquanto que os métodos iterativos sdo mais eficazes
quando aplicados a matrizes de grande porte e esparsas (muitos elementos iguais a zero)
(BURDEN; FAIRES, 2016). Como neste caso a discretizagao é feita através do MDF, as

matrizes obtidas com as discretizacoes possuem como caracteristica a esparsidade.

Os métodos iterativos, ao contrario dos métodos diretos, fornecem a resposta como
uma aproximagao da solugdo, e isso pode ser varidvel. De acordo com Saad (2003),
os métodos iterativos comecam com uma solugdo aproximada dada e modificam as
componentes da aproximacao, uma variavel ou um bloco de variaveis, em uma determinada
ordem, até que um critério de convergéncia seja atingido. Cada uma dessas modificacoes,

chamadas de passos de relaxamento, destina-se a suavizar as componentes do erro.

Considerando o sistema de equagoes lineares dado por
Au = f, (1.21)
com A sendo uma matriz quadrada de ordem n X n e u e f vetores de ordem n, tem-se
apiuy 4+ apus + ... + apu, = f

a1+ agpus + ... 4+ anpu, = fo (1.22)

Ap1U1  + GpuaUs + ...+ GppUy, = fn
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A matriz dos coeficientes A do sistema (1.22) pode ser dividida na forma:
A=—-L+D-U, (1.23)

em que —L é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz A, D é
a matriz formada pela diagonal de A e —U é uma matriz triangular superior formada pela

parte superior da matriz A.

1.3.1 M¢étodo de Jacobi

Seguindo Ruggiero e Lopes (1996), Saad (2003) e Ferziger e Peric (2002) e
considerando a matriz D nao singular, ou seja d;; # 0 Vi, pode-se reescrever o sistema

linear dado na Eq. (1.21) na forma

(-L+D—-U)u=f
Du=(L+U)v+f. (1.24)

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximacao, o

procedimento que caracteriza o método de Jacobi na forma matricial é dado por

v =D YL+ U +D7'f. (1.25)

1.3.2 Método de Gauss-Seidel

Da mesma forma que o método de Jacobi, considerando-se a matriz D nao singular,

pode-se escrever o sistema linear dado na Eq. (1.21) na forma

(—L+D—-U)u=f,
(—L+D)u=Uu+f.

Isolando-se u na iteragao atual e considerando-se v como sendo sua aproximacao, o

procedimento que caracteriza o método de Gauss-Seidel na forma matricial é dado por

v = (~L+ D)'Uv” +(~L+ D) 'f. (1.26)

Nos procedimentos descritos anteriormente, para Jacobi e Gauss-Seidel, a matriz de
iteracao é constante ao longo do processo iterativo. Os métodos iterativos que possuem esta
propriedade sdo chamados métodos iterativos bésicos ou estacionarios (TROTTENBERG
et al., 2001).

1.3.3 Ordenacdo das atualizacdes das incégnitas

A eficiéncia destes métodos iterativos estd fortemente ligada & ordenagao em que

as incégnitas sao determinadas ou atualizadas. As ordens mais comuns sao a ordenagao
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lexicografica (Lex) (Fig. 5), a ordenagao red-black (RB) (Fig. 6) e algumas variantes, como
a ordenacao de varredura para os métodos de suavizacao por blocos gerando os métodos
por linhas (Fig. 7), zebra (Fig. 8), entre outros (WESSELING, 1992; TROTTENBERG
et al., 2001; WIENANDS; JOPPICH, 2005). Um dos objetivos das ordens de atualizagao

coloridas (ou zebras) é possibilitar o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis.

® ®

ONONONONONONO
® ®

66 6 6 6
ONONONONONONO
®6e 66 6 66 6 6

& 6 6 6 6 G
56 6 6 6 6 6

©,

Figura 5 — Ordenacao lexicogréafica para atualizacao das incognitas.

e FO 6
oM E @ @
O R OEEO
®® R O @
OF OH®H O
ENCNNNCETMNGNE
O OEH OO

@
®

Figura 6 — Ordenacao red-black para atualizacao das incognitas: () red e (OJ) black.
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©)
O ® |© © |® & |
O ® |© © |® & |
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(a) Linha horizontal.

©® 6 6 6 6 6 ©
© e e @

® 6606 6 6 @
® 6 6 6 & 6 ¢
® 666 6 6 @

® @ 6 6 6 e 6
Q0 0 0 0 o @

(b) Linha Vertical.

Figura 7 — Ordenacao para atualizagdo das incégnitas com um método linha.

1.4 Meétodos para a aproximacao temporal

Dado um Problema de Valor Inicial (PVI)
du _
dt (1.27)
u(x,y,to) = ul

com u e f fungoes das varidveis (z,y,t), em que [z, y] estd contido em um dominio espacial,
t € [to, tf], em que t, representa o tempo inicial e ¢; o tempo final, u° é a condigao inicial

(fungao das varidveis espaciais x e y). Nesta tese, as condigdes para existéncia e unicidade
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(a) Zebra horizontal.
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® @] |l |® @
® @] |l |® @
@ @ 1] [©) @)
(b)OZebraoVerti;al.

Figura 8 — Ordenacao para atualizacdo das incognitas com um método zebra.

da solugao sao garantidas, ver (BURDEN; FAIRES, 2016). Observa-se que a derivada
temporal é ordindria, pois apesar de depender dos valores espaciais (x,y), consideram-nos

conhecidos durante o calculo da variavel temporal.

1.4.1 Formulacoes temporais de EDPs

Maliska (2004) relata que uma formulagao é dita explicita a um passo de tempo

quando todas as incognitas vizinhas ao ponto ¢ sao avaliadas nos passos de tempo anteriores
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e, portanto, ji sdo conhecidas, como mostra a Fig. 9(a).

Uma formulagao é dita totalmente Implicita a um passo de tempo quando todas as
incégnitas vizinhas ao ponto ¢ sdo avaliadas no passo de tempo atual e, portanto, ndo sao
conhecidas em sua totalidade (depende da ordenacao de atualizacdo das incognitas), como

mostra a Fig. 9(b).

A formulagao implicita a um passo de tempo ocorre quando as incognitas vizinhas

ao ponto i sdo avaliadas nos passos de tempo atual e anterior, como mostra a Fig. 9(c).

) 7 141
° ® ® m+1
[ ; m
1—1 { 1+ 1
(a) Formulagao Explicita.
1—1 7 141
® > @< ® m+1
—® I —® m
1—1 l 1+1
(b) Formulagdo Totalmente Implicita.
1—1 7 141
> @< ® m+1
. . . m
1—1 1 t+1

(c¢) Formulagao Implicita.

Figura 9 — Conexao espacial e temporal em um ponto ¢ com formulacdes Explicita,
Totalmente Implicita e Implicita (MALISKA, 2004, p. 39).
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1.4.2 Método de Euler

O método de Euler consiste em obter uma aproximagao para a solugao u(t) de (1.27)
de forma discreta em diversos valores no intervalo [to, 7], chamados pontos de malha. Para
isso, estipula-se que os pontos de malha tém distribuigao uniforme no intervalo [to,ts],

seleciona-se um ntmero positivo inteiro N; e os pontos de malha (em t) sdo dados por
tmi1 =to+ (m+1)7 paracadam=0,1,..., N, — 1. (1.28)

ty —t
I "0 ¢ chamada de tamanho do passo de tempo.

A distancia entre os pontos 7 =
t

Seja u(t) a tnica solugdo da Eq. (1.27), com duas derivadas continuas em [to, tf],

de modo que sua expansao em série de Taylor para cada m =0,1,..., N, — 1 é dada por
d 72 d?
u(tmer) = ultm) + 7 ultn) + o 25 u(l), (1.29)

para algum &, € (to,ty).

Considerando-se v uma aproximagao para u, o método de Euler constréi v ~ u(t,,)
2 12

para cada m = 0,1,..., N, — 1 ao desconsiderar os termos Eﬁu(flﬂ), de segunda ordem
de aproximagao em 7. Dessa forma, o método de Fuler Implicito (primeira ordem de
aproximagcao no tempo) é dado por

W0 = 40
para cada m =0,1,..., N, — 1. (1.30)
VL= g 7 0 g )

Esse método é chamado de método de Fuler Implicito, pois para obter o valor de

™+ sdo necessérios valores relacionados aos passos de tempo m e m + 1. Se para obter
o valor de v™*! utilizar apenas valores relacionados ao passo de tempo m + 1 o método
de Euler é dito método de Euler Totalmente Implicito e se sao necessarios apenas valores
relacionados ao passo de tempo m o método de Euler é dito método de Euler Explicito

(BURDEN; FAIRES, 2016; HIRSCH, 2007).

O método Explicito é condicionalmente estavel, ou seja, converge quando satisfaz
um critério de convergéncia (BURDEN; FAIRES, 2016) que relaciona o tamanho
da discretizacao espacial ao tamanho do passo temporal. Os métodos Implicitos e
Totalmente Implicitos sao incondicionalmente estéveis, ou seja, independem do tamanho
da discretizagao espacial e do tamanho do passo temporal (BURDEN; FAIRES, 2016;
STRIKWERDA, 1989).

1.4.3 Meétodo de Crank-Nicolson

De acordo com Tannehill et al. (1997), Burden e Faires (2016), Strikwerda (1989) e

Hirsch (2007), o método de Crank-Nicolson (CN) é um método incondicionalmente estavel,
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ou seja, a sua convergéncia nao depende da relagao entre o tamanho do passo de tempo e

o tamanho da discretizagao espacial e possui segunda ordem de aproximacao temporal

(O(7?)).

Considerando por exemplo a Eq. (1.27), o método de CN consiste em fazer

)

UO 0
m:0,17-~-aNt_1’ <131)
{ " = 0™ £ T (0™ ) + f(07 )]

em que os subindices m+1 e m indicam os passos de tempo atual e anterior, respectivamente.
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2 Método multigrid

Quando o problema proposto é discretizado e resolvido em apenas uma malha,
diz-se que este problema esta sendo resolvido com o método singlegrid. Se usar duas
malhas para resolver o problema, diz-se que esta sendo usado o método de duas malhas
(ou two-grid). Porém, com o uso de trés ou mais malhas para a solugdo do problema, diz-se

que esta sendo usado o método multigrid.

O método multigrid ¢ uma técnica eficiente para acelerar a suavizagdo das
fortes oscilagbes do residuo usando um método de relaxagao (método iterativo bésico).
Proposto originalmente por Fedorenko (1964), esse método é atualmente muito utilizado
para acelerar a convergéncia de sistemas de equagoes do tipo Au = f. O principio
de funcionamento desse método esta fortemente relacionado ao comportamento de
convergéncia dos métodos iterativos basicos (Gauss-Seidel e Jacobi, por exemplo). Esses
métodos apresentam propriedades de suaviza¢ao dos erros de alta frequéncia (componentes
oscilatérias), enquanto as baixas frequéncias sdo mantidas praticamente inalteradas. Assim,
nas primeiras iteragoes reduzem-se rapidamente as componentes oscilatérias do erro e a
medida que esse niimero vai aumentando, o erro comeca a cair mais lentamente, indicando
a predominancia das componentes suaves (BRANDT, 1977; STGuBEN; TROTTENBERG,
1981; WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Assim, o
método multigrid consiste no uso de discretizagao do problema em diversas malhas, ou
seja, apos a suavizacao das componentes oscilatérias em uma malha fina, as componentes
dos erros (suaves) sao transferidas para uma malha mais grossa, tornando-se oscilatérias.
Esse processo pode ser repetido até a malha mais grossa possivel e faz com que o método
iterativo usado nao perca a eficiéncia, pois agird sempre nas componentes oscilatéria dos

eIrros.

Como dito anteriormente, o método multigrid geométrico utiliza-se de informacoes
das malhas consideradas na discretizacao do problema, o que significa que ele é recomendado
para problemas em malhas estruturadas. Como neste trabalho serao usadas apenas malhas

estruturadas, o método multigrid geométrico sera a ferramenta de trabalho adotada.

2.1 Caracterizacao do método multigrid

A ideia principal do método multigrid consiste em usar uma discretizacao de malha
adequada para que, usando um suavizador (Gauss-Seidel, Jacobi, ...), as componentes
oscilatérias do erro sejam suavizadas rapidamente nas primeiras iteragoes. Apos a
suavizacao, o método multigrid procura trabalhar com uma sequéncia de malhas cada

vez mais grossas, de tal forma que os comprimentos de ondas do erro, que sao longos em
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malhas finas, sejam transformados em curtos em malhas mais grossas, tornando-se mais

oscilatoérios, situacao na qual as componentes do erro sao suavizadas mais rapidamente.
A razao de engrossamento entre as malhas ¢ é dada por

=2 (2.1)

q

em que hy e hy sao o tamanhos dos elementos da malha consecutivamente mais grossa e
fina, respectivamente. A Fig. 10 mostra uma sequéncia de trés malhas bidimensionais (Q",

0" e Q%) com razdo de engrossamento padrido q = 2.

Qh QQh Q4h

—s k——— e
h 2h 4h

Figura 10 — Sequéncia de 3 malhas bidimensionais e uniformes com engrossamento padrao.

2.1.1 Analise de convergéncia

Seja o sistema linear na forma
Au = f. (2.2)
Supondo que este sistema tenha uma tnica solugdo e que v é uma aproximacao
para u, pode-se definir duas medidas importantes de v como aproximacao de u.

Definicao 2.1. O erro (ou erro algébrico) é dado por:

e=u—nu. (2.3)

Porém, o erro de uma solu¢cdo numérica é inacessivel quando nao se conhece a
solucao analitica. Assim, uma medida calculavel para verificar o quanto v se aproxima de

u é o residuo.

Definigao 2.2. O residuo da Eq. (2.2) para uma aproximacao v é dado por

r=f— Av. (2.4)
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Como a solugao aproximada v é obtida através de um processo iterativo, pode-se

escrever o erro e o residuo em funcao da iterada atual v, respectivamente, como

e’ =u—v", (2.5)

r’ = f— AvY, (2.6)

sendo que a magnitude de ambos pode ser medida pelas normas vetoriais conhecidas

(BURDEN; FAIRES, 2016).

Uma importante relagdo entre erro e residuo é mostrado em Briggs et al. (2000),

através da expressao

1 1l

el _ lell
< < cond(A) , (2.7)
cond(A) |[fI| ~ Jull A1)
com cond(A) = ||A|| - |]A™!|| sendo o niimero de condicionamento da matriz A.

Observe que, pelas inequagoes (2.7), ||r|| = 0 implica em ||e|| = 0 somente se
cond(A) é pequeno, ou seja, proximo da unidade (cond(A) = 1). Neste caso, diz-se que a

matriz A é bem condicionada.

A partir das Eqs. (1.25) e (1.26) pode-se construir o método iterativo dado por
v = Sv¥ + g, (2.8)

em que v é uma aproximagao para a solucao desejada. Nota-se que S dependera do método

iterativo utilizado.

Defini¢ao 2.3. O método iterativo v**1 = Sv” + ¢ é chamado de convergente se e somente
se lim [[S]]" =0
V—00

Definicao 2.4. O fator de convergéncia do método iterativo dado na Eq. (2.8) é

p(S) = maz|A(S)].

Na defini¢ao 2.4, A(S) representa os autovalores da matriz S e o fator de convergéncia
p (méximo autovalor,em moédulo, de S) é também chamado de raio espectral da matriz S.

Este p indica a pior reducao do erro com o passo iterativo (BRIGGS et al., 2000).

Teorema 2.1. O método iterativo v* ! = Sv” + g é convergente se e somente se p(5) < 1.

Prova: ver Burden e Faires (2016).

O raio espectral ou fator de convergéncia pode ser aproximado numericamente

como descrito em Janssen (1997, p. 43) por

ver _ Nl

[le”]]

p : (2.9)
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O mesmo autor comenta que se usar o residuo ao invés do erro na Eq. (2.9), os

resultados serao semelhantes.

O fator de convergéncia médio pode ser definido como a média geométrica dos

fatores de convergéncia de (2.9). Assim,

o = %(1) p@ L pm) (2.10)

em que n representa o nimero de iteradas ou ciclos multigrid realizados.

2.1.2 Analise de erros

Para uma analise do comportamento dos erros, Briggs et al. (2000) afirmam que é
suficiente utilizar o sistema homogéneo Au = 0. Neste caso, tem-se a vantagem da solugao

exata (u = 0) ser conhecida e o erro da aproximagao dada por v é simplesmente —uv.

Para facilitar os calculos, considera-se aqui o caso unidimensional da equacao de
Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet com estimativa inicial, ou modos de Fourier,
dada por v; = sen (%), 1<j<N—-1ek<N-—1,em que v é uma aproximacao da
solucao u, N é o numero de pontos da discretizacao, k ¢ o nimero de em que ou modos de

Fourier e 5 é a componente do vetor v.

Definicao 2.5. Os modos de Fourier localizados na metade inferior do espectro, com
1<k< %, sao chamados de modos de Fourier de baixa frequéncia ou modos suaves. Os
modos de Fourier localizados na metade superior do espectro, com % <k<N-—-1,sa0

chamados de modos de Fourier de alta frequéncia ou modos oscilatérios.

A Fig. 11(a) e a Fig. 11(b) mostram os efeitos do engrossamento de malhas para
suavizar os modos de Fourier. Observa-se que o nimero de ondas k£ permanece inalterado,
enquanto que o numero de pontos é reduzido, fazendo com que a onda torne-se mais
oscilatéria (§ <k < N —1).

Ao se projetar um modo suave com niimero de ondas 1 < k < % da malha fina
Q" para a malha grossa Q%" transforma-se o modo em oscilatério (BRIGGS et al., 2000;
TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992). Por isso é recomendével transferir o
problema de relaxacao para a malha grossa apods a suavizagdo dos erros oscilatérios, pois
14 os modos de erros suaves se apresentarao mais oscilatorios, e o processo de relaxacao

serd mais eficiente.

Com essa filosofia para suavizar os erros de baixa frequéncia com o uso de malhas
mais grossas, o método multigrid possui uma taxa (ou fator) de convergéncia ideal
(tedrica) que independe do tamanho da malha, isto é, independe do nimero de pontos da
discretizagao da malha (FERZIGER; PERIC, 2002; ROACHE, 1998). Para obter um bom
desempenho do método multigrid, devem-se usar diversos niveis de malhas (TANNEHILL
et al., 1997; PINTO; MARCHI, 2007).
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‘ Qh.

(a) k = 4 ondas sobre a malha com N = 12 pontos.

0 1

Q2h

\?/)) 41 \5/6.]

(b) k =4 ondas sobre a malha com N = 6 pontos.

5
0 1

Figura 11 — Numero de ondas k = 4 sobre uma malha fina com N = 12 pontos e sobre
uma malha grossa com N = 6 pontos (BRIGGS et al., 2000, p. 32).

2.2 Operadores de transferéncia entre malhas

Os elementos essenciais do método multigrid sao os operadores de restri¢ao (I ,%h) e
de prolongacgao (Igh). Com o problema representado em uma malha fina (Q") é necessario
transferir as informacoes para as malhas mais grossas (Q%, Q%" .. .). Isto é feito por um
operador chamado operador de restricio. Para fazer o caminho contrario e transferir as
informacoes das malhas grossas para as malhas mais finas, faz-se necessario um operador

chamado operador de prolongacao.

Nas figuras deste capitulo, o simbolo (e) representa os nés que pertencem a ambas
as malhas, o simbolo (o) representa os nés que pertencem apenas a malha fina e os nimeros

(ao lado das setas) representam os pesos atribuidos a cada tipo de restrigdo ou prolongagao.

2.2.1 Operadores de restricao

O operador de restrigao (] ,%h) é responsavel por transferir informagoes (residuo
e/ou solucio) de uma determinada malha Q" com discretizacio de malhas de tamanho h
(em todas as direcdes espaciais), para a malha mais grossa Q%" com 2h. A restrigao pode
ser por Injecao (Inj), por meia ponderagao (HW), por ponderagdo completa (FW), entre
outros (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001; HORTON; VANDEWALLE,
1995).

O operador de restricao por injegao (I }%h)l _apenas transfere a informagao de um

nj
ponto na malha fina em seu correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 12(a) e a
Fig. 12(b) ilustram este procedimento para os casos unidimensional (1D) e bidimensional

(2D), respectivamente.

Por exemplo, no caso 2D, o residuo calculado pelo operador (I ,%h)l ~na malha
nj
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1 \ % \ Qh

® ® ® ® ®()2h

(a) Problema 1D.

(b) Problema 2D.

Figura 12 — Operadores de restricao por injecao 1D e 2D.

grossa, ¢ dado por

ran(ey) = (B, rale,y)
= ry(z,y). (2.11)

Em notacao esténcil, tem-se

2h
000
2h _
(17 )W— 010 (2.12)
000],

O operador de restricdo por meia ponderacao (I}%h>HW, no caso 2D, utiliza as
informagoes dos 4 pontos mais proximos ao ponto calculado na malha fina para o

correspondente ponto na malha mais grossa. A Fig. 13 ilustra esse procedimento.
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Qh

QQh

Figura 13 — Operador de restricio por meia ponderacao.

O residuo para o caso 2D, por exemplo, calculado pelo operador (I %h)HW na malha

grossa ¢ dado por

ran(ey) = (L"), ra@,y)

= ; [rn(z,y) +ra(z,y = h) +ra(@ = hyy) + (@ + hy) +ra(z,y + )] (2.13)

Em notacao esténcil, tem-se

2h
010
(72") My (2.14)
h'Jgw — 8
010
h

O operador de restricdo por ponderagao completa ([ §h> o utiliza informacoes de
todos os pontos vizinhos ao ponto calculado na malha fina para o correspondente ponto
na malha grossa. A Fig. 14(a) e a Fig. 14(b) ilustram este procedimento para os casos

unidimensional (1D) e bidimensional (2D), respectivamente.

Por exemplo, o residuo para o caso 2D calculado pelo operador (I ,%h)FW na malha

grossa ¢ dado por

ran(ey) = ("), (. 9) (2.15)

1
= E{erh(%,y) +2[rn(z,y — h) +ru(x — hyy) + ra(z + hyy) + oz, y + 1)) +
—i—rh(x—h,y—h)—|—rh(x+h,y—h)—l—rh(x—h,y—i—h)—l—rh(x—l—h,y—i—h)}
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Qh
1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 4 4 2 4 4 2 4
® ® ® 0O2h
(a) Problema 1D.
Qh
QQh

(b) Problema 2D.

Figura 14 — Operadores de restricdo por ponderacdo completa para os casos 1D e 2D.

Em notacao esténcil, tem-se

121

2h _

(12 )FW_16 24 2| . (2.16)
121
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2.2.2 QOperadores de prolongacio

O operador de prolongacao (ou interpolagdao) I5 é responsavel por transferir
informagao (correcio) de uma determinada malha grossa Q%" com discretizacdo de malhas
de tamanho 2h, para a malha fina Q" com malha de tamanho h. A prolongacio pode ser
por interpolagdo linear (para o caso 1D), bilinear (para o caso 2D), entre outras. Para esses
operadores serao empregados Hackbusch (1985), Wesseling (1992), Briggs et al. (2000) e
Trottenberg et al. (2001).

A interpolacio linear da correcio pelo operador I}, da malha grossa para a malha

fina, no caso 1D (Fig. 15), é dado por

' 3 O O o QOh
L3/ 3\l /2 3\!
Q2h

Figura 15 — Operador de interpolacao linear para o caso 1D.

Uh(x) = ]ghvgh(l‘)
_ slvon(z — h) 4 van(x 4+ h)]  para o 217
U2h(:v) para e
Em notacao esténcil, tem-se
1 h

Para o caso 2D, usa-se um operador de interpolacio bilinear 1%, (Fig. 16). Nesse
caso, a interpolagao bilinear da corregio pelo operador 1%, da malha Q?" para a malha Q"

(Fig. 16(a) a 16(d)) ¢ dado por

Uh(xay) = [éthQh(xay)>
U2h<xay)
1 —h h
’Uh(ﬂ?,y) _ Q[UZh(x ,y)+U2h($+ >y)] (219)

%[UQh(lL‘, y—h) +vop(x,y + h)]
Hvon(x = hyy) + vz + h,y) + var(z,y — h) 4 vop(, y + h)]
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Qh

QQh

(a) Injecao direta.

(c) Interpolagdo linear na direcao y.

(d) Interpolagdo bilinear.

Figura 16 — Operador de Interpolagao bilinear para o caso 2D.
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Em notacao esténcil, tem-se

Ithl

2h — = (2.20)

—_ N
N = DN
— N

2h

2.3 Esquema de correcao e ciclos

Neste trabalho o método multigrid foi implementado utilizando o esquema de
corre¢ao (em inglés, Correction Scheme, CS). De acordo com Briggs et al. (2000), o

esquema CS é mais indicado para problemas lineares.

A filosofia do esquema CS pode ser representada pelo seguinte procedimento:

e Suavize Au = f na malha mais fina Q" para obter uma aproximacio v".

e Calcule o residuo r = f — Av".

Suavize a equacao residual Ae = r em 2" com estimativa inicial e = 0 para

obter uma aproximacao para o erro e2",

e Corrija a aproximacao obtida em " com o erro estimado em Q2" v" «— v 4 €%

Esse procedimento expde um esquema CS para o caso de duas malhas, porém a

mesma ideia pode ser estendida para o nimero de malhas que se queira.

A sequéncia com que as malhas sdo percorridas dé origem aos chamados ciclos de
suavizagao. Wesseling (1992), Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001) apresentaram
a generalizacao dos ciclos V', F' e W como parte de uma familia ciclos chamada de p-

ciclo. As Fig. 17(a), Fig. 17(b) e Fig. 17(c) ilustram cada um desses ciclos V, F' e W,

respectivamente.

O nimero de suavizagoes, ou iteragdes do suavizador (v), geralmente depende
do suavizador e nao precisa ser necessariamente o mesmo em todos os niveis de malha,
tanto no processo de restricdo quanto na prolongacao. Define-se como v o ntimero de
suavizagoes realizadas quando ocorre o processo de restrigao (pré-suavizagdo) e v 0 nimero
de suavizagoes realizadas quando ocorre o processo de prolongagao (pés-suavizacao). Briggs
et al. (2000) afirmam que para problemas que nao apresentam dificuldades de convergéncia,

sao empregadas entre 1 e 3 suavizagoes.

O algoritmo 1 mostra um esquema para o ciclo V ou o ciclo W. Se u = 1 o algoritmo
1 realiza um ciclo V e se p = 2 realiza um ciclo W. O algoritmo 2 mostra um esquema

para o ciclo F.
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QQh
\ / \ Restrigao
\ Q4h
/ Qsh / Prolongacao
\/ QlGh

\ /\ / - \ Restricio

Q4h

/ \ o/ - / Prolongagao
W VA VAR

(b) Ciclo F.

QZh
‘/\ j \ Restrigao

04h

VA IV A D
wWwW WW

(c) Ciclo W.

Figura 17 — Estrutura dos ciclos V., F' e W. O simbolo (e) representa suavizagdo e o

simbolo (o) a solugao exata.
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Algoritmo 1: MG-p-ciclo ()

if [ = L,,4: € 0 nivel de malha mais grossa then
Resolva o sistema A;p® = f® na malha grossa 02,

else
Suavize vy vezes 4w = f® na malha Q
Calcule e restrinja o residuo: f+0) = 127, (fO — Ap®).
for ciclo=1:pu do

Resolva no préximo nivel: M G-p-ciclo (I + 1).

end for

Corrija usando interpolacao: v «— v® + Igf;lhv(l“).
20=1h

2l=1p

Suavize vy vezes Ajv® = f® na malha
end if

Algoritmo 2: MG-Ciclos-F (1)
if | = L,,4: € o nivel de malha mais grossa then
Resolva o sistema A;p® = f® na malha grossa 02,
else
Suavize vy vezes Av® = fO na malha Q¥ 7.
Calcule e restrinja o residuo: f¢+9 = 127, (fO — Ap®).
Resolva no préximo nivel: MG-Ciclos-F (I + 1).
Corrija usando interpolacao:v® « v® + Igf,:lhv(l“).
Suavize vy vezes Av® = fO na malha Q2 7.
if [ #1 then
Resolva no préximo nivel: M G-p~ciclo (1) usando o algoritmo 1 e p = 1.
end if
end if
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3 Modelos matematicos e numeéricos

Neste capitulo apresentam-se os modelos matematicos e numéricos para o problema

da difusao de calor (equagdo de Fourier).

Para os modelos numéricos, as aproximagoes espaciais sao feitas através do Método
das Diferengas Finitas (MDF) e a aproximacao temporal é feita com os métodos de Euler
ou Crank-Nicolson (CN).

3.1 Modelo matematico

O modelo matematico para o problema da difusao de calor dependente do tempo

(regime transiente) é representado pela equagao do calor (EDP parabdlica)

ou

no dominio espacial dado por Q C R¢, com d € {1,2}. Nesta notacio 1 = x e x5 = v,

o operador Laplaciano d-dimensional é dado por A = Zd: 3; e o intervalo de tempo ()
considerado é (0,%y]. o
Supoe-se a condicao inicial dada por
d
u(x,0) = [[ sin(rz;),x € Q, (3.2)

i=1

comx=x3eQ=][0,1]sed=1oux=(x1,22) e Q2 =1[0,1] x [0,1] se d = 2. As condi¢oes

de contornos sao do tipo Dirichlet, ou seja,

u(x,t) =0, xe€0Q, 0<t <ty (3.3)
O termo fonte é dado por
d
f(x,t) = (dr* = e " [[ sin(rz;), xe€Q, 0<t<ty, (3.4)
i=1
e a solugao analitica é

d
u(x,t) =e [ sin(rz;), ze€Q, 0<t<ty. (3.5)
i=1
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3.2 Modelo numérico

Para o modelo numérico, considera-se o modelo matematico apresentado na secao
3.1 e v como sendo uma aproximacao da solucao analitica u. Discretiza-se o dominio
espacial através do MDF com aproximacao espacial do tipo CDS, como descrito na sec¢ao
1.1. Faz-se a aproximacao temporal e a conexao espacial e temporal usando um método
de discretizacao implicita (secao 1.4), como por exemplo neste caso, os métodos de Euler

Implicito e de Crank-Nicolson.

Para o caso do método de Euler, considerando-se d = 1 e discretizando a Eq. (3.1)

tem-se +1 +1 +1 +1
m m m m m
Uy — v Vi — 20; + Vit m+1 36
- 2 _'_ fz I ( . )
T h

ou

T

m+1l _ ..m m+1 m—+1 m+1 m+1

em que ¢, 1 — 1 e ¢ + 1 indicam a discretizagao espacial, m + 1 e m indicam os passos de
tempo atual e anterior, respectivamente. O tamanho do passo de tempo é dado por 7 e o

comprimento da discretizacao espacial é dado por h.

Observa-se que os coeficientes da Eq. (3.7) dependem de um pardmetro que leva
em consideragdo o tamanho do passo do tempo (7) e o quadrado do comprimento da
discretizagao espacial (h). Esse parametro é chamado de fator de anisotropia (HORTON;
VANDEWALLE, 1995) e é dado por

A= (3.8)

Substituindo A e reorganizando os termos semelhantes na Eq. (3.7), tem-se com o

método de Euler

(1+2X) v = v + A (vi_J{l + vff{l) + T fr (3.9)

Para o Método de Crank-Nicolson (CN), a Eq. (3.1) é discretizada da seguinte

forma

ottt g1 (ot = 2t ! 1 (v;n L= 20" ol
T 2

7 7 7 i+1 m—+1 m
L ) T ) (310)

reorganizando os termos, tem-se com o método de CN

A
(LA o = 2 (o ol oty o) + L= N o+ 2 (7 0. (31

2

Para associar os métodos de Euler Implicito e o método de Crank-Nicolson usou-se

um esquema chamado de esquema 6. Esse esquema associa o parametro de mistura (6)
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2z

aos esquemas de Euler Implicito e de Crank-Nicolson conforme indicado na Eq. (3.13) e é

definido na forma

A P ot — 2t gt oty — 20" 4 ol
[ [ 0 i—1 ;LQ i+1 + on+1 4 (1 _ 9) ( 1—1 h; i+1 + fzm) 7

(3.12)
emque 0<f<1le

1
b1 3 método de Crank-Nicolson ' (3.13)
L,

método de Euler

Assim sendo, a Eq. (3.12) pode ser reescrita como

(1+2X0) v = A0 (v + ol ) +r0f  HA1=0) (0] — 20" + o]ty ) +ol 47 (1 - 6)
(3.14)

O operador discreto para a equacao do calor 1D usando o esquema 6 pode ser

escrito em notacao esténcil da seguinte forma

0 0 0
Y 1+ 200 VI (3.15)
A1—0) 2M1—60)—1 —A(1—0)

Nota-se que com # = 1 esse esténcil representa o método de Euler implicito e se § = 1

2
representa o método de Crank-Nicolson. Como esse é um esténcil espago/tempo e o
problema ¢é unidimensional, em cada linha representa-se a evolugao no tempo (de baixo
para cima) e em cada coluna, a discretizagdo no espago (da esquerda para a direita), por

isso e pelo fato de ndo usar passos de tempos futuros, a primeira linha é nula.

Considerando-se d = 2 e discretizando a Eq. (3.1) considerando o comprimento das

discretizagoes espaciais nas diregoes x e y iguais a h, = h, = h, tem-se

m m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
v 20,57 + v v 20,5 + v

m+1 v v o -
4, by _ i—lyg 0,J i+17j_i_ 4,j—1 t,j+1 + m+1 (3 16)

T h? h2 ij

considerando o fator de anisotropia A dado na Eq. (3.8) e reorganizando os termos, tem-se

(140 = oy + Aoty + ot ot h + ot + (3.17)

Usando o método de Crank-Nicolson, a Eq. (3.1) para o caso bidimensional é

discretizada da seguinte forma

m+1 _ . m m+1 m~+1 m+1 m+1 m+1 m+1
Va T LUt T2 R U T 20 TG |
T h2 h2 2¥]

m m m m m m
Uity 200 il U 20 Ao,

o o (3.18)

N~ N
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Reorganizando os termos, fica

(L2205 = 3 ot + o ol + o] +

>\ m m m m
+§ {Ui,j—l T U T Vi T Ui,j—f—l] + (3.19)

+[1—2A]v§j}+g[ m g fm.

Para associar os métodos de Euler Implicito e o método de Crank-Nicolson usando
o esquema 6, usam-se os valores de ¢ descritos na Eq. (3.13) e faz-se na Eq. (3.18) a

seguinte alteragao

m+1 _ m m+1 _ o, m+1 m+1 m+1l _ o, m+1 m+1
Yij Yij _ g |Yizli 2055 + it 4 gt 205"+ Vi Lopm|
T h2 h2 4,
m _ m m _ m m
(1—0) Uity — 207 + ol N Vi = 200 0l L fm (3.20)
h2 h2 2V :

Reorganizando os termos, tem-se

(1+4X0) o5 = M [Um%rl 4yl _|_Ulﬂl-§1-1]+vm+l}+

i,j—1 i—1,5 3,j+1
+A(1—9) [Uz',j—l T T U T U;jlj-&-l} + (3.21)
L= AN = O]+ 7 [0F T+ (1 0)f7]

O operador discreto para a equacao do calor 2D usando o esquema 6 pode ser

escrito em notagao esténcil da seguinte forma

0 —A(1—0) 0 0 -X 0 000
“AM1=60) AA1—0)—1 —A1—=0) | | =X\ 14430 —X0 | |0 0 0|]. (3.22)
0 —A(1-106) 0 0 -X 0 00 0

Nota-se que com 6 = 1 esse esténcil representa o método de Euler implicito e se 6 = %
representa o método de Crank-Nicolson. Neste caso, cada um dos esténcis representa as
posicgoes espaciais para um passo de tempo, por isso o esténcil da direita é nulo. Assim,
em cada esténcil os termos da esquerda para a direita representam a direcao x e de baixo

para cima representam a direcao y.
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4 Meétodos de solucao

Neste capitulo serdo descritos os métodos (ou técnicas) Time-Stepping, Waveform

Relaxation e Space-Time, usados para a solucao de EDPs parabdlicas.

Por simplicidade, para a descri¢ao dessas técnicas, segue-se como base o problema
modelo padrao para classe de EDPs parabélicas, dado pela equagao do calor (ou equagao
de Fourier) bidimensional descrita na Eq. (3.1) como

ou 0*u 0*u

Este problema combina caracteristicas de EDPs elipticas estacionarias para o caso
de se considerar um passo de tempo fixo (gerando o método Time-Stepping), equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) transientes para o caso de se considerar um ponto espacial
fixo e todos os passos de tempo (gerando o método Waveform Relazation) e uma descri¢ao
espago-tempo com suavizador por pontos (gerando o método Space-Time). Seré exposta

também a descricao do método Waveform Relazation para o problema da poroelasticidade.

4.1 Método Time-Stepping

Segundo Tannehill et al. (1997) alguns estudos tém dado énfase para algoritmos
que tratam a equacao parabodlica como uma sequéncia de equacoes elipticas em cada passo

de tempo. Este método é chamado de método Time-Stepping.

Nesse método, resolve-se o sistema discretizado em cada passo de tempo de forma
consecutiva até o passo de tempo final. Assim, em cada passo de tempo, pode-se usar algum
método para o problema estacionario. Com isso, a estrutura do sistema a ser resolvido é
correspondente a discretizacao de EDPs elipticas (TANNEHILL et al., 1997; BURDEN;
FAIRES, 2016; LENT, 2006; HIRSCH, 2007).

A principal caracteristica do método Time-Stepping é mostrado na Fig. 18, retirada
de (VANDEWALLE, 1993, p. 18). Em cada passo de tempo é usada a solu¢do do
passo de tempo anterior como estimativa inicial e resolve-se o sistema de equagoes
correspondente no passo de tempo atual, considerando-se um sistema estacionario. Com isso,
esse sistema de equagoes diferenciais parciais parabdlicas pode ser comparado as equagoes
diferenciais parciais elipticas, para as quais o método multigrid é comprovadamente eficiente
(WESSELING, 1992; BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Dessa forma,
na programacao do método Time-Stepping deve-se fazer um lago externo para os passos de
tempo (m + 1), até o niimero de passos de tempo Ny, e um lago interno para as variaveis

espaciais (h ou 4, j). Esse procedimento é especificado através do algoritmo 3.
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Figura 18 — Procedimento de atualizagdo das incognitas no método Time-Stepping
(VANDEWALLE, 1993, p. 18) para o caso 2D.

Algoritmo 3: Método Time-Stepping em uma malha

Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
for m=1:N; do
while Nao alcancar algum critério de parada do
Suavize o sistema correspondente no passo de tempo m + 1.
end while
end for

Devido a caracteristica do método Time-Stepping, para os casos em que se usa
th

com [ = 2Umax=1) " em que Ly ¢ 0 niimero maximo de malhas a serem utilizadas, sdo

a técnica multigrid, além da malha fina Q" as malhas mais grossas 2", Q% ...

Y Y

discretizadas apenas nas varidveis espaciais, ou seja, em cada passo de tempo fixo. Por
exemplo, considerando-se a discretizacdo das varidveis espaciais z,y na malha Q" com
33 x 33 pontos, as malhas mais grossas 22", Q" Q8" ¢ Q6" terdo 17 x 17,9 x 9, 5 x 5 e

3 x 3 pontos, respectivamente.

Pode-se especificar o método multigrid com os ciclos V (v, vs), F(v1, v2) ou W (vy, 1)
para o método Time-Stepping através do algoritmo 4. A sigla MG-ciclo representa
qualquer um dos ciclos (V, W ou F) definidos anteriormente nos Alg. 1 e Alg. 2. A partir

de agora, tal simbolo serd usado nesses algoritmos.
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Algoritmo 4: Método Time-Stepping - multigrid
Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
form=1:N,do
while Nao alcancar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1).
end while
end for

4.2 Método Waveform Relaxation

O método Waveform Relaxation é um método iterativo continuo no tempo e foi
desenvolvido para resolver numericamente grandes sistemas de equagoes diferenciais
ordindrias (ODEs) (LELARASMEE et al., 1982; LUBICH; OSTERMANN, 1987;
VANDEWALLE, 1993). No entanto, esse método também pode ser aplicado para resolver
equagoes diferenciais parciais (EDPs) dependentes do tempo, em que as EDPs sao
transformadas em um grande conjunto de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).
Inicialmente é feita uma discretizagdo do problema apenas espacialmente, transformando

a Eq. (4.1) em um conjunto de EDOs da forma

CZ: = Gu(vn, fr), (4.2)
em que G, estd em funcao dos valores de vy, e f, que sdo fungdes ou vetores contendo
informacoes do tempo para cada posicao espacial h. Por isso, assumindo-se conhecidos
os valores das posicoes espaciais, pode-se considerar GG, um sistema de EDOs em t. Esse
método iterativo, calculado em fungdo do tempo, é conhecido como MOL (em inglés,
Method of Lines). O método Waveform Relazation é a forma de esse tipo de sistema por

relaxagdo (VANDEWALLE, 1993; LENT, 2006; FALGOUT et al., 2017).

Cada componente do sistema dado na Eq. (4.2) pode ser escrito como uma EDO,

da seguinte forma

%01 = Gi(vi,v2,... 04, f1) v1(0) = vy
Lvy = Ga(v1,v2,...,04, f2) com vy(0) =0 | (43)
Lvg = Ga(v1,v3,...,04 fa) va(0) = vg

em que d é a dimensao do sistema linear. A notagao v;(0) = v?, 1 < i < d, indica as
condigbes iniciais (t=0) em cada ponto da discretizacao espacial. Esse procedimento de

solugdo pode ser observado na Fig. 19, conforme Lent (2006, p. 94) para o caso 1D.

Considerando-se o método de Gauss-Seidel (GS) e a ordem Lexicografica, o sistema
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Figura 19 — Procedimento de atualizacao das incognitas no método Waveform Relazation
(LENT, 2006, p. 94) para o caso 1D.

dado pelas Eqgs. (4.3) pode ser escrito como

%Uﬁl = Gi(vyth vy, vy, ) vy (0) = v}
%UEH = Go(oy™ s vy, vl fa) com vy (0) = vy

(4.4)
%vgﬂ = Ga(oytH ot oyt ) vy (0) = vg”’

Observa-se a relagao entre as equagoes do sistema (4.4) e as linhas do tempo na
Fig. 19, ou seja, para cada ponto da discretizagdo espacial é resolvida uma EDO temporal.
Os métodos de aproximacao da derivada temporal podem ser o método de Euler implicito
e de Crank-Nicolson, entre outros. Apés realizar esse procedimento em todos os pontos

espaciais, considera-se realizada uma iteracao v.

Considerando-se que a principal caracteristica do método Waveform Relazation,
em que para cada ponto da discretizagao espacial resolve-se uma EDO temporal, como
mostra a Fig. 19, na programacao computacional deve-se fazer um laco externo para as
iteracoes v, um lago intermediario para percorrer os pontos da discretizagao espacial h
e um laco interno para os passos de tempo m (ou para resolver a EDO temporal). Esse
procedimento é especificado através do algoritmo 5, baseado em Vandewalle (1993, p. 26)

para o método Waveform Relazation com singlegrid (método de malha tnica).

Se considerar o uso do método Waveform Relazation com multigrid, deve-se seguir
a teoria descrita no capitulo 2. Vandewalle (1993) comenta que o principio do método
multigrid para problemas dependentes do tempo ¢é essencialmente da mesma forma que

para os métodos classicos de relaxamento.
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Algoritmo 5: Método Waveform Relaxation em uma malha.
Entre com os dados de entrada, condicao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
fori=1:ddo
Resolva a EDO discretizada correspondente a posicao espacial ¢ no sistema de
Eq. (4.4).
end for
end while

Devido a filosofia do método Waveform Relazation, no caso de se usar a técnica
multigrid, a malha fina Q" e as malhas mais grossas Q%" Q% ... Q" com | = 2(Lmax—1)
sao simultaneamente discretizadas no espago e aproximadas no tempo, porém, o processo
de engrossamento das malhas ocorre somente nas diregoes espaciais. Por exemplo,
considerando-se engrossamento padrao ¢ = 2, a discretizacao das varidveis espaciais
2,y e o nimero de passos no tempo ¢ na malha Q" com z x y x t com 33 x 33 x 100 pontos,
as malhas mais grossas Q2" Q% Q8" e Q16" terdo 17 x 17 x 100, 9 x 9 x 100, 5 x 5 x 100 e
3 x 3 x 100 pontos, respectivamente. Com isso, os valores dos residuos sao calculados e
restritos e a correcao ¢ prolongada e suavizada em todos os pontos espaciais e passos de

tempo, simultaneamente.

No caso da equagao do calor, os suavizadores espaciais mais comuns nesse método
sao Gauss-Seidel (lexicografico ou red-black), o método de Jacobi ponderado e os métodos
de relaxagao por linhas. Como ja foi mencionado, os métodos de aproximacao da derivada
temporal podem ser os métodos de Euler implicito e de Crank-Nicolson, entre outros.
Pode-se especificar o método multigrid para o esquema CS com ciclos V (v, 1), F(vy,vs)
ou W (v, 1,) através do algoritmo 6 (VANDEWALLE, 1993; FALGOUT et al., 2017).

Algoritmo 6: Método Waveform Relaxation - multigrid
Entre com os dados de entrada, condic¢ao inicial e condigdes de contornos.
while Nao alcancgar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1), e considerando engrossamento apenas no
espaco em todos os passos de tempo. Para o processo de suavizagao, em cada nivel de
malha use o método descrito no algoritmo 5.
end while

Para as equagoes da poroelasticidade, devido a presenca de pontos de sela no sistema
de equagoes, considerou-se o uso do suavizador Vanka de trés pontos. Esse suavizador
atualiza simultaneamente em cada passo de iteragdo um bloco de trés incégnitas, na
forma de Gauss-Seidel. Dessa maneira, todas as incognitas do deslocamento sao calculadas
juntamente com a incognita da pressao, posicionada no ponto central, de forma simultanea
em cada passo de tempo. Esse calculo se da consecutivamente em todos os passos de tempo
através do método Waveform Relaxation. Para o caso unidimensional, as incégnitas, u; 1,

Pi € u;y1 sao resolvidas simultaneamente. Esse procedimento seréd chamado de suavizacao
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Waveform Relaxation Vanka de trés pontos, e a ideia geométrica esta descrita na Fig. 20.
No caso bidimensional, as incégnitas, u; j_1, Ui—1j, Dij, Uit1; € Uij+1 Sao resolvidas
simultaneamente. Esse procedimento serd chamado de suavizacao Waveform Relazation

Vanka de cinco pontos, e a ideia geométrica esta descrita na Fig. 21.

u U u

tempo

espago

Figura 20 — Método Waveform Relazation Vanka de trés pontos, usada para o problema
da poroelasticidade 1D.

Ui—l,j@] .pivj [3%'“ j
j ] F
=
Vijj—1

Malha espacial
Qh

Figura 21 — Método Waveform Relazation Vanka de cinco pontos, usada para o problema
da poroelasticidade 2D.
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O algoritmo do método multigrid com o suavizador Vanka para as equacoes da
poroelasticidade 1D e 2D segue a mesma ideia do algoritmo mostrado para a equacao do

calor, algoritmo 6.

4.3 Método Space-Time

O Space-Time ¢ um método que se caracteriza por usar um suavizador por pontos,
como o Gauss-Seidel red-black, sendo que em cada iterada atualizam-se todos os pontos no

espaco e no tempo. O algoritmo 7 descreve o uso desse método em uma malha (singlegrid).

Algoritmo 7: Método Space-Time em uma malha
Entre com os dados de entrada, condigao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
Suavize (ponto-a-ponto) o sistema correspondente em todos os pontos no espago e no
tempo.
end while

Em particular, o suavizador frequentemente usado no algoritmo 7 é o Gauss-Seidel

com ordenacao red-black nas direcdes espaciais.

Com o método multigrid, Horton e Vandewalle (1995) comentam que o Space-Time
se caracteriza por adotar uma estratégia de semiengrossamento no espac¢o ou no tempo,
e que tal estratégia depende de um pardmetro chamado fator de anisotropia (N\;) que
relaciona o tamanho do passo temporal e espacial em cada nivel de malha [. A razao de
engrossamento usada para ambos os semiengrossamentos é ¢ = 2. O valor de A que define
o momento do semiengrossamento espacial ou temporal é denominado A..;; € em Horton
e Vandewalle (1995) e no presente trabalho foi determinado através da LFA. Segundo
Horton e Vandewalle (1995) e Falgout et al. (2017) seu valor é A..;; = 0, 60.

A estratégia de semiengrossamentos adotada no método Space-Time esta descrita

no algoritmo 8.

Algoritmo 8: Estratégia de engrossamento no método Space-Time -
multigrid
if A < A, then
Faca semiengrossamento na dire¢ao temporal.
else
Faca semiengrossamento nas direcoes espaciais.
end if

Tl , . .
Como \; = -5, quando é usado semiengrossamento espacial (h;41 = 2h), o valor
i
de X171 na malha imediatamente mais grossa é A\, = i)\l. Se o engrossamento ocorrer

na dire¢ao temporal (1,11 = 27;), o valor de A;;; na malha imediatamente mais grossa é
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A1 = 2. Dessa forma, pode-se observar que o valor de \; pode aumentar ou diminuir
dependendo do tipo de semiengrossamento escolhido. Apds restar apenas uma incoégnita
(ou 3 pontos) em uma dire¢do, o engrossamento ocorrerd na outra diregdo até restar
apenas uma incognita ou 3 pontos naquela direcdo. Com isso, o nimero maximo de malhas
possiveis nesse método é dado por L., = nm, + nm; — 1, em que nm, representa o
numero maximo de malhas na direcao espacial e nm; é o nimero maximo de malhas na

dire¢ao temporal.

Os operadores de prolongacio (I%,) e restricdo (I2") sdo escolhidos de acordo com
Horton e Vandewalle (1995). Para o caso 1D, se o engrossamento ocorrer na dire¢ao

espacial, os operadores sdo dados por

h 2h
0 00 . 000
Ighz5 1211, Iﬁh_z 1 21 (4.5)
0 00 0 00
2h h
e se o0 engrossamento ocorrer na direcao temporal, os operadores sao dados por
h 2h
010 . 0 00
n=1010/|, I,’fh:§ 010 (4.6)
000 010
2h h

Como esses esténcis sao do tipo espago/tempo e o problema é unidimensional, como
ja mencionado na se¢ao 3.2, em cada linha representa-se a evolugao no tempo (de baixo
para cima) e em cada coluna, a discretizacdo no espago (da esquerda para a direita). Por
isso, os esténcis descritos na Eq. (4.5) apresentam valores apenas na linha do meio, ou
seja, apenas nas posicoes espaciais e no passo de tempo atual, enquanto que os esténcis
descritos na Eq. (4.6) apresentam valores apenas na coluna do meio, ou seja, apenas nas
posicoes temporal e para uma posicao espacial. Observa-se que como nao se usam valores

relacionados a tempos futuros, os esténcis descritos na Eq. (4.6) tém uma linha nula.

Para o caso 2D, se o engrossamento ocorrer na direciao espacial, os operadores sao

dados por
h h h
000 1121 000
= 000 1242 000 :
000, 121, |0O0O]|,
(4.7)
2h 2h 2h
000 1121 000
=110 00 ol2 42 00 0 ,
000 1 21 000
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e se o0 engrossamento ocorrer na direcao temporal, os operadores sao dados por

h h h
00 0 00 0 000
h ].
I, = 00 0 1010 010 ,
000/, 0001, [000],
(4.8)

2h 2h 2h

1000 000 00 0
==-11010 010 000 ,
000/, 000/, 000/,

Observa-se que a notagao de esténcil nas Eq. (4.7) e Eq. (4.8) corresponde a uma
sequéncia de esténcis aplicados em sucessivos passos de tempo, do mais baixo (esténcil

esquerdo) para o mais alto (esténcil direito).

O fato desse método trabalhar com o espago e o tempo simultaneamente possibilita
o desenvolvimento de algoritmos paralelizaveis mais eficientes, diminuindo assim o tempo
necessario para encontrar uma solugao (PRIETO et al., 2001; FALGOUT et al., 2017).

O algoritmo 9 expressa os ciclos V (v, va), W (v, 1) ou F (v, 12) para o método

Space-Time - multigrid.

Algoritmo 9: Método Space-Time - multigrid
Entre com os dados de entrada, condigao inicial e condigoes de contornos.
while Nao alcangar algum critério de parada do
Um ciclo multigrid com MG-ciclo (1) e respeitando a estratégia de engrossamento
descrita no algoritmo 8. Caso nao seja possivel engrossar em uma diregao, utilize
engrossamento em outra dire¢ao até se obter a malha mais grossa possivel.
end while
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