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Capitulo 1

O Caso Unidimensional

"Os métodos Multigrid sao geralmente considerados os métodos numéricos mais rapidos para resolugao de
equagoes diferenciais parciais elipticas. Além disso, situam-se dentre os métodos mais rapidos para resolugao de
muitos outros problemas, como outros tipos de equagoes diferenciais parciais, equagoes integrais, ete." [TOS01]
Trata-se de uma familia de métodos destinados a resolver os sistemas lineares Ax = f que surgem no processo

de resolver computacionalmente os problemas em questao.

Estamos interessados em resolver o problema de Dirichlet para a equagao de Poisson. Comegando pelo caso

unidimensional mais simples, isso significa que buscamos uma funcdo u(z) que satisfaca o seguinte sistema:

—Ugr = f HAES (O7L)
w(0) = u(L) = 0

(1.1)

1.1 Discretizacao do Problema

Para resolvermos o problema anterior computacional- o ® o
mente, transformaremos o sistema (1.1) num sistema =0 . ot

de equacoes lineares cuja solugdo sera uma aproximagao da solugdo u(z) e que poderemos obter via métodos
numéricos conhecidos (p. ex., métodos iteativos como os de Jacobi ou Gauss-Seidel). Para tanto, ao invés de
trabalhar com o dominio continuo [0, L], tome apenas um conjunto finito {zg =0 < 21 < ... < xj_1 < x; <
ZTit1 < ...<Tp—1 < x, = L} com n+ 1 pontos igualmente espagados (chame de h a distancia entre dois pontos
x;’s consecutivos e observe que z; = x;_1 + h para todo i de 1 até n) no dominio [0, L]. De posse desse conjunto,
o qual é denominado um grid (ou malha) uniforme de espagamento h em [0, L] ou simplesmente de um grid
h, utilizamos a série de Taylor para obter uma aproximagao do valor que u,, assume num ponto x; desse grid
em termos dos valores que u assume nos pontos consecutivos x;_1, x; € x;+1. Isso porque pela série de Taylor

sabemos que
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u(z; + h) = u(z;) + ug(x;)h + %um(xi)hQ + O(hs) (1.2)

1
u(x; — h) = u(z;) — ug(x;)h + iu;,m(acz)h2 + O(h3) (1.3)
de modo que, somando membro a membro essas duas desigualdades e colocando u,,(x;) em evidéncia, obtemos

o (1) = u(x; —h) — Qu}Esz) + u(z; + h) L o). (1.4)

Agora, do nosso problema original (1.1) queremos que —u,,(x;) = f(x;) para todo z; de z1 até z,_1, de modo
que, denotando u(x;) = u; e f(x;) = f; para condensar a notacao, entdo obtemos o seguinte sistema de equagdes

lineares:

7r(—uo +2u1 —u2) = f1
A(—uy 4 2up —u3) = fo
" (1.5)

#(711%—2 + 2Up—1 — Un) = fn—l

Se observarmos que as condigoes de fronteira de (1.1) implicam ug = u,, = 0, entdo o sistema anterior em forma

matricial se torna (verifique!!):

2 -1 Uy fi
-1 2 -1 U fa
1
72 : = : (1.6)
-1 2 -1 Up—2 frn—2
L —1 2 1 L Up—1 1 L fn—l ]

Dessa forma, o problema de encontrar uma func¢do u(z) que satisfaz (1.1) é reduzido a encontrar um vetor
u, = (ug,...,u,—1) que satisfaz a equagao matricial (1.6) para o grid h. Observe que esse vetor u; aproxima
os valores que a fun¢do u(x) assume nos pontos z; do grid h, de modo que podemos dizer que uj é uma
aproximagao da solugéo continua u = (u(x1),...,u(z,—1)) e que essa aproximagao é tanto melhor quanto maior
¢ o namero de pontos que tomamos na construgao do grid (i.e., menor é a distancia h entre pontos consecutivos

do grid), ja que a aproximacao de Taylor é melhorada. Por fim, em (1.6) a matriz (n — 1) x (n — 1)
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¢ denominada a matriz de discretizagao do problema (1.1).

Dessa forma, se garantirmos que a equagao matricial (1.6) de fato possui solugao tnica, entdo poderemos aplicar
métodos numéricos tais como os métodos iterativos de Jacobi ou Gauss-Seidel para obtermos nossa solugao
aproximada de (1.1). Contudo, esses métodos se mostram muito lentos quando a matriz de discretizagao é
grande, isto é, quando tomamos muitos pontos em [0, L] para compor um grid mais fino (= com muitos pontos)
e, portanto, obter uma solugao discreta u;, mais proxima da solugao continua wu(z)! Nosso objetivo é utilizar
as propriedades das EDPs para desenvolver um método numérico que seja mais eficiente para esses problemas
especificos. Para tanto, a primeira coisa que faremos seréa investigar os autovalores e autofungoes do operador

D2(u) = uy, e como eles se relacionam com os autovalores e autovetores da matriz de discretizagao Ay,.

1.2 Autovalores e Autofuncoes do Laplaciano

Procuremos as fungoes u(x) que satisfazem o sistema:

—Upy = AU xz € (0,L)
u(0) =u(L) =0

(1.8)

Esse é o problema de Dirichlet para a equacao de Helmholtz unidimensional cujas solugoes sao as autofungoes
do operador D?(u) = ug, (i.e. do operador derivada segunda com relacdo a z) com condigdo de Dirichlet
homogéndea. Nao é muito dificil ver que a fun¢ao u(z) = senv/\z satisfaz a primeira equacio de (1.8), uma vez
que u,; = v AcosvV/ Az e, portanto, u,, = —Asenv/ Az = —Au. Observe que qualquer multiplo de senyv/Az continua
satisfazendo a primeira equacio de (1.8), de modo que mais geralmente tenhamos u(z) = ¢ - seny/Az. Por fim,
das condigoes de fronteira em (1.8), concluimos que c- senvV AL = 0 e, portanto, como como nao queremos ¢ = 0,
que VAL = im com i € N. Dessa forma, temos que \; = i?72/L? sio os autovalores e v;(z) = sen(ir/L) sio as

autofungoes de D2.

Observe que as autofungoes v; sao tais que sua frequéncia aumenta a sen(x) sen(3x)  sen(2x)
o X N\ N
/X a\
\

medida que ¢ aumenta (veja a figura ao lado)!! Isso serd importante 1/ “ /’J \

quando viermos a discutir mais adiante as propriedades suavizadoras

(i.e., propriedades de remover as autofungoes de frequéncia elevada) de

alguns métodos iterativos, o que sera a idéia central do método Multigrid. osf

1.3 Autovalores e Autovetores da Matriz de Discretizagao

Podemos agora nos perguntar se existiria alguma relacao entre os autovalores e autovetores da matriz de
discretizagdo Ay, e os autovalores e autofungoes do operador D?(u) = u,,. A Proposi¢do abaixo revela que os
autovetores de Ay sdo justamente as autofungoes de D? discretizadas, ou seja, que as coordenadas do i-ésimo

autovetor de A, sdo justamente os valores que a i-ésima autofungao de D? assume nos pontos do grid!
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Proposition 1.1. A matriz de discretizacao Ay, do Problema de Dirichlet para a Equagao de Poisson Unidimen-

1 ] ; 2 _ imh . AT AMTp—1
sional (i.e., o problema (1.1)) possui autovalores \; = 7% (1—cos(*F*)) e autovetores v; = (sen(“F2), ..., sen(—+
correspondentes com i =1,2,...,n— 1.

Demonstragio. Basta verificar que os vetores v; = (sen(ZZL), ... sen(“2=1)) de fato cumprem o requesito

para serem autovetores de Ay, ou seja, verificar que Apv; = \;v;. Faga as contas utilizando relagoes trigono-

métricas conhecidas e depois verifique em [Bie07] ou [Bie09]. O

iTT

Remark 1.2. Poderiamos denotar v; = (sen(*5%)), = (v;)n para enfatizar o fato de que as cordenadas do i-ésimo

autovetor de Ay, sdo exatamente os valores que a i-ésima autofungao v; do laplaciano assume nos pontos do grid
h.

Agora, observe que por Taylor temos sen(z) ~ 1 — %xz e, portanto, os autovalores de Ay sdo aproximadamente

dados por \; = 5(1 —sen(Z2)) = Z[1 - (1 - %i27£22h2 )] = iQL";. Como a aproximagido de Taylor é tanto

melhor quanto menor é o argumento = de sen(z), segue-se que os autovalores de A;, com menor indice sdo uma
boa aproximacao dos autovalores correspondentes do operador D2. Dessa forma, podemos pensar na matriz de

discretizagdo A, como sendo uma discretizagdo (ou aproximacao) do operador derivada segunda D?2.

1.4 Meétodos Iterativos

A idéia basica dos métodos iterativos consiste em construir uma sequéncia (u*)) de vetores a partir de um
chute inicial u(®) que converge para a solucdo exata u de uma equacdo matricial Au = f. Agora, para que
possamos falar nessa sequéncia convergente devemos garantir que a equagao matricial possui solu¢ao tnica, ou
seja, que a matriz A é invertivel. Felizmente, como o Teorema 1 garante que nossa matriz de discretizacao Ay,
(n —1) x (n — 1) possui n — 1 autovalores nao-nulos e, portanto, ¢ diagonalizével, entdo A, pode ser expressa
como um produto PDP~! de matrizes invertiveis, de modo que Aj seja invertivel. Agora, claro que nio é
sempre tao facil determinar os autovalores de matrizes de discretizacdo quaisquer, o que nos leva ao problema
de investigar as propriedades que a matriz A deve satisfazer para ser invertivel. Consulte [Bie09, Cap. 2| para

maiores informagoes.

1.4.1 Meétodo de Jacobi
1.4.1.1 Matriz de Iteragao

No método de Jacobi, resolvemos a j-ésima equagao do sistema (1.5) para u;, obtendo

Uj—1 + Ujt1

h2
2 + 7fj- (1.9)

U; =

Observe que, no geral, essa igualdade s6 é verdadeira para as componentes j — 1,5 e j + 1 da solugao exata u.

o1 e . 0 ~ ~ o, .
Por exemplo, se utilizarmos as componentes do chute inicial U-;z ), entao nao teremos, em geral, que sua j-ésima

componente serd aquilo expresso no lado direito de (1.9). Sendo assim, podemos definir a j-ésima componente

)
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de um vetor ug) para ser justamente a j-ésima componente que ugo) deveria ter para que a igualdade em (1.9)
seja verdadeira, ou seja, podemos definir:

(0)

(0)
. , h
[w, 1;[‘% lj+1 +72[fh]j' (1.10)

i)y =

(0)

(1)}], # [u,”’]; e, portanto, [u;ll)]j # u; (j& que, em geral, o chute inicial certamente

onde, em geral, teremos [u

nao serd a solucao exatalll). Observe que a equagao (1.10) é justamente a equagao (1.9) corrigida para o caso de

ugLo)7 no sentido de que ela troca a relacdo (falsa) de igualdade entre as componentes j,j —1 e j+1 de ugLO) pela

relacdo (verdadeira) de igualdade entre as componentes j — 1,5+ 1 de uzo) 21).

Da mesma forma, poderiamos corrigir (1.9) para u;l) e obter um vetor u;
[pois [uf)]j # [ug)]j para alguns j’s e, portanto, [uf)]j # u;|, embora esperamos que essa diferencga seja menor

e a componente j de um vetor u

() onde ainda teriamos [uf)} j F Uy

que no caso de ug). Em geral, o método de Jacobi corrige (1.9) para u*~1 e obtém um vetor u® tal que

(k—1) (k—1)
k w, i1+ Vi he
Py, = 5n b 5 h 5+ + 5 [nl;- (1.11)

Em forma matricial, o anterior pode ser expresso por

Ly R
N 2 (1.12)

onde Ry =1 — %QA;L (verifique!).

1.4.1.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

O teorema a seguir revela que os autovetores da matriz de iteragao R; do método de Jacobi para nosso problema

(1.6) sao exatamente os autovetores da matriz de discretizagao Ap,.

Proposition 1.3. A matriz de iteragao Ry do método de Jacobi para o problema (1.6) possui autovalores
Ai = cos(Z) e autovetores correspondentes v; = (sen(=EL), .. 7sen(i”+’l)) comi=1,2,....,n—1, ou seja,

0s mesmo autovetores da matriz de discretizacdao Ay,.

Demonstracao. Os autovetores de R sao aqueles vetores v tais que Ryv = Av para algum A # 0. Agora, como

R;y=1-— h;Ah, entdo Ryjv = Av < Apv = %(1 —\)v e, portanto, que os autovetores de Ry sdo os mesmos de

Ap. Além disso, a expressao %(1 — )\) fornece os autovalores de Ay, de modo que %(1 —)) = %(1 - Cos(%))
e, portanto, que \; = cos(?)_ )

Dessa forma, como um método iterativo converge se, e somente se, p(R) < 1, onde p(R) ¢é o raio espectral da
matriz R, i.e., o maior autovalor em médulo de R (consulte [Bie09, Cap. 3| para maiores informagoes), entao o
teorema anterior garante que a sequéncia de Jacobi de fato converge para a solucao exata de Apuy = f, uma

vez que |A;| < 1 para todo ¢ (verifique que o argumento da fungéo cosseno em A; esta estritamente entre 0 e 7).
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Agora, se escrevermos os autovalores de Ry como A; = A(z;) = 10 - |
. . (x)|=lcos(x)
_ th _ 1 s
cos(mz;) onde x; = 7 = - ei=1,2,...,n— 1 e observarmos que .t

0 < x; < 1, entdo o grafico de [A(z)| ao lado nos revela que os menores

. - 06
autovalores em modulo de R; sao exatamente aqueles que possuem

indice 7 intermediario, i.e., préximo de % (observe que isso acontece, 04f
porque os menores autovalores em modulo acorrem nos x; proximos de ,

0,5; mas como x; = -, o anterior significa que i estd proximo de 7).

Mas como a matriz Ry é diagonalizavel por se tratar de uma matriz 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(n—1) x (n—1) com n — 1 autovalores nao-nulos distintos e também constitui a matriz de propagacdo do erro
para o método de Jacobi (ou seja, e®) = R;e(?)), entdo escrevendo o erro inicial em termos da base {v;} de au-
tovetores de Ry como e® = 37! ¢;v; segue-se que e®) = REe(®) = RE S civ; = 3 ¢i(Rhvy) = S ei(Arva).
Assim, como os menores \; sdo aqueles com indice ¢ intermediérios, entao dizemos que o método de Jacobi
elimina mais eficientemente as componentes intermediarias do erro & medida que as iteragoes avangam (i.e., k
aumenta). Agora, como os autovetores v; de Aj sdo exatamente as autofun¢des v;(z) = sen(FZ) discretizadas
(lembre-se da se¢ao 1.2) e como a medida em que 7 aumenta as frequéncias dessas autofung¢oes também aumen-
tam, entdo costuma-se dizer que o método de Jacobi elimina mais rapidamente as componentes de frequéncia

intermediéria do erro.

Mais adiante veremos que um dos pilares centrais do método multigrid é utilizar métodos iterativos suavizadores
de erro que eliminam rapidamente componentes de alta frequéncia do erro, ou seja, cujos menores autovalores
sao aqueles com indice elevado (considerando-se elevado i > % ). Dessa forma, vemos que o método de Jacobi
nao é um método muito bom para suavizar o erro, ja que as componentes de alta frequéncia nao sao eliminadas
com eficiéncia. Antes de prosseguirmos, contudo, observe que, se denominarmos a regiao 0,5 < x < 1 de regiao
de alta frequéncia, uma vez que A(z;) estd associada a uma autofuncdo de frequencia elevada quando z; esta
nessa regiao, entao o melhor dos casos seria garantir que o maior dos autovalores nessa regiao de alta frequéncia
seja 0 menor possivel, pois nesse caso asseguramos que todas as componentes de alta frequéncia sao eliminadas
o mais rapido possivel. No caso do método de Jacobi, vemos que o maior dos autovalores na regiao de alta
frequéncia encontra-se proximo de 1 (para qualquer grid temos x; < 1 (veja o inicio do pardgrafo anterior)

e, portanto, A; < 1, j4 que, na regido de alta frequéncia, A\(z) = 1 se, e somente se, z = 1) e que, quanto

n—1

mais pontos tomamos no grid, mais proximo esse valor se torna de 1 (j4 que o dltimo ponto do grid z,, = —

torna-se cada vez mais proximo de 1), de modo que, no limite, seja igual a 1. Esse limite é denominado fator
de suavizagao do método iterativo e constitui uma boa medida do poder de suavizacao do método iterativo, no
sentido que quanto menor o fator de suavizagao, maior é o poder de suavizacao do método iterativo. Observe
que se minimizarmos o fator de suavizagao, entao garantimos que todas as componentes de alta frequéncia sao
eliminadas rapidamente qualquer que seja o grid que estamos utilizando (dizemos que o fator de suavizagao é
independente do grid). Veremos mais adiante que no método de Jacobi Amortecido somos capazes de aumentar
o poder de suavizagao do método de Jacobi, i.e., minimizar o fator de suavizagao do método de Jacobi, as custas

da velocidade de convergéncia.
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1.4.2 Método de Gauss-Seidel

1.4.2.1 Matriz de Iteragao

Na definigao (1.11) de uma iterada de Jacobi utilizamos a componente j — 1 do vetor u;lk_l)

(k)
h

na definicao da

componente j do vetor u*). Contudo, como definimos essas componentes de u,"’ uma a uma de j = 1 a

j = n —1, entao na j-ésima componente de ugc) ja teremos definido sua (j — 1)-ésima componente, de forma
que talvez seja melhor utilizar essa componente na defini¢ao (1.11) ao invés da (j — 1)-ésima componente de

(k—1) . (k) .~ . - ~
u; "/, pois sabemos que as componentes de u,,’ estao mais proximas das componentes do vetor solugao u; do

que as componentes de uglk_l). No método de Gauss-Seidel fazemos justamente isso, definindo:

(k) (k—1)
k u; i1+ ju i1 h
[ué )]j [uy, ] 2[ Wi+ 722 (£r];- (1.13)

Para encontrarmos a forma matricial do método de Gauss-Seidel, escrevemos o anterior como:

k Lo (& 1 (k=1 ha
)y = S0 = S V0 + 2 (1.14)
2 2 2
e observamos que isso fornece:
[ 1 SR I 0 I S I B ST
-3 1 )] 0 3 CE
k k—1 2
-5 1 )3 = : : [V + g,
. 1 . 1
’ (k) : (k=1)
L 1 i [uh ]n—l L 0 ] [ h ]n—l i
(I-L) uy”) = U uy Y
(1.15)

onde [ é a identidade, L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior. Como a matriz
(I — L) é uma matriz triangular inferior cujo determinante [que neste caso é o produto dos elementos na diagonal
principal] é diferente de 0, entdo (I — L) é invertivel e, portanto, chegamos em:
(k) -1y, B2 ]

u, = RGsuh + ?(I — L)_ fr (1.16)
onde Rgg = (I — L)_IU.
Remark 1.4. Antes de prosseguirmos, utilizando a forma das matrizes L,U e a equagdo (1.13), verifique que
podemos escrever:

h2

) = Luf? + Uuff Y + T, (1.17)

Essa expressao sera util no método SOR que veremos mais adiante.
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1.4.2.2 Awutovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

Assim como no caso de Jacobi, o teorema a seguir revela que os autovetores da matriz de iteracdo Rgg do

método de Gauss-Seidel sao exatamente os autovetores da matriz de discretizacao Ay,.

Proposition 1.5. A matriz de itera¢io Ras do método de Gauss-Seidel para o problema (1.6) possui autovalores

i :‘COS2(%) e autovetores correspondentes v; = (cos(T).sen(T2L) . [cos(EZL)) sen( T, ..., [cos(TE )| L.
sen(mT"’l)) comi=1,2,....,n—1, ou seja, NAO coincidindo com os autovetores da matriz de discretiza¢do
Ay

Demonstracao. Os autovetores de Rgg sao aqueles vetores v tais que Rggv = Av para algum A # 0. Agora,
como Rgs = (I — L)7U, entdo Rgsv = A&v = (I — L)"'Uv = v e, portanto, que Uv = (I — L)v.
Agora, se observarmos a forma das matrizes L e U em (1.15), entdo veremos que o anterior significa %[v] j+1 =
M[v]; — 3[v]j—1) e, portanto, que A3[v];—1 + 1[v];41 = A[v];. Das expressdes (1.11) e (1.12) vemos que o
lado esquerdo da igualdade anterior é muito parecido com o resultado de aplicarmos R; [a matriz de Jacobi]
ao vetor v. De fato, se fizermos a substituicdo [v]; = % [w];, entdo obteremos %)\% [w]j—1 + %)\% W]jt1 =

it2

A2

Ryw = A/?w. Assim, concluimos que w ¢ um autovetor de R [e, portanto, de Ap] e que A/2 & o autovalor de

[w];, de modo que, dividindo tudo por A5 tenhamos Liw]j_1 + 3[wlj11 = AY2[w]; e, portanto, que

R correspondente. Disso segue-se que \; = 0032(%) e que as componentes do autovetor v; de Rgg satisfazem
[vi]j = cos(Z)7 . sen(“F£L) [j4 que fizemos a substituicdo [v]; = A3 [w]; e w é autovetor de Ay, |. O

Observe que a Proposi¢do anterior garante que, para o nosso problema (1.6), o método de Gauss-Seidel é
convergente, uma vez que os autovalores \; de Rgg estao todos no intervalo aberto (—1,1) (basta observar que

o argumento da fungao cosseno esté sempre entre 0 e ™ e que nunca assume esses valores; para tanto, escreva
? como == onde ¢ = 1,2,...,n — 1) e, portanto, o maior autovalor em modulo de Rgg é estritamente menor

do que 1.

Agora, se escrevermos os autovalores de Rgg como \(z;) = cos?(mwx;) 10 .
A(x) = cos“(mx)

onde x; = % =-ei=12,...,n—1, entdo o grafico da fungdo A(z) I
ao lado mostra que os menores autovalores em moédulo de Rgg ocorrem

06
nos valores intermediario de ¢ assim como aconteceu com o método de

041

Jacobi. Isso significa que para nosso problema particular (1.6) o método
de Gauss-Seidel também nao é um método muito bom para suavizar o 02}

€rro.

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Por fim, observe que o método de Gauss-Seidel serd mais rapido do que o método de Jacobi, uma vez que
seus autovalores sao todos menores que os autovalores de Jacobi e, portanto, eliminara mais rapido todas as
componentes de um mesmo erro inicial e(®) [lembre-se que podemos escrever e) = Re(®) = > eiAFv;, onde \;

¢ autovalor de R e v; & seu autovetor asscoiado; para maiores informagoes consulte [Bie09, Cap. 3]].
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1.4.3 Meétodo de Jacobi Amortecido (w-Jac)

Nos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel fornecemos corregoes do sistema de equagoes (1.9) para um vetor uzk_l)
[lembre-se da discussao na segao sobre o Método de Jacobi]. Antes da corre¢do, vimos que (1.9) nao é verdadeira,
(k1) " Tudo acontece como se as equagoes de (1.9) ndo se ajustassem muito bem para fornecer o

resultado desejado sobre u%k_l)‘ Essa falta de ajustamento cria uma espécie de tensao no sistema que é relaxada

em geral, para u

quando realizamos a correcao devida. Por esse motivo, os método de Jacobi e Gauss-Seidel sao denominados

métodos de corregao ou métodos de relaxamento.

Em muitos casos, a convergéncia pode ser significativamente acelerada através de um sobrerelaxamento. Nesse

aspecto, para o método de Jacobi, a idéia seria comegar denotando por [ﬁgk)]j [ao invés de [u,(lk)] ;] a j-ésima

componente da k-ésima iteracdo do método de Jacobi como definida em (1.11) para tomar, em seguida, § =

[ﬁ;f)}j - [uglk_l)]j [i.e., a “distancia” entre [ﬁgbk)]j e [ugbk_l)]j]. Por fim, realizamos o sobrerelaxamento adotando
o fator w (denominado fator de sobrerelaxamento) para definir [ugk) ;= [ugk_l)] j+wd. Em suma, ficamos com:
k k—1 ~(k k—1

gl = [l +w (@01 - i) (1.18)

1.4.3.1 Matriz de Iteragao

Utilizando (1.12) e o fato que Ry =1 — %zAh, podemos deduzir da defini¢do (1.18) que:

k k-1 ~(k k—1
W= ol )
- _ h? -
— s+ )

- h? L1y, B2 -
= Y ol - AT -]

e, portanto, apds as devidas simplificagoes, que:

- h?
ul® = R(w) - uY 4 5 (1.19)
onde R(w) =1 — wh;Ah. Observe que o método de Jacobi ocorre como um caso especial do Jacobi Amortecido

quando w = 1.

1.4.3.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

Assim como no caso de Jacobi, o teorema a seguir revela que os autovetores da matriz de iteragdo R(w) do

método de Jacobi Amortecido sao exatamente os autovetores da matriz de discretizagao Ap,.

Proposition 1.6. A matriz de iteragao R(w) do método de Jacobi Armortecido para o problema (1.6) possui au-

tovalores \; = 1—w(1—cos(2L)) = 1—2wsen? () e autovetores correspondentes v; = (sen(Z2L), ... 7sen(im+’1))

comi=1,2,....,n—1, ou seja, os mesmo autovetores da matriz de discretiza¢ao Ay,.
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Demonstragao. Os autovetores de R(w) sdo aqueles vetores v tais que R(w)v = Av para algum X # 0. Agora,
como R(w) =1 — w%zAh, entdo R(w)v = Av = A,v = —%;(1 — A)v e, portanto, que os autovetores de R(w)

sdo os mesmos de Ay,. Além disso, a expressao ﬁ(l — ) fornece exatamente os autovalores de Ay, de modo que

ﬁ(l -\ = %(1 —cos(%)) e, portanto, que \; = 1 —w(1 —cos(%)). Por fim, lembre-se que pelas identidades
trigonométricas sabemos que cos(2a) = cos?a —sen®a = 1 —2sen?a e, portanto, que 2sen’a = 1 —cos(2a). Dessa
forma, se tomarmos 2a = % na expressao de )\;, entao podemos escrever \; = 1 — 2wsen2(i”T). O

1.4.3.3 Valor Otimo de Suavizagao

Como fizemos antes para o método de Jacobi, permita-nos es-

Obs.: nada impede que 1-w e/ou 1-2w

crever os autovalores de R(w) como Aw, x;) = 1—2wsen?(5x;) sejam negativos!

com x; = % =+ei=1,...,n—1. Agora, se fixarmos w e e, 0® Gridh
1 O Grid2h

2

temos i > % e, portanto, onde os autovalores estao associa-

restringirmos x ao intervalo [z, 1] (pois é neste intervalo que

dos a autofungodes de frequéncia elevada), entao teremos que a

fungdo de uma variavel A(z) = M(w, z) é estritamente decres-

us

2
em [1,1]. Isso significa que a fun¢do A(x) atinge seu méximo

cente, uma vez que a funcao sen(Zx) é estritamente crescente O g

L IO O 6>
em z = 3 (onde obtemos A(w) = 1 —w) e seu minimo em z = 1 h %

2h

(onde obtemos A(w) = 1 — 2w). Observe que esses extremos

sao cotas inferior e superior para todos os autovalores \; de R(w) que viermos a obter variando a quantidade
de pontos no grid e, portanto, 1 — 2w < A\; < 1 — w sera valido em absultamente qualquer grid (veja a figura
ao lado). Dessa forma, ndo é muito dificil de ver que em qualquer grid o maior autovalor em modulo dentre

aqueles com ¢ > F (i.e., na regido de alta frequéncia) serd menor que méax{|l — 2w|, |1 — w|}, isto é, menor que

o fator de suavizagao.

Assim, se escolhermos w de tal forma que o fator de suaviza-
¢ao max{|l — 2w|,|1 — w|} seja o menor possivel, entdo garan-
timos que, em qualquer grid, estremos eliminando rapidamente
todas as componentes de alta frequéncia do erro. Plotando o
grafico das fungdes |1 — 2w| e |1 — w| (ao lado), podemos ver que

max{|l — 2w|, |1 —w|} é justamente o trago mais grosso na figura

e que atingimos o seu minimo quando w = % Portanto, dizemos

0.5 1.0 L5 20 que esse ¢ o valor 6timo de suavizagdo para o método de Jacobi

Amortecido.

1.4.4 Método de Gauss-Seidel Sobrerelaxado (w-GS ou SOR)

Ao invés de utilizarmos o método de Jacobi no sobrerelaxamento dado em (1.18) poderiamos utilizar o método

de Gauss-Seidel, obtendo aquilo que é denominado método SOR (sucessive overrelaxation).
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1.4.4.1 Matriz de Iteracao

Da equagéao (1.18) com ﬁék) sendo o k-ésimo vetor obtido na iteragdo de Gauss-Seidel e utilizando a expressao

em (1.17) obtemos que:

N R
_ o k2 _
o U+ )
k-1 (k) (k1) , I*
= uw, “Hwlu +U-Du, 7+ 1)

2
_ h?
= [T4+wlU- I)]uglk b +wLu§Lk) +w?fh
wh?

(I-wLyu® = [T+wU-Dul + 5
e, portanto, que
_ h?
u® = Reopulf " 4+ %(I —wL)™ ', (1.20)

onde Rsor = (I — wL)_l[(l —w)l + wU].

1.4.4.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

Proposition 1.7. A matriz de itera¢cio Rsor do método SOR para o problema (1.6) possui autovalores \;
que satisfazem )\g‘]) = (%) onde )\EJ) € o 1-ésimo autovalor da matriz de iteracao Ry do método de Jacobi
JTw

1T 5

A{/Qsen(T) comi=1,2,...,n—1, ou seja, NAO

e autovetores v; cujas componentes satisfazem [v;] j =

coincidindo com os autovetores da matriz de discretizacao Ay,.

Demonstragao. Os autovetores de Rgor s@o aqueles vetores v tais que Rgorv = Av para algum A # 0.
Agora, como Rsor = (I — wL)™[(1 — w)I + wU], entdo Rsopv = A\&v = (I —wL) (1 —w)I +wU]v = \v

e, portanto, que [(1 — w)l + wU]v = A(I — wL)v. Agora, se observarmos a forma das matrizes L e U em

w
2

AM[v]jo1 + i[v]j41 = (3F2=1)[v];. Das expressdes (1.11) e (1.12) vemos que o lado esquerdo da igualdade

anterior ¢ muito parecido com o resultado de aplicarmos R; (a matriz de Jacobi) ao vetor v. De fato, se fizermos

(1.15), entdo veremos que o anterior significa (1 — w)[v]; + $[v]js1 = A([v]; — £[V];-1) e, portanto, que

a substituicao [v]; = )\%[W]j, entdo obteremos %)\%[w]j,l + %)\%[w]jﬂ = )\%(%)[W]j, de modo que,
j+1

dividindo tudo por Az, tenhamos 1wl + 3[wlipr = ()‘;72;1 *;72;1

)‘;‘/"2;1 é¢ um autovalor de R; cujo autovetor correspodente é w [e, portanto, w é

. J o .
autovetor de Ap]. Disso segue-se que )\2(» ) = (%) e que as componentes do autovetor v; de Rsor satisfazem
w

)[w]; e, portanto, que Ryw = ( )W

Assim, concluimos que

[v]; = cos(“Zl) - sen(Z%4) (ja que fizemos a substituicdo [v]; = A%[w]; e w ¢ autovetor de Ay, ). O
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1.5 Bigrid

13

Sabemos que é preciso um grid com muitos pontos ou, equivalentemente, com espagamento h muito pequeno

entre os pontos, para que a solucao discreta uy do sistema Ajpu, = f;, seja uma boa aproximacao da solugao

continua u(x) de nosso problema (1.6). Ora, mas nas se¢Oes anteriores observamos que a convergéncia dos

métodos iterativos geralmente torna-se muito lenta quando a matriz A; é muito grande, embora algum desses

métodos (os suavizadores) possuam a propriedade de eliminar rapidamente as componentes de alta frequéncia

do erro inicial. Essa propriedade peculiar dos métodos suavizadores é a primeira peca fundamental do quebra-

cabeca "Multigrid".

A segunda peca fundamental do jogo é a observacao
de que componentes de baixa frequéncia num grid A
sdo componentes de frequéncia elevada num (sub)grid
2h com o dobro do espagamento do grid original (veja
a figura ao lado)!!! Suponha, por exemplo, um grid
com 9 pontos no intervalo [0,1] e, portanto, com
n = 8 (lembre-se da segdo 1.1; para esse grid temos
h = L/n = 1/8). Da nossa discussao sobre os auto-
vetores da matriz de discretizagdo A, (lembre-se da
Proposicao 1.1 e da Observagao que lhe segue), sabe-
mos que A, possui 7 autovetores v; comi=1,...,7¢
que esses autovetores sdo as 7 primeiras autofungoes
do Laplaciano discretizadas (i.e., as componentes do
i-ésimo autovetor sao os valores que a i-ésima auto-
fungao assume nos pontos da grid). Assim, podemos
dizer que existem 7 frequéncias nesse grid, cada uma
das quais associada a uma das autofungoes sen(imx)
Des-

sas frequéncias, apenas as 3 primeiras sao "visiveis"

com i = 1,...,7 (observe a figura ao lado).

para o grid 2h (que possui 5 pontos, de modo que
n = 4 e, portanto, estao presentes apenas as 3 primei-
ras autofungoes). Agora, como convencionamos que
frequéncia alta esta associada a autofungoes sen(imz)
tais que i > %, entdo temos que sen(37wx) é de baixa
frequéncia no grid h (pois 3 < 8/2), mas é de alta
frequéncia no grid 2h (pois 4/2 < 3). Esse fato su-

gere uma estratégia interessante! Como um método

sen(3mx)
1

2h

Grid h

sen(mx)

N

sen(2mx)

/N
S
A

/)

Frequéncias “visiveis” tanto para o grid h
quanto para o subgrid 2h.

S T
> <

. sen(6mx)

Subgrid 2h

sen(4mx)

sen(sm\/
AWA
v
/
v

I
<

! sen(7mx)

Frequéncias “visiveis” apenas para o grid h.

. . . .. . . L. 0 .
iterativo suavizador elimina rapidamente as componentes de alta frequéncia do erro inicial ez ) e deixa as compo-

nentes de baixa frequéncia praticamente inalteradas, entao seria interessante que apés algumas poucas iteragoes

para eliminar as componentes de alta frequéncia transportassemos o problema para um subgrid com menos
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pontos, onde o método é capaz de eliminar rapidamente componentes que eram de baixa frequéncia no grid
original!

Para tanto, entra em cena a segunda pega importante do jogo: a equagao do residuo. Observe que o erro

lo6bri —w —u® g iterado ul® - . . - b 4
algebrico e, = up uh e um iterado uh possul 1mp0rtan(31a apenas tE}OI‘lCa7 uma vez 1nao o connecemos de

fato (para tanto, deveriamos conhecer a propria solucao exata uy!). Dessa forma, para se medir a “distancia”

. k - - . , . 3 k -,
entre o iterado u,(l )ea solugao exata uy, utilizamos aquilo que é denominado seu residuo r, = fj —Ahu,(l ) Naoeé

o e s o . k ~ . ~ .
muito dificil de ver que o erro algébrico e o residuo de ug ) estao relacionados pela equacdo do residuo: Apep = rp,

(k)
h

(basta substituir u, ' = u;, — e, obtido da defini¢do do erro algébrico na definigdo do residuo). Agora, observe

k)

que resolver Apuy, = fj, é equivalente a resolver Ape;, = ry, relacionada a um iterado ugb , uma vez que em ambos

- k
os casos somos levados a conhecer a solugao exata u, (no segundo caso teremos up, = ué ) +ep). O processo de
resolver o problema Aju; = fj, através da equagao do residuo pode ser esquematicamente representado como

(seguindo [TOS01]):

(k)

uh — Iy = fh — Ahuzk) (k)

— Apep, =1, — up = u,” +ep (121)

Esse processo em si nao é significativo numericamente falando. Contudo, se pudermos aproximar Aj; por um
Ap, mais “simples”, entao a solugao de Ap€, = ry, serd uma aproximagao de ey, de modo que possamos utilizar

(k+1)
h

o esquema (1.21) para obter um novo iterado u e, portanto, um método iterativo, da seguinte forma:

)

uﬁf) — =1, - Ahugf — Aoy =1, — UELHI) = u;k) +en (1.22)

Uma das opc¢Oes mais evidentes seria tentar aproximar Apep = rj através de Aspesn, = rop. Isso nos leva
a considerar a terceira pega fundamental do quebra-cabrega: os operadores de transferéncia intergrids. Para
converter um vetor x5, do grid h a um vetor xa;, do subgrid 2h definimos um operador Ij,_,o;, (denominado o
operador de restrigdo) tal que xap, = Ip—onXp. Uma das opgdes mais simples seria tomar Ij_.o, para ser o

operador de inje¢ao que faz apenas

[x2n]; = [Xnl2; (1.23)

ou seja, que “constréi’ xop simplesmente tomando as componentes de xj associadas aos pontos do grid 2h
(veja a figura abaixo). Da mesma forma, para converter um vetor ys;, do subgrid 2h a um vetor y; do grid h
definimos um operador I, (denominado operador de extensao ou prolongamento) tal que y, = Iop—nYon-

Uma das opg¢oOes mais utilizadas consiste em tomar I, ., para ser o operador de interpolagao linear que faz

[Yrl2j = [y2nl; 1<j<2-1
a1 = 3[yanht (1.24)
~1

w[3

[ynl2j41 = 3 ([yanlj + [y2nljr1) 1<4 <

ou seja, que “constr6i” yj, tomando as componentes de yo, para serem as componentes pares de y;, (as quais sao
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associadas aos pontos do grid h que também estdo no grid 2h) e as médias de componentes adjacentes de yap,

para serem as compounentes impares de y;, (as quais sdo associadas aos pontos do grid h que nao estao presentes

no grid 2h). Para fixar as idéias, veja as figuras abaixo que representam esquematicamente a tranferéncia de

vetores entre os grids:

Grid h I

Ihalh

Subgrid 2h

Malha h

Operador de Injecao Operador de Interpolacéo Linear

Submalha 2h

Dessa forma, poderiamos tentar aproximar Ape;, = r; da seguinte forma: [1] comegamos por transferir o

residuo ry para o grid 2h fazendo raop = Ip—2,Th; [2] em seguida, resolvemos Aspes, = ra; exatamente para

obter €y, = A;hlrgh; [3] por fim, tranferimos esse €sp, de volta para o grid h fazendo &, = I>p_p€25. Se esse

"interpolado" &, for uma boa aproximacao da solucao de Ape, = rp, entdo diremos que essa equagao é bem

aproximada pela equagdo mais simples Aspeq, = rop,. Agora, o interessante é que, se o erro e, associado a um

iterado uglk) é

fornece uma boa aproximacao de e,! Para tanto, observe a figura abaixo.

e, suave

—— &, interpolado

Com essa abordagem, o processo iterativo expresso em (1.22) ficaria da seguinte forma:

Grid h ugf) — Iy = fh - Ahugf) /éh = Igh_,h/égh
! T
S’U,bg’l“id 2h Iop = Ihi,ghl‘h — Aghegh =T — azh = A;hlrgh

> Uy

é suave (i.e., ndo possui componentes de alta frequéncia), entdo a interpolacao de &5 realmente

(k+1) _ uzk) +a,

(1.25)
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o qual chamaremos de uma Iteragao Bigrid ou um Esquema de Correcao. Com isso em maos, obtemos
aquilo que é denominado um Ciclo Bigrid, unidade bésica de qualquer método Multigrid, o qual consiste das

seguintes trés etapas:

1. [Pre-suavizagao] Aplique um método iterativo suavizador m; vezes a Apuy = fj, com chute inicial uzo)
para obter uglkl).
e . e (k1) (k1+1)
2. [Iteracao Bigrid| Aplique a Iteragao Bigrid (1.25) a u,,""’ para obter u, .
3. [Pés-suavizagao] Aplique o método iterativo suavizador msy vezes a Apuy, = f}, com chute inicial uﬁl’““)
para obter uglkz’).
Se observarmos cada passo da Iteracao Bigrid (1.25), poderemos deduzir que [verifiquel]:
k+1 k _
ué ) RBGU,(1 ) + Ion—n Ay Tn—onfh (1.26)

onde Rpg =1 — I2h_>hA2_hlIh_>2hAh. Denotando por R a matriz de iteragao do método suavizador escolhido,
entao nao é muito dificil ver que podemos escrever u,(lk) = Rkul(lo) + C(f,) onde C(f;) representa um conjunto
de operagoes sobre f;, (para ver isso, faga ug) = Ru;LO) + Bfy, uﬁf) = Rugll) + Bf), = R2u§LO) +(R+ B)f, e
perceba o resultado geral). Utilizando essa observagao e a equagao (1.26), obtemos a matriz BG de um Ciclo

Bigrid (verifique!):

BG = R™RpcR™ (1.27)

A convergéncia do processo Bigrid depende fortemente dos elementos de BG, ou seja, daquilo que denominamos

as componentes de um ciclo brigrid:

e O método iterativo suavizador, isto é, a matriz R;
e Os ntimeros m; e mgy de iteragdes suavizadoras;
e O subgrid e, portanto, a matriz de discretizacao desse subgrid;

e Os operadores de tranferéncia intergrids.

Além disso, um pouco de estudo adicional sobre os efeitos de um ciclo bigrid no erro inicial revelaria que a
iteragdo bigrid em si (i.e., um ciclo bigrid sem as etapas de pré-suavizagdo e pos-suavizagio) é responsavel
pela eliminagao das componentes de baixa frequéncia do erro, enquanto que as etapas de pré e pds-suavizagao
sao responsaveis pela eliminacao das componentes de alta frequéncia do erro. O leitor interessado deve ler o
Capitulo 5 de [BHMOO].
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1.6 Multigrid

Observe que na discussao anterior sobre o ciclo Bigrid resolvemos  e—o—e—0—o0—c—e—oc—-e6—-o—e—-o—-o—c—-e—-o—e Gridh

a equacao do residuo Aspes;, = rop exatamente no subgrid 2h.

. . ~ —eo—o—o—o—e—0o—e—=0 Grid2h
Contudo, como tomamos um grid h com muitos pontos, entao '

certamente o subgrid 2h ainda terd uma quantidade elevada de Grid 4h

pontos, de modo que resolver Aspes, = rop ainda seja tao dificil
= < ® Grid 8h

quanto resolver o problema original Apu;, = f! Mas observe
que esses problemas sdo essencialmente iguais! Poderiamos até mesmo utilizar a mesma notacao do problema
original e escrever Aspugy = f3p, onde ugy, € 0 erro ey e fo, é o residuo rop. Isso sugere que apliquemos o
método Bigrid novamente, mas agora a Aspesp, = rop € rumo a um subgrid 4h. Isso nos levara ao problema de
resolver Aypeqn, = ryp, para o qual podemos aplicar novamente o ciclo Bigrid. O esquema geral ja deve estar
claro. Prosseguimos com esse processo rumo ao subgrid com apenas 1 ponto interior, onde o problema se reduz
a encontrar ¢ em ae = r e, portanto, que pode ser resolvido exatamente. Dessa forma, o procedimento consiste
nas seguintes etapas [para simplificar as coisas, utilize a mesma notacao que o problema original como feito

anteriormente|:

1. Aplique m; vezes um metodo iterativo suavizador a Apuy = f;, no grid h com chute inicial uglo) para obter

),

)

2. Obtenha o residuo r, = f}, — Ahugf e o transfira para o subgrid 2h fazendo fo, = I, _opTh.

3. Aplique m; vezes o método iterativo suavizador a Aspus, = fo, no grid 2h com chute inicial ug;l) =0

para obter ug,? .

4. Obtenha o residuo rgj, = fo), — Aghug;) e o transfira para o subgrid 4h fazendo 4, = Iop—4pran.

6. Resolva Ayuy, = £y, exatamente no grid th com apenas 1 ponto interior (i.e., o grid em si possui 3

pontos).

8. Transfira Uy, para o grid 2h fazendo Usp, = Iy, _.2xU4, € obtenha ugfl) = ug;) + Uayp,.

9. Aplique my vezes o método iterativo suavizador a Aspusy, = fop, no grid 2k com chute inicial u;(,? = ugffl)

para obter Ugy,.

10. Transfira Uy, para o grid h fazendo W, = I5;,_.,Usy, € obtenha ug”l) = uglk) + Uy,
11. Aplique my vezes o método iterativo suavizador a Apu, = f, no grid h com chute inicial uELO) = ugﬁl)

para obter Uy,
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Essas etapas definem aquilo que denominamos um V-ciclo Multigrid (obs.: - Grid h

de posse das matrizes BG dos ciclos bigrid, poderiamos até mesmo deduzir a

Grid 2h

matriz M G que representa o ciclo multigrid), uma vez que sua representacao
Grid 4h

esquematica (figura ao lado) possui a forma de um V. Esse ciclo Multigrid
Grid 8h

elimina todas as componentes do erro inicial de forma bem eficiente, pois
Grid 16h

deixa as contas "mais pesadas" (i.e., aquelas envolvidas com a resolugao de
Aipwyy, = fy,) para grids com um menor ntmero de pontos (onde as operagdes sdo mais baratas). Seguindo

[BHMOO], uma forma mais compacta e algoritmica de se escrever as etapas de um v-ciclo Multigrid seria:

1. Aplique m; vezes um metodo iterativo suavizador a Apuy, = f}, no grid h com chute inicial ugzo) para obter

u®),

(k).

u, s

k+1
§z+): caso

2. Se o grid h s6 possui 1 ponto interior, entao vi para a etapa ntimero 5 tomando u

contrario continue.

e o tranfira para o subgrid 2h fazendo fo, = I, _onTh.

3. Obtenha o residuo r, = f}, — Ahugk)

4. Aplique o v-ciclo agora ao grid 2h [ou seja, comece novamente em 1 s6 que agora pra o grid 2h| u =1

vezes.

5. Transfira Uy, para o grid h fazendo 0y, = Ia;_.p Uz € obtenha ugfﬂ) = ugbk) + 1y,

6. Aplique mqy vezes o método iterativo suavizador a Apuy = f;, no grid h com chute inicial uglo) = uglkﬂ)

para obter Uy,

O V-ciclo Multigrid é apenas um de uma familia de ciclos Multigrid —Gridh

que sao denominados p-ciclos Multigrid. Um p-ciclo arbitrario é obtido
Grid 2h

quando utilizamos um p inteiro arbitrario ao invés de 1 na etapa 4 do

V-ciclo como expresso anteriormente. Na prética, utiliza-se apenas Grid 4h

u=1 (v-ciclo) e p = 2 (denominado W-ciclo e representado na figura

ao lado; observando o algoritmo acima para o v-ciclo, substitua g =2 e Grid 8h

tente visualizar o porqué da representagao ao lado ter a forma que tem), os quais nos levam a obter uma solugao
u; muito proxima da solucao verdadeira quando os aplicamos algumas poucas vezes ao problema original

Ahuh = fh.

1.6.1 Multigrid Completo (Full Multigrid - FMG)

No que foi dito anteriormente sobre o p-ciclo Multigrid, observe que podemos aprimorar significativamente esse
método se utilizarmos um chute inicial uglo) melhorado (i.e., um pouco mais proximo da solugao uy) na iteragao
sobre Apuy = f, do grid h original (etapa (1)). Para tanto, uma das alternativas mais plausiveis seria: [1]

transferir f;, para o subgrid 2h por meio de f3, = I_onfh; [2] resolver Aspugy, = fo;, aproximadamente para
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obter Uap; [3] transferir Uap para o grid h por meio de U, = Iop_.pUzp e utilizar esse Uy como chute inicial
para Apuy = f,. Agora, claro que em [2] utilizaremos novamente o u-ciclo para resolver Aspugy = fo, no grid
(0)
2h

2h, o que nos levarad novamente ao problema de utilizar um chute inicial u,,” melhorado para essa equacao. O

esquema geral ja deve estar claro e pode ser resumido nas seguintes etapas:

1. Transfira f;, para o subgrid 2h por meio de fo, = I, _onf}.

2. Transfira fy;, para o subgrid 4h por meio de fy, = Iop_anfon.

4. Resolva A;puyy, = fyy, no grid th que possui apenas 1 ponto interior para obter Ugy.

6. Transfira Uy, para o grid 2h por meio de ué(,)l) = Lyp_opUap,.

. . ) - 0 C .
7. Aplique o p-ciclo um certo ntmero vy de vezes a Agpug, = fop utilizando uéh) como chute inicial para

obter Uay,.

8. Transfira s, para o grid h por meio de uzo) = Lo, pUsp,.

. . i .. 0 o
9. Aplique o p-ciclo um certo numero vy de vezes a Aspug, = fop, utilizando uéh) como chute inicial para

obter uy.

Esse processo de obter chutes iniciais aprimorados para os grids mais — Grid h
finos (= com mais pontos) utilizando os grids mais grosseiros (= com
menos pontos) é denominado de lteragio Aninhada (Nested Itera- — \ /[ \ [ Grid 2h
tion) e sua fusdo com o p-ciclo Multigrid (expresso nas etapas acima) — \ /[ \ /A [ Grid 4h
fornece aquilo que denominamos um p-ciclo Multigrid Completo ou

Grid 8h

FMG (Full Multigrid) (representado na figura ao lado quando uti-
lizamos V-ciclos). Esse método constitui o ndé que junta as muitas idéias apresentadas nas segdes anteriores.
Trata-se de "uma sintese impressionante de idéias e técnicas conhecidas e utilizadas individualmente por muito
tempo. Sozinhas, muitas dessas idéiais possuem sérias deficiéncias. O Multigrid Completo é a técnica que as
integra de uma tal forma que possam trabalhar em conjunto e superar esses obstaculos. O resultado é um

algoritmo extremamente poderoso." [BHMO00, Cap. 3]



Capitulo 2

O Caso Bidimensional

Embora tenhamos apresentado o Multigrid aplicado ao problema unidimensional (1.1), o poder desse método
s6 fica evidenciado quando aplicado ao caso bidimensional desse mesmo problema. Ou seja, a partir de agora
estaremos interessados em resolver o Problema de Dirichlet para a Equacao de Poisson Bidimensional, o que

significa que estamos buscando uma fungao u(x) que satisfaga o seguinte sistema:

—Ugy —Uyy = [ (2,y) €Q
u(z,y) =0 (x,y) € 00

(2.1)

onde  representa um conjunto aberto do plano R? e 9 representa a fronteira desse conjunto. Por conveniéncia,

tomaremos €2 como sendo o quadrado unitéario (0,1) x (0,1).

A express@o anterior poderia ser representada de forma mais geral (e elegante) como

—Au(x) = f(x) x€N
u(x) =0 x € 002

(2.2)

onde u : Q — R é uma fungdo real definida num conjunto fechado Q@ C R™ que leva um x = (z1,...,2,) € Q no
seu u(x) € R e AA é denominado o operador Laplaciano, o qual leva a fun¢do u no seu Au = > | u;;, onde wu;;
representa a derivada segunda de u em relacao a sua i-ésima variavel. Observe que, no caso particular em que

u esta definida em R?, o anterior se resume a Au = u11 + Ugy = Ugy + Uyy €, portanto, (2.2) se resume a (2.1).

2.1 Discretizacao do Problema
Assim como no caso unidimensional, para que possamos resolver o problema anterior computacionalmente

devemos transformé-lo num sistema de equagoes lineares cuja solu¢do sera uma aproximagao da solugdo u(x)

procurada e que poderemos obter via métodos numeéricos.

20
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Para tanto, ao invés de trabalhar com o dominio continuo €} consi-

deraremos apenas um conjunto finito de pontos de Q. Ja que por @V
comodidade estamos tomando 2 como o quadrado unitario, entao
podemos seguir o padrao adotado no caso unidimensional e conside-
rar a i-ésima linha de pontos {x;o = (0,th),x;1 = (h,ih),...,x;; =
(jh,ih), ..., Xim—1) = ((n = 1)h,ih), X = (1,ih)} (pontos em verme-
lho na figura ao lado; observe que nessa i-ésima linha as ordenadas
de todos os pontos sao iguais a ih, onde h é o espagamento vertical
que por comodidade coincide com o espagamento horizontal) e, por-
tanto, considerar nosso grid de espagamento h (denotado simplesmente

por Q) como sendo o conjunto de todas essas linhas de pontos com

plini

o—o O
i=0,1,...,n (observe que para cada i temos j = 0,1,...,n)|!. ©0) “h - 0
40 41 42 43 44 Adotando um grid com 5 x 5 pontos como exemplo, ndo é muito dificil
©n A0 de ver que os indices ij de seus pontos x;; estdao dispostos tal como a fi-
30 3 32 33 k7 gura ao lado representa. Para que possamos montar o sistema de equagoes
lineares assim como fizemos para o caso unidimensional, a primeira coisa
20 2] 22 23 % que precisamos decidir é como iremos ordenar o nosso grid (i.e., quais pon-
tos diremos vir antes e quais pontos diremos vir depois). Isso acontece
s . 55 55 [y porque, diferentemente da reta [cujos pontos sdo ordenados de maneira in-
% o 0 03 " tuitiva da esquerda para a direita], ndo existe uma forma natural de se
(0.0) (10) Organizar os pontos no plano. Uma das ordenagoes possiveis ¢ conhecida
como ordenag¢ao lexicogrifica e ocorre exatamente como nos dicionarios con-
o X0 X X2 X X§41 vencionais (onde a palavra "ab" vem antes de "ac", a qual, por sua vez,
o 0 vem antes da palavra "ba"). Nessa ordenagdo diremos que o ponto X;;
Mis o e S e o vem antes do ponto x;; quando ¢ < i’; no caso em que ¢ = ¢/, entao
x;; vem antes de X; ;v se j < j' (em suma, olhamos o primeiro indice,
Yo o o1 gm " ie., o indice i, para tentar decidir quem vem antes de quem; nao conse-
x, x, X, x, X, guindo, i.e., caso ¢ = i/, passamos a olhar o segundo indice, ou seja, o
© © © inidice j). Assim, para o nosso grid de 5 x 5 pontos, teriamos a seguinte or-
X, X, X, X, X, denagao: {Xoo,-o-,X()47X10,.-.,X14,X20, <.y X24,X30, - - -, X34, X40, - - - 7X44}
(0,0) (1.0 (para simplificar as coisas, poderiamos denotar xg = Xqq, . - . , X4 = X04, X5 =
X10, ... € expresar o anterior naturalmente como {xg,X1,...,X24} - veja a figura ao lado; ndo é muito dificil
de ver que no caso geral de um grid com N x N pontos obteriamos {Xg,...,Xy2_1}). O leitor interessado em

conhecer outras ordenacdes como a ordenacao red-black pode procurar [WJ05, Cap. 3].2

Agora, utilizando a série de Taylor, podemos obter (assim como fizemos para o caso unidimensional) aproxima-

¢Oes dos valores que ugy € Uy, assumem num ponto X;; = (x;,y;) (lembre-se que x; = ih e y; = jh) do grid em

1 Assim como no caso unidimensional, observe que para cada ¢ ha n + 1 pontos no conjunto horizontal. Para evitar confusio
pense em n como sendo o indice dos pontos x € N = n + 1 como sendo o nimero de pontos num conjunto horizontal.

20 modo de se ordenar os pontos no grid é importante uma vez que altera a forma da matriz de discretizacido Aj. Isso se
refletira fortemente nas propriedades suavizadoras dos métodos iterativos (em particular do método de Gauss-Seidel).
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termos dos valores que u assume numa vizinhanga desse x;;. Isso porque, pela série de Taylor sabemos que:

(i hyy) = s, 5) + el )+ ke i,y + O(R) (2.3)

u(z; — h,y;) = w(xs, y;) — ug (x4, y5)h + %um(xi,yj)h2 +O(h®) (2.4)
e

w(xs, yj + h) = u(z, y;) + uy(zi,y;)h + %uyy(xl, y;)h? + O(h%) (2.5)

(e, gy — ) = (e ) — 1y s 43+ Sy (3,552 + O(H?) (26)

Manipulando cada um desses pares de equagoes exatamente como fizemos no caso unidimensional obtemos que:

3 + O(h?) (2.7)

3 +O(h®) (2.8)

Uyy (T35, 15) =

Denotando (por comodidade) u(z;,y;) = w;;, entdo as expressoes anteriores nos leva a férmula dos cinco

pontos, pois o membro esquerdo é aproximado utilizando-se cinco pontos do grid:

1
~Ug (T3, Yj) — Uyy (T3, Y5) = ﬁ(—u(iq)j — U1y + AU — Ugip1)j — Ui(j+1)) (2.9)

Combinando essa expressao com as exigéncias impostas pelo problema (2.1) original e utilizando a ordenagao

lexicografica que estabelecemos, entdo devemos ter que (novamente, denote f(x;,y;) = fij):

7 (—uor — w10 + 4ury — ug — ui2) = f
1

pz (—uo2 — uir +4ure — uz2 — u13) = fio

(2.10)
ar (-1 — Wigi-1) + 4 — Uity — i) = fij
Escrever esse sistema de equacgoes lineares em sua forma matricial nao seréa aig X T
tao facil como quando fizemos para o caso unidimensional. A matriz de Q -1
discretizacao Aj; que obteriamos seria uma matriz pentadiagonal esparsa, )éiﬂ)i,,,é;‘i ,,,,,,, é“”)i A= |1 4 A
i.e., com cinco diagonais (ao redor da diagonal principal) possuindo algumas X -1 .

entradas nao-nulas e sendo todas as demais entradas nulas (veja [Bie07, Cap. Notagao Esténcil

1]). Dessa forma, costuma-se representar A, através da notagao esténcil, a qual consiste em dispor os coeficientes
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de ugi—1);, Ui(j—1), Wij> U(it1)5> Ui(j+1) da formula dos cinco pontos (2.9) com a mesma posi¢io em que 0s pontos
X(i—1)j> Xi(j—1)» Xijs X(i41)5> Xi(j+1) S€ encontram no grid (veja figura anterior). De posse dessa notacao, podemos

representar o sistema de equagoes (2.10) simplesmente como:

1
I w, = f
B g " (2.11)

Ap

Assim como aconteceu no caso unidimensional, quanto mais pontos tomarmos no grid inicial melhor sera a
aproximagao dada por Taylor. Mas novamente com uma grande matriz de discretizagdo A; vem a ineficiéncia
dos métodos iterativos cléssicos. Para estudarmos as propriedades suavizadoras desses métodos aplicados agora

ao caso bidimensional, devemos percorrer os mesmos caminhos trilhados no caso unidimensional.

2.2 Autovalores e Autofuncoes do Laplaciano

Antes de qualquer coisa, procuremos pelas fungoes u(z) que satisfazem o sistema

—AU = —Upy — Uyy = AU T € )

u=20 x € 0N

(2.12)

Esse é o problema de Dirichlet para a equacao de Helmholtz bidimensional cujas solugoes sao as autofuncgoes
do operador laplaciano AA. Motivados pelas autofuncoes do caso unidimensional, talvez nao seja muito dificil
de ver que a funcao u(z,y) = sen(v/A1z) - sen(v/A2y) satisfaz a primeira condicao de (2.12). Isso porque
Ugy = —A1sen(v/ A1) - sen(vA2y) € uyy, = —Aosen(v/A1z) - sen(yv/A2y), de modo que Ugy + Uy, = —(A1 +
A2) (sen(v/A1z) - sen(v/Az2y)) e, portanto, —ugq — iy, = Au onde A = A; 4+ Az. Observe que qualquer miltiplo de
sen(v/A1x) - sen(yv/A2y) continuaria satisfazendo a primeira condigao, de modo que tenhamos em geral u(z,y) =
c-sen(y/A1z) -sen(v/Azy). Por fim, da condicio de fronteira estabelecida em 2.12, concluimos que c-sen(yv/A1z) -
sen(v/Az2) = 0 e c-sen(yv/A1) -sen(v/Az2y) = 0 [lembre-se de que estamos lidando com o quadrado unitério; no caso
geral, em que lidamos com o quadrado (0, L) x (0, L), a condicdo de fronteira nos daria sen(v/A1z)-sen(y/AaL) = 0
e sen(y/A1L) - sen(v/Azy) = 0], de modo que c-sen(v/A1) =0 e ¢-sen(y/Az) = 0. Como nao queremos ¢ = 0 (o
que forneceria uma solugao trivial), entao devemos ter /A1 = rm e v/A2 = sm, 0 que nos fornece os autovalores

Ars = (1% + s2)7? cujas respectivas autofungoes sao v,.s = sen(rmx) - sen(swy).

Remark 2.1. Como no caso unidimensional, observe que a frequéncia das autofungdes v,.s aumenta a medida
que 7 e s aumentam (veja figura abaixo). Para nossos atuais objetivos, diremos que a autofuncio é de alta

frequéncia quando r > § ou s > %, ou seja, quando méax(r,s) > %.
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2.3 Autovetores e Autovalores da Matriz de Discretizacao

Assim como no caso unidimensional, a Proposigao abaixo revela que os autovetores da matriz de discretizagao

Aj, sao justamente as autofungoes do laplaciano A discretizadas, i.e., restritas aos pontos do grid.

Proposition 2.2. A matriz de discretizacdo Ay, do Problema de Dirichlet para a Equagao de Poisson Bidimen-
sional no quadrado unitdrio (i.e., o problema (2.1)) possui autovalores A;s = % (2 — cos(rmh) — cos(smh)) e au-

tovetores v,s = (sen(rmxy)-sen(swyy), ..., sen(rme,—1) -sen(swy,—1)) correspondentes comr,s =1,2,... ., n—1.

Demonstracao. Ao invés de utilizar a estratégia de verificagao adotada no caso unidimensional, utilizaremos aqui
um método semelhante ao método de separacao de variaveis empregado na resolugao de equagoes diferenciais
ordinarias [embora o método de verificagdo também seja possivel]. A vantagem de utilizarmos esse método é
que ele independe da matriz Aj, e, portanto, independe de como o grid est4 ordenado e do tamanho de Aj [esse
método também poderia ter sido utilizado no caso unidimensional]. Estamos interessados nos vetores uy, tais

que Apuy = Auy, e, portanto, cujas componentes satisfazem

1

72 (FUG-1)j — wig-1) + A = UG~ Uign) = Aui (2.13)
Como acontece para equagoes diferenciais, comegamos por algo similar a hipétese de D’Alembert, supondo que
somos capazes de escrever as componentes u;; de u, como w;; = F(i)G(j), onde F,G sado funcoes de uma
variaveis inteira. Determinando F(i) e G(j) para i e j quaisquer, determinamos as componentes da solugao uy

procurada e, portanto, a propria uy. Para tanto, observe que a nossa suposicao permite reescrever 2.13 como

1

72(—F=1G0G) = FO)G( — 1) +4F()G() - F(i + 1)G()) = FOG( + 1)) = AF@)G()). (2.14)

Dividindo a equac@o anterior por F(i)G(j) e separando os termos que contém F dos termos que contém G,

entdo obtemos (verifique!):
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F(i—1)=2F(@) + F(i+1)  G( 1) =26() +G(i+1)
h2F (i) h2G(j)

=\ (2.15)

Como a soma do membro a esquerda da expressao anterior é igual & constante —)\, entao cada uma das parcelas

dessa soma deve ser constante. Em particular, como h ja é uma constante, entao devemos ter

F(i—1) = 2F@) 4+ F(i + 1)
F(i)

=A (2.16)

GU—-1) =26 +GCG+1)
G(5)

onde A e B sao constantes. Claro que se reescrevermos (2.15) em termos de A e B, entao nao é muito dificil de

=B. (2.17)

ver que essas constantes satisfazem:

%(AH—B) — ) (2.18)

Agora, assim como no método de separacao de variaveis para equagoes diferenciais ordinarias, observe que (2.16)

e (2.17) podem ser escritas como

Fli—1)— 2+ AFG) + Fi+1) =0
GG-1)-(2+B)GH)+G(+1)=0

(2.19)

Para simplificar as coisas no que esta por vir é conveniente definirmos constantes a e 3 tais que 2a =2+ A e

23 =2+ B (o porqué disso ficara claro mais adiante). Com isso, o sistema anterior se torna

F(i—1)—2aF(i)+ F(i+1)=0

(2.20)
GG —1)=268G(U)+G(+1)=0

Para resolver a primeira equagao desse sistema e determinar F'(i), tentamos uma solugdo da forma F'(i) = z*

para obter:
27 202" 4 2T =0 (2.21)
e, portanto, dividindo a expressio anterior por 21, para obter a equacio quadrética

22— 202+1=0 (2.22)

que pode ser facilmente resolvida para z [determinando, assim, a funcdo F|. Como se pode verificar, as duas

raizes da equagdo anterior sdo 21 = a—va? — 1 e z3 = a++va? — 1 [definimos o da maneira anterior justamente
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para simplificar a notagao dessas rafzes| e sdo tais que z; + 22 = —2«a e z329 = 1. Dessa forma, a solugéo geral

da primeira equagao de (2.20) é da forma

F(i) = 12} + co28. (2.23)

Para determinar as constantes ¢, co utilizamos as condigoes de fronteira do nosso problema, pois sabemos que
u;j =0parai=0,i=nouj=0,j=n [ja que assim, x;; = (z;,y;) estara na fronteira do quadrado unitario|.
Dessa forma, sabemos que F (i) = 0 quando ¢ = 0 ou ¢ = n. No primeiro caso, substituindo ¢ = 0 em (2.23)
obtemos que ¢; = —cy e, portanto, que F (i) = ¢1(21 — 22). No segundo caso, substituindo ¢ = n em (2.23)
obtemos que 2] = 2 e, portanto, como 2122 = 1, que 22" = 1. Assim, z; é uma 2n-ésima raiz complexa de 1,
ou seja, z; = T/ com 0 <r<2n—1ei=+/—1. Como z; = 1/25, entdo podemos restringir 0 <r <n —1
e, portanto, F'(i) = ¢1(z1 — 2z2) produz todas as solugoes nao-triviais F' da primeira equagdo em (2.20).

Assim,

stz €T/ 4 emirm/n

o= 5 = 5 = cos(rm/n) 0<r<n-1 (2.24)

e, escolhendo ¢ = 1/2,

F,(i) = e"™/m — e rmi/n — gen(irm /n). (2.25)

Da mesma forma, temos que

B = cos(sm/n) (2.26)
e
G, (j) = sen(jsm/n). (2.27)
Por fim, os autovalores sao dados por
1 1
Ars = 2 72 (1 —cos(rm/n)) + 72 (1 = cos(sm/n)) (2.28)

e as coordenadas dos autovetores sao dadas por

(Vrs)ij = sen(rmih) - sen(smjh) = sen(rnz;) - sen(smy;). (2.29)
O

Remark 2.3. Poderiamos denotar v,, = (sen(rmwh) - sen(swh)), = (vrs)n para enfatizar o fato de que as coor-
denadas do rs-ésimo autovetor de Aj sdo exatamente os valores que a rs-ésima autofuncéo v,.s do laplaciano

assume nos pontos do grid h.
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2.4 Meétodos Iterativos

Assim como aconteceu no caso unidimensional, observe que nossa matriz de discretizacio Ay, (n—1)% x (n—1)2
possui (n — 1)2 autovalores nao-nulos e, portanto, é diagonalizavel. Dessa forma, A;, é invertivel, jA que pode
ser escrita como um produto de matrizes invertiveis A, = PDP~', o que implica a unicidade da solucao
de Apuy, = f,, e, portanto, a possibilidade de aplicarmos métodos iterativos para encontra-la. Novamente é
importante lembrar que nem sempre é tao facil determinar os autovalores da matriz de discretizagao, o que nos
leva ao problema de investigar as propriedades que Aj deve possuir para garantir sua invertibilidade. Consulte

[Bie09, Cap. 2| para maiores informagoes.

2.4.1 Meétodo de Jacobi
2.4.1.1 Matriz de Iteracgao

Exatamente como no caso unidimensional, come¢amos resolvendo a j-ésima equacao do nosso sistema Apuy, = f,

como expresso em (2.10) para u;;, obtendo:

_ UG-1)j UG F i1 Ui+
4

h2
+ sz (2.30)

uij

(k=1)

Em geral, o método de Jacobi corrige a equacao anterior para um u,, e obtém um vetor u®*) tal que (lembre-se

da discussao feita para o Método de Jacobi no caso unidimensional):

(k=1) (k=1) (k=1) (k—1) 2
u i-1); +[u i+1); +[u i(j—1) +[u i(j h
[U;(f)hj:[ A (Yl LoV A (GRS 4[ h iy 0 i L6l (2.31)
Em forma matricial o anterior pode ser expresso como
_ h?
o) = Ryultb 4 P, (2.32)

4

onde Ry =1 — %zAh (verifique!).

2.4.1.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

A proposicao a seguir revela que os autovetores da matriz de iteracao R; do método de Jacobi para nosso

problema (2.10) sdo exatamente os autovetores da matriz de discretizacdo Ay,.

Proposition 2.4. A matriz de itera¢ao Ry do método de Jacobi para o problema (2.10) possui autovalores A5 =
3 [cos(rmh)+cos(smh)] e autovetores correspondentes v, = (sen(rma1)-sen(swy1), ..., sen(rre,—1)-sen(smwyn—1))

comr,s=1,2,...,n—1, ou seja, 0s mesmo autovetores da matriz de discretizacdo Ap,.

Demonstracao. A idéia da demonstracao é extamanente a mesma daquela apresentada no caso unidimensional

(Proposigao 1.3). Demonstre vocé mesmo! O
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Agora, assim como fizemos no caso unidimensional, se escrevermos os

autovalores de Ry como A(z,ys) = 3[cos(mz,) + cos(my,)], onde z, =

rheys =shcomr,s=1,...,n—1, entdo o grafico de |A(z, y)| (ao lado)

nos revela que os menores autovalores em modulo de R; sao tais que:

(1) z, < 0,5eys > 0,5 0u (2) z, > 0,5 ey, <0,5 (basta observar

que no grafico ao lado os menores autovalores ocorrem ao longo da
r s

reta y = 1 —x). Mas como z, = rh = = e y, = sh = >, entdo

o anterior significa que os menores autovalores em modulo acontecem

quando os indices 7,5 sdo tais que: (1) r < § es > §;ou (2) 7 > § es < 5. Agora, uma vez que a

matriz R é diagonalizével por se tratar de uma matriz (n — 1)2 x (n — 1)? com (n — 1)? autovalores ndo-nulos

distintos e ¢ também a matriz de propagagao do erro para o método de Jacobi (ou seja, e =R Je(o)), entao
escrevendo o erro inicial em termos da base {v,s} de autovetores de R; como e0 = Zf?il CrsVps Segue-se
que e®) = R’}e(o) = R’}Zcrsvm = ZCTS(R’}VTS) =Y crs(AF,v,s). Assim, como os autovetores v,, de R
(e, portanto, de A) sdo exatamente as autofungoes v,.s(x) = sen(rmx) - sen(smy) discretizadas (lembre-se da
Observagao 2.3) e ja que convencionamos dizer que uma autofuncao ¢ de alta frequéncia quando pelo menos um
dos indices 7, s ¢ maior do que % (lembre-se da Observacao 2.1), entdo podemos dizer que o método de Jacobi

é de fato um método suavizador, pois elimina algumas componentes de alta frequéncia rapidamente.

Se na discussao anterior denominarmos a regiao do plano cujos pontos

x = (z,y) sdo tais que 0,5 <z < 1 ou 0,5 < y < 1 de regiago de alta

N .z o . . ~ T LT
frequéncia (ja que A5 = A(z,,ys) esta associada a uma autofungio de 10 =S
7

alta frequéncia quando x,s = (z,,ys) esta nessa regido; observe que na

figura ao lado essa regiao é representada em laranja e que omitimos a 11T
g g P J q \\'\‘\\i\\%""
CSRINLLL /7
RN
LY
o

parte do grafico que corresponde & regiao de baixa frequéncia, ja que

estamos interessados apenas em alta frequéncia), entdo podemos ver 05

que o método de Jacobi é suavizador justamente porque seus menores

autovalores em modulo recaem dentro dessa regiao. Contudo, observe

que o melhor dos casos seria garantirmos que o maior dos autovalores A, dentro da regido de alta frequéncia (que
(max) . . -

podemos denotar por Ays ) fosse o menor possivel, pois nesse caso garantiriamos que todas as componentes

de alta frequéncia do erro inicial sejam removidas rapidamente (j4 que para todos os autovalores \.s; dentro

(ma:c)). )\S‘Tsnam)

da regido de alta frequéncia temos 0 < |Aq5] < Aps No caso do método de Jacobi, observe que

é proximo de 1, uma vez que o maximo da fungdo |A(z,y)| restrita a regiao de alta frequéncia é exatamente

1. A medida que tomamos mais pontos no grid, mais proximo de 1 se torna Aﬁ’;’”), de forma que no limite
tenhamos )\STM) = 1. Esse valor limite para Aq(»rsnax) é o fator de suavizacio e fornece uma boa medida do

poder de suavizacao do método. Veremos mais adiante que no método de Jacobi amortecido somos capazes de
minimizar o fator de suavizagdo do método de Jacobi as custas da sua velocidade de convergéncia (i.e., o poder

de suavizacdo aumenta, mas a velocidade de convergéncia diminui), obtendo um método suavizador otimizado.
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2.4.2 Método de Gauss-Seidel
2.4.2.1 Matriz de Iteragao

Observe que na defini¢ao (2.31) de uma iterada de Jacobi utilizamos as componentes (i—1)j, (i+1)j,i(j—1),4(j+

(k=1) (k)
h

1) do vetor u na defini¢do da componente ij do vetor u; ’. Contudo, como definimos as componentes de

k . s L ~ . ) ~ ~ .
ué ) uma a uma seguindo a ordem dos indices ¢j imposta pela ordenagao lexicografica, entao talvez nao seja

muito dificil de ver que quando estivermos definindo a ij-ésima componente de uglk) j& teremos definido suas

(i —1)j-ésima e i(j — 1)-ésima componentes, uma vez que na ordenagao lexicografica temos que o indice (i —1)j
vem antes do indice i(j — 1) que, por sua vez, vem antes do indice ij (lembre-se da discussao feita na segao

2.1). Assim, talvez seja melhor utilizarmos essas componentes de ugf) na defini¢ao (2.31) ao invés daquelas de

(k—1) . (k) .~ . L. -
u,, , pois sabemos que as componentes de u;;’ estao mais proximas das componentes do vetor solucao uy do

(k—1)
h

que as componentes de u . No método de Gauss-Seidel fazemos justamente isso, definindo:

(k) (k1) (k) (k1) 2
-, +(u i+1)j T, -1 1 i(j h
u®),; = [, J—s + [y ) 4[ noliG-n + [y i +2igl, (2.33)

Observe que diferentemente do caso unidimensional, o modo como ordenamos o grid afeta decisivamente a defini-
¢ao da iteragao de Gauss-Seidel, o que tera importantes consequéncias em suas propriedades. Para encontrarmos

a forma matricial do método de Gauss-Seidel, reescrevemos a expressao anterior como

(k=1) (k=1) 2
1 & k 1 [u J(i+1); + [u lig+1) R
—Z[ué Nz + [ - Z[ué Niggoyy = 1 b U - [Bulij (2.34)
e observamos que podemos reescrevé-la numa forma matricial como
(k) (k1) 12
1= L) = U™ 4 16, (2.35)

onde [ ¢é a identidade, L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior. Para ver
isso, escreva u%k) como um vetor coluna cujas entradas sao sua componentes na ordem imposta pela ordenagao
lexicografica e observe que uma matriz B tal que Bung) fornece aquilo no membro esquerdo de (2.34) deve
possuir entradas na diagonal iguais a 1 e algumas entradas abaixo da diagonal iguais a *i' Em seguida, basta
decompor B =1 — L, onde I é a identidade e L é uma matriz triangular inferior cujas entradas nao nulas sao
exatamente i. Por fim, repita o raciocinio para o membro direito (se necessario, recorde o que foi feito para o
caso unidimensional). Da expressdo anterior chegamos em
h2

) = Resuy™" + (1 - L)', (2:36)

onde Rgs = (I — L)~U.
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2.4.2.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteracgao

Assim como no caso de Jacobi (e no caso unidimensional), a proposigdo a seguir revela que os autovetores da
matriz de iteracao Rgs do método de Gauss-Seidel sao exatamente os autovetores da matriz de discretizagao
Ap.

Proposition 2.5. A matriz de iteragio Rgs do método de Gauss-Seidel para o problema (2.10) possui au-
tovalores Aps = +[cos?(rmh) + cos?(swh)] e autovetores cujas componentes satisfazem [vys];; = 3[cos(rmh) +
cos?(smh)| /2 sen(rrx;) - sen(smy;) comr,s =1,2,...,n—1, ou seja, NAO coincidindo com os autovetores

da matriz de discretizacao Ap.

Demonstrag¢ao. A demonstragio segue o mesmo raciocinio do caso unidimensional (Proposigao 1.5) e, portanto,

é deixada como exercicio. O

Observe que a Proposi¢do anterior garante que, para o nosso problema (2.10), o método de Gauss-Seidel é

convergente, uma vez que os autovalores \.; de Rgg estdo todos no intervalo aberto (—1,1) (basta observar

que os argumentos das fung¢oes cosseno estao sempre entre 0 e T e que nunca assume esses valores; para tanto,
T ST

escreva rmh,smh como T, °T onde r,s = 1,2,...,n — 1) e, portanto, o maior autovalor em modulo de Rgs é

estritamente menor do que 1.

A andlise do poder de suavizagdo do método de Gauss-Seidel é um tanto mais complicada que aquela feita
para o método de Jacobi, uma vez que os autovetores de Rgg nao coincidem com os autovetores da matriz
de discretizacio Aj,. Dessa forma, quando escrevemos o erro inicial €(®) em termos da base de autovetores
{v,s} como e® = Z::il CrsVrs, de modo que tenhamos e(¥) = Rése(o) = Rgs > CrsVes = Y Crs (R’ésvrs) =
S ers(AFv.s), ndo somos capazes de dizer imediatamente quais sdo os efeitos do método sobre as compoentes
de alta frequéncia [as quais se relacionam aos autovetores de Ay] do erro inicial. Uma andlise mais profunda,
envolvendo a Teoria Local de Fourier, revela que o fator de suavizagao para o método de Gauss-Seidel é 0,5 e,

portanto, que o método de Gauss-Seidel € um método muito mais suavizador do que o método de Jacobi.

2.4.3 Método de Jacobi Amortecido (w-Jac)

Como no caso unidimensional, o método de Jacobi pode ser sobrerelaxado utilizando-se um fator de sobrerela-

xamento w < 1 em

gl = fuf V), +w (87 - [ ;) (2.37)
onde ﬁ%k) ¢ a k-ésima iteracdo do método de Jacobi como obtida em (2.31).

2.4.3.1 Matriz de Iteragao

Utilizando (2.37) e o fato que Ry = I — %zAh, podemos deduzir da definigao (2.32) que:
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W~ D ol uf )
_ _ h? _
- u,(f 2 —&-w(RJuElk D th — ugk 1))

_ h? _ h? _
wy ™ el = AT S -]

e, portanto, apos as devidas simplificagdes, que:

_ h?
ul? = Ry(w) -V + =, (2.38)

onde Rj(w) =1 fwh;Ah. Observe que o método de Jacobi ocorre como um caso especial do Jacobi Amortecido

quando w = 1.

2.4.3.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

Assim como no caso de Jacobi, a proposi¢ao a seguir revela que os autovetores da matriz de iteragdo R(w) do

método de Jacobi Amortecido sdo exatamente os autovetores da matriz de discretizagdo Ay,.

Proposition 2.6. A matriz de iteragao Rj(w) do método de Jacobi Armortecido para o problema (2.10) possui
autovalores Ay = 1 — £[2 — cos(rmh) — cos(swh)] = 1 — w(sen? (75" + sen?(*Z1)] e autovetores correspondentes
vrs = (sen(rmzy) - sen(smyr),...,sen(roz,—1) - sen(swy,—1)) com r,s = 1,2,...,n — 1, ou seja, os mesmo

autovetores da matriz de discretiza¢ao Ay,.

Demonstrag¢ao. A demonstragao é exatamente aniloga ao do caso unidimensional (Proposi¢ao 1.6) e, portanto,

é deixada como exercicio. O

2.4.3.3 Valor Otimo de Suavizacao

Como de costume, permita-nos escrever os autovalores de R (w) como AN(w, &, ys) = 1—w[sen® (52, )+sen?(5ys)]
comz, =rh= Ly, =sh=>er,s=1,...,n—1. Observe que na regiao de alta frequéncia (i.e., 0,5 <z < 1 ou
0,5 <y < 1) afuncio f(z,y) = sen?(5x)+sen?(5y) ¢ crescente, de modo que a fun¢do N(w, z,y) = 1—wf(z,y)
seja decrescente para um w fixo (lembre-se que 0 < w < 1). Isso significa que, na regiao de alta frequéncia e
para um w fixo, a fun¢do A(w, z,y) atinge seus maximos nos pontos (3,0) e (0, ) (onde temos A(w) =1— %),
enquanto que seu minimo ¢é atingido em (1, 1) (onde temos A(w) = 1 — 2w). Dessa forma, sabemos que o fator
de suavizagao (i.e., 0 maximo da funcdo |A(w,z,y)| na regido de alta frequéncia e para um w fixo) é igual ao
méax{|1 —%|,|1 —2w[} e depende da nossa escolha de w. Plotando o grafico de max{|1 — %/, |1 —2w|} em fungao
de w, vemos que para w = 3 = 0.8 (basta encontrar w tal que |1 — %| = |1 — 2w|) atingimos o menor fator de
suavizacao possivel, de modo que o método de Jacobi Amortecido com esse fator de sobrerelaxamento constitui

um suavizador 6timo.
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Para exemplificar o anterior, observe no grafico ao lado como o
maximo da fungao A(0.8,z,y) é menor do que os méaximos das
fungoes A\(0.9, z,y) e A(0.5, x, y) restritas a regiao de alta frequén-
cia. No caso da funcao (0.5, z, y) observe que seu maximo ocorre

nos pontos (3,0) e (0, 3).

2.4.4 Método de Gauss-Seidel Amortecido (w-GS ou SOR)

Ao invés de utilizarmos o método de Jacobi no sobrerelaxamento dado em (2.37) poderiamos utilizar o método

de Gauss-Seidel, obtendo aquilo que é denominado método SOR (sucessive overrelaxation).

2.4.4.1 Matriz de Iteragao

Da equagéo (2.37) com ﬁgbk) sendo o k-ésimo vetor obtido na iteragdo de Gauss-Seidel e utilizando a expressao

em (2.36) obtemos que:

ugk) = uﬁlk_l) + w(ﬁgf) — uglk_l))
_ _ h? _
= uﬁlk b + w(LuELk) + nglk b + Ifh — ugk 1))
_ _ h?
= uﬁlk Y4 w[LuElk) + (U - I)uglk Rt £ ]

4
- h?
= [T+wlU- I)]uﬁlk by wLung) + w?fh

_ h2
(I-whul = [I+w@ -0+ %fh
e, portanto, que
_ h?
u® = Rgopult™ 4 %(1 — WD), (2.39)

onde Rsor = (I —wL) (1 —w)I +wU].

2.4.4.2 Autovalores e Autovetores da Matriz de Iteragao

Proposition 2.7. A matriz de iteragao Rsor do método SOR para o problema (2.10) possui autovalores \; que

satisfazem /\5‘5’) = (%) onde ,\$‘§) € 0 rs-ésimo autovalor da matriz de iteracao Ry do método de Jacobi e
rs W

autovetores V,s cujas componentes satisfazem [vys)i; = )\5-?3)/2sen(r7rxi) -sen(smy;) comrs =1,2,...,n—1,

ou seja, NAO coincidindo com os autovetores da matriz de discretizagdo Ay,.

Demonstrag¢ao. A demonstragao é exatamente aniloga ao do caso unidimensional (Proposi¢ao 1.7) e, portanto,

é deixada como exercicio. O
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2.5 Bigrid

Assim como no caso unidimensional, precisamos utilizar um grid com muitos pontos para que a solugao u; do
problema discretizado Apuy, = f;, apresentado em (2.10) seja uma boa aproximagao da solugéo u(z) do problema
continuo (2.1). Contudo, isso significa que teremos uma matriz de discretizagdo A, grande e, portanto, nossos
métodos iterativos para encontrar uj, serao bem lentos, embora tenhamos visto que muitos deles possuam
a propriedade de eliminar rapidamente as componentes de alta frequéncia do erro inicial. Essa propriedade

suavizadora dos métodos iterativos mais uma vez serd a primeira grande peca do Multigrid.

Como no caso unidimensional, a segunda pega importante do jogo é que com- h
O0—0——0 O O
0O 0 0 00000 P /h

ponentes de baixa frequéncia num grid h sdo componentes de alta frequéncia
num grid 2h. Num grid h com 9 x 9 pontos (e, portanto, com n = 8), Grid b
rl

por exemplo, sabemos da Proposicdo 2.2 que Aj possui 64 autovetores

vys com 7,8 = 1,...,8 e que esses autovetores sdo as 64 primeiras (na

ordem lexicografica) autofungdes do Laplaciano discretizadas, i.e., as com-
ponentes do rs-ésimo autovetor sao os valores que a rs-ésima autofungao
assume nos pontos da grid. Assim, podemos dizer que existem 64 modos

de frequéncias no grid h, cada um dos quais associado a uma das auto-

fungoes sen(rmx) - sen(swy) com r,s = 1,...,8. Observe que desses 64
modos de frequéncias, apenas os 9 primeiros sao visiveis no subgrid 2k (que possui 5 x 5 pontos, de modo

que n = 4 e, portanto, estdo presentes apenas as 9 primeiras autofungoes). Agora, como convencionamos que

alta frequéncia estd associada a autofungdes sen(rmx) - sen(smy) tais que » > 5 ou s > 3,

sen(mz) - sen(3my),sen(2mx) - sen(3smwy),sen(3rwx) - sen(3my) sdo todas de baixa frequéncia no grid k (pois ambos

entao temos que

r,s < 8/2), mas sao de alta frequéncia no grid 2h (pois ou r > 4/2 ou s > 4/2). Assim como no caso unidi-
mensional, isso sugere uma estratégia interessante. Como um método iterativo suavizador elimina rapidamente
as componentes de alta frequéncia do erro inicial ego) e deixa as componentes de baixa frequéncia praticamente
inalteradas, entao seria interessante que apods algumas poucas iteragoes para eliminar as componentes de alta
frequéncia transportassemos o problema para um subgrid com menos pontos, onde o método é capaz de eliminar

rapidamente componentes que eram de baixa frequéncia no grid original!

Para tanto, novamente utilizamos a equagdo do residuo Ape, = r; (lembre-se do caso unidimensional) para

resolver Apuy;, = f;, da seguinte forma:

uglk) — 1 =1, — Ahugc) — Apep =1, — uy, = ugk) +ep (2'40)

Esse processo em si nao é significativo numericamente falando. Contudo, se pudermos aproximar Aj; por um

Ap, mais "simples", entao a solucao de A€, = rj, serd uma aproximacao de e, de modo que possamos utilizar

o0 esquema (2.40) para obter um novo iterado uglkﬂ) (e, portanto, um método iterativo) da seguinte forma:
U.glk) — I, = fh - Ahuék) — A\h/éh =ry — ugﬂrl) = u;lk) +6h (241)

Assim como no caso unidimensional, uma das opc¢oes mais evidentes seria tentar aproximar Ape, = rj através
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de Aspesn, = rop, 0 que nos leva a considerar os operadores de transferéncia intergrids. Para converter um vetor
xp, do grid h a um vetor xap, do subgrid 2h definimos um operador Ij,_,2;, (denominado o operador de restri¢ao)
tal que xap, = I,_2pX,. Uma das opgdes mais simples seria tomar [, para ser o operador de injecao que faz

apenas

[x2n]i; = [Xn]2i)(25) (2.42)

ou seja, que “constroi” Xgp, simplesmente tomando as componentes de xj, associadas aos pontos do grid 2h (veja

a figura abaixo).

X1
2 G - R crdh
2
[x ]
R —-s— L B Grid 2h

Da mesma forma, para converter um vetor ys;, do subgrid 2k a um vetor yj, do grid h definimos um operador
I}, (denominado operador de extensao ou prolongamento) tal que yp = Iap—pyon. Uma das opgdes mais

utilizadas consiste em tomar Is,_,p, para ser o operador de interpolagao linear que faz

[Ynl2i)25) = [yonlij 1<ij<%-1
Yrl@isne) = 5 ([Y2nli + [Y2rl41)5) 0<4,j<%— (2.43)
[Yrleineity = 5 ([yanli + [yenlig+n) 0<i,j<5-1
rl@i+n i+ = 1 (yznli + [yanlas); + Vonlig+n + yanlasng+ny) 0<i,i <% -1

(nas expressoes anteriores desconsidere aquelas componentes que possuem indice 0, ja que elas ndo existem nos
vetores; s6 consideramos esses indices para simplificar as expressoes gerais) ou seja, que “constroi” y;, tomando
as componentes de yop, para serem as componentes com i, j pares de y;, (as quais sdo associadas aos pontos do
grid h que também estdo no grid 2h) e as médias de componentes adjacentes de yo, para serem as componentes
impares de yy, (as quais sdo associadas aos pontos do grid h que nao estao presentes no grid 2h). Para fixar as
idéias, observe a figura abaixo, onde duas ou mais setas saindo do grid 2h representam a média aritmética das

respectivas componentes de ysp,.



CAPITULO 2. O CASO BIDIMENSIONAL 35

2j B B P SR Grid h Grid h
2
j-e—e— [ ,,’Ll] rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr Grid 2h j ” Grid 2h
y2h ij ,v[yZh]U [yzh](i+1)(j)
i i
{y ](2i+1)(2j+1)
Grid h 2 ;;z!i‘ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr Grid h

2

S PPN A 7 P
. /2h 2h7 (i+1)(j+1)
Grid 2h [ — 27 7 2 G*

[’y’Zh]ij [yZh](i+1)(j) Grid 2h

Dessa forma, novamente como no caso unidimensional poderiamos tentar aproximar Ape, = rp da seguinte
forma: [1] comegamos por transferir o residuo r; para o grid 2h fazendo rop, = I_oprp; [2] em seguida,
resolvemos Aspes;, = o, exatamente para obter €y, = Az_hlrgh; [3] por fim, tranferimos esse €z, de volta para
o grid h fazendo &, = I, ,p€2,. Se esse "interpolado" & for uma boa aproximacao da solucao de Apey = ry,
entdo diremos que essa equagdo ¢ bem aproximada pela equagao mais simples Aspeq, = rop. O interessante
é que, se o erro ep associado a um iterado uglk) é suave, i.e., nao possui componentes de alta frequéncia,
entao o mesmo raciocino do caso unidimensional mostra que a interpolacao de €, realmente fornece uma boa
aproximagao de ep,!

Com essa abordagem, o processo iterativo expresso em (2.41) ficaria da seguinte forma:
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Grid h uglk) — Iy = fh - Ahugk) /éh = Ighah/égh — U;L,H_l) = ugk) + /éh
! T
Subgrid 2h rop = Ih_,ghrh — Aghegh =Troy — 62h = Az_hlrgh
(2.44)

o qual mais uma vez chamaremos de uma Iteracao Bigrid ou um Esquema de Corregao. Com isso em
maos, obtemos aquilo que é denominado um Ciclo Bigrid, unidade basica de qualquer método Multigrid, o

qual consiste das seguintes trés etapas:

. ~ . L, . . . e e . 0
1. [Pre-suavizagao| Aplique um método iterativo suavizador my vezes a Apuy = f;, com chute inicial uEL)

para obter ugbkl).
o . o (k1) (k1+1)
2. |Iteracao Bigrid| Aplique a Iteragao Bigrid (1.25) a u,, "’ para obter u, .
3. [Pos-suavizagao| Aplique o método iterativo suavizador mo vezes a Apuy, = f;, com chute inicial ug““)

para obter ugkz) .

2.6 Multigrid

Observe que na discussao anterior sobre o ciclo Bigrid resolvemos a equagao
do residuo Aspes, = rop exatamente no subgrid 2h. Contudo, como toma-
mos um grid A com muitos pontos, entao certamente o subgrid 2h ainda

terd uma quantidade elevada de pontos, de modo que resolver Aspesn, = rop

ainda seja tao dificil quanto resolver o problema original Apu, = f,! Mas

assim como no caso unidimensional observe que esses problemas sao essen-

cialmente iguais entre si! Poderiamos até mesmo utilizar a mesma notagao Grid 2h
do problema original e escrever Aspugy, = fop,, onde ugy, € 0 erro ey, e foy, €
o residuo rgp. Isso sugere que apliquemos o método Bigrid novamente, mas
agora a Aspesp = rop € rumo a um subgrid 4h. Isso nos levara ao problema
de resolver Ajpeqn, = rgp, para o qual podemos aplicar novamente o ciclo )
Bigrid. O esquema geral ja deve estar claro. Prosseguimos com esse processo Grid 4h
rumo ao subgrid com apenas 1 ponto interior, onde o problema se reduz a
encontrar e em ae = r e, portanto, que pode ser resolvido exatamente. Esse
processo constitui aquilo que denominamos um v-ciclo Multigrid, o qual pode ser compactamente expresso nas

seguintes etapas (relembre do caso unidimensional para maiores detalhes):

1. Aplique m; vezes um metodo iterativo suavizador a Apuy = f;, no grid h com chute inicial uglo) para obter

),

(k+1) (k).
h

2. Se o grid h s6 possui 1 ponto interior, entdo va para a etapa numero 5 tomando u = u;"’; caso

contrario continue.
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3. Obtenha o residuo r, = f}, — Ahugk) e o tranfira para o subgrid 2h fazendo fo, = I, _opTh.

4. Aplique o v-ciclo agora ao grid 2h (ou seja, comece novamente em 1 s6 que agora pra o grid 2h) p =1

vezes.

(k+1)
h

5. Transfira Us, para o grid h fazendo 0, = I, _,, Uz, e obtenha u = u;lk) + 1y,

6. Aplique ms vezes o método iterativo suavizador a Apuy = fj, no grid A com chute inicial u,(LLO) = u2k+1)

para obter Uy,

Como no caso unidimensional, se utilizarmos um p arbitrario diferente de 1 na etapa 4 do processo anterior
obtemos uma familia de ciclos Multigrid denominados p-ciclos, dos quais os mais utilizados sdo o 1-ciclo (V-ciclo)
e o 2-ciclo (W-ciclo).

2.6.1 Multigrid Completo (Full Multigrid - FMG)

Assim como no caso unidimensional, podemos aprimorar os p-ciclos Multigrid utilizando um chute inicial ugl )

melhorado na iteragado sobre Apu, = f), (etapa 1). Para tanto, repetimos o raciocinio empregado no caso

unidimensional:

1. Transfira f;, para o subgrid 2h por meio de fo, = I, _onf.

2. Transfira fy;, para o subgrid 4h por meio de £, = Iop_—anfon.

4. Resolva A;puyy, = £y, no grid th que possui apenas 1 ponto interior para obter Uyy,.

~ . . 0 ~
6. Transfira Uy, para o grid 2h por meio de u;h) = I4p_opUyp-

. . . .qe 0 e e .
7. Aplique o p-ciclo um certo numero vy de vezes a Aspusy = fop utilizando u(Qh) como chute inicial para

obter uyy,.

8. Transfira Us;, para o grid h por meio de uglo) =I5, pUzp.

. . . e 0 e .
9. Aplique o p-ciclo um certo numero vg de vezes a Agpugy = fop utilizando u(Qh) como chute inicial para

obter uy,.

Esse processo de obter chutes iniciais aprimorados para os grids mais finos (= com mais pontos) utilizando os
grids mais grosseiros (= com menos pontos) é denominado de Itera¢iao Aninhada (Nested Iteration) e sua fusao
com o p-ciclo Multigrid (expresso nas etapas acima) fornece aquilo que denominamos um p-ciclo Multigrid
Completo ou FMG (Full Multigrid).



Referéncias Bibliograficas

[BHMO00| Bricas, Wiliam L. ; HENSON, Van E. ; McCORMICK, Steve F.: A Multigrid Tutorial. 2a Ed. Siam,
2000

[Bie07]  BIEZUNER, Rodney J.: Métodos Numéricos Para EDPs Elipticas. 2007
[Bie09]  BIEZUNER, Rodney J.: Algebra Linear Numérica. www.mat.ufmg.br/ rodney, 2009

[TOS01] TROTTENBERG, Ulrich ; OOSTERLEE, Cornelis ; SCHULLER, Anton: Multigrid. Elsevier Academic
Press, 2001

[WJ05] WIENANDS, Roman ; JoppicH, Wolfgang: Practical Fourier Analysis for Multigrid Methods. CRC
Press, 2005

38



