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Resumo. Sobre o tempo de CPU necessario para resolver dois problemas, verifica-se o efeito
causado por: varios tamanhos de malhas, nimero de iteragdes internas, numero de malhas,
razdo de engrossamento (r =2, 3, 4 e 5), tolerancias, estimativas iniciais e esquemas de
correcdo (CS) e de aproximacdo completa (FAS). Os problemas considerados envolvem um
problema unidimensional linear (equacédo de advecgao-difusdo) e outro néo-linear (equagao
de Burgers), ambos com condi¢des de contorno de Dirichlet. O método de diferencas finitas é
usado para discretizar as equacgdes diferenciais. Os sistemas de equacdes algébricas sao
resolvidos com o método de Gauss-Seidel, associado ao método multigrid geométrico com
ciclo V. Entre outros resultados, verificou-se que o esquema FAS é mais rapido do que o CS,

para problemas lineares e ndo-lineares.
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1. INTRODUCAO

Modelos matematicos na dinamica dos fluidos computacional surgem em fenémenos
fisicos que envolvem fluidos em movimento, com ou sem troca de calor (Fortuna, 2000;
Maliska, 2004). Estes modelos matematicos, em geral, ndo tém solucdes analiticas
conhecidas. Buscam-se entdo solugdes numéricas transformando-se o modelo continuo em um
modelo discreto. Um método de discretizacdo muito usado € o método de diferencas finitas
(Golub e Ortega, 1992; Tannehill et al.,1997), onde, em problemas unidimensionais, 0
dominio xeR: 0<x<1 é particionado em N, subintervalos, introduzindo uma malha com

0S pOﬂtOS:
x, =(i-1h,i=1..,N, +1eh=1/N, (1)

onde h é o comprimento de cada intervalo. Isto estabelece uma malha com elementos de
tamanho h que denota-se por Q". A cada um dos N, —1 pontos interiores da malha, a

equacdo diferencial é substituida por aproximacbes de diferencas finitas (Tannehill et
al.,1997; Ferziger e Peric, 1999).

A discretizacdo desses modelos matematicos resulta em grandes sistemas de equacdes
algébricas do tipo

AV =T, 2)

—

onde A é uma matriz quadrada, f é o vetor independente e V é o vetor de incognitas. A

estrutura da matriz A depende do método e das aproximacgdes numéricas usadas para
discretizar o modelo matematico.

Vérias técnicas numéricas tém sido estudadas para resolver o sistema dado pela Eqg. (2)
com menor custo computacional e a solugdo a mais proxima possivel da exata (sem erros de
iteracdo; Ferziger e Peric, 1999). A resolucdo por métodos diretos ndo é recomendavel, visto
gue na prética, a matriz dos coeficientes € muito grande e o custo da inversao da matriz é alto
(Golub e Van Loan, 1984). Para problemas de grande porte os métodos iterativos sdo mais
adequados (Burden e Faires, 1997). O método do gradiente conjugado (Burden e Faires, 1997;
Golub e Ortega, 1992), introduzido por Hestenes e Stiefeld (1952), usa técnica que sdo mais
especificas para geometrias simples e € um método sensivel ao condicionamento da matriz.

O método multigrid, proposto originalmente por Fedorenko (1964), é atualmente um
método numérico muito usado para resolver iterativamente sistemas de equacdes do tipo da
Eqg. (2). A idéia bésica é usar um conjunto de malhas e executar alternativamente iteracdes em
cada nivel de malha e solucdes aproximadas desta equacdo em malhas mais grossas (Briggs et
al., 2000). S&o usados operadores que transferem informacdes da malha fina para a malha
imediatamente mais grossa (processo chamado de restri¢cdo) e da malha grossa para a malha
imediatamente mais fina (processo de prolongacdo). Briggs et al. (2000) trabalharam com a
razdo de aspecto r =2 afirmando ser uma pratica universal e que r # 2 nao traz vantagens.
Os sistemas lineares s&o resolvidos com um método iterativo com propriedades de reduzir
rapidamente os erros oscilatérios (propriedades de suavizacdo). Com este conceito, varios
trabalhos (Brandt, 1977; Stlben, 1999; Wesseling e Oosterlee, 2001; Moro, 2004; Pinto et al.,
2005a), apresentaram bons resultados numéricos para problemas de dindmica dos fluidos. Os
resultados de Fedorenko (1964) mostram que a taxa de velocidade de convergéncia com 0 uso
do método multigrid é muito melhor que a dos métodos iterativos puros. O objetivo do
método multigrid é acelerar a convergéncia de um esquema iterativo (Tannehill et al., 1997).



Os melhores desempenhos do método Multigrid sdo obtidos em problemas totalmente
elipticos (Wesseling, 1992), ou seja, problemas dominados pela difusdo; e 0os menores em
problemas dominados pela adveccao (Ferziger e Peric, 1999).

O método Multigrid pode ser aplicado a malhas estruturadas, conhecido como Multigrid
geométrico (Wesseling e Oosterlee, 2001), bem como a malhas ndo-estruturadas, conhecido
como Multigrid algébrico (Stuben, 2001). Em Wesseling e Oosterlee (2001) muitos desafios
ainda sdo vistos na area geométrica, como a solucdo das Equacdes de Navier-Stokes,
problemas com perturbagdes singulares, problemas de camada limite onde aparecem as
malhas fortemente alongadas, ou mesmo a paralelizacdo de algoritmos.

A razdo de engrossamento, para o caso unidimensional e considerando malhas uniformes,
é definida como:

h_ .
r=—2, (3)

onde Q" representa uma malha fina, Q" a malha imediatamente mais grossa e h o tamanho
dos elementos da malha.

Brandt (1977) trabalhou com o método multigrid geométrico em diversos problemas de
transferéncia de calor e escoamento de fluidos, unidimensionais e bidimensionais, lineares e
ndo-lineares. Em seu trabalho fez comparac¢des com a razfes de engrossamento r =2, 3 e 3/2.
Para os problemas testados, Brandt (1977) concluiu que a razdo r =2 é a recomendavel.
Stiiben (1999) desenvolveu um estudo com a razdes r =2 e 4 em malhas ndo-estruturadas,
para diversos problemas de transferéncia de calor, escoamento e eletromagnetismo,
bidimensionais e tridimensionais, lineares e ndo-lineares. Em seu trabalho, a razdo r =4 se
mostrou eficiente para problemas anisotropicos (anisotropia dos coeficientes e anisotropia
devido a malhas fortemente alongadas). Briggs et al. (2000) afirmam que a razdo r =2 é uma
pratica universal e que r # 2 ndo traz vantagens. Moro (2004) trabalhou com as razdes r = 2
e 4 em malhas estruturadas para problemas de difusdo com termo fonte. Em seu trabalho a
razdo r =4 apresentou tempo de CPU menor que a razdo r = 2. Pinto et al. (2005a) e Pinto
et al. (2005b) trabalharam com as razbes r =2, 3, 4, 5 e 8 para problemas unidimensionais
lineares (equacdo de difusdo e equacdo de adveccgdo-difusdo) com o uso do esquema de
correcdo (CS) e ndo-linear (equacdo de Burgers) com 0 uso do esquema de aproximagéo
completa (FAS). Nestes trabalhos as razdes r =2 e 3 resultaram em menor tempo de CPU
para os esquemas CS e FAS, respectivamente. Neste trabalho estuda-se o0 método multigrid
em uma dimensdo para mostrar os principios do método e derivar alguns procedimentos
usados nos casos mais gerais (Ferziger e Peric, 1999). Além disto, uma maior quantidade de
testes pode ser feita devido a rapidez de obtencdo das solucdes, facilitando o estudo de uma
grande variagdo de parametros.

Neste artigo os seguintes parametros sdo estudados: numero de iteracdes internas
(nimero de iteragdes do método numérico a fim de suavizar as componentes de erro), o
namero de niveis (nimero de malhas percorridas) e diversas razdes de engrossamento (r =2,
3, 4 e 5). Os objetivos sdo: verificar o efeito desses parametros sobre o tempo de CPU para o
multigrid geométrico e realizar comparacfes entre os esquemas CS e FAS com ciclo V,
proposto em Wesseling (1992). Os resultados sdo comparados com os obtidos na bibliografia.
Sdo apresentados operadores de restricdo por injecdo e prolongacdo por interpolacao linear
para qualquer razdo de engrossamento no intervalo (1, oo). Os modelos mateméticos

considerados neste trabalho envolvem um problema unidimensional linear de transferéncia de
calor, ou seja, a equacao de adveccdo-difusdo, e um problema unidimensional ndo-linear de
escoamento, ou seja, a equacao de Burgers, ambos com condig¢des de contorno de Dirichlet.



Este artigo esta organizado da seguinte forma: na secdo 2 é apresentada uma visdo geral
do método multigrid, incluindo os operadores de restricdo e prolongacdo. Na secdo 3, sdo
apresentados os modelos matematicos e numeéricos. Na secdo 4 sdo descritos os experimentos
numericos e seus resultados. E na se¢do 5 é apresentada a conclusdo do trabalho.

2. 0O METODO MULTIGRID

Para reduzir o erro de discretizacdo, malhas muito refinadas sdo necessarias a fim de se
resolver problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor. 1sso gera sistemas de
equacdes muito grandes. A resolugdo destes problemas através de métodos numericos requer
um custo computacional demasiadamente alto e muitas vezes inviavel devido ao grande
numero de equacgdes a serem resolvidas em cada passo iterativo. Uma op¢do para melhorar a
taxa de convergéncia destes problemas é o método multigrid (Briggs et al., 2000), que acelera
consideravelmente a resolucdo dos sistemas lineares envolvidos no problema. Métodos
multigrid sdo métodos iterativos para a solucdo de sistemas lineares, sendo, portanto,
fortemente dependentes da estimativa inicial atribuida as incégnitas do problema.

Uma técnica eficiente usada para aliviar as fortes oscilaces do residuo da Eq. (2) em
cada malha, definido por:

R=f—Av (4)

é suavizar as oscilagfes por um método de relaxacdo (método iterativo). Neste trabalho optou-
se pelo método de Gauss-Seidel, uma vez que ele possui boas propriedades de suavizacdo
(Briggs et al., 2000).

As primeiras iteracbes deste processo, geralmente, tém rapida convergéncia,
caracterizando a presenca de modos oscilatorios de erro. Porém, ap6s algumas iteracoes, 0
processo torna-se lento, sinalizando a predominancia de modos suaves (Brandt, 1977). Este é
exatamente 0 momento onde é recomendavel transferir o problema de relaxacéo para a malha
mais grossa, pois 0s modos de erros suaves na malha fina tornam-se erros oscilatorios na
malha grossa (Wesseling, 1992).

Podem ser usados dois tipos de esquemas com o metodo multigrid (Briggs et al., 2000): o
esquema de correcdo (Correction Scheme, CS) e 0 esquema de aproximacdo completa (Full
Approximation Scheme, FAS). No esquema CS, a Eg. (2) é resolvida apenas na malha mais
fina; nas malhas grossas, resolve-se a equacao do residuo. J& no caso do esquema FAS, a Eq.
(2) é resolvida em todas as malhas. O esquema CS é geralmente utilizado em problemas
lineares e 0 esquema FAS, em problemas ndo-lineares.

A taxa de convergéncia ideal (tedrica) do multigrid € independente do tamanho da malha,
isto é, independe do numero de pontos da malha (Hirsch, 1988; Ferziger e Peric, 1999). Néo é
muito efetivo usar somente dois niveis de malha (Roache, 1998); para obter um bom
desempenho do multigrid, diversos niveis de malhas devem ser usados (Tannehill et al.,
1997). Pinto et al. (2005a e 2005b) recomendam usar todos os niveis.

A razdo de engrossamento para malhas uniformes é dada pela Eq. (3), onde: r e (1,2) é

denominado engrossamento fraco; r = 2, engrossamento padrdo e r € (2,%), engrossamento

forte. Neste trabalho estuda-se o engrossamento forte e engrossamento padrdo, ambos
aplicados aos esquemas CS e FAS encontrados em Wesseling (1992).
Uma forma alternativa da Eq. (3) é:



r=§, p.geZ’, p>d. )

Neste caso, a razdo de engrossamento r é chamada de razdo pura se g =1. Para as razfes da
forma r = p/q= p/1, neste artigo utiliza-se p=r.

Os operadores de transferéncia da malha fina para a malha grossa sdo chamados de
operadores de restricdo e sdo denotados genericamente por 1/'¢" =4". Onde ¢, no caso

linear, assume o residuo R dado pela Eg. (4) e no caso ndo-linear assume a solucdo

aproximada do problema além do residuo R. Em Pinto et al. (2005a) desenvolveu-se um
operador de injecdo com a sua forma generalizada para qualquer r € (1,%0) , dado por:

A" =K gy + (1=K )dy; 2<i<N", 6)

onde cr :ceiling[g(i —l)j, K, :cr—ap(i —-1), N" = N“.% e N" é o nimero de elementos

da malha imediatamente mais fina. A funcdo ceiling é definida por:

ceiling: R —> Z, com x> ceiling(x)=min{ze Z/z > x}. (7)

A Eq. (6) ndo é calculada parai =1 e N" +1, pois no presente trabalho sio usadas
condiges de contorno de Dirichlet. Portanto, tem-se R = (0,0...,0) nestes pontos.

Os operadores de transferéncia da malha grossa para a malha fina sdo chamados de
operadores de prolongagéo, ou interpolaco, e sio denotados genericamente por I"g" =¢".
Onde ¢, no caso linear assume aproximagao do erro na equacéo residual, ou seja, a correcéo,

e no caso nao-linear assume a solucdo aproximada do problema, além da correcdo. Como no
caso do operador de restricdo, em Pinto et al. (2005a) desenvolveu-se um operador de
interpolacdo linear com a sua forma generalizada para qualquer r € (1,o0) , dada por:

Fr =K, g5 +[l-K )g" . 2<i<N", (8)

com cp :ceiling(%(i —1)), K, = cp—%(i -1).

3. MODELOS MATEMATICOS E NUMERICOS
3.1 Modelo linear: equagéo de adveccéo-difusao

A conveccdo de calor unidimensional (equacédo de adveccdo-difusdo), com condi¢des de
contorno de Dirichlet, em regime permanente e em coordenadas cartesianas pode ser

representada matematicamente por (Ferziger e Peric, 1999):

Peu, =u,,, 0<x<1 u(0)=0,u@®=1 9)



onde u € a incognita e Pe=20¢ o numero adimensional de Peclet. Na Eq. (9) a varidvel u
representa a temperatura, e suas derivadas de primeira e segunda ordens sdo representadas por
u, e u,,, respectivamente. Para as condi¢Oes de contorno acima a solugdo analitica é¢ dada

por:

exPe _1
eP—1"

u(x)= (10)

A discretizagdo do dominio é feita com malhas uniformes em N, subintervalos

(elementos) introduzidos pelos pontos da malha dados pela Eqg. (1). A equacdo diferencial
dada pela Eq. (9) é discretizada de acordo com o método de diferencas finitas. Nesta equagéo
sdo utilizadas a diferenca a montante (UDS) para a derivada de primeira ordem (termo
advectivo) e diferenca centrada (CDS) para a derivada de segunda ordem (termo difusivo). Os
esquemas UDS e CDS podem ser vistos em Tannehill et al. (1997). Com estas aproximagoes
a Eq. (9) resulta em

Pev' —hVil :Vil_ivzi_‘_VHll 2<i<Nf; V1:0’ VNf+1:1’ (ll)

onde v, é uma aproximacao para a solucéo exata u(x;). Rearranjando os termos da Eq. (11),
obtém-se a forma geral da equacao discretizada, dada por:

a,Vv; =,V +a,Vv,, +b,, (12)

onde os coeficientes sdo dados por:

Pe 2 1 Pe 1
apzT—}_F'aW:F—i_T’ae:FEbp:O' (13)

Se V e f séo denotados por \7:(v1,...,va+l)t e fz(fl,..., foﬂ)‘, respectivamente,
entdo o sistema dado pela Eqg. (12), pode ser representado por um sistema de equagoes
algébricas do tipo da Eq. (2) onde A é uma matriz tridiagonal (N, +1)x (N +1), simétrica e
definida positiva (Briggs et al., 2000; Burden e Faires, 1997), f é o vetor independente
formado por b e V € o vetor de incognitas.

A Eq. (2) é resolvida com o método multigrid fazendo-se uso dos dois esquemas (CS e
FAS) citados na secdo anterior. Neste caso, 0s sistemas de equacdes do tipo da Eg. (2), onde
f agora representa o termo fonte (residuo ou solucdo aproximada) a cada nivel de malha, s&o

resolvidos apenas com o método de Gauss-Seidel. Resolve-se também o problema, apenas na
malha mais fina, com os métodos Singlegrid: Gauss-Seidel e TDMA (Maliska, 2004). O
namero de iteracBes internas (ITl) do método multigrid é o nimero de iteragdes do solver
(meétodo numérico) a fim de suavizar os componentes do erro.



3.2 Modelo nédo-linear: equacéo de Burgers

O problema de escoamento unidimensional (equacdo de Burgers) de um fluido
incompressivel, com condi¢cdes de contorno de Dirichlet, em regime permanente e em
coordenadas cartesianas pode ser representado matematicamente por (Tannehill et al., 1997):

Reu?=u,+S, 0<x<1 u(0)=0,u(l)=1 (14)

onde u é a incognita e representa a velocidade, S é o termo fonte dado por
S =Re’e™(2e —e™ —1)/(e®™ -1)°, e Re=20 é o nimero adimensional de Reynolds.
Para estas condicdes de contorno e termo fonte, a solucao analitica é dada por:

eXRe _1
efe 1"

u(x) =

(15)

Considerando-se 0 mesmo modelo numeérico da sec¢do 3.1, a discretizacdo da Eq. (14)
resulta em

Re i i1 _ i1 i i+1+S.’ 2S|SNf, V1:0’ VNf+1:l' (16)

onde v, é uma aproximacao (solu¢do numérica) para a solugéo exata u(x;) € Si = S (xi). A
linearizacdo da Eq. (16), como em Ferziger e Peric (1999), € da forma:
AV _Vi*—lvi—l Vig =2V +Viy

ReViVi : _ - +S,, 2<i<N;; v, =0, vy, =1, (17)

onde v’ =~v;v, e o indice * denota valores que sio obtidos da iteracdo anterior. Rearranjando
os termos da Eq. (17), os coeficientes da Eq. (12) resultam em

a, =(Rev))/h+2/h?, a, =(Rev,,)/h+1/h? a,=1/h? e b =S, (18)

Se Ve f sdo denotados por V = (Vysens Vi, 1) € f=(f,.., fy,.1), respectivamente, entdo
o sistema dado apoOs a linearizacdo pode ser representado por um sistema de equacles
algébricas do tipo da Eq. (2), onde A= A(V)é uma matriz tridiagonal (N¢ + 1) x (N; + 1),
simétrica e definida positiva (Briggs et al. 2000; Burden e Faires, 1997), fé o vetor
independente formado por b, e V, o vetor de incognitas.

4. RESULTADOS

Os algoritmos foram implementados na linguagem FORTRAN 95 com o aplicativo
Compaq Visual Fortran 6.6. As simulagtes foram realizados num microcomputador com
processador Intel Pentium com 2.66 GHz e 1 GB de RAM usando-se precisao dupla.



Centenas de simulagcdes foram realizadas com as seguintes variantes: numero de
incognitas (N, ), numero de iteragdes internas (ITI), nimero de niveis de malhas (L),

tolerancias (&), estimativas iniciais (V) e razGes de engrossamento r =2 (padrdo), 3, 4 e 5.
Sdo apresentados neste trabalho os resultados mais representativos.

O critério de convergéncia para as iteracdes externas ITE (nimero necessario de ciclos
para suavizar as componentes de erro) é baseado na razdo entre a norma L, do residuo
(Ferziger e Peric, 1999) numa determinada iteracdo e a norma do residuo da estimativa inicial.
O residuo de cada no é calculado através da Eq. (4). Adotou-se como referéncia s =107 e
v=(0,0,...00 para a tolerdncia sobre o critério de convergéncia e estimativa inicial,
respectivamente.

O foco deste trabalho é a minimizacdo do tempo de CPU, para isto, busca-se 0 numero
otimo de iteragdes internas (1Tl ), nimero 6timo de niveis de malha (L;,,) a cada ciclo, a
razdo de engrossamento 6tima e o esquema 6timo (CS ou FAS). Entende-se por tempo de
CPU, o tempo gasto para gerar malhas, atribuir estimativa inicial, calcular os coeficientes e
resolver o sistema da Eq. (2). Este tempo é medido usando-se a fungdo TIMEF da biblioteca
PORTLIB do FORTRAN 95. Através de testes realizados verificou-se que a incerteza desta
funcdo é aproximadamente de +0.05s.

6timo

4.1 Esquema de correcao (CS)

IteracGes internas (ITI). A Fig. 1 mostra a influéncia do nimero de iteracBes internas
(ITI) sobre o tempo de CPU para a equacdo de Burgers. O nimero de iteraces internas
influencia o tempo de CPU e ITl ., = 2r —1 para a equacdo adveccao-difusdo e 1Tl =~ 2r

para a equacdo de Burgers. Este resultado concorda com o de Tannehill et al. (1997) para

Ir =2 no caso da equacdo de Laplace bidimensional linear, onde 1Tl =3, 4.
T T T T T T T T T
18O A e : ; : e S §
160 1 » 1 ; : ; ; ]
] & —m—MG(r=2)| |
SOl SR R R T N —e—MG(r=3)|_|
e | ‘ ‘ : ‘ | | MG(r=4)| |
R 120 Y MGEE) ]
O ] O Minimo
(]
g 100 oot S NS B i S S — =
/.
2 vy gy
@ 8Ot ; R S -
o : /‘
60 @& i SO SO O SUSE [ Tost JSUS O .
] O O N
40 ~|'\_ —————— P e 1
é All I él‘: EIB 1IO I 1|2 1|4 1|6 l|8 ZIO

Numero de IteracBes Internas
Figura 1: Tempo de CPU versus ITI para esquema CS e equacao de Burgers.
Verificou-se que para todas as razfes estudadas, uma diminuicdo pequena do nimero de

iteracBes internas, relativamente ao ponto minimo, aumenta drasticamente o tempo de CPU,
podendo até mesmo ocorrer divergéncia. Por outro lado, um aumento pequeno do nimero de



iteracOes internas, relativamente ao ponto de minimo, aumenta pouco o tempo de CPU (Pinto
et al., 2005a). Portanto, recomenda-se utilizar 1Tl =2r para as raz6es puras; por exemplo,
para r =2, recomenda-se ITI =4 para ambos os problemas. Os resultados do estudo feito
para a variacdo do tempo de CPU ao adotar-se o nimero ITl =2r para o problema em
questdo e para as diversas razdes de engrossamento estudadas sofreram, em média, pouca
variacgdo, cerca de 3.40% para a equacdo de advecgédo-difusdo e 2.39% para a equacdo de
Burgers.

Seja o problema de minimizagdo do tempo de CPU, em funcdo do nimero de iteraces
internas, para as diversas razfes de engrossamento no esquema CS. Para este problema,
verificou-se que o numero 6timo de iteragcdes internas tem uma forte influéncia do numero de
vezes que o método de Gauss-Seidel necessita para atualizar o residuo em todo o dominio
unidimensional.

Niveis de malhas (L). A Fig. 2 mostra a influéncia do numero de niveis de malhas (L)
sobre o tempo de CPU para a equacdo de Burgers. Verificou-se que o nimero de niveis pode
afetar significantemente o tempo de CPU com o uso do esquema CS para as diversas razdes
de engrossamento estudadas, tanto para a equacdo de adveccdo-difusdo, quanto para a

equacdo de Burgers e que Ly, =L onde L representa 0 nimero maximo possivel

de niveis. Este resultado € similar aos resultados de Tannehill et al. (1997), no caso da
equacdo de Laplace bidimensional (caso linear); e Mesquita e De-Lemos (2004), no caso da
equacdo de Navier-Stokes compressivel bidimensional (caso ndo-linear), ambos para o caso
onder =2.
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Figura 2: Tempo de CPU versus L para esquema CS e equacdo de Burgers.

Para ambos os problemas e para todas as razdes testadas o tempo de CPU tem uma taxa
de decréscimo bastante acentuada até atingir os seus minimos e, apds estes pontos, a taxa de

crescimento é bem menor até atingirem L ... Portanto, recomenda-se utilizar L =L
para as razdes puras; por exemplo, na equacdo de adveccao-difusdo, para r=2 e
N, = 2% =1048576 elementos, recomenda-se usar L =20, que é exatamente 0 L . Os
resultados do estudo feito para a variagéo do tempo de CPU ao adotar-se L=1L, ..., para os
problemas em questdo e para as diversas razbes de engrossamento estudadas é bastante
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pequena, na media, cerca de 0.90% para a equacdo de adveccdo-difusdo e 0.24% para a
equacao de Burgers.

Seja o0 problema de minimizacdo do tempo de CPU, em funcdo do numero de niveis, para
as diversas razdes de engrossamento para o esquema CS. Para este problema, verificou-se que
0 numero Otimo de niveis tem uma forte influéncia da velocidade com que é resolvido o
problema em uma quantidade maior de malhas sucessivamente mais grossas, ou seja, malhas
com uma quantidade de pontos menor.

Razdo de engrossamento (r). As Figs. 3 e 4 mostram o tempo de CPU para as diversas
razdes de engrossamento para 0 método multigrid, e também uma comparagdo entre 0s
métodos singlegrid Gauss-Seidel e TDMA, em fungdo de diversos N, para a equacdo de

adveccédo-difusdo e para a equacgédo de Burgers, ambas com o esquema CS. Pode-se notar que
o método TDMA é o mais eficiente de todos os métodos testados para os problemas. Ele é
seguido pelos métodos multigrid e finalmente pelo método de Gauss-Seidel. Portanto, para 0s
problemas unidimensionais testados, recomenda-se o uso do método direto TDMA.
Entretanto o objetivo nesta secdo e na proxima e verificar o efeito dos parametros multigrid
no tempo de CPU para o multigrid geométrico com o esquema CS e FAS (préxima se¢do) em
problemas unidimensionais lineares e ndo-lineares a fim de se obter informacGes para outros
problemas.

Para 0s mesmos ¢, V e N,, com as razdes de engrossamento testadas e o método

multigrid esquema CS, pode-se perceber que para os problemas testados (equacdo de
adveccgédo-difuséo e equacgéo de Burgers), tem-se:

tery (r = 2) <tepy (I‘ = 3) <tepy (r = 4) <tepy (I‘ = 5) ' (19)

Portanto, no caso do método multigrid com o esquema CS, recomenda-se 0 uso da razéo
r =2 para as equacdes em questao.
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Figura 3: Tempo de CPU versus N para esquema CS e equacao de advecgdo—difusao.

Tolerancia e estimativa inicial. Neste trabalho estudam-se também casos com variagdes
tanto da tolerancia ¢ como da estimativa inicial Vv .



Para a variacio da tolerancia, estudam-se casos onde ¢=10"e £=10", além de

& =10"usado nos resultados anteriores. Os resultados dos estudos do nimero de iteracdes
internas 6timo, tanto para a equacdo de adveccao-difusdo como para a equagdo de Burgers
sofreram pouca variacdo sobre o tempo de CPU: cerca de 3.4% e 0.5% respectivamente, ao se
adotar ITI =2r .

Para a variacdo da estimativa inicial, estudam-se casos onde vV =(1/21/2,...1/2),
v=(1..1),alémde v =(0,0,...,0) usado nos resultados anteriores. Os resultados dos estudos
do numero de iteragdes internas 6timo tanto para a equacgédo de adveccgdo-difusdo como para a
equacdo de Burgers sofreram uma variacdo sobre o tempo de CPU mais substancial: 3.4%
para a equacdo de adveccdo-difusdo e 15.75% para a equacdo de Burgers ao se adotar
ITI =2r.

Em relagdo ao numero de niveis, ao adotar-se L., =L a maior variagdo encontrada

foi de 0.61% para a equacdo de adveccdo-difusdo e 6.33% para a equacdo de Burgers,
independente de estar variando a toleréncia ou a estimativa inicial.

Isto mostra que o problema de minimizacdo do tempo de CPU é fracamente dependente
da toleréncia e fortemente dependente da estimativa inicial quando se estuda o nimero de
iteracGes internas; e fracamente dependente da tolerancia e estimativa inicial quando se estuda
0 numero de niveis. Conclui-se que pode-se usar 1Tl ;.. =2r € Lyino = Linaimo Para ambos os

problemas.
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Figura 4: Tempo de CPU versus N para esquema CS e equacdo de Burgers.
4.2 Esquema de aproximacao completa (FAS)

IteracOes internas (ITI). Através da Fig. 1 concluiu-se que o nimero de iteracdes
internas influencia o tempo de CPU para o esquema CS. O mesmo ocorre com 0 uso do
esquema FAS, sendo 1Tl ., = 3r.

Para todas as razdes estudadas, uma diminuicdo sensivel do nimero de iteragdes internas,
relativamente ao ponto minimo, aumenta drasticamente o tempo de CPU, podendo até mesmo
ocorrer divergéncia. Por outro lado, o aumento pequeno do ndmero de iteracfes internas,
relativamente ao ponto minimo, aumenta sensivelmente o tempo de CPU (Pinto et al. 2005b).
Verificou-se que ITI = 3r para as razdes puras; por exemplo, para r = 2, recomenda-se 1Tl = 6



para ambos os problemas. Os resultados do estudo feito para a variagdo do tempo de CPU ao
adotar-se o numero ITI =3r para o problema de adveccdo-difusdo sofreram, em média pouca
variagéo, cerca de 4.96% para a razao r = 3, ndo se cometendo erro nas demais razdes. Para a
equacdo de Burgers o erro variou de 0 a 2.98% para todas as razdes estudadas.

Seja o problema de minimizacdo do tempo de CPU em funcdo do ndmero de iteragBes
internas para as diversas razGes de engrossamento para o esquema FAS. Para este problema,
verificou-se que o nimero 6timo de iteragGes internas tem uma forte influéncia do nimero de
vezes que 0 método de Gauss-Seidel necessita para atualizar o residuo e a solu¢do em todo o
dominio unidimensional.

Para o problema linear unidimensional estudado na secdo anterior, verificou-se
ITI ~2r para 0 esquema CS. Aqui, para 0 mesmo problema, verificou-se que

ITl e = 3r para o esquema FAS. Portanto, o esquema utilizado (CS ou FAS) influencia o
namero 6timo de iteragdes internas para 0 método multigrid.

6timo

Niveis de malhas (L). Atraves da Fig. 2, concluiu-se que o nimero de niveis influencia o
tempo de CPU para o esquema CS. Verificou-se 0 mesmo resultado com o esquema FAS e
quel, . ~L para as diversas raz0es de engrossamento estudadas, tanto para a equacéao

6timo maximo

de adveccédo-difuséo, bem como para a equacao de Burgers.
Para ambos 0s problemas e para todas as raz0es estudadas, em geral o tempo de CPU tem
uma taxa de decréscimo bastante acentuada até atingir os seus minimos e, apés estes pontos, a

taxa de crescimento € bem menor até atingirem L _..... (Pinto et al, 2005b). Portanto
recomenda-se utilizar L=1L, .., para as razdes puras. N&o se comete erros no tempo de CPU
ao adotar-se L. =L tanto para a equacao de adveccao-difusdo como para a equacéo de

6timo
Burgers.
Para os problemas unidimensionais estudados na secdo anterior, verificou-se que
Lsimo = Linaximo P@ra 0 esquema CS. Nesta secdo, para 0s mesmos problemas, encontrou-se o

mesmo resultado. Portanto o esquema utilizado (CS ou FAS) néo influencia o nimero 6timo
de niveis para 0 método multigrid.

maximo

Razdo de engrossamento (r). As Figs. 5 e 6 mostram o tempo de CPU para as razfes de
engrossamento consideradas para o método multigrid e também uma comparagdo entre
métodos Singlegrid Gauss-Seidel e TDMA em funcéo de diversos N, para as equagdes de

adveccdo-difusdo e de Burgers, respectivamente com o esquema FAS.

As Figs. 7 e 8 mostram as Figs. 5 e 6 ampliadas para facilitar a visualizagdo das curvas
referentes as razdes testadas nos métodos multigrid.

Pode-se notar novamente que o método TDMA é o mais eficiente entre os métodos
testados para ambas as equacdes. Ele € seguido pelos métodos multigrid e pelo método de
Gauss-Seidel.

Para 0s mesmos ¢, V. e N,, com as razdes de engrossamento testadas e o método

multigrid com o esquema FAS, pode-se perceber que para ambas equacOes estudadas, para a
maioria dos pontos do dominio em estudo, tem-se:

tepy (F=3) <tepy (r=4) <tepy (r=2) <tep, (r=5) (20)
Portanto, no caso do método multigrid com o uso do esquema FAS, recomenda-se 0 USO

da razéo r = 3 para ambas equacdes em estudo. Esta constatagdo é inédita e inesperada, além
de mostrar que arazdor =2 perde a hegemonia perante outras razoes.
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Figura 5: Tempo de CPU versus N para esquema FAS e equacédo de adveccao—difuséo.
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Figura 6: Tempo de CPU versus N para esquema FAS e equacéo de Burgers.

Seja 0 problema de minimizacdo do tempo de CPU em funcdo das diversas razbes de
engrossamento e com o uso do esquema FAS. Para estes problemas, verificou-se que a razdo
6tima tem uma forte influéncia dos seguintes aspectos: a razdo de queda do nimero de pontos
de uma malha para a outra malha imediatamente mais grossa, a qualidade das informacdes
transferidas pela restricdo e pela prolongacao e, principalmente, o uso do esquema FAS, que
transfere informacoes a respeito do residuo e da solucdo para as demais malhas mais grossas.

Para os problemas unidimensionais estudados na secao anterior, verificou-se que r =2 é a
melhor razdo de engrossamento para o esquema CS. Aqui, para 0s mesmos problemas,
verificou-se que r = 3 é a melhor para o esquema FAS. Pode-se concluir que o esquema
utilizado (CS ou FAS) influencia a razao étima para o método multigrid.

Tolerancia e estimativa inicial. Neste trabalho estudam-se também casos com variagdes
tanto da tolerdncia ¢ como da estimativa inicial Vv como na secgdo anterior.

Para a variacao da tolerancia, os resultados dos estudos do nimero de iteracdes internas
6timo, para os problemas estudados, sofreram varia¢do substancial sobre o tempo de CPU ao



se adotar ITI =3r. Cerca de 6.87% a 24.53% para a equacao de advecgéo-difusdo e 10.81%
para a equacdo de Burgers.
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Figura 7: Ampliacédo da Fig. 5.
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Figura 8: Ampliagdo da Fig. 6.

Para a variacdo da estimativa inicial, os resultados dos estudos do nimero de iteragdes
internas 6timo tanto para a equacao de advec¢do-difusdo quanto para a equacao de Burgers
sofreram uma variagdo significativa sobre o tempo de CPU: de 11.93% a 32.65% para a
equacdo de adveccdo-difusdo e de 0 a 27.05% para a equacdo de Burgers ao se adotar
ITI =3r.

Em relagdo ao numero de niveis, ao adotar-se L., =L a maior variagao encontrada

foi de 24.78% para a equacdo de adveccdo-difusdo e 0.65% para a equacdo de Burgers,
independente de estar variando a tolerancia ou a estimativa inicial.

Isto mostra que, como na se¢do anterior, o problema de minimizacdo do tempo de CPU &
fracamente dependente da toleréncia e fortemente dependente da estimativa inicial quando se
estuda o nimero de iteracdes internas; e fracamente dependente da tolerancia e estimativa
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inicial quando se estuda o nimero de niveis. Conclui-se que, pode-se usar ITI =3r e,

6timo

como na sec¢do anterior Ly, =L, 4im Para ambos os problemas.

4.3 Esquema CS versus FAS

Nas Figs. 9 e 10 se faz uma comparacao entre os esquemas multigrid CS e FAS em fungéo
de diversos valores de N, . Pode-se notar que o esquema FAS é mais rapido do que o CS em

qualquer N, . Por exemplo, a equagdo de Burgers para a malha de 4194304 elementos o

tempo de CPU do MG-FAS(r = 2) e MG-CS(r = 2) é de 47.25 s e 142.47 s, respectivamente,
ou seja, 0 MG-FAS(r = 2) é cerca e 3 vezes mais rapido do que o MG-CS(r = 2). Outro
exemplo, para a malha de 3188646 elementos o tempo de CPU do MG-FAS(r = 3) e MG-
CS(r = 3) é de 28.19 s e 156.74 s, respectivamente, ou seja, 0 MG-FAS(r = 3) é cerca e 5
vezes mais rapido do que o MG-CS(r = 3).

Portanto, recomenda-se o uso do esquema FAS com a razdo r =3 para as equacdes de
adveccdo-difusdo e Burgers. Esta constatacdo € inédita e inesperada, pois o esquema CS é
indicado para resolver equacdes lineares e 0 esquema FAS, para equagdes ndo-lineares. Aqui
vemos que o esquema CS perde a hegemonia perante o esquema FAS, mesmo que para um
problema linear.
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Figura 9 - Esquemas CS e FAS para a equagéo de adveccdo-difuséo.

A conclusdo do presente trabalho difere daquela de Brandt (1977). Ele fez analises
teodricas e experimentais (numéricas) entre as razdes de engrossamento r = 2, 3 e 3/2 para
diversos problemas, mas ndo se referiu as Egs. (9) e (14) exatamente. Brandt mostra
preferéncia pelo esquema CS em relacdo ao esquema FAS no caso de problemas lineares.
Segundo Brandt, cada ciclo iterativo do esquema FAS é mais caro computacionalmente se
comparado ao esquema CS devido a transferéncia de informacdes a respeito do residuo e da
solucgéo para as malhas mais grossas.

Seja o problema de minimizacdo do tempo de CPU em funcdo do uso dos diferentes
esquemas CS e FAS. Para este problema, verificou-se que 0 esquema 6timo tem uma forte
influéncia da qualidade das informagdes transferidas pela restricdo e pela prolongacéao e,
principalmente, pela transferéncia de informacdes a respeito do residuo e da solucéo para as



malhas mais grossas. Entretanto, no presente trabalho verificou-se que o nimero de ciclos ou
iteracdes externas do esquema FAS é significativamente menor do que o esquema CS. Por
exemplo, para a equacdo de adveccdo-difusdo e para a malha de 8388608 elementos, o
namero de ciclos ou iteracdes externas (ITE) do MG-FAS(r = 2) e MG-CS(r = 2) é de 3 e 25,
respectivamente.
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Figura 10 - Esquemas CS e FAS para a equacao de Burgers.

5. CONCLUSAO

Para os esquemas CS e FAS do método multigrid geométrico, neste trabalho estudou-se o
efeito de diversos parametros sobre o tempo de CPU necessario para resolver dois problemas:
um linear (equacdo de adveccao-difusdo) e outro ndo-linear (equacdo de Burgers), ambos em
regime permanente, unidimensionais, com condic¢des de contorno de Dirichlet. Estas equacfes
foram discretizadas com o método de diferencas finitas.

Com base nos resultados deste trabalho, verificou-se que:

1) Para os mesmos dados (&, V e N, ), o esquema FAS é mais rapido do que o0 esquema

CS, para os problemas linear e ndo-linear.

2) O numero de iteracdes internas (ITI) e o nimero de niveis de malhas (L) afetam
significativamente o tempo de CPU para 0s esquemas CS e FAS. Para 0 esquema
FAS, recomenda-se utilizar ITlI =3r para qualquer numero de incognitas (N, ); e

para o esquema CS, ITlI=2r. Para ambos os esquemas, recomenda-se usar
L=L
3) Para os mesmos dados (¢, V. e N,), com L=L_,., paracada N, entre as razGes

de engrossamento de malhas testadas (r = 2, 3, 4 e 5), 0 esquema CS é mais rapido
com r =2; jaoesquema FAS é mais rapido com r = 3.
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