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36 Capitulo 3. Métodos aproximados

i

y(z) Zo(z) = aidilz) (3.1)
i=1
As funcbes ¢;(z), denominadas fung¢des de forma, sao fungdes linearmen-
te independentes e cada uma delas individualmente satisfaz as condigdes de
cortorno:

() = di(z9) =0 5 i=1,2,....n (3.2)

Essas funcdes sdo continuas até o grau m — 1, sendo m a ordem da maior
derivada do funcional.

Os coeficientes a;, a serem determinados, sao denominados pardmetros de
deslocamentos® e a funcio v{z) é conhecida como fungdo aprozvmadora.

Substituindo y por v no funcional e impondo a condigéo de estacionariedade
(minimo), tem-se:

)4 aay Yy

- O Say 4 b day, = _
ay 8(],1 (56&1 + aCLQ a9 + + aan @ 0 (3 3)

Como as variacbes da; sdo arbitrarias, a equacdo (3.3) se transforma em
um sistema de equagoes homogéneas da forma:

%:0 oi=1,2,...,n (3.4)
Se ¥ é uma funcdo quadratica de ¢; e ¢';, entdo essas equagoes &0 lineares
em ;.
Aumentando o niimero n de termos da funcao v(z), a solucdo, em geral,
¢ melhorada, e para que se obtenha uma seqiiéncia de solugdes convergentes
para a soluciio exata, as seguintes condigbes devem ser satisfeitas:

a) as fungdes aproximadoras v(z) devem ser continuas até uma ordem me-
nor do que a maior derivada do integrando,

b) cada funcdo ¢;(x) deve satisfazer, individualmente, as condigOes essen-
cials de contorno ¢

¢) a seqiiéncia de fungdes deve ser completa. Diz-se que v(z) é completa
quando a seguinte condicdo é satisfeita:

x2

Jim . (y— > aid)de < A

=1

sendo A um numero tao pequeno como se deseja.
As funcles que satisfazem as duas primeiras condi¢bes sao chamadas ad-
missiveis.

! Mais & frente, serfo denominados pardmetros nodais.
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38 Capitulo 3. Métodos aproximados
Derivando v (z) e substituindo no funcional I dado por (3.7), obtémsse:
! !
= f 2ETaids — / qag (2 — lx)dx
0 Jo

A condigio de estacionariedade exige que:
Olt

= ——0a, =
oIl aa2 5] 0

Como das é arbitrario, resulta que:

o1l

1 1
e [ 4ETayds — f g(a? — lz)dz = 0
Dag 0 0
Integrando e resolvendo, obtém-se:

ql?
24ET

Oy ==

A funcao vi(x) passa a ter a forma:

Os esforcos internos® sao:

!
M(3) = ~Elvf =

(3.11)

V(0) = —Elv) =0

e a energia potencial total TI, vale:

- 12
th 288 E T (3.12)

Como se vé, os esforcos obtidos em (3.11) e a mixima deflexao dada por

4 -
g%lE—f nio correspondem aos valores corretos.

Como segunda aproximagio, adota-se a fungao:

' 2 3
vo(z) = ag + a1 + apx” + a3

3 Lembrar que, de acordo com a orientagio do eixo v{z) da Figura 2.4, a carga g é
negativa. Portanto os valores encontrados para os deslocamentos e esforgos devem ser mul-
tiplicados por {—1).
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=

Figura 3.1: Viga com secdo varidvel.

A solugdo desse sistema de equagoes fornece:

an = O X ag — "*-—i1£** ; g = ——ELW*
’ 12681 24ET

Substituindo esses valores em (3.15

aproximadora:

}, obtém-se & forma final da funcao

nla) = LR -4+ 2(7)] (3.17)

A maxima deflexao vale:

[ 5l .
vs(5) = SaEr -
que é o valor exato.
Os esforcos internos sao:
I gl? ' gl
M(=) = — V()= —
=% ¢ viy=13

Esses valores também sdo os corretos. Observa-se também gue a derivada
quarta de vs(z) 6 igual & carga aplicada a viga dividida pela rigidez £1.
A energia de deformagcio total para esse caso vale:

qzla

Ty = =
3 240ET

Nota-se, comparando os valores obtidos para a energia de deformacéo total,
para cada aproximagdo utilizada, que:

I =1 > 10,
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A condigdo de estacionariedade do funcional permite determinar a; e ag da

seguinte forma:

o1l PI? 1
e == {} a3 — e wlz .
o entdo a; REL 3 a3 (3.23)
e
on _ 0 entao az= P
das TY A

que substituido em (3.23) fornece:

Pl ( 1 N 2)
ay = —==(—+ —
YT AREL I
Substituindo a; e a3, determinados acima, nas igualdades (3.20), obtém-se

0s valores de b;:

PP 11

TR

bo

P21
- 48E(I*;" N ﬁ)
Pl

- SEL
R

T 12E1,

Tendo determinado os coeficientes a; e b;, as fungdes aproximadoras resul-

by

bgﬂ

b

tam:

P I
vz} = 478]511 [—43:3 + (2 + f;") lzm]

P . . I Iy
vy (Z) = 6B, [8:?:3 —~1217% + 2 (1 - f) 73 4 (1 + f) P]

que sio as representactes exatas das deflexdes do eixo baricéntrico da viga. Se

I =1, =1, entao:

vy (z) = @(43:3 + 3%z (3.24)

P
vy (F) = W(SES — 1213% + 21%) (3.25)




(sz°¢) § - a7 =9

:10d opep 0110 W ‘0BjUd
‘OpusARY ‘BOYLIGA 98 STRUL OBU (9z'¢) epep[endt ® ‘@ 10od n opuminsqng
gura[qold op OUIOUOD 3P $003TPU0D s¥ UWIAZejsIyes anb $905TM] 0TS @ 2puo

(Lz'€) o { =0

eurioy ep o ered @ eiopeurxoide ogduny ewn 98- WPy
-QUIOITOD 3P S90DIPU0D SBLISD ZRISIIES oeduny ® a Ioperado wn 9 T OpUO

(9z°¢) f=07

“RULIOJ BP SaIeaul] soodenba op BUID)SIS W os-equodng
-opePI[RU0S0LIO P oRdIPUOD
OPURUIULIIIAP ‘orSeIS0juUI BP OIUIWOP OU OI9%Z © renst ojsodns 9 vroperapuod
opdunj eped a [enpIsal opduNy ® AIJUI ommpoid 0 9 ‘geropetopuod $90duNy 9P
goaeI)e sopetopuod 198 UIDASP onb sonpisel STEUl NO N 3s-UIoY ‘STRTOURIBJIP
seodenba op RIS Op 0O ‘[eIOURIBJIP ODenDbd BP BILXD ogdnjos e ‘oes ovU
no ‘9 oeu ‘geropeuirxorde seQduly St 1O ‘gropeurtxorde ogduny € OWOH
-OTLIONNOD 9P SPOIIPTOD SB I97RISTYRs WIAID onb seropeuwxoide
$00HUN] SIRUI NO BWN “R[9U NO ‘gl PS-TNINSYNS UB[Id[E) 9P opojow ofpd [erd
-ua1ejTp Orvdenbo ewmn No ‘STRTOUQIAJIP S20IRNDY 9P BUII)ISTS WIT I9AJOSOI BIed
‘91UBIPR 09SIA RIS OUIOD ‘SOSED sungje ered sopeINSI SOWSIUL 5O znpoid
unsIaTRey) op 0pojuW O ‘zqry]-ySTe[Aey] ap opoW Op ayuaIayp elos BIOQqUIH
‘opesi[eUeR 19S © ewo[qold o
9UAUIRII}R U} R UL DADIISIP anb (9310] RUWLIOY) [BDUSIJIP oedenba v 9jUSUIRIIIIP
eZI[I3N B ‘[euoIdUN} W 9P RIOU)SIXD © 1oNDAT ORU UB{ID[R) 9P opo3aur ()

urjIeres) ap OPORIN '€

‘SROTI}IWIOU

~0811y o srerutoutjod oes sepeziin 91U UINTIOD STe seropeuirxolde sa0dun) SY
‘713 -YSTe[ARY] 9P 0pORUW O 1e9a1duo os ered ojustipesold o ‘stod 9 assH

g soe STRNSTT WIRDY ' §97URIDYA0D

50 o ‘es-wrerenst (Gz'¢) @ (¥2°¢) sopeprendt se ‘g ®© opdalp wd ) 9P aaed e
se[-gqueLIO ® opuessed ‘T SePRUIPIOOD sep waflio e opuepnult ‘onb 9s-910N

-oquod 9859U OBXO[SP Bp 03eX9 IOTEA

Y

IH8Y (8
= OZa,:
1d (0) (?

-as-m19) ‘g ojuod ON

% upjIs[es) ap opoN €




44 Capitulo 3. Métodos aproximados

O método de Galerkin exprime a condicio de ortogonalidade entre a fungao
¢ e as funcdes ponderadoras ¢;, resultando:

/V(L@—f)@dv 0 ; i=12"".n (3.20)

Os coeficientes a, provém da solucio do sistema de n equagdes representado
pela ignaldade (3.29). Os coeficientes g; sdo determinados, entao, de modo que
os residuos se anulem em cada integracdo ponderada.

Exemplo 3 _
Resolver o problema da viga da Figura 2.4. A energia potencial total é

representada pela igualdade (3.7).
A primeira variagdo do funcional IT fornece:

2
ST = [ (Ef”d v _ qév) dz

dx? da?

[ntegrando por partes a tltima igualdade e anulando-a, tem-se:

{

¢ d*v 42 dov | dv
Ef—m dvdr + El—7—— EI—5 =
/( dzt ) var dx? dz |, dx? ! 0
Lembrando que:
3,
V =—-FKI E—j;—i- forga cortante
e
d*v
M = —EI—— momento fletor
dx?
essa, equagao fica:
! div déb ;
/D (f_z‘f&-E - )5E)d |t Vo=

Se houver forga cortante V* e momento fletor M™* aplicados em ponto de
coordenada = = z* do eixo da viga, a essa equagio devem ser acrescentados
08 Lermos:

ddv
—V*dul _ . - Vf*w-

:J‘_,*

Supondo que haja apenas a carga ¢, e as condices de contorno levam os
dois tltimos termos a se anularem, a equacao acima reduz-se a:

¢ d*v
[ (EI;_;— - ) Sudz = 0 (3.30)
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{
f (EI5"Y — q)pidz =0 com i=1,2,3,4
0

sendo ¢; dado por:

T 2
@] ISin%{ @228.11'1-_7}3
, . OTE . drx
¢y = sin - ¢y = sin i

O resultado sao quatro equagodes escritas como:

g
/ (EI7"Y — g)sin ff— —0
0 A

! 2
[(EI'U”/ -q)sin? =0
o

. )
] (EI7'Y — ¢)sin %;—E ={
0

; .
/ (EI5"Y — ¢)sin 47? = ()
J0

A solucéao desse sistema de equagdes fornece:

4ql 4ql*

(1 — ————— e O e ——
Y= R “2 © T SBsE]

A funcao aproximadora, entdo, fica:

o{z) = 4= (sin ket + L sin 37”{:)
OO RSET T 1 243 !

Para z = 1/2, a deflexdo vale:

que ¢ o valor exato.
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cuja solugdo fornece:

7 5
y = —— [ agﬂm

Entao, a segunda aproximagao fica:

vg(z) = 2{l — x) (-é% + 1?63:) (3.39)

Supondo a terceira fun¢ao aproximadora como sendo:

v3(z) = z(1 — ) (a + zaz + vaz)

tem-se:
Lid*y  dy
— 4+ — 1 x}d 3.40

[)(dm+d$+$)im( z)dz (3.40)
Vid*y  dvu 5

/O (E+&E+$)dx (1 —z)dx (3.41)
1 2,

] UL L) B - a)de (3.42)
o \dr dx "

Substituindo as derivadas de v3(z) em {3.40), {3.41) e (3.42) e integrando,
resulta o seguinte sistema de equagoes:

NEDE
3N TR TR T 1
o1 2 1
—0] + 0y + —a3 =
60 110 ¢ a1 ® 20
7 11 3 1

-] -+ 165612 + £CL3 30

cuja solucao fornece:
ap = 0,235671 ; ap=-0,018690 ; a3=0,000958

A terceira fungao aproximadora fica sendo:

v3(x) = z(1 — x)(0,235671 — 0,0186907 + 0, 09095822
A solucéo exata da equacdo diferencial (3.34) &
1 1
R & IO Y 2
v(x) 2(1_1)( e ) 8t

[
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50 Capitulo 3. Métodos aproximados

/;: dv [—w% (a%) + v — f(:c)} dr =0

Degenvolvendo as derivadas indicadas no integrando, tem-se:

= da dv d?v
j{cg ["6“&}?@ - 51}&2.!:6—2 + svfv — 5’Uf($):| dr =0 (3.44)

Para que v e dv tenham a mesma ordem de derivada, elimina-se a derivada
segunda através do seguinte artificio:

ficando a equacao (3.44) com a forma:

o1 | div du T do dv d dv
/xo [Q"&z;a;‘f“(gt)ﬁi)—évf(’ﬁ)} d.’E—/;EO [5%&;&5‘*“&&; (5?)&;;):!0111——6
(3.45)

A segunda integral pode ser escrita em forma mais adequada para mostrar
que ela se anula:

€y da du d dv #1 dv
gadv 8 @ Vg = [ 2 lalsvl) | de =
fio [&de & (%dxﬂ v /ZU dz la( ”m)]d$

aéfv?jﬁ =0
dx =zl
j4 que dv é nulo nos pontos zy e x;.
Entao, resta apenas a primeira integral da equagio (3.45):
z | dévd
[EO [a—&;v&% + dufv — (5’0]"(:5)} dz =0 (3.46)

Essa equacdo é a forma fraca da equagao diferencial (3.43). Com as proprie-
dades dos funcionais apresentadas no Capitulo 2, que permitem que o operador
variacional abranja toda a integral que identifica o funcional, a equagao (3.46)

EiCEi..

AN

sendo o funcional dado por:




