Formulacoes Forte e Fraca para
Problemas Unidimensionais

este capitulo, sdo desenvolvidas as formulagGes forte ¢ fraca para diversos problemas fisicos unidimensionais.

A formulacdo forte consiste nas equagdes de governo e das condigGes de contorno para um sistema fisico. As
equagdes de governo sdo normalmente equacdes diferenciais parciais, mas no caso unidimensional elas tornam-se
equagdes diferenciais ordindrias. A formulagdo fraca é uma forma integral dessas equagdes, que € necesséria para
formular o método de elementos finitos.

Em alguns métodos numéricos para resolver equagdes diferenciais parciais, estas podem ser discretizadas direta-
mente (isto &, escritas como equagdes algébricas lineares adequadas para solugGes computacionais). Por exemplo, no
método de diferengas finitas, podemos escrever diretamente as equagdes algébricas lineares discretas das equagdes
diferenciais parciais. Entretanto, isso nio é possivel no método de elementos finitos.

Um esquema para o desenvolvimento do método de elementos finitos é mostrado na Figura 3.1. Como pode
ser visto no esquema, existemn trés ingredientes distintos que sdo combinados para chegar até as equagdes discretas
(também chamadas de sistemas de equagdes; para andlises de tensdes elas sio chamadas de equagGes rigidas), as
quais em seguida sao resolvidas por um computador. Esses ingredientes sao

1. a formulacdo forte, que consiste nas equagdes de governo para o modelo e nas condigOes de contorno (essas
também sio necessérias para qualquer outro método);

2. a formulagao fraca;

3. as fungOes de aproximagao.

As funcgdes de aproximagdo sio combinadas com a formulagao fraca de modo a se obter as equagdes de elementos
finitos discretas.

Equacbes discretas
(Capitulo 5)

Aproximacio de lungoes
{Capitula 4)

Figura 3.1 Esquema para o desenvolvimento do método de elementos finitos.
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Portanto, o caminho para as equages diferenciais de governo é substancialmente mais complicado do que aquele
para os métodos de diferengas finitas. No método de diferengas finitas, ndo existe necessidade de uma formulagéo
fraca; a formulagdo forte € diretamente convertida para um conjunto de equacBes discretas. A necessidade de uma
formulag@o fraca torna o método de elementos finitos intelectualmente mais desafiador, Um niimero de pontos sutis, tais
como a diferenga entre vérias condigGes de contorno, deve ser estudado para o uso inteligente do método. Entretanto,
para compensar essa complexidade adicional, os métodos de elementos finitos podem lidar mais fac:lmente com as
formas complicadas, que necessitam ser analisadas em projeto de engenharia.

Para demonstrar os passos basicos nas formulagdes forte e fraca, consideraremos os problemas tanto de barras
eldsticas carregadas axialmente como o de condug@o de calor unidimensional. As formulaces fortes para esses
problemas serfio desenvolvidas juntamente com as condigbes de contorno. Em seguida, desenvolveremos as formu-
lagGes fracas para esses problemas e mostraremos que elas sdo equivalentes is formulagGes fortes. Também exami-
naremos vArios graus de continuidade, ou suavidade, os guais terfio um papel importante no desenvolvimento dos
métodos de elementos finitos.

A formulag@io fraca € a parte mais intelectualmente desafiadora no desenvolvimento dos elementos finitos, de
forma que um estudante pode encontrar algumas dificuldades nd compreens@o desse conceito; ele é provavelmente
diferente de qualquer outra coisa que o estudante tenha visto antes em andlise de engenharia. Entretanto, uma compre-
ensdo desses procedimentos e as implicagdes em resolver uma formulagdo fraca séo cruciais para a compreensio do
cardter das solugdes de elementos finitos. Além disso, os procedimentos sio de fato bastante simples e repetitivos,
de forma que uma vez seja compreendido para uma formulag@o forte, os procedimentos podem ser facilmente apli-
cados a outras formulagGes fortes.

3.1 FORMULAGAO FORTE EM PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

3.1.1 Formulagdo Forte para uma Barra Eldstica Carregada Axialmente

Considere a resposta estética de uma barra eldstica de segéo transversal varidvel, tal como a mostrada na Figura 3.2.
Esse € um exemplo de um problema em andlise de tensdo linear ou elasticidade linear, em que procuramos determinar
a distribui¢do de tensZo of(x) na barra. A tensfo resultard da deformagfo do corpo, que & caracterizada por desloca-
mentos de pontos do corpo, u(x). O deslocamento resulta em uma tensio denotada por £(x); a deformago é uma vari-
dvel adimensional. Como mostrado na Figura 3.2, a barra é submetida a uma forga de campo ou 2 um carregamento
distribufdo b(x). A forga de campo poderia ser em razio de gravidade (se a barra fosse colocada verticalmente em vez
de horizontalmente, conforme mostrado) a uma for¢a magnética ou a uma tensio térmica; no caso unidimensional,
consideraremos a forga de campo por unidade de comprimento, entfio as unidades de b(x) s@o forga/comprimento,
Além disso, as cargas podem ser aplicadas nas extremidades da barra, onde o deslocamento ngo é prescrito; essas
~ cargas sdo chamadas de trages e indicadas por f.Essas cargas estdo em unidades de forga por 4rea e, quando multi-
plicadas pela drea, fornecem a forga aplicada.
A barra precisa satisfazer as seguintes condigoes:

1. Estar em equilibrio.

2. Estar de acordo com a lei da tensdo—deformagfio el4stica, conhecida como lei de Hooke: o(x) = E(x) e(x).
3. O campo de deslocamento precisa ser compativel.

4. Estar de acordo com a equagdo deslocamento—deformago,

A equagdo diferencial para a barra é obtida a partir do-equilibrio das forcas internas p(x) e das forgas externas b(x)
.QMEWSMQMWQMMW Considere o equilibrio de um segmento de barra ao

longo do eixo x, conforme mostrado na Figura 3.2. A somatéria das forgas na diregdo x fornece

—plx) + b(x+%).ﬂx+p(x+ Ax) =

Figura 3.2 Um problema de anélise de tensdes (elasticidade) unidimensional.
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Rearranjando os termos nessa equagio ¢ dividindo por Ax, obtemos

plx+ Ax) = plx) | Ax\
“—a—'*b("‘*‘i')*"'

Se tomarmos o limite dessa equag@o quando Ax — 0, o primeiro termo € a derivada dp/dx ¢ o segundo termo torna-
se b(x). Portanto, essa equagao pode ser escrita como

dp(x) 25
TR + b(x) =0. (3.1)

Essa € a equagio de equilibrio expressa em termos da forga interna p. A tensao é definida como a forga dividida pela
4rea da segdo transversal:
a(x) = Em(f)-, entio plx) = A(z}e{x). (3.2)
Alx)
A equagio deslocamento—deformagéo (ou cinemdtica) € obtida pela aplicagdo da defini¢éo de engenharia que utili-
zamos no Capitulo 2 para um segmento infinitesimal da barra. O alongamento do segmento é dado por u(x + Ax) —
u(x) e o comprimento original & Ax; portanto, a deformaggo € dada por

e alongamento _u(x+ Ax) — ulx)
/™ comprimento original Ax ;

Tomando o limite dessa expressao quando Ax — 0, reconhecemos que o lado direito da equagio ¢ a derivada de u(x).
Portanto, a equagio deslocamento—deformagao €

&x) = o "33
() =5 33)
A lei de tensio—deformacdo para um material elastico linear é a lei de Hooke, que j& vimos no Capitulo 2:
a'(x) = E{X}E(X), (3 4)
em que E é o médulo de Young.
Substituindo (3.3) por (3.4) e o resultado por (3.1) temos » ONADCA X Gl {"\e;q; L CLC
148 S e et

d du | Ay’

oA, i =), = i C U {-}.\LI\‘ J b -

= (AEd.r) +b=0, D<xxl t ) (3.5

‘Essa é uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem. Nela, u(x) € a varidvel dependente, que € a fungdo desco-
nhecida, e x é a vari4vel independente. Na equagdo (3.5) e em outras equagdes, a dependéncia das fungbes sobre x
seré freqilentemente omitida. A equagdo diferencial (3.5) € uma forma especifica da equagdo de equilibrio (3.1). A
equaco (3.1) aplica-se a materiais lineares e nao-lineares, a0 passo que (3.5) considera a linearidade na defini¢do da
deformagao (3.3) e da lei de tensdo—deformagdo (3.4). A compatibilidade ¢ satisfeita pela exigéncia do deslocamento
ser continuo. Posteriormente, discutiremos mais sobre o grau de suavidade, ou continuidade, que € exigido.

Para resolver a equagio diferencial (3.5), necessitamos prescrever as condigdes de contorno nas duas extremi-
dades da barra. Com o objetivo de ilustrar, consideraremos as seguintes condigbes de contorno especificas: em x =
I, o deslocamento, u(x = [), é prescrito; em x = 0, a forga por unidade de drea, ou trag3o, denotada por 7, € prescrita.

Essas condig@es s3o escritas como
du p(0) &
0)={E— e B
“ (de),mn AO - " 3:6)
ull) = 7.

Observe que a barra superposta indica um valor de contorno prescrito nessa equagio ¢ em todo este livro.

A tragfio T tem as mesmas unidades que a tensdo (forga/érea), porém seu sinal é positivo quando age na diregdo
positiva do eixo x, sem considerar sobre qual face ela estd agindo, enquanto a tensio € positiva em tragio e negativa
em compressido, de forma que sobre uma face negativa uma tensdo positiva corresponde a uma tragao negativa; isto
seré esclarecido na Segdo 3.5. Note que tanto a carga quanto o deslocamento podem ser especificados em um ponto
de contorno, mas ndo em ambos.

A equagio diferencial de governo (3.5), juntamente com as condigdes de contorno (3.6), € chamada de formulagao
forte do problema, Para resurnir, 2 formulagdo forte consiste na equagdo de govemo e nas condi¢des de contomo, as
quais para esse exemplo sio

d du
{a) E(AEE) +b=0 sobre O0<x<l,
du -
(b) ox=0)= (E a)ﬂﬂ: -1, 3.7

(c) ulx=n=Hh
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glx + Ax)A(x + Ax)
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Figura 3.3 Um problema de condugio de calor unidimensional.

Deve ser notado que 7, & e b sdo dados. Eles s3o os dados que descrevem o problema. A incégnita é o deslocamento

u(x).

3.1.2 Formulagao Forte para Condugio de Calor Unidimensional' -

O fluxo de calor ocorre quando existe uma diferenga de temperatura no interior de um corpo ou entre o corpo e o
meio que o cerca. O calor € transferido na forma de condugo, convecgio e radiagéo térmica. O escoamento de calor
pela parede de uma sala aguecida no inverno & um exemplo de condugio de calor. Por outro lado, na transferéncia
de calor por convecgdo, a energia transferida para o corpo depende da diferenga de temperatura entre a superficie do
corpo e o meio ambiente, Nesta Segfo, daremos &nfase 4 condugio de calor. Uma discussao envolvendo a convecgfio
¢ apresentada na Segfio 3.5. _

Considere uma seg&o transversal de espessura da parede [, conforme mostrado na Figura 3.3. Nosso objetivo € deter-
minar a distribui¢ao da temperatura. Seja A(x) a firea normal para a diregdo do fluxo de calor e seja s(x) o calor gerado
por unidade de espessura da parede, . Isso € fregiientemente chamado de uma fonte de calor. Um exemplo comum de
uma fonte de calor & o calor gerado em um fio elétrico devido 2 resisténcia. No caso unidimensional, a taxa de geragio
de calor € medida em unidades de energia por tempo; no Sistema Internacional de Unidades (SI), as unidades de energia
por unidade de comprimento e tempo séo, respectivamente, joule (J) por metro (m) e segundo (s). Lembre-se de que
a unidade de poténcia € watt (1 W = 1 J s™). Uma fonte de calor s(x) € considerada positiva quando o calor & gerado,
isto €, adicionado ao sistema, e negativa quando o calor € retirado do sistema. O fluxo de calor, indicado por g(x), é
definido como uma taxa de fluxo de calor sobre uma superficie. Suas unidades s&o a taxa de calor por unidade de 4rea;
Sistena Internacional de Unidades, W m2. O fluxo de calor € positivo quando o calor escoa na diregdo positiva do eixo
x. Consideraremos um problema em regime permanente, isto &, um sisterna que nfo estd variando com o tempo.

Para estabelecer a equacdo diferencial que governa o sistema, consideramos o balango de energia (ou a conser-
vagdo de energia) em um volume de controle da parede. O balango de energia exige que a taxa de energia sob a forma
de calor (gA), que € gerada no volume de controle, precisa ser igual 4 energia sob a forma de calor saindo do volume .
de controle, visto que a temperatura e conseqiientemente a energia no volume de controle s3o constantes em um
problema em regime permanente. A energia sob a forma de calor saindo do volume de controle € a diferenga entre o
fluxo entrando no lado esquerdo, gA, e o fluxo saindo no lado direito, g(x + Ax)A(x + Ax). Portanto, o balango de
energia para o volume de controle pode ser escrito como

s(x + Ax/2)Ax + g(x)A(x) — g(x + Ax)A(x+ Ax) =

calorgeradn | Fluxo de calor oo b ator indo

Observe que os fluxos de calor sdo multiplicados pela 4rea para obter a taxa de calor, enquanto a fonte 5 € multiplicada
pelo comprimento do segmento. Rearranjando os termos nessa equaggo e dividindo por Ax, obtemos
glx + Ax)A(x + Ax) — g(x)A(x)
Ax

= s{x + Ax/2).

Se tomarmos o limite dessa equacio quando Ax— 0, o primeiro termo coincide com a derivada d(gA)/dx e o segundo
termo reduz-se para s(x). Portanto, essa equagdo pode ser escrita como

'Recomendado para a Trajetéria de Engenharia ¢ Ciéncias.
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digA)

- 3
dy 5 @

A equago caracteristica para o fluxo de calor, que o relaciona 2 temperatura, & conhecida como lei de Fourier e €
dada por
dr
=—k—. 33

q o (3.9
em que T ¢ a temperatura e k € a condutividade térmica (que precisa ser positiva); no Sistema Internacional (ST) de
unidades, as dimensdes da condutividade térmica sdo W m-' °C-'. Um sinal negativo aparece em (3.9) porque 0
calor emana de onde a temperatura ¢ mais alta (quente) para onde ela é mais baixa (frio), isto &, contrario & direcdo
do gradiente do campo de temperatura.
Inserindo (3.9) em (3.8) obtemnos

d dT
— — =0, x<l :
dr(Akdx)+5 0 D<x< (3.10)
Quando Ak é constante, obtemos . A&
ET ('-_».
Ak?-;._,-+s=0._ 0<x<l. :37\ (3.11)

2
Nas duas extremidades do dominio do problema, tanto o fluxo quanto a temperatura precisam ser prescritos; essas
s30 as condigdes de contorno. Consideraremos as condigdes de contorno especificas da temperatura prescrita T em
x = I & o fluxo prescrito g em x = 0. O fluxo prescrito g é positivo se o calor (energia) escoa para fora da barra, isto
é, g(x = 0) = —q. A formulagdo forte para o problema de condugao de calor é entdo dada por

d dr
a(ﬂf\a)'ﬁ'.‘a:O em O<x<l
m(;:ng:Z; em x=1{, 3.12)

dv
T=Tem x=1

3.1.3 Difusdo Unidimensional

A difusdo é o processo em que um material é transportado por movimento atdmico. Assim, na auséncia do movi-
mento de um fluido, os materiais que se encontram 1o fluido sdo difundidos por toda a parte do fluido pelo mavi-
mento atémico. Alguns exemplos s&o a difusdo de um perfume quando uma pessoa fortemente perfumada entra em
uma sala, a difusdo de contaminantes em um lagoe a difusio de sal em um copo com 4gua (a dgua ficard salgada por
difusdo, mesmo na auséncia de movimento do fluido).

A difusdo também ocorre em sélidos. Uma das formas mais simples de difusdo em sélidos ocorre quando
dois materiais entram em contato um com o outro. Existem dois mecanismos bésicos para a difuséo em solidos:
difusdo por lacunas ¢ difuso intersticial. A difusdo por lacunas ocorre primeiramente quando os dtomos em
difusio sdo de tamanhos similares. Um dtomo em difusdo necessita de uma Jacuna no outro s6lido para se mover.
A difusdo intersticial, representada esquematicamente na Figura 3.4, ocorre quando um dtomo em difusdo é
pequeno o suficiente para se movimentar entre os dtomos do outro sélido. Esse tipo de difusdo ndo exige falhas
de lacunas. )

Seja c a concentragao de Atomos em difusdo, dada na unidade de dtomos m=2, O fluxo de dtomos, g(x) (dtomos m™
s™!), & positivo na direcdo da maior para a menor concentragao. A relacdo entre o fluxoe a concentragdo é conhecida
como primeira lei de Fick, que é dada por

2

de
—e
9 dv

em que k € o coeficiente de difusio, dado em m~2s™'. A equagio de balango paraa difusio em regime permanente pode
ser desenvolvida a partir da Figura 3.4 pelo mesmo procedimento que usamos para deduzir a equagdo de condugio
de calor pela imposig#o da conservacio de cada espécie de 4tomos & pela lei de Fick. As equagdes sdo idénticas em
estrutura para a condug@o de calor em regime permanente ¢ diferem somente nas constantes ¢ varidveis:

d de

— | Ak— | = D<x<l
dr(f\ d.\') 0 em <x<

PR or SR AT
*Recomendado para a Trajetéria de Engenharia e Ciéncia.
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Figura 3.4 Difusdo intersticial em uma treliga atbmica.

3.2 FORMULAGCAO FRACA UNIDIMENSIONAL

Para desenvolver as equagdes de elementos finitos, as equagdes diferenciais parciais pre:cisam ser refonnuladas

lagdo fraca possui nomes espectﬁcos, por exemplo, ela é chamada o p__fpm du trabalho virtual em anélise de
tensdes.

Para mostrar como as formulagGes fracas sio desenvolwdas pn.mezramente con51deramos a formulagao fortc do

de contorno de trz tragdo (3 7b) por uma fum;éo arbitrdria w(x) e pela i mtegragao sobre 0s seus dormmos de agdo: para
a equacdo de governo, o dominio pertinente € o intervalo [0, {], enquanto para a condigio de contorno de tragio, o
dominio € a 4rea da segdo transversal em x = 0 (nfio & necesséria uma integral porque essa condigio age somente em
um ponto, mas multiplicamos a condigHo pela drea A). As duas equages resultantes sdo

!
d du
/w[d—x (AEE) +b] dr=40 Y,
i

du
b Al E— =0 Vw.
( ) (V’ ( dx el :)).t-l] "

A func@o w(x) € chamada de fungdo peso; em tratamentos mais mateméticos, ela também € chamada de fungio teste.
Nessa equagio, ¥w denota que w(x) é uma fung@o arbitréria, isto &, (3.13) deve ser vélida para todas as funcdes w(x).
A arbitrariedade da fungfio peso € crucial, como por outro lado uma formulagdo fraca no & equivalente 3 formu-
lagdo forte (veja Segdo 3.7). A fungao peso pode ser pensada como uma fungdo que forga uma solugéo: tudo o que
for multiplicado por ela € forgado a ser zero por sua arbitrariedade.

Vocé deve ter notado que nfo forcamos a condig3o de contorno sobre o deslocamento em (3.13) pela fungdo
peso. Veremos que € facil construir solugdes tentativas ou candidatas u(x) que satisfagam essa condigio de contorno
de deslocamento, de modo que consideraremos que todas ds solugdes candidatas da Equacdo (3.13) satisfagam
essa condigio de contorno. Do mesmo modo, em breve veremos que & conveniente ter todas as fungGes peso
correspondendo a

(3.13)

w(l) =0.

De forma que impomos essa condigio ao conjunto de fungdes peso.
Conforme vocé verd, na solug@o de uma formulag3o fraca, é considerado um conjunto de solugdes admisstveis
" ulx) que satisfaga certas condigdes. Essas solugoes §30 chamadas de solugoes tentativas. Elas também sdo chamadas
de solugdes candidatas.

Poderfamos usar (3.13) para desenvolver um método de elementos finitos, mas por causa da derivada segunda de
u(x) na expressao, solugdes tentativas muito suaves seriam necessérias; tais solugBes tentativas muito suaves seriam
dificeis de construir em mais que uma dimenso. Além disso, a matriz de rigidez resultante nfo seria simétrica, porque
a primeira integral ndo € simétrica em w{x) e u(x). Por essa razio, iremos transformar (3.13) em uma formulaggo que
contenha somente a derivada primeira. Isso levard primeiramente a matrizes de rigidez simétricas, e nos permitird
usar solugBes menos suaves e simplificard o tratamento da condigéio de contorno de tragio.

Por conveniéncia, reescrevemos (3.13a) na forma equivalente:

! !
d d
fwd—x( d_“) -i-fwbdx=0 Y. (3.15)
0

4]

(3.14)
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Para obter uma formulagéo fraca, na qual somente as derivadas primeira aparegam, primeiramente recordemos da
regra para a derivada de um produto;

d d d J
Lo =wd s s wd =L s

Integrando essa equagio sobre o dominio [0, /], obtemos

[viem [ [ 135
0

0

O teorema fundamental do célculo estabelece que a integral da derivada de uma fungao € a prépria fungdo. Esse
teorema nos permite substituir a primeira integral no segundo membro por um conjunto de valores de contorno e
reescrever a equagao como

1 ]
[v&ae= - [1Eax= (e~ ) mo- f rEa (3.16)
(1] ]

0

Esta férmula é conhecida como integragdo por partes. Descobriremos que a integragio por partes € Uitil sempre que
relacionamos as formulagdes forte e fraca.
Para aplicar a férmula da integragao por partes & (3.15), seja f = AE(du/dx). Portanto, (3.16) pode ser escrita

como
Fodfd d ’
wy ' W
/ wa(AEa)dx— (wAE-—-—) f = a3 T 3.17)
0 0
Usando (3.17), (3.15) pode ser escrita como segue:
i
d dw _d '
WAE — —f——-AE-fdx+ wbdx=0  V¥w com w(l) = 0. (3.18)
& & CT
l'} Q
0

Notamos que pela lei da tensdo—deformagao e pelas equacdes de deslocamento—deformacio, o termo destacado € a
tensdo o (como mostrado), de forma que essa equagéo pode ser reescrita como

d d
(wAg),_; — (wAa) _o — d:AE did.r + f whbdr=0  ¥Yw com w(l)=0

0 0

O primeiro termo nessa equacdo desaparece por causa de (3.14): isso € porque € conveniente construir fungbes peso
que desaparecam nos contornos de deslocamento prescritos. Embora o termo parega bastante insignificante, ele levaria
a perda de simetria nas equagdes finais.

De (3.13b), podemos ver que o segundo termo ¢ igual a (wA? ), _ ., de modo que essa equagdo torna-se

! 1
d d s
f L AEL dx = (wAT) _ + [ wbdr  Yw com w{l) =0. (3.19)
dx dx x
0 (1]

Vamos recapitular o que fizemos. Multiplicamos a equago de governo e contorno de tragdo por uma fungao peso
suave, arbitrdria, e integramos o produto sobre o domfnio de acdo. Adicionamos as expressdes e transformamos a
integral, de modo que as derivadas sdo de ordem mais baixa.

Agora, chegamos ao ponto mais importante desse desenvolvimento: Estabelecemos que a solugdo tentativa que
satisfaz o que foi citado anteriormente para todas as fungses suaves w(x) com w(l) = 0 € a solugdo. Entdo a solugdo
¢ obtida como se segue:

Delcm:linar u(x) dentre as funges suaves que satisfacam u(f) = u tal que

!
%AEmd\' = (wAl), o +fwbd.r ¥w com w(f) =0. (3.20)
0 0

Essa equacdo é chamada de formulagdo fraca. O nome tem origem no fato de que as solugdes para a formulacdo
fraca nio necessitam ser t30 suaves quanto s das solugdes da formulacio forte, isto &, elas possuem exigéncias de
continuidade mais fracas. Isso serd explicado mais tarde.

|
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Compreender como uma solugio para uma equacio diferencial pode ser obtida por essa instrugio um tanto
abstrata, e por que ela é uma solucdo 1til, ndo € ficil. Exige-se que a maior parte dos estudantes tenha consideravel
raciocinio e experiéncia para compreender o processo. Para facilitar, daremos dois exemplos nos quais uma solugéo
€ obtida para um problema especifico.

Mostraremos na préxima segéo que a formulagdo fraca (3.20) € equivalente & equacio de equilfbrio (3.7a) e 2
condi¢o de contorno de tragdo (3.7b). Em outras palavras, a soluggo tentativa que satisfaz (3.20) € a solugdo da
Sformulacgdo forte. A prova dessa afirmagio na Segdo 3.4 é um passo fundamental na teoria dos elementos finitos.
Na obtengio de (3.19), passamos por um conjunto de etapas matemdticas que estd correto, mas néo temos base para
dizer que a scluc3o para a formulaggo fraca é uma solucfio da formulacgo forte, a menos que possamos mostrar que
(3.20) implica (3.7).

E importante lembrar que as solugBes tentativas u(x) precisam satisfazer as condigdes de contorno de desloca-
mento (3.7c). Satisfazer as condi¢Ges de contorno de deslocamento € essencial para as solugdes tentativas, de modo
que essas condigdes de contomo sio freqiientemente chamada$ de condigdes de contorno essenciais. Veremos na
! Segdo 3.4 que as condicSes de contorno de tragio emanam naturalmente da formulagdo fraca (3.20), de forma que
as solugdes tentativas n8o necessitam ser construidas para satisfazer as condigdes de contorno de tragio. Portanto,
essas condigdes de contorno sdo chamadas de condigdes de contorno naturais. Outras exigéncias de suavidade sobre
as solugdes tentativas serdo discutidas nas Seg¢des 3.3 e 3.9.

Uma solugio tentativa suave e que satisfaz as condi¢Ges de contorno essenciais € chamada de admissivel. Do mesmo
modo, uma fungdo peso que seja suave e que desaparega nos contornos essenciais & admissivel. Quando as formula-
¢des fracas sfo usadas para resolver um problema, as solugdes tentativas e as fungdes peso devem ser admissiveis.

Observe que em (3.20), a integral é simétrica em w e u. Isso levard a uma matriz de rigidez simétrica. Além disso,
a derivada de maior ordem que aparece na integral é de primeira ordem: isso terd implicagbes importantes sobre a
construgdo dos métodos dos elementos finitos.

3.3 CONTINUIDADE

i Embora ja tenhamos desenvolvido a formulag&o fraca, ainda nio especificamos qudo suaves as fungGes peso e

as solugdes tentativas devam ser. Antes de examinar esse t6pico, examinaremos o conceito de suavidade, isto

; é, de continuidade. Uma fungdo apresenta um grau de continuidade C*, se as suas derivadas de ordem j para

5 0 =j = n existem e s@o fungdes continuas em todo o dominio. Ficaremos preocupados principalmente com

as fungdes com graus de continuidade C°, C~! e C'. Tais exemplos estdo ilustrados na Figura 3.5. Como se
pode ver, uma fungfio com grau de continuidade C° € sucessivamente derivével por partes, isto €, sua derivada
primeira € continua, exceto em pontos selecionados. A derivada de uma fungio com grau de continuidade C° é
uma fungfo com grau de continuidade C~'. Entdo, por exemplo, se o deslocamento é uma fungo com grau de
continuidade C°, a deformagdo é uma fungdo com grau de continuidade C~!. Do mesmo modo, se um campo
de temperatura e a condutividade térmica s3o fungSes com grau de continuidade C°, o fluxo € uma fungfo com
grau de continuidade C~'. Em geral, a derivada de uma fun¢fio com grau de continuidade C" é uma fungfo com
grau de continuidade C~'.

As suavidades de fungGes com graus de continuidades C°, C~! e C' podem ser relembradas por meio de alguns
artificios mneménicos simples. Como pode ser visto na Figura 3.5, uma fungfo com grau de continuidade C~! pode
ter torgdes ou saltos. Uma fungio com grau de continuidade C° nio possui saltos, isto €, descontinuidades, porém

- possui torgSes. Uma fungdo com grau de continuidade C! nfio possui saltos ou torgSes. Assim, existe uma progressio
de suavidade conforme o sobrescrito aumenta, e que est4 resumida na Tabela 3.1. Na literatura, os saltos na fungdo
sdo freqiientemente chamados de descontinuidades f fortes, enquanto as torgoes sdo chamadas de descontinuidades
fracas.

E importante mencionar que as bases de dados do CAD para superficies suaves normalmente empregam fungdes
com grau de suavidade no minimo igual a C'; as mais comuns s&o as fungoes “splines”. De outra maneira, a superficie
apresentaria torgGes provocadas pela fung&o descritiva da geometria, por exemplo, em um carro existiriam torges na
chapa metilica, em que o grau de continuidade de C’ nio fosse observado. Veremos que os elementos finitos normal-
mente empregam fungdes com grau de continuidade C°.

Figura 3.5 Exemplos de fungdes com graus de continuidade C~!, C®e C'.
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Tabela 3.1 Suavidades de fungdes.

Suavidades Dobras Saltos Comentérios

ct Sim Sim Continua por partes,

(6 Sim Nio Derivivel continuamente por partes
c Nio Nio Derivével continuamente

3.4 EQUIVALENCIA ENTRE AS FORMULAGOES FRACA E FORTE

Na secdo anterior, construimos a formulacgo fraca a partir da formulagao forte. Para mostrar a equivaléncia entre
as duas, agora mostraremos o inverso: a formulagdo fraca subentende a formulagao forte. Isso garantird que quando
resolvermos a formulagdo fraca, teremos uma soluggo para a formulaggo forte.

A prova de que a formulagdo fraca implica a formulago forte pode ser obtida pela simples inversdo dos passos
pelos quais obtivemos a formulagdo fraca. Dessa forma, em vez de usar a integracdo por partes para eliminar a deri-
vada segunda de u(x), invertemos a férmula para obter uma integral com uma derivada maior e um termo de contomo.

Para isso, trocamos os termos em (3.17), que fornece
Fdw _d an [ d du
W f ]
— AE—dr= | wAE— || — r— — ldx.
f 1 AE X (w d.r) ’ / “d.r(AE d.x) X
{ 4]

Substituindo essa equagio em (3,20) e colocando os termos da integral no lado esquerdo e os termos de contorno no
lado direito obtemos

d dur &
fw [&“\' (AEa) + b] de+wA(f+06) =0  ¥w com w(l) =0. (3.21)
i}

O segredo para fazer a possivel prova ¢ a arbitrariedade de w(x). Ela pode ser assumida como sendo algo gue preci-
samos para comprovar a equivaléncia. Nossa selegdo de w(x) € guiada por ter visto essa prova antes — O que faremos
n#o € imediatamente 6bvio, mas vocé verd que funciona! Primeiramente, seja

w = (x) {% (AE gfi) + b], (3.22)

em que ¥(x) & suave, Y(x) > 0 sobre 0 < x < [ e Y(x) desaparece nos contornos. Um exemplo de uma fungdo que
satisfaz essas condigdes é (x) = x(! — x). Em razdo de como y«(x) € construida, segue-se que w(l) = 0, entdo, a
condicgio de que w = 0 no contorno de deslocamento prescrito, isto €, no contorno essencial, € satisfeita.

Inserindo (3.22) em (3.21) obtemos
frd d :
it
/ 1,!1[&: (AE-(E) + b] dr=0. (3.23)
o

O termo de contorno desaparece porque construfimos a fungéo peso, de forma que w(0) = 0. Como o integrando em
(3.23) é o produto de uma fungdo positiva e o quadrado de uma fungéo, ele precisa ser positivo em cada ponto no
dominio do problema. Entdo, a inica forma da igualdade em (3.23) ser satisfeita € se o integrando for igual a zero
em cada ponto! Portanto, segue-se que

d /. _du
X g - c< ], 24
dr(AEdr)+b 0, 0<x<l (3.24)

que & precisamente a equagao diferencial na formulago forte, (3.7a).
De (3.24) segue que a integral em (3.21) desaparece, e ficamos com

(wA(T+0)),g=0  ¥w com w(l)=0. (3.25)

Como a fun¢do peso ¢ arbitraria, nés a selecionamos, de forma que w(0) =1lew() =0. E muito f4cil construir tal
funcdo, por exemplo, (I — x)/! é uma fungdo peso adequada; qualquer funcdo suave que vocé possa esbogar sobre o
intervalo [0, 1] e que desapareca em x = ! € também adequada.

Como a frea da segdo transversal A(0) # 0 e w(0) # 0, segue-se que

6=-1 em x=0, (3.26)

que & a condigdo de contorno natural (tragio prescrita), a Equagdo (3.7b).

Tt oy o e = o NV S S S
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A tltima equagdo restante da formulagio forte, a condigdo de contorno de deslocamento (3.7¢c), € satisfeita por
todas as solugfes tentativas por construgdo, isto €, como pode ser visto de (3.20), exigimos que u(/) = u. Portanto,
podemos concluir que a solugdo tentativa que satisfaz a formulagdo fraca satisfaz a formulagao forte.

Qutra forma de provar a equivaléncia com a formulag@o forte partindo de (3.20) e que € mais instrutiva sobre a
natureza da equivaléncia € a seguinte. Primeiramente fazemos

d du
r(x)za(AEd_x)+b para 0 <x <!

ro = A(0)a(0) +7.

A varidvel r(x) é chamada de o residuo; r(x) é o erro na Equagéo (3.7a) e r, € o erro na condigio de contorno de tragdo
(3.7b). Note que quando r(x) = 0, a equagdo de equilibrio (3.7a) € exatamente satisfeita e quando r, = 0, a condigdo
de contorno de traggo (3.7b) € exatamente satisfeita. -

A Equagio (3.20) pode entfio ser escrita como

i
f W) de+ w(0)ro =0  ¥w com w(l) =0. 327)
0

Agora provamos que r(x) = 0 por contradigio. Considere que em algum ponto 0 < a < I, {a) # 0. Em seguida
considerando que r(x) & suave, deve ser diferente de zero em uma pequena vizinhanga de x = a, como mostrado na
Figura 3.6(a). Temos a extens@o completa na construgéio de w(x), visto que esta € urna func@o suave arbitréria. Assim,
a construimos como mostrado na Figura 3.6(b). A Equagdo (3.27) entdo se torna

1

f wix)r(x) dx + w(0)ry = % ra)s # 0.

o

: Essa expressio implica que (3.27) € violada, e por contradigdo r(a) néo pode ser diferente de zero. Isso pode ser

i repetido em qualquer outro ponto do intervalo aberto 0 < x </, entdo se segue que rx)=0paraQ < x <l istoé,

! a equagdo de governo (3.27) € satisfeita. Fagamos agora w(0) = 1; como a integral desaparece porque r(x) = 0 para
: 0 < x <, segue-se de (3.27) que r, = 0 e, portanto, a condigio de contorno de tragéo € também satisfeita.

Do que foi exposto, podemos ver por que dizemos que a equagdo € forgada quando ela, ou mais precisamente

o residuo, é multiplicada pela fungdo peso: isso ocorre por causa da arbitrariedade da fungdo peso, qualquer

; coisa que ela multiplica deve desaparecer. As provas da equivaléncia das formulagdes forte e fraca sdo de modo

i critico ligadas na validade da formulagdo fraca para qualquer fungdo suave. Na primeira prova (Equagdes [3.7}-

[3.20)), selecionamos uma fung&o peso arbitréria especial (baseada na previsio de como a prova evoluiria) que

tem que ser suave, enquanto na segunda prova, usamos a arbitrariedade ¢ a suavidade diretamente. A fungdo

peso na Figura 3.6(b) pode nfo parecer particularmente suave, mas ela € tdo suave quanto se necessita para
€583 prova.

. r(x) a r(-") A
; i
‘ o X a x
wix) 4 wix)4
(B3 11
:r .(b RS ACEISE St STV UeBitn AN — o S
f x )
ik wrd
()
I " -
a y a X

Figura 3.6 Tlustragao da equivaléncia entre as formulagdes fraca e forte: (a) um exemplo da fungZo residual; (b) escolha da
fungdio peso e (c) produto das fungdes residual e peso. A esquerda, o procedimento € mostrado para uma fungio com grau de
continuidade C% A direita, para uma fungfo com grau de continuidade C™'.

L |
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== | Exemplo 3.1

[
Desenvolva a formulagio fraca da formulagao forte:

(a) d(AEd")mA;:u, 0<x<2,

(b)  #ymo = u(0) = 107, (3.28)
(¢) Or2= (E i_l-‘;)‘::?,: 10.

A Equacgio (3.28¢c) é uma condicdo sobre 2 derivada de u(x), entZo € uma condi¢o de contomno natural (3.28b)
¢ uma condigdo sobre u(x), entdo € € uma condlgao de contorno essencial. Portanto, como 2 fungio peso precisa
desapare.cer NOS CONtOrmos essenciais, consideramos todas as fungBes peso suaves w(x) tal que w(0) = 0. As solu-
¢Oes tentativas u(x) precisam satisfazer a condig@o de contorno essencial #(0) = 107, :

Comecamos multiplicando a equacéo de govemo e a condicio de contorno natural sobre os dominios de agio
por uma fungdo peso arbitrdria:

(a) oj {w (% (AE %)) + IUA.r} dx=0  VYw(x),

(b) (wA{E-Z—?— 10).,=0 vw(2).

(3.29)

Em seguida, integramos a primeira equagao por partes, exatamente conforme fizemos indo de (3.13a) para (3.17):

(et o= (e

Construimos as funges peso de forma que w(0) = 0; portanto, o primeiro termo do segundo membro da equagéo
anterior desaparece em x = 0. Substituindo (3.30) por (3.29a) temos

0

i dw du
;=u_n EAdedx (3.30)

2

[ d

] aptvli,, . f sowvs e =0 vl e Wl (3.31)

dx dx dr/ _,
0 0 2
Substituindo (3.29b) pelo dltimo termo de (3.31) obternos (apés uma mudanga de sinal)

2 2

/.Angd—ud.r - / 10wAxdx — 10(wA),_» =0  Vw(x) com w(0) =0, (3.32)

i

Portanto, a formulagfo fraca € como se segue: encontre a fungdo u(x) tal que para todas as fungdes u(x) suaves
com #(0) = 107, tal que (3.32) seja verificada para todas as fungbes W(x) suaves com w(0) =

de? ’ (3.33)

As condigBes sobre a fungdo peso e as solugdes tentativas podem ser deduzidas das condigdes de contorno. O
ponto de contorno x = 1 € uma condi¢@o natural, visto que a derivada nele é prescrita, enquanto o contorno x =
3 € um contorno essencial, visto que a propria solugdo € prescrita. Portanto, € necessdrio que w(3) =0 e que a
solucdo tentativa satisfaga a condi¢@o de contorno essencial u(3) = 1.

Em seguida, multiplicamos a equagao de governo pela fungiio peso ¢ integramos sobre o dominio do problema;
de modo similar, multiplicamos a condigfo de contorno natural pela fungio peso, que leva a

(3.34)
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A integracio por partes do integrando em (3.34a) fornece

[t () - (-4), -

Como w(3) = 0, o primeiro termo do segundo membro na equagio anterior desaparece. Substituindo (3.35) em

(3.34a) obtemos
[ dwdu du
- Er.ar_d; e (wa-;)x-[- 0. (3.36)
1
Adicionando (3.34b) a (3.36) obtemos
; dwd
wdn
dxdxdx+2 (l) 0. (3.37)

1

Entio, a formulag#o fraca é: encontre uma fungéo suave u(x) com u(3) = 1 para a qual (3.37) seja verificada para
todas as fungdes w(x) suaves com w(3) = 0.

Para mostrar que a formulag&o fraca implica a formulaggo forte, invertemos os passos precedentes. A integragio
por partes do primeiro termo em (3.37) fornece

3 3
dwdu i\ P d*u
bt JA iy o (. —dx. 3.
dxdxdx (wd-")il /wd.xzdx (3.38)
t 1
Em seguida, substituimos (3.38) por (3.37), obtendo
3
du du d*u
et — bl = — =0. 5
(wdx)_w3 (w d-t);-i 'l/ wdr!dx + 2w(l) (3.39)

Como no contorno essencial, a fungfio peso desaparece, isto €, w(3) = 0, retira-se o primeiro termo da equagfio
anterior. Coletando os termos e mudando sinais, obtemos

3
d?u du
fw-a;z—'dX'{- (W(a - 2) )_,..1_ 0. (3.40)
!
Agora usamos 0s mesmos argumentos que para as Equagdes (3.22)—(3.26). Como w(x) é arbitrério, fazemos
du(x
w=y(n T,
em que
0, =x=1,
Plx)=<¢ >0, 1<x<3,
0, x=3.
Entdo (3.40) torna-se

7 a%u\®
f e (Exz') D,
Como o integrando € positivo no intervalo [1,3], segue-se que a linica forma do integrando desaparecer & se

dulx)
P 0

para 1<x<3,

que € a equagdo diferencial na formulagdo forte(3.33).

Agora, seja w(x) uma fungio suave que desapare¢a em x = 3, mas que seja igual a um em x = 1. Vocé pode
esbogar um niimero infinito de tais fung@es: qualquer curva entre esses pontos com os valores finais especificados
servird. Como j4 sabemos que a integral em (3.40) desaparece, ficamos com

(). » (&) -
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de modo que a condigo de contorno natural € satisfeita. Como a condigdo de contorno essencial € satisfeita por
todas as solugdes tentativas, podemos entio concluir que a solugéo da formulagao fraca é a solugdo para a formu-
lacdo forte.

g Exemplo 3.3

Obtenha uma solugdo para a formulagdo fraca no Exemplo 3.1 utilizando solucGes tentativas e funcdes peso da
forma
ulx) = 2g + o x.

w(x) = By + Bix,

em que a, e o, S80 parametros desconhecidos e B, & B, s3o parametros arbitririos. Considere que A € cons-
tante e E = 105, Para ser admissivel, a fung@o peso precisa desaparecer em x = 0, de modo que B, = 0. Para
a solugdo tentativa ser admissivel, esta precisa satisfazer a condi¢do de contorno essencial 1(0) = 1074 logo

a,= 1074
Dessa simplificagfio, resulta que apenas um parametro desconhecido e um parimetro arbitrdrio permanecem, €
ulx) = 1074 + zx, L3 .
d:l’ (3.41)
W
wix) = B, = =P

Substituindo essa equagio na formulagdo fraca (3.32) obtemos
[ﬁtzlde— fﬁ}x?i(ld.r — {$x10),.. = 0.
0 o

Avaliando as integrais e fatorando sobre B, obtemos
80
ﬁl [QQIE— 3 20) =0

Como a equagfo anterior precisa ser verificada para todo B, segue-se que O termo entre parénteses precisa desa-
parecer, entio @, = S%Q = ?? % 107, Substituindo esse resultado em (3.41) obtemos a formulagdo fraca, que indi-
camos pelo sobrescrito ‘lin’, visto que é obtida a partir de soluges tentativas lineares: u'® = 107%(1 + -}x) e
gt = 1,-? (a lei tensdo-deformagdo precisa ser usada para obter as tensdes). Os resultados sdo mostrados na Figura
3.7 e comparados com a solugdo exata dada por

WS x) = 10791 +3x=/6), @ (x) = 10(3 — ¥/2).
Observe que mesmo essa aproximagao linear muito simples para uma solugo tentativa fornece um resultado razoavel-

mente preciso, mas ele ndo & exato. Veremos essa mesma caréncia de exatiddo nas solugdes em elementos finitos.
" Repita esse exemplo com solugGes tentativas e fungGes peso quadrdticas

u(x) = trg + 2% + 22, w(x) = By + Bix + fax’.

Como antes, em razo das condi¢8es nos contornos essenciais, o, = 10~*e B, = 0. Substituindo 0s campos ante-
riores com os valores dados de &, & 8, na formulagio fraca obtemos

f (B, + 2B2)(Elas + 2230))dx - f (Byx + o) 10x dr — (B + Par®) 10}, = 0.
1] ]

Integrando, fatorando sobre B, e B,e rearranjando os termos obtemos

ﬁI[E(ZaI +4<::._,]—1-‘%‘-’-]4»,62 [(401 +32—3‘31}£-so]= 0

Como a equagio anterior precisa ser vélida para fungdes peso arbitrérias, ela precisa valer para B, e B, arbitrérios.
Portanto, os coeficientes de B, e B, precisam desaparecer (lembre-se do teorema do produto escalar), que fornece
a seguinte equagdo linear algébrica em o, € &,

2 4 H 140
El 32 ={ 3
il az-

4 80

T S
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Figura 3.7 Comparagdo entre as aproximagdes linear (lin) e quadrética (quad) para a solugo exata de (a) deslocamentos e

(b) tensoes.
A solugio € o, = % X 10~ e a, = —0,5 X 107*. Os deslocamentos e as tensdes resultantes sao
w =101+ 0x—050), o™ =100 - ).

A solugo fraca é mostrada na Figura 3.7, da qual vocé pode ver que a solugio tentativa quadrética de dois para-
metros aproxima-se mais da solugfo exata que a solugio tentativa linear de um parimetro.

3.5 ANALISE DE TENSOES UNIDIMENSIONAL COM CONDIGCOES DE CONTORNO
ARBITRARIAS

3.5.1 Formulacéo Forte para Anélise de Tensées Unidimensional

Agora consideraremos uma situagio mais geral, onde em vez de especificar uma condig3o de contorno de tensio
em x = 0 e uma condigio de contorno de deslocamento em x = [, as condigdes de contorno de deslocamento e
tensdo podem ser prescritas em cada extremidade. Para isso, necessitaremos de uma notagdo mais geral para os
contornos.

O contormo do dominio unidimensional, que consiste em dois pontos extremos, é denotado por I'. A porgéo do
contorne onde os deslocamentos sdo prescritos € denotada por I ; o contorno onde a tragio € prescrita € denotado por
I'. Nessa notagdo geral, tanto I', como I', podem ser conjuntos vazios (sem pontos), com um ponto ou dois pontos.
A tragdo e o deslocamento ndo podem ser ambos prescritos no mesmo ponto de contorno. Fisicamente, pode-se ver
que isso € impossivel, considerando uma barra tal como a mostrada na Figura 3.2. Se pudéssemos prescrever tanto
o deslocamento quanto a forga sobre o lado direito, isso significaria que a deformagio da barra seria independente
da forga aplicada. Significaria também que as propriedades do material néo teriam efeito sobre o comportamento
forga—deslocamento da barra. Obviamente, isso néo € realista do ponto de vista fisico, de forma que qualquer ponto

" de contorno existe: ou uma tragio ou um deslocamento prescritos, Escrevemos isso como I', N T', = 0. Iremos ver
nos exemplos subsegiientes que isso pode ser generalizado para outros sistemas: condigdes de contorno naturais e
condigbes de contorno essenciais ndo podem ser aplicadas nos mesmos pontos de contorno.

Fregiientemente, os contornos com condicdes de contorno essenciais serdo denominados contornos essenciais;
do mesmo modo, os contornos com condigGes de contorno naturais serdo denominados contornos naturais. Podemos
entio dizer que um contorno nfo pode ser a0 mesmo tempo um contorno essencial e natural. Também resulta da teoria
dos problemas de valor de contorno gue um tipo de condigdo de contorno € necessério em cada ponto de contorno,
isto €, ndo podemos ter qualquer contorno no qual ndo seja aplicada uma condig3o de contorno essencial ou natural.

— Portanto, qualquer contorno € ou um contorno essencial ou um contorno natural, e sua unido € o contomo inteiro.
Matematicamente, isso pode ser escrito como I, UT, =T.. -

Para resumir o que foi dito anteriormente, em qualguer contorno, tanto a fungfio quanto a sua derivada precisam
ser especificadas, porém estas n3o podem ser especificadas no mesmo contorno. Assim qualquer contorno precisa ser
um contorno essencial ou um contorno natural, mas n#o pode ser os dois a0 mesmo tempo. Essas condigdes sdo muito
importantes e podem ser matematicamente expressas pelas duas condigdes que estabelecemos anteriormente:

T,ul,=T, Iynl,=0. (3.42)

Os dois contornos sdo ditos complementares: o contorno essencial mais seu complemento, o contorno natural, cons-
titui o contorno total, e vice-versa.

Usando a notagio anterior, resumimos a formulagdo forte para anélise de tensdes unidimensional (3.7) no
Quadro 3.1.
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%] Quadro 3.1 Formulagio forte para andlise de tensdes unidimensional

de\"Tdx
du .
o'r::Ena=; em T, (3.43)

No Quadro 3.1, adicionamos um vetor unitdrio normal a0 corpo e o indicamos por n; como pode ser visto da Figura
32,n=—-1lemx=0en = +1emx = [ Esse artificio nos permite escrever a condi¢do de contorno em termos
das tragdes aplicadas nas extremidades. Por exemplo, quando uma forga positiva por unidade de 4rea € aplicada no
primeiro membro da barra na Figura 3.2, a tensdo naquela extremidade € negativa, isto €, ela é compressiva, e on =
—o = 1. Em qualquer ponto de contorno do segundo membro, n = +1 e, portanto, on = o = 7.

3.5.2 Formulacéo Fraca para Andlise de Tensées Unidimensional

Nesta se¢fio, desenvolveremos a formulagio fraca para andlise de tensGes unidimensional (3.43), com condigdes de
contorno arbitrérias. Primeiramente, reescrevemos a férmula para integragio por partes na notagéo introduzida na
Secdo 3.2:

[wax= el - ff—- = (e, + (o, /f"“’ G4

f

Na equago anterior, o subscrito () na integral indica que a integral é avaliada sobre o dominio do problema unidi-
mensional, isto é, a notagéo ) indica quaisquer limites de integraco, tais como [0, 7], [a, b]. O subscrito I' indica que
a quantidade precedente € avaliada em todos os pontos de contorno, enquanto os subscritos I', e I', indicam que as
quantidades precedentes so avaliadas sobre os contornos de deslocamento e de tragdo prescritos, respectivamente. A
segunda igualdade resulta da complementaridade dos contornos de tra¢do e deslocamento: visto que, como indicado
por (3.42), o contorno total € a soma dos contomos de tragio e de deslocamento, o termo contorno pode ser expresso
como a soma dos contornos de tracéo e de deslocamento.

As fungdes peso sdo construidas de forma que w = 0 em I', & as solugGes tentativa sdo construfdas de maneira
quex=uemD.

Multiplicamos as duas primeiras equagGes na formulagao forte (3.43) pela funggo peso e as integramos sobre os
dominios nos quais elas agem: o dominio Q para a equagdo diferencial e o dominio I, para a condig&o de contorno

de tracdo. Isso fornece
(a) fw( (AE——) +b) dx=0 Y,
(3.45)

(b) (WA(' —on))lp,=0  Vw.

Denotando f = AE(du/dx) e usando a integragéo por partes (3.44) do primeiro termo em (3.45a) e combinando com
(3.45b) obtemos

(wAon)lr, + (WAD)|p, — j*-AE dx + f wbdx=0  Vwcom w=_0emI,. (3.46)
!
O termo de contorno em I', desaparece porque w|p, = 0. A formulagdo fraca entZo se torna
dw

-a-x———AEa-;dx (wAD)y, -l-fwbd.r Yw com w=0em[,.
n

Q

Neste ponto, introduzimos alguma notagdo nova, de modo que nfo necessitaremos continuar repetindo a frase ‘u(x) é

suave o suficiente e satisfaz a condig3o de contorno essencial’. Para esse objetivo, indicaremos o conjunto de todas as

fungbes que sdo suficientemente suaves por H'. As fungbes ' apresentam grau de continuidade C°. Matematicamente,

isso € expresso como H' C C°. Entretanto, nem todas as fung8es C’sfo solugbes tentativas adequadas. Trabalharemos

adicionalmente sobre isso na Segdo 3.9; H' € um espago de fungdes com derivadas de quadrados integréveis.
Denotamos o conjunto de todas as funcGes que sio solugdes tentativas admissiveis por U, onde

U= {u(x)|ux) € H', u=u em T,}. (3.47)

Qualquer funcdo no conjunto U deve satisfazer todas as condi¢Ges que seguem a barra vertical. Assim, a expressdo
anterior denota o conjunto de todas as fungdes que sdo suficienternente suaves (a primeira condigio depois da burra)
e satisfaz a condig3o de contorno essencial (a condigdo depois da virgula). Portanto, podemos indicar que uma fungéo
u(x) € uma solugdo tentativa admissfvel afirmando que u(x) estd contida no conjunto U, ou u(x) € U.
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De modo sir_ni]ar, indicaremos o conjunto de todas as fungBes peso admissiveis por
' Up = {wx)jwx) e H', w=0emT,}. (3.48)

Observe que esse conjunto de fungdes & idéntico a U, exceto que as fungGes peso precisam desaparecer nos contornos
essenciais. Esse espago € distinguido de U pelo subscrito zero.

Tais conjuntos de fungdes so freqiientemente chamadas de fungdo espagos ou somente espagos. A fungio espago H'
contém um ndmero infinito de fungdes. Por essa razdo, ela é chamada de um conjunto infinito-dimensional. Para uma
discussdo de v4rios espagos, o leitor pode desejar consultar Ciarlet (1978), Oden e Reddy (1978) e Hughes (1987).

Com essas definigSes, podemos escrever a formulagdo fraca ([3.45], [3.47]) e [3.48]) no Quadro 3.2

w Quadro 3.2 Formulag#o fraca para anélise de tensGes unidimensional
Determine u(x) € U tal que

jf %x_“’ AE%a:: (wAD), + / whds  Vw € U (3.49)
0 4]

Observe que as fungdes w(x) e u(x) aparecem simetricamente na primeira integral em (3.49), enquanto isso nfo acon-
tece em (3.45a). Em (3.49), tanto as solugdes tentativas quanto as fungSes peso aparecem como derivadas primeira,
enquanto na primeira integral em (3.45a), as fungGes peso aparecem diretamente ¢ as solugGes tentativas aparecem
como uma derivada segunda. Veremos em conseqiiéncia que (3.49) levaré a uma matriz de rigidez simétrica e a um
conjunto de equagdes algébricas lineares simétricas, enquanto isso ndo acontecerd com (3.45a).

3.6 CONDUGAO DE CALOR UNIDIMENSIONAL COM CONDIGOES DE CONTORNO
ARBITRARIAS?

3.6.1 Formulagdo Forte para Condugdo de Calor Unidimensional com CondigGes de Contorno Arbitrérias

Seguindo o mesmo procedimento da Segdo 3.5.1, a porg3o do contorno onde a temperatura € prescrita, isto €, 0
contorno essencial, é denotada por I'; ¢ o contorno onde o fluxo € prescrito € denotado por T ; esses s@o os contornos
com as condigdes de contorno naturais. Esses contornos sdo complementares, entao

T,ul'r =T, NIy =0. (3.50)

Com o vetor normal unitério usado em (3.43), podemos expressar a condigio de contorno natural como gn = g. Por
exemplo, o fluxo positivo g causa entrada de calor (g negativo) sobre o ponto de contorno & esquerda onde gn =
— g = 7 e safda de calor (7 positivo) sobre o ponto de contorno 2 direita onde gn = g = g.

Podemos entdo reescrever a formulagio forte (3.12) como mostrado no Quadro 3.3.

B0 ] Quadro 3.3 Formulagéo forte para problemas de condugao de calor unidimensional

E—(Akd—r) +s=0 em £,

dr\  dx (3.51)

dr
gn= --kn3= g em T,

T=T em Ty .

3.6.2 Formulagdo Fraca para Condugéo de Calor Unidimensional com Condigdes de
Contorno Arbitrarias '
Novamente multiplicamos as duas primeiras equagdes na formulaggo forte (3.51) pela fungéo peso e integramos

sobre os dominios nos quais elas agem, o dominio £} para a equagiio diferencial ¢ o domfnio I', para a condigao de
contorno de fluxo, que levaa

*Recomendado para a trajetéria de Engenharia e Ciéncias.
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f We— (A )d.\: + wsdy =0 Y,
(3.52)

(b} (H’Atqn =N, =0 Vn'.
O uso-da integragio por partes do primeiro termo em (3.52a) fornece

fﬂAk——d.r (wAkgn)‘ _+/wsdx Yw com w=0em I'y. (3.53)
i
0

Recordando que w = 0 em I, e combinando (3.53) com (3.52b) obtém-se

% ] Quadro 3.4 Formulagfo fraca para problemas de condugio de calor unidimensional
Determine T(x) € U tal que

(3.54)

d dr
fAR-d—;d_\ —(wAg) 5 +/wsdx Y € Up.

Q i

Observe a similaridade entre (3.54) e (3.49).

3.7 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO COM DOIS PONTOS COM CONDIGOES DE
CONTORNO GENERALIZADAS*

3.7.1 Formulacao Forte para Problemas de Valor de Contorno com Dois Pontos com CondigGes de
Contorno Generalizadas

As equacdes desenvolvidas neste capitulo para problemas de condugéo de calor, difuséo e elasticidade sdo todos da
seguinte forma:

d dp
e (ﬂmd) +f=0 em Q. (3.55)

Tais problemas unidimensionais sdo chamados de problemas de valor de contorno de dois pontos. A Tabela 3.2
fornece o significado especifico das varidveis e dos parimetros anteriores para diversas aplicagdes. As condiges de
contorno naturais podem também ser generalizadas como (baseado em Becker et al. [1981])

(rm% - 6) +p6-0)=0 em Tq. (3.56)

A Equagio (3.56) é uma condigdo de contorno natural porque a derivada da solugao aparece na mesma. A Equagao
(3.56) se reduz as condi¢des de contorno naturais padrdo consideradas nas se¢es prévias quando S(x) = 0. Note que
a condi¢io de contorno essencial pode ser recuperada como um caso limite de (3.56) quando B(x} € um pardmetro
de penalidade, isto €, um nimero grande (veja Capitulo 2). Nesse caso, I' = I', e a Equagdo (3.56) € chamada de
condi¢do de contorno generalizada.

Umn exemplo dessa condi¢do de contorno generalizada € uma barra eléstica com uma mola fixada como mostrado
na Figura 3.8. Nesse caso, B(I) = ke (3.56) se reduz a

(E(!)n(!} % 0 - ?) +ku()-T) =0 em x=1, (3.57)

w(!) it
— ’

’ -kl

Figura 3.8 Um exemplo do contorno generalizado para problema de elasticidade.

‘Recomendado para a Trajetéria Avangada.

o
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Tabela 3.2 Tabela de conversio para equagdes fisicas aplicaveis & forma geral (3.55) e (3.56).

Campo/parimetro Elasticidade Condug#o de calor Difusio
] u T c

K E k k

f b 5 &)

@ 7 -7 &

] 7 T g

E. T, T, T,

T, T, T, I,

B k h h

em que B(}) = k é a constante da mola. Se a rigidez da mola for estabelecida em um valor muito grande, a condigio
de contorno anterior implica u(l) = u; se fizermos k = 0, a condi¢ao de contorno anterior corresponde ao contorno de
tragdo prescrito. Na prética, tais condigdes de contorno generalizadas (3.57) s@o freqiientemente usadas para modelar
a influéncia do ambiente. Por exemplo, se a barra € um modelo simplificado de um edificio e de sua fundagdo, a mola
pode ser representada pela rigidez do solo.

Outro exemplo da aplicagdo dessa condigfo de contomno € a transferéncia de calor por convecgao, na qual a energia
é transferida entre a superficie da parede e 0 meio ambiente. Suponha que ocorra transferéncia de calor por convecgao
em x = [, Seja T(J) a temperatura da parede em x = l e T a temperatura do meio ambiente. Entdo o fluxo no contorno

- x = I é dado por q() = A(T(]) — T de forma que B(I) = k e a condigdo de contorno €

Jm% +hTN)-T) =0, (358)

em que k € o coeficiente de transferéncia de calor por convecgo, 0 qual possui dimensGes de W m™2 °C~'. Note
que quando o coeficiente de transferéncia de calor por convecgio é muito grande, a temperatura T € imediatamente
sentida em x = [ e, assim, a condigdo de contorno essencial é novamente forgada como um caso limite da condigao
de contorno natural. ' ' e :

Existem duas aproximagdes para tratar com a condigdo de contorno (3.56). Nés as chamaremos de métodos da
penalidade e da particdo. No método da penalidade, a condigio de contorno essencial € forgada a um caso limite da
condi¢do de contorno natural, igualando-se B(x) a um parimetro de penalidade. A formulacéo forte resultante para
o método da penalidade € dada no Quadro 3.5. :

dr( 'dr) o ' (3.59)

Na aproximagdo da partigdo, o contorno total € partido no contorno natural, I',, € no contorno essencial comple-
..mentar, I' . A condig3o de contorno natural possui a forma generalizada definida pela Equacgo (3.56). A formulagdo
forte resultante para o método da partigdo € resumnida no Quadro 3.6.

ﬂ Quadro 3.6 FormulagZo forte geral para problemas unidimensionais — método da parti¢ao

(a) %(Ang-g) +f=0 em 9,
3.60
(b) (mg—3)+ﬁ(9—§)=0 em Ig, b

(¢) §=8 em T,

_
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3.7.2 Formulacdo Fraca para Problema de Valor de Contorno com Dois Pontos com
Condigées de Contorno Generalizadas

Nesta se¢o, deduziremos a formulagao fraca geral para problemas de valor de contorno com dois pontos. Os métodos
da penalidade e da partigao descritos na Segdo 3.7.1 serdo considerados. Para obter a formulagio fraca geral para o
método da penalidade, multiplicamos as duas equagdes na formulagio forte (3.59) pela fungio peso e integramos
sobre os dominios nos quais elas agem: o dominio Q para a equagao diferencial e o dominio I para 2 condigdo de

contorno generalizada.
d dd
{ 1} — S — e .
{a) ./”(ck (Ah.dr) +f) dv=0  Yw,
n

(b) wA ((Rn%—ﬁ - 5) + pe— E)) \r= 0 Y

Apbs integrar por partes o primeiro termo em (3.61a) e adicionar (3.61b), a formulagdo fraca geral para problemas
unidimensionais estd resumida no Quadro 3.7.

(3.61)

: £ | Quadro 3.7 Formulagio fraca geral para problemas unidimensionais — método da penalidade
Determine &x) € H' tal que

dw df - —
TARG - fu:fd.r —wA(E - p6-0)|,=0 VweH. (3.62)
£ 93

Observe que no método da penalidade, I', = T, a fungéo peso é arbitrdria em T, isto &, Vw(x) € H', e a solugo ndo
é, em principio, forcada a desaparecer sobre o contorno essencial, isto €, 6(x) € H' |, A condi¢do de-contorno essencial
¢ obtida como um caso-limite da condigdo de contorno natural ao se fazer B(x) muito grande, isto €, um parimetro
de penalidade.

No método da parti¢io, a formulacdo fraca geral para problemas unidimensionais € dada no Quadro 3.8.

EEEEE | Quadro 3.8 Formulago fraca geral para problemas unidimensionais — método da particdo
Determine 6(x) € U tal que

dw df < = :
EAnad.r - fn;f'd.x — wA(P — (80— 8)) l‘.;.= 0 Yw g Uy, (3.63)
2 2

em que U e U, sdo dados em (3.47) e (3.48), respectivamente. Note que na aproximacdo da parti¢do, a fungdo peso
desaparece sobre o contorno essencial, I'y, isto €, Vw € U, Os contornos I' e T, sdo complementares.

3.8 ADVECCAO-DIFUSAO®

Em muitas situagBes, uma substincia é transportada e difundida por um meio. Por exemplo, um poluente em um
aqitifero & disperso tanto por difusgo quanto pelo movimento da 4gua no aqiiffero. Em tanques de resfriamento para
plantas de poténcia, a energia sob a forma de calor move-se pelo tanque tanto por difusao quanto por transporte em
virtude do movimento da dgua. Se adicionarmos agiicar em uma xicara de café, ele ird se dispersar através da xicara
por difusdo; a dispersdo ¢ acelerada pela agitagdo, que causa advecgdo no agticar. A dispersdo devido a0 movimento
do fluido possui diversos nomes além de adveccdo: convecgao e transporte S0 outros dois nomes largamente utili-
zados.

3.8.1. Formulacdo Forte da Equacdo de Advecgao-Difusao

Considere a adveccdo—difusio de uma espécie em um modelo unidimensional de drea de segao transversal A(x), que
poderia ser um tubo ou um agiiffero; a concentragéo da espécie ou a energia € denotada por 6(x). Em um aqiiifero, o
escoamento pode estender-se a uma grande distincia normal ao plano, de modo que consideraremos uma unidade de

*Recomendado para a Trajetéria Avangada.
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profundidade, onde a profundidade € a dimensio perpendicular ao plano. Num tubo, A(x) € simplesmente a 4rea da
segao transversal. A velocidade do tubo € denotada por (), & ela é considerada constante na segéo transversal a cada
ponto a0 longo do eixo, isto €, para cada x. Uma fonte s(x) é considerada; ela pode ser positiva ou negativa. Esta tiltima
indica o declinio ou a eliminagdo das espécies. Por exemplo, no transporte de um contaminante radioativo, s(x) € a
variagdo em um is6topo especifico, o qual pode diminuir devido ao decaimento ou aumentar em razdo da formacg3o.
O fluido € considerado incompressivel, o que acarreta algumas implicagbes que veremos posteriormente.

O principio da conservagdo estabelece que a espécie (seja um material, uma energia ou um estado) é conservada
em cada volume de controle Ax, Portanto, a quantidade da espécie que entra menos a quantidade que sai & igual 2
quantidade produzida (um volume negativo quando as espécies decaem). Neste caso, temos dois mecanismos para
escoamentos que entram e saem do volume de controle, a advecg3o, que & (Av6),, e a difusao, que & q(x). O principio
da conservagiio pode ser entfio expresso como

(Ave).t +, (AQJJ: e (41’8)“.5; (A‘?);-Hh Mﬂdxﬂ O

Dividindo por Ax e tomando o limite quando Ax — 0, obtemos (ap6s uma troca de sinal)

d(avd) _ d(Aq)

& e e ash

Agora, consideraremos a incompressibilidade do fluido, Para um fluido incompressivel, o volume de material entrando
em um volume de controle € igual ao volume de material saindo, que fornece

(A}' )x = (Av]:ﬂhx'

Passando o segundo membro para o primeiro membro dessa equaggo e dividindo por Ax e fazendo Ax — 0, obtemos

)

= 0. (3.65)

Se usarmos a regra da derivada do produto no primeiro termo de (3.64), obtemos

d(4v8)  d(Av) de
em que o primeiro termo no segundo membro desaparece por (3.65), entdo substituindo (3.66) em (3.64) obtemos

46 d(Aq)

Adx Tdr

—-s=0. , (3.67)

Essa € a equacdo da conservagiio para uma espécie em um fluido incompressive] em movimento. Se a difusio for
linear, a primeira lei de Fick £ verificada, entio

de
q=—k o (3.68)
em que k € a difusividade. Substituindo (3.68) em (3.67) obtemos
d¢ d dé
Al’a = d_x (Akd._r) —5=0. (369)

Essa € chamada equagdo de advecgao-difusdo. O primeiro termo leva em conta a advecgao (algumas vezes chamada
de transporte) do material. O segundo termo leva em conta a difusdo. O terceiro termo é o termo de fonte.
Consideraremos as condigdes de contorno essencial e natural usuais -

(@) 8=06 em Ty,
dg

(b) -kan-—qn—q em T,

emquel, e 1" sdo complementares, veja (3 50).

A equacido 'de advecgiio—difusdo € importante por si prépria, mas ela é também um modelo para muitas outras
equagdes. EquagBes similares 4 equagdo de advecgdo—difusdo sdo encontradas por meio do campo da mecénica
dos fluidos computacional. Por exemplo, a equagio da vorticidade & dessa forma. Se substituirmos 8 por v, entdo o
segundo termo em (3.66) corresponde 2o termo de transporte nas equagdes de Navier-Stokes, que sdo as equagdes
fundamentais da dinfmica dos fluidos.

(3.70)

3.8.2 Formulag3o Fraca da Equacgao de Advecgio-Difusdo

Obtemos a formulagéo fraca de (3.69) multiplicando a equagio de governo por uma fungfio peso arbitréria w(x) e
integrando sobre o dominio. Do mesmo modo, a declaragio fraca das condigGes de contorno naturais € obtida pela
multiplicag3o de (3.70b) pela fungdo peso e pela 4rea A. As equagbes fracas resultantes sdo
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3.9 ENERGIA POTENCIAL MINIMAS®

de/ d df
(a) j w (Av (I) =i (Aka) - s) dr=0 Vw,
a W B (3.71)
df
b) Awikn—+7 =0 Y.
( ) ( i dx q) il‘q }

Os espagos de solugiio tentativa e fung8c peso sdo exatamente COmo antes, veja (3.47) e (3.48).

Podemos ver que o segundo termo na Equagéo (3.71a) néo € simétrico em w e 6 e envolve uma derivada segunda,
a qual desejamos evitar visto que ela requereria solugdes tentativas mais suaves que o conveniente. Podemos reduzir
a ordem da derivada por integragdo por partes.

O primeiro termo em (3.712) € intrincado, visto que envolve somente uma derivada primeira, mas nao & simétrico.
Dai nio podemos fazer esse termo simétrico via integragdo por partes, visto que o integrando torna-se (dw/dx)Avé:
nesse ¢aso, a integracdo por partes somente muda a derivada da solugdo tentativa para a fungéo peso. Entdo deixemos
esse termo como ele €.

Integrando por partes o segundo termo em (3.71a) e combinando com (3.71b) obtemos

7] i dd
j; WAP(-:—A-_) dr + Q%Ak (a—r)d.t - fn wsdr + (Awg) e =0, (3.72)
A formulagio fraca é entdo: encontre a solugdo tentativa 6(x) € U tal que (3.72) seja vélida para todos

w(x) € U,

Nio provaremos que a formulagéo fraca implica a formulagdo forte; o procedimento ¢ exatamente 0 mesmo daquele
anterior e consiste na simples inversao dos passos precedentes. Uma propriedade importante de (3.72) € que o primeiro
termo nio é simétrico em w(x) e 8(x). Portanto, as equagdes discretas para essa formulagao fraca ndo serdo simétricas.
A Equagio (3.72) e suas condiges de contorno tornam-se complicadas quando & = 0. Neste caso, nfo existe difusio,
somente transporte. O tratamento deste caso especial estd além deste livro, veja Donea e Huerta (2002).

Em vez da condigio de contorno de fluxo (3.70b), o influxo total de entrada de material no contomno € freqgliente-
mente prescrito pela condigdo de contorno alternativa

o]
{—ka + vin = gr. (3.73)
Integrando o primeiro termo em (3.72) por partes e adicionando o produto da fungdo peso, édrea A e (3.73),
obtemos

dw dw dd o
= A am-@dr + ,[. -d—xAk (a) dx— .[1 wsdy + (Aqu}L_q =0. (3.74)

A formulagdo fraca entdo consiste na equagdo (3.74) juntamente com uma condi¢go de contorno essencial (3.702) e
a condi¢io de contorno generalizada (3.73).

i

o> e T ey

Uma aproximagio alternativa para o desenvolvimento das equagdes de elementos finitos, que € amplamente utilizada,
é baseada nos principios variacionais. A teoria que lida com os principios variacionais € chamada de célculo varia-
cional, e & primeira vista seu entendimento pode ser um pouco dificil para estudantes de graduaggo. Aqui, daremos
uma simples introdugZo no contexto para a anélise de tensGes e a condugo de calor unidimensional. Também mostra-
remos que o efeito desses principios variacionais é equivalente 4 formulagdo fraca para sistemas simétricos, tais
como condugo de calor e elasticidade. Portanto, as equagdes de elementos finitos sdo também idénticas. Finalmente,
mostraremos como os principios variacionais podem ser desenvolvidos das formulages fracas. O principio varia-
cional correspondente 2 formulagdo fraca para a elasticidade ¢ chamado de teorema da energia potencial minima.
Esse teorema & estabelecido no Quadro 3.9,

m Quadro 3.9 Teorema da energia potencial minima
: A solug3o da formulagdo forte € minimizada de

; 2
W(u(x)) para Vu{x) € U onde W(u(x)) = ;fAE((-i—t;) dx — fubd.x+ (wAD)y, | - (3.75)
"0 i A
I“"}‘irm “le
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Na elasticidade, W € a energia potencial do sistema. Indicamos pelos subscritos ‘int’ e ‘ext’ que fisicamente o primeiro
termo € a energia interna e o segundo termo € a energia externa.

Mostraremos agora que o minimizador de W(u(x)) corresponde 4 formulagfo fraca, a qual, como jé sabemos,
implica a formulaggo forte. Mostrar que a equagiio para o minimizador de W(u(x)) € a formulagZo fraca implica que
o minimizador & a solug3o, conforme j4 mostramos que a solugdo para a formulagao fraca € a solugéo da formulagio
forte.

Uma das maiores barreiras intelectuais no aprendizado do cédlculo variacional é compreender o significado de
W(u(x)). W(u(x)) é uma fungdo de uma fungdo. De tal modo, uma fung@o de uma fungdo € chamada de funcional.
Examinaremos agora como W(u(x)) varia conforme a fungio u(x) € mudada (ou variada). Uma mudanga infinitesimal
em uma fungdo & chamada de uma variagdo da fungdo e denotada por Su(x) = [w(x), em que w(x) € uma fungo
arbitréria (usaremos ambos os sfmbelos) e 0 < { << 1, isto €, { € um niimero positivo muito pequeno.

A mudanga correspondente no funcional & chamada de variagdo no funcional e denotada por 8W, que € definida
por

§W = W(u(x) + (w(x)) — W(u(x)) = Wu(x) + du(x)) — W(u(x)). (3.76)
Essa equagdo & andloga 2 definig@o de um diferencial, exceto que nessa dltima considera-se uma mudanga na vari-
4vel independente, veja Oden e Reddy (1983) e Reddy (2000) para detalhes sobre célculos variacionais. Um diferen-
cial fornece a mudanga em uma fungao devido 2 mudanca da varidvel independente. Uma variag@o de um funcional
fornece a mudanga em um funcional devido a uma variagio na fungo. Se vocé substitui ‘fungio’ por ‘funcional’ e
‘varifivel independente’ por ‘fung#o’ na primeira sentenga, vocé tem a segunda sentenga.
Do enunciado do teorema da energia potencial minima dado no Quadro 3.9, esté claro que a fungdo u(x) + [w(x)
deve ainda ser U. Para obter essa condig#o, w(x) precisa ser suave e desaparecer no contorno essencial, isto €

w(x) € Uy. 3.77)

Vamos avaliar a variagdo do primeiro termo em 8W, . Da defini¢go da variacdo de um funcional, Equagdo (3.76),

segue-se que
d d d
§W.m-—2/AE( u w) szE( u)
1 du dudw 5 /dw I dur\?
(8 e () -3 a8
1

O primeiro e o quarto termos nessa equagdo se cancelam. O terceiro termo pode ser desprezado porque  é muito
pequeno, entio seu quadrado & um termo de segunda ordem. Ficamos com

d
Wie = ¢ / AE( ) ( d:) dx. (3.79)

A variagfo no trabalho externo € avaliada pela utilizagdo da dcﬁnig:‘io de uma variagao e do segundo termo na Equagdo
(3.75); é dividida em partes devido 2 forga de campo e de tragdo para maior clareza. Isto fornece

| W =/(u+(w}bdx-fubdx= chbdr

(3.78)

a Q
WL, = (u+ Cw)ATly, —(uDA|, = ((WAD)|y, (3.80)
, EW,, = W - 6WL, =¢ ( f whdx + (wAmn) (3.81)
: 14

No minimo de W(u[x]), a variagio do funcional precisa desaparecer, justaménié c;m-co-o-s diferenciais ou as derivadas
de uma fungdo desaparecem no minimo de uma fungfo. Isso € expresso como §W = 0. Portanto, temos
0= 6W = Wiy — 6Wey,. (3.82)

Substituindo (3.79)—(3.81) na equagio anterior e dividindo por £ obtemos o seguinte: para u(x) € U,

EW/C = f AE (d”) (‘;:)dx - f whdx — (wAT)
14

Vocé reconhece a equacdo anterior? Ela é precisamente a declaragio da formulagdo fraca, a Equagao (3.49) que desen-
volvemos na Segio 3.6. Também relembre que mostramos na Segao 3.4 que a formulagfo fraca implica a formulagdo
forte, de forma que o minimizador do funcional da energia potencial fornece a formulagdo forte.

L

=, w(x) € Up. (3.83)
Ly
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Para ser preciso, somente mostramos que um ponto estacionério da energia corresponde a formulagao forte. Pode
também ser mostrado que o ponto estaciondrio € um minimizador, veja Equagao (3.75) ou Becker, Carey e Oden
(1981, pp. 60-62).

Na maior parte dos livros sobre principios variacionais, a mudanga na fungfio u(x), em vez de ser denotada por
{w(x), é denotada por Su(x). A Equagio (3.83) é entfo escrita como se segue. Determine 1 € U tal que

du

W = ‘/ AE (&) (d(if))dx— f&ubdx— {6uAT) . 0 Yéu € Us. (3.84)
0 0

Isso pode ser adicionalmente simplificado pelo uso da equagdo da deformagdo-deslocamento e a lei da tensao—defor-
mag3o nos primeiros termos no primeiro integrando de (3.84), que fornece

W = an Sedx — fbéudx + (fAsu)]p, | =0
a M
SWin 5‘;‘2“

(3.85)

A equacdo anterior € chamada de o principio do trabalho virtual: o campo de deslocamento admissivel (« € U) para
o qual a variagdo no trabalho interno 8W, € igual & variagdo no trabalho externo 8W_, para todo Vdu € U, satisfaz
o equilibrio e as condigdes de contorno naturais. Note que (3.85) ¢ idéntica s formulacdes fracas (3.49) e (3.83),
somente a nomenclatura € diferente.

Uma caracteristica muito interessante do principio da energia potencial minima € a sua relagdo com a energia do
sistema. Considere o termo W, na Equagéo (3.75). A substituicdo da equagdo da deformagio—deslocamento (3.3) e
da lei de Hooke (3.4) permite-nos escrevé-la como

Win = f Wi Ade = ,{; f AEg’ dr. (3.86)
i3 - Q

Se examinarmos um grafico de uma lei linear como o da Figura 3.9, podemos ver que a energia por unidade de volume
éw,_ = (1/2)Eg’. Portanto, W, , a integral da densidade de energia sobre o volume, € a energia interna total do sistema,
o que justifica o subscrito ‘int’, que € a abreviatura de ‘interna’, e que estd indexando esse termo. Essa energia também
€ chamada de energia de deformacio, que € a energia potencial estocada em um corpo quando ele € deformado. Essa
energia pode ser recuperada quando o corpo € liberado. Pense em uma régua de metal que estd curvada on em uma
mola comprimida; quando a forga é liberada, elas se descomprimern, liberando a energia estocada. O segundo termo
€ também uma energia, pois os dois termos que compreendem W, sdo produtos da forga (b ou 7) e do deslocamento
u; em qualquer caso, ele deve ser uma energia para que a equagio seja dimensionalmente consistente.
Podemos reescrever o funcional na Equago (3.75) como

W= Wy — Weq (3.87)

pelo uso das definigdes ressaltadas e pelo principio variacional, que é 6W = 0. Isto esclarece o significado fisico do
principio da energia potencial minima: a solu¢@o € o minimizador (isto €, um ponto estacionério) da energia potencial
W dentre todas as funcdes de deslocamento admissiveis.

Muitos textos de elementos finitos usam o teorema da energia potencial minima como um modo de formular o método
dos elementos finitos. A questdo natural que emerge nessa aproximag#o para ensinar elementos finitos &: como esse teorema
surgiu e os principios correspondentes podem ser desenvolvidos para outras equagdes diferenciais? De fato, o desenvolvi-
mento dos principios variacionais consurniu muitos anos e foi um tépico de intensa pesquisa nos séculos XVII e XIX. Os
principios variacionais ndo podem ser construfdos por regras simples como as que utilizamos para as formulagdes fracas.
Entretanto, algumas formulagdes fracas podem ser convertidas em principios variacionais, e na proxima se¢fo, mostraremos
como construir um principio variacional para andlises de tensdo e de conduc@o de calor unidimensionais.

Ao

Figura 3.9 Defini¢io da densidade de energia interna ou densidade de energia de deformagio w,,.

T g e T T
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Uma caracteristica atrativa do teorema de energia potencial € que ele vale para qualquer sistema el4stico. Assim,
Se escrevemos a energia para qualquer outro sistema, podemos rapidamente deduzir as equages de elementos finitos
para aquele sistemna; isso serd visto no Capitulo 10 para vigas, Os principios variacionais também s3o muito Gteis no
estudo da precisio e da convergéncia de elementos finitos.

A desvantagem da aproximagio variacional € que existem muitos sistemas para os quais ela nfio € prontamente
aplicével. Os princfpios variacionais simples néo podem ser desenvolvidos para a equagio de advecgao—difusio, para
a qual desenvolvemos uma formulaggo fraca na Segéo 3.8 pelo mesmo procedimento direto como para as outras equa-
gdes. Os principios variacionais somente podem ser desenvolvidos para sistemas que sdo auto-adjuntos. A formulagio
fraca para a equagdo de advecg@o—difusdo ndo € simétrica, ¢ ela ndo € um sistema auto-adjunto (veja Becker, Carey
e Oden [1981] para definigdo de sistemas auto-adjunios).

Os principios variacionais idénticos aqueles para elasticidade aplicam-se & transferéncia de calor € a outras equa-
gbes de difusio. Isso ndo € uma surpresa, visto que as equagdes s&o idénticas, exceto para os pardmetros. Como um
exemplo, o principio variacional para conduggo de calor € dado no Quadro 3.10.

@ Quadro 3.10 Principio variacional para condugéo de calor

Seja W(T(x}) =%/Ak(%.)zdx— fTsdx—(TAE) -
K] o\

-

ol

Wi West

entfio a solugdo da formulagdo forte de (3.51) € o minimizador de W(T{x)) para VT(x) € U.

O funcional nesse principio variacional no é uma energia fisica; de fato, a temperatura por si s6 corresponde 4
energia fisica. Entretanto, o funcional é fregiientemente chamado de uma energia mesmo para equagoes de difusio;
n6s o chamaremos de uma energia matemdtica. A prova da equivaléncia desse principio para a formulaggo fraca (e,
portanto, para a formulagZo forte) das equagdes de condugio de calor envolve somente a substitugao dos sfmbolos
em (3.78)—(3.83) de acordo com a Tabela 3.2; a matemdtica € idéntica independentemente dos simbolos.

\

P

P

3.10 INTEGRABILIDADE" \[/> < \()/Q i

Até 0 momento deixamos a discusséo da suavidade das fungGes peso e das solugSes tentativas um tanto nebulosa.
Deﬁmremos agora mais precisamente o grau de suavidade exigido nas formulagGes fracas. Muitos leitores podem
desejar passar por cima desse material em uma leitura preliminar, visto que o resto do livro € bastante claro sem uma
compreensdo deste material.

O grau de suavidade que é requerido nas fungdes peso e tentativa é determinado pelo quio suaves elas necessitam
ser, de forma que as integrais na formulagfo fraca, tais como (3.54), possam ser avaliadas. Isto é chamado de infe-
grabilidade da formulagdo fraca. Se as fungdes peso e tentativa so muito irregulares, entdo as integrais ndo podem
ser avaliadas, entio obviamente a formulagio fraca ndo € utilizével.

Em seguida, examinamos, de forma grosseira, o quio suave essas fungtes devem ser. Se vocé olhar para uma
fungdo com grau de continuidade C~' que n3o é singular (nfio tende para o infinito), vocg pode ver que obviamente
ela € integrével, conforme a 4rea sob tal fungfo é bem definida. Mesmo a derivada de uma fungio com grau de conti-
nuidade C~' ¢ integrével, para um ponto de descontinuidade x = a de magnitude p, a derivada & a fungdo delta de

 Dirac pd(x ~ a). Pela definigdo de uma fungZo delta de Dirac (Veja Apéndice AS),

e

x
f pélx—a)dx=p se x; <a<x.
x1

Entfio, a integral da derivada de uma fungfio com grau de continuidade C~! € bem definida. Entretanto, o produto das
derivadas das fungGes peso e tentativa aparece na formulagéo fraca. Se essas ﬁma;ﬁes tiverern grau de continuidade
€T, eas dcscOHUnmdaﬂes OCOITEerem No mesmo ponto, digamos x = a, entdo a formulagio fraca conter4 o termo
f pzé{x a)’ dx. O integrando aqui pode ser considerado como um ‘quadrado infinito’: n&o existe forma significa-
tiva para obter essa integral. Assim, o com grau de continuidade C-' das fungdes peso ¢ tentativa ndo € suficiente.

Ao contrério, se as fun¢Ges peso ¢ tentativa tiverem grau de continuidade C° e n#o forem singulares, entdo as
derivadas sdo fungBes com grau de continuidade C~' e o integrando sers o produto de duas fungdes com grau de
continuidade C~'. Vocé pode esbogar algumas fungdes e ver que o produto das derivadas de duas funcdes com grau
de continuidade C™' também serd uma fungfio com grau de continuidade C~' enquanto as fungdes forem limitadas
(ndo tendendo para infinito). Visto que uma fungio com grau de continuidade C~! e limitada € integrével, a fungdo
com grau de continuidade C° € suave o suficiente para as fungdes peso e tentativa.

"Recomendado para a Trajetdria Avangada.
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Essa exigéncia de continuidade pode também ser justificada fisicamente. Por exemplo, na anélise de tenséo, um
campo de deslocamento com grau de continuidade C~' teria falhas ou superposigdes nos pontos de descontinui-
dade da funcdo. Isso violaria a compatibilidade do campo de deslocamento. Embora as falhas possam ser tratadas
em métodos mais avangados para modelar as falhas, elas nao estio dentro do escopo dos métodos que estamos
desenvolvendo aqui. De modo similar, na condugao de calor, um campo de temperatura com grau de continuidade
C-' acarretaria um fluxo de calor infinito nos pontos de descontinuidade, os quais ndo sio fisicamente razodveis.
Portanto, as nocSes de suavidade exigidas, que surge da integrabilidade da formulagfo fraca, também possui uma
base fisica.

Nos iratarnentos matematicos do método de elementos finitos, € feita uma descrigio mais precisa do grau de suavi-
dade exigido: as fungdes peso e tentativa s30 exigidas por possuir derivadas dos quadrados integrdveis. Uma derivada
de uma fungdo u(x) € chamada quadrado integrdvel se W, (0), definido como

| A
Win(6) = 5 ] ""(E) dx. (3.88)
0

———

é limitado, isto & W, (8) < . O valor de /Wi (0) ¢ freqiientemente chamado de uma norma de energia. Para
condugio de calor, § = Te k(x) = k(x) > 0. Em elasticidade, x(x) = E(x) > 0e § = ue (3.88) corresponde  energia
de deformagdo, que aparece no principio da energia potencial minima.

Pode ser provado que H' € um subespago de grau de continuidade C?, isto é, H' C C7, assim qualquer funggo em H'
¢ também uma fungdo com grau de continuidade C°. Entretanto, o inverso ndo é verdadeiro: existem fungdes com grau
de continuidade C° que ndo existem em H'. Um exemplo de uma fungdo com grau de continuidade C°, mas que nio
est4 contida em H', & examinado no Problema 3.8. Contudo, tais fungGes ndo sdo normalmente do tipo encontrado na
an4lise padrao em elementos finitos (exceto na mecénica da fratura), de modo que a maior parte dos leitores acharao
que a especificagio do grau de suavidade exigido para uma fungdo com grau de continuidade C° € suficiente.

Becker. E. B.. Carey. G. F. und Oden, J.T. (1981) Finite Efements: An introduction. vol. 1, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, NJ.

Ciarlet. P.G. (1978) The Finite Element Method for Elliptic Problems, North-Holland. New York.

Donea. J. and Huerta. A. (2002) Finite Element Methods for Flow Problems. John Wiley & Sons. Ltd. Chichester.

Hughes. T. J. R. (1987) The Finite Element Method. Prentice Hall, Englewood Cliffs. NI,

Oden, J. T. and Reddy. L.N. (1978) An Tiitroduction o the Mathematical Theory of Finite Elements, Academic Press,
New York.

Oden. J. T, and Reddy. J. N. (1983) Variational Methods in Theoretical Mechanics, 2nd ed.. Springer-Verlag,
New York.

Reddy. J. N. (2002) Energy Principles and Variational Methods in Applied Mechanies. 2nd cd., John Wiley.
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Problema 3.1

Mostre que a formulagdo fraca de

i(ﬂtE%)+Z~c={]l em l<x<3

dv X
. du
a(ly=|E— =01,
( J ( d'r)_rml .
1(3) = 0,001
€ dada por
3 3
/diAEﬂd\' =—0.1{wA) ., +[”_\‘n-dr i com w(3) = 0.
de dr #

Problema 3.2

Mostre que a formulagdo fraca no Problema 3.1 implica a formulagdo forte.

Problema 3.3

Considere uma solugdo tentativa (candidata) da forma u(x) = o, + a,(x — 3) e uma fungio peso da mesma forma.
Obtenha uma solugao para a formulaggo fraca no Problema 3.1. Chegue a equagao de equilibrio na formulagao forte
no Problema 3.1; ela é satisfeita? '

Cheque a condig@o de contorno natural; ela é satisfeita?
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Problema 3.4
Repita o Problema 3.3 com a solugo tentativa u(x) = o, +7o,(x — 3) + a,(x — 32
f Problema 35 |
o " Obtenha a fc-rmulagao fraca para a equagéo da condugio de calor com as condiges de contorno 7(0) = 100 e

q(10) = hT. A segunda condi¢do é uma condi¢8c de convecgdo.

,4/? Qplgma 3,5 ;

Dadaa formulaqao forte para o problema de condugio de calor numa placa circular:

d dT
o] (. L) TR <R
Ldr(rdr)+rv 0, 0<r<R

T 4T
condigio de contorno natural: P (r=0)=0,

condigdo de contorno essencial:  T(r= R) =0,

em que R € o raio total da placa, s € a fonte de calor por unidade de comprimento ao longo do raio da placa, Té a
temperatura e k € a condutividade térmica. Considere que k, s, ¢ R s3o dados:

a. Construa a formulag3o fraca para a formulagio forte anterior.

b. Use solugbes tentativas (candidatas) quadréticas da forma T = o, + a,r + a,r* e fungbes peso da mesma forma
para obter uma solugdo da formulagdo fraca.

¢. Resolva a equacio diferencial com as condigGes de contorno e mostre que a distribuigio de temperatura ao longo

do raio € dada por
5 2 2
T= T (R°—r)
Problema 3.7
Dada a formulag@o forte para a barra circular em tor¢ao (Figura 3.10):

d [ _d¢
ol - b =, <x<l,
dx(Jde)+m 0. 0<x<i,

d¢

condiciio de contomo natural:  M{x=1) = (JG m-) =M,
i
condicio de contorno essencial: gy =0) =

em que m(x) € uma quantidade de movimento distribuida por unidade de comprimento, M € a quantidade de movi-
mento de torgfo, ¢ € o 4ngulo de rotagio, G & 0 médulo de cisalhamento e J & o momento polar de inércia dado por
J = wC%2, onde C € o raio do eixo circular,

a. Construa a formulagéo fraca para a barra circular em torgio.

b. Censidere que m(x) = 0 e integre 2 equacdo diferencial dada. Determine as constantes de integragfio usando as
condigdes de contorno.

Probl 3.8

Considere um problen:la no intervalo 0 < x = [ que possui uma solugio da forma

¢(x=0)=$ -

I f |
| |

x=0 x=1

Figura 3.10 Barra cilindrica em tor¢do do Problema 3.7. -
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IA
L

_(Yx
2 T *
U= 5 -
2 Y. /
G-al-Bj% =%

a. Mostre que para A > 0 a solug8o u tem grau de continuidade C® nointervalo0 = x < /.
b. Mostre que para 0 < A = 1/2 a solugfo u ndo estd contida em H'.

Problema 3.9

Considere uma barra eldstica com uma mola varidvel distribuida p(x) ao longo de seu comprimento conforme mostrado

na Figura 3.11. A mola distribuida impGe uma forga coaxial sobre a barra proporcional ao deslocamento.
Considere uma barra de comprimento /, drea de se¢@o transversal A(x), médulo de Young E(x) com forga de campo

b(x) e condigdes de contorno conforme mostrado na Figura 3.11.

a. Construa a formulacao forte.
b. Construa a formulagio fraca.

| —

ﬁ» f-"'F'roQIgma 3.10

Considere uma barra eléstica na Figura 3.2, A barra est4 sujeita a um campo de temperaturas 7(x). A temperatura
causa a expansdo da barra e a lei de tens&o-deformacdo €

olx) = E(x)(e(x) — 2(x)T(x)),

em que a € o coeficiente de expansio térmica, o qual pode ser uma funcdo de x.

a. Desenvolva a formulagéo forte pela substituigdo da lei de Hooke padrio pela lei citada anteriormente na equagio
de equilibrio; use as condigdes de contorno dadas no Problema 3.1.
b. Construa a formulagio forte para (3.43) quando a lei citada anteriormente for vilida.

Problema 3.11 /
Determine 2 fgi;ﬁmﬁlagﬁo fraca para a seguinte formulagao forte:
“uo, .
fcdxz-z.u+2r3=0., K, 4 s3oconstantes 0 < x < 1,

sujeitaa w(0) = le u(l) = —2.

- _/groblemg 3.12 |,

sl
ﬁ-;-’.'f-" O movimento de um fluxo de carga elétrica g, é proporcional ao gradiente de potencial elétrico. Isto é descrito pela
L lei de Ohm:

dv
gy = "kva':\fs
em que k, € a condutividade elétrica e V ¢ o potencial elétrico. Denote O, como a fonte de carga elétrica,
Construa a formulagdo forte pela imposi¢io da condig¢do de que a carga elétrica € conservada.

Problema 3.13
Determine a formulagio fraca para a seguinte formulagéo forte:
d*u  du
X—+4+——x=0 0<x<1,
R S Rl

Figura 3.11 Barra eldstica com molas distribuidas do Problema 3.9.
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— 2 —f—tz—|

Figura 3.12 Barra eldstica sujeita a forca de campo linear do Froblema 3.14.

sujeita a u(0) = u(1) = 0.

Problema 3.14

Considere uma barra na Figura 3.12 sujeita a uma forga de campo linear b(x) = cx. A barra possui uma 4rea de segdo
transversal A e médulo de Young E. Considere a solugdo tentativa quadrética e a funggio peso

u{x)=aﬂ:+i‘tzx+13-l’z; w(x) = By + Box + B2,

em que a, s3o parimetros indeterminados.

a.
b.

Para que valor de «, u(x) € cinematicamente admissivel?

Usando a formulagéo fraca, estabelega equagBes para o, e resolva-as. Para obter as equagBes, expresse o prin-
cipio do trabalho virtual na forma B,(...) + B,(...} = 0. Pelo teorema do produto escalar, cada um dos termos em
parénteses, isto €, os coeficientes de B, precisam desaparecer.

Resolva o problema na Figura 3.12 usando elementos de dois nés considerados no Capitulo 2 de igual tamanho.
Aproxime a carga externa no né 2 pela integragao da forga de campo de x = L/4 até x = 3L/4. Do mesmo modo,
calcule a carga externa no né 3 pela integragio da forga de campo de x = 3L/4 até x = L.

Problema 3.15

Considere a barra no Problema 3.14.

a.

Usando uma solugfo aproximada da forma u(x) = o, + ax + ¥ determine u(x) pelo teorema da energia poten-
cial minima. Sugestéo: ap6s forgar a admissibilidade, substitua a solug3o tentativa anterior em (3.75) e minimize
com respeito aos parimetros independentes.

2

Compare a solugio obtida na parte (a) para uma solugio exata da equagdo E sz—u +ex=0.
Para as solugGes aproximadas a(L) = 0?

du

Cheque se a tens#o obtida a partir de u(x) por ¢ = E B

satisfaz o equilibrio.



