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Revisao de Transformada de Laplace

O metodo da Transformada de Laplace € um meétodo
operacional que pode ser usado com vantagens para
resolver equacoes diferenciais lineares.

Usando transformadas de Laplace, pode-se
converter muitas funcoes comuns, tais como sen ot,
cos ot, et sen ot em funcbes algébricas de uma
variavel complexa s.

Nao serao revistos detalhes matematicos da Transformada de Laplace,

simplesmente recordaremos operacdes que serdo Uteis para sistemas de
medicao, tanto para modelagem quanto para analise dos modelos obtidos.



Variaveis e funcdes complexas

Uma variavel complexa s tem uma
componente real c e uma componente imaginaria jo,
OuUsS=oc +jo.

Uma funcao complexa G(s) € um mapeamento
da variavel s, portanto, seu resultado também pode
ser mostrado no plano complexo, no plano G(s).

L 1l
_ . sao exemplos de funcdes complexas.
Jody e ; 51 1 G305y,

o 1 1

Gs Re|  G(s)= G(s) =
(5) (s +2.5+3) (s+1)
Flano s Flano GIs)

Plano complexo s e G(S)



Algebra de nimeros complexos:
1) (c+jo) e (o-jo) Ssao numeros complexos
conjugados, logo:
(o+jm)(c-jm)=c%+®? € um numero real.
2) el%=cos0O + j.send

3) e19=cos0 - j.send

4) o+jo = r(cosO + j.send) = r.ed



1. Definicao da Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcao no
tempo, f(t), é a integral:

ZIf(0] = F(s) = j:f(t)e-stdt



Exemplos da Transformada de Laplace

Exemplo 1 - Funcao exponencial.
Considere a seguinte funcao:

f(t)

ft) =0 parat<0 ’
f(t) =A.e*t parat=>0 K

onde A e a sao constantes.

A transformada de Laplace de f(t) é:

A
AlD]= F(s)= .

+ O



Exemplo 2 - Funcao degrau
Considere a seguinte funcao degrau:
f(t) =0 para t<0 it
f(t) = A t>0 g

A
LIIO]=F(s)=

t

A funcédo degrau cuja amplitude A for igual a 1, sera
chamada funcéo degrau unitaria, expressa por 1(t).

A transformada de Laplace da funcao degrau
unitaria sera:

1
LI01=2




f(t)

Exemplo 3 - Funcao rampa

Considere a seguinte funcao:

t

ft) =0 para t<O

ft)=A.t para t>0 LI(0)]= F(s)= Siz

Exemplo 4 - Funcao seno:

f(t) =0 para t<0
f(t) = A.sen(m.t) para t>0

A
LI Fe)= 5




Teoremas importantes da Transformada de Laplace
Teorema da diferenciacao:

Primeira derivada:

df(t)

T 1= s.F(s) = (0
,,t[ dt} s.F(s) — 1(0)

Segunda derivada:

d?f(t)
+ dt*

= s2.F(s) - s.(0) - f’(0)




Exemplo de aplicacao - Sequnda Lei de Newton :

Massa M em repouso, sobre plano sem atrito:

F=f(1)
—> M

A partir de t=0, aplica-se uma forca f=f(t).

Se f(t) € igual a um degrau de altura A, determine a
velocidade v(t) da massa a partir de t=0 :

Na condicao ideal em que nao existe atrito, a forca
resultante sobre a massa € igual a forca aplicada f :

f=f(t)=M.a(t)=M.dv(t)/dt A _MsV(s)
LITM) 1= L[ M.dv(t)/dt] > A 1
LI 1=M £[dv(t)/dt] v

Als=M L[ dv(t)/dt] V()=(A/M).t (Fungdo Rampa)



Teorema da integral:

Z [[fcoat]- FS‘») ) [HOLT

S

t=0+

Exemplo de aplicacao - Circuito elétrico :

Conectando um capacitor C em série a uma resisténcia R, e em
seguida ligarmos uma fonte CC de valor e(t), no tempo t=0, pode-se
calcular a corrente i(t) no circuito:

i(t) T—f\/\m—

(t) R L
e(l) — prony
1 C
Equacéo do circuito: s
e(t) — R.i(t) 4+ E.J‘i(t)dt Aplicando Transformada de Laplace:
1 1(s)

E(s)=RI(s) + c s



1 1(s)
E(s) = Rl(s)+C

Considerando E(s) como degrau de altura E: Multiplicando por Cs:
E_ RI(S)+ = 1 1(s) EC =RC.slI(s)+1(s)
S C s
Isolando I(s): Ou:
E/R
()= ——= (s)=—= 1)
RCs+1 s+(1/RC)

Funcao exponencial: i(t)
f(t)y=0 parat<0 E/R

f(t) = (E/R).e™RO  parat>0 K




Diagramas de blocos

Diagrama de blocos € um meétodo grafico de representacao de
sistemas de equacdes lineares, particularmente atil em controle de
sistemas.

E através de diagrama de blocos que sdo implementados 0s
sistemas no software MATLAB-Simulink.

E(s) C(s)
—» G(s) > E(s).G(s)=C(s)

E(s) R(s) — _
©) KARE R(s)=E(s) - C(s)
Detector de erro é a forma gréafica para
C(s)

representar a soma ou subtra(;éo.

Funcao de transferéncia

Funcao de transferéncia € uma funcao em (s) que multiplicado pela
entrada de um sistema (ou um sub-sistema) nos fornece a saida deste
sistema (ou sub-sistema).

Entrada

Sistema  Saida,,




Exemplo de aplicacéo - Circuito elétrico :

R1 iv=0
| T i1, iy

E p— C — RT

Aplicando as leis de Kirchoff : Aplicando Transformada de Laplace:
. 1. 1
E(1) =Rui(t) + [i,(t).dt E(s) = Ri(5) + < 1y(s)
. 1. 1

0 =Ryl (0) -2 i, (t).dt 0=Ryly(8) - = 1(S)
V(t) = R, (t) V(s) = Ryl,(s)

i(t) =i, (t) +i, (t) I(S) = 1,(S) +1,()



R1

v=0
iﬂ %,
c  RT.» : |

Rearranjando a segunda equacao:

E(s) =R, L,(s) + [i + Rl}ll(s)
Cs

Substituindo a quarta na primeira

equacao, e rearranjando:
1
E(s) =R, 1,(s)+ [g + Rl} ,(S)

1
0=Rl,(s) - Ell(s)
V(s) =Rql,(s)

Substituindo a segunda na primeira
equacéao, e rearranjando temos:

E(s) =|RR,Cs+(R, +R;)]L(s)
,(s) =R;Csl,(s) (6) - V(s)
V(s) = Ryly(s) R,
V(s) R V(s)  R;/(R,+R;)
E(s) RR.Cs+(R,+R,;) |E(S) RR;Cs/(R,+R;)+1
V(s) K
E(s) 1s+1
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