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Objetivos del capitulo

Los objetivos de este capitulo son derivar las ecuaciones diferenciales y estable-
cer las condiciones limite e iniciales para resolverlas para los campos de veloci-
dad y presiéon en un flujo de fluido. Las ecuaciones diferenciales parciales
incluyen:
A La ecuacién de continuidad
* A Las ecuaciones de cantidad de movimiento para flujos inviscidos (ecuaciones
de Euler)
. A Las ecuaciones de cantidad de movimiento para flujos visocosos (ecuaciones
de Navier-Stokes)

A Las ecuaciones de vorticidad
A La ecuacién de energia

Numerosos ejemplos y problemas ilustrardn varias aplicaciones relativamente
simples de las ecuaciones diferenciales junto con la simplificacién de las ecua-
ciones segun la situacion del flujo.
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CONCEPTO CLAVE

Es necesario determinar
las distribuciones que
entran en los integrandos
antes de que la cantidad
integral pueda ser
hallada.

5.1 INTRODUCCION

El material de este capitulo puede ser omitido en un curso introductorio. Los
capitulos subsecuentes se disefiaron de modo que permitan dos rutas posibles: Se
pueden usar las ecuaciones diferenciales generales presentadas en este capitulo, o
se pueden derivar ecuaciones linicas para una geometria particular sin referirse a
estas ecuaciones generales.

En el capitulo 4 las leyes basicas se expresaron en funcién de un volumen de
control fijo, un volumen finito en el espacio. Esto a menudo se describe como una
aproximacion global a la mecdnica de {luidos. Para encontrar una solucién utili-
zando el volumen de control fue necesario: asumir una aproximacion de los inte-
grandos (principalmente las distribuciones de velocidad y presi6n) o se dieron las
expresiones para los integrandos. Suponga que se desea encontrar una cantidad in-
tegral, tal como la velocidad de flujo debajo de un dique, o la fuerza de elevacion
en una superficie aerodindmica, y no se puede hacer una suposicién razonable pa-
ra la distribucién de velocidad o presion. En tal caso es necesario determinar las
distribuciones que entran en los integrandos antes de que la cantidad integral pue-
da ser calculada. Esto se hace resolviendo las ecuaciones diferenciales parciales
que expresan las leyes basicas.

No sélo las soluciones de las formas diferenciales de las leyes bdsicas permi-
ten determinar cantidades integrales de interés, sino que con frecuencia contienen
informaci6n en si mismas. Por ejemplo, es posible que se desee saber la ubicacién
exacta de la presion minima en un cuerpo, 0 la region de flujo separado de una su-
perficie. Asi que con frecuencia se resuelven las ecuaciones diferenciales para res-
ponder una pregunta especifica surgida en relacién con un flujo especial.

Existen dos métodos principalmente utilizados para derivar las formas dife-
renciales de las leyes fundamentales. Un método implica la aplicacién del teore-
ma de Gauss, que permite que las integrales de area de las ecuaciones basicas del
capitulo 4 sean transformadas en integrales de volumen; los integrandos luego se
reiinen en una integral, la cual puede ser igualada a cero. La integracion es vili-
da en cualquier volumen de control arbitrario, y de ese modo el integrando mis-
mo puede ser igualado a cero, lo que da la forma diferencial de la ley bésica. El
otro método, el utilizado en este libro, consiste en identificar un elemento infini-
tesimal en el espacio y aplicar las leyes basicas directamente a dicho elemento.
Ambos métodos dan por resultado las formas diferenciales de las leyes basicas;
el primer método, sin embargo, exige el uso de cilculo vectorial y tensorial, ma-
tematicas que por regla general se consideran innecesarias en un primer curso de
fluidos. Se introduce algo de calculo vectorial pero no sera utilizado al nivel ope-
racional demandado por el teorema de Gauss.

La conservacién de la masa, aplicada a un elemento infinitesimal, conduce a
la ecuacion diferencial de continuidad; relaciona los campos de densidad y veloci-
dad.! La segunda ley de Newton (una relacién vectorial) produce tres ecuaciones
diferenciales parciales conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes; relacionan
los campos de velocidad, presién y densidad e introducen la viscosidad y el vector
de gravedad en un flujo de fluido. La primera ley de la termodindmica proporcio-
na la ecuacién de energia diferencial relacionando el campo de temperatura con
los campos de velocidad, densidad y presion e introduce el calor especifico y la
conductividad. La mayoria de los problemas considerados en un curso introduc-
torio son flujos incompresibles isotérmicos en los que el campo de temperatura no

'Cuando una variable dependiente depende de més de una variable independiente, se conoce como campo, €5
decir, V(x, ¥) es un campo de velocidad y p(x, v, 2, f) es un campo de presién. Las ecuaciones diferenciales parciales
que describen las cantidades de campo a menudo reciben el nombre ecuaciones de campo.



interviene; para flujos como esos las tres ecuaciones de Navier-Stokes y la ecua-
cion de continuidad proporcionan cuatro ecuaciones diferenciales parciales que
relacionan las tres componentes de velocidad y la presion. De este modo no se re-
quiere la ecuacion de energia. Sin embargo, se derivara la ecuacion diferencial de
energia para ser utilizada en un niimero limitado de situaciones.
Las ecuaciones diferenciales parciales requieren condiciones que especifi-
quen ciertos valores para las variables dependientes con valores particulares de
las variables independientes. Si la variable independiente es el tiempo, las condi-
ciones se llaman condiciones iniciales; si la variable independiente es una coorde- Condiciones iniciales:
nada espacial, las condiciones son condiciones limite. El problema total se conoce  Condiciones que dependen
como problema de valor inicial o problema de valor limite. del tiempo.
En mecdnica de fluidos las condiciones limite se derivan de: Condiciones Baide:
Condiciones que dependen

* Las condiciones no deslizantes de un flujo viscoso. La viscosidad hace que e una coordenada espacial

el fluido se pegue en la pared y por lo tanto la velocidad del fluido en la pa-
red asume la velocidad de ésta. En general la velocidad de la pared es cero.

* Lacomponente normal de velocidad en un {lujo inviscido, un flujo en el que
los efectos viscosos son insignificantes. Cerca de una pared no porosa ¢l ~ CONCEPTO CLAVE
vector de velocidad debe ser tangente a la pared. Esta seria la situaciéon que ~ La viscosidad provoca

implica oleaje, 0 en un flujo separado que implica cavitacion. que la velocidad del fluido
s s = ao it pegado a la pared, asuma
® La presion de un fluido que involucra una superficie libre. En problemas (3 volodidad da datn.

con una superficie libre, como los de un fluido con una interfase liquido-
gaseosa, la presion es conocida en esta interfase. Esta se veria en problemas
con movimientos de ondas o de un flujo separado que involucre cavitacién.

* La temperatura del limite o el gradiente de temperatura en el limite. Si la
temperatura del limite se mantiene constante, la temperatura del fluido
junto al limite serd igual a la temperatura de éste. Si el limite est4 aislado,
el gradiente de temperatura serd cero en el limite.

En un flujo discontinuo la condicién inicial demanda que las tres componentes de
velocidad se especifiquen en todos los puntos del flujo en un instante particular,
~casi siempre considerado como ¢ = 0. Esta informacién es muy dificil de obtener
muchas situaciones, por ejemplo, la atmosfera; para obtener las tres componen-
de velocidad en cualquier parte de la atmdsfera en un instante dado es una ta-
casi imposible.

Las ecuaciones diferenciales adoptan formas muy diferentes segtin el sistema
de coordenadas elegido. Las ecuaciones se derivan utilizando coordenadas rectan-
gulares y luego se expresan en forma vectorial. Las formas que utilizan tanto coor-
denadas cilindricas como esféricas se presentan en la tabla 5.1 al final del capitulo.

5.2 ECUACION DIFERENCIAL DE CONTINUIDAD

La busqueda de las ecuaciones diferenciales parciales que modelan el movimien-
to detallado de un fluido se inicia aplicando la conservacién de la masa a un volu-
men pequefio en un flujo de fluido. Considere el flujo de masa a través de cada
una de las caras del volumen de control mostrado en la figura 5.1. El flujo de ma-
sa neto que entra al elemento se hace igual a la velocidad de cambio de la masa
del elemento; es decir,

: : d
Mentrada — Mgalida — E Melemento (521)

Para realizar estc balance de masa pu, pvy pw se identifican en el centro del elemen-
to y luego cada una de estas cantidades se tratan como una sola variable. Vease el
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(pw+ a% (pw) %) dx dy

(pu - -‘%(pu) %) dy dz

Py
(Pv b (pv) 3 )dxdz (pu+§;(pu)%’)dx 2
; }
(pu+§;(pu)%)dydz (pw——a%(w)%)dxd,v

FIGURA 5.1 Volumen de control infinitesimal que utiliza coordenadas rectangulares.

Ecuacion diferencial de
continuidad: La ecuacion
diferencial que resulta de la
conservacion de la masa.

andlisis de presion asociado con la figura 2.3. La figura 5.1 muestra el flujo de ma-
sa a través de cada una de las seis caras; la ecuacién 5.2.1 adopta la forma

ipu = a—((:;u—)-c-ig—] dy dz — [pu + a(:;) %} dy dz
- —Ma;':”d—zz]dxdy = [pw+ %%}dxdy
4 % (p dx dy dz) (522)
Restando los términos apropiados y dividiendo entre dx dy dz se obtiene
5 (o) + 25 (o) + = (ow) = (523)

Puesto que la densidad se considera una variable, se diferencian los productos y la
ecuacién 5.2.3 se escribe como

ap ap ap dap du dv ow
== e LEp = e _+—+—)=0 (5.2.4)
at 0x ay 0z gDV O
0, en funcién de la derivada sustancial (véase la Ec. 3.2.11),
: L (o av | ow)
L — —_—t—+ —| = 2.
Dt x  dy 82) P2

Esta es la forma mds general de la ecuacién diferencial de continuidad expresada
en coordenadas rectangulares.

Se introduce el operador de gradiente, llamado “del”, el cual, en coordenadas
rectangulares es

il 9 =
—j+—k 5.2.6
A e (5.2.6)

Gt 0 3

v=21F4+
ax

Qs

La ecuacién de continuidad entonces se escribe en la forma
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(52.7)

= ui + vj + wk y V = V recibe el nombre de divergencia de la veloci-
forma de la ecuacién de continuidad no se refiere a cualquier sistema
'de coordenadas. Es la forma utilizada para expresar la ecuacién de con-
mediante varios sistemas de coordenadas.

1 el caso de flujo incompresible, un flujo en el cual la densidad de la par-
un fluido no cambia a medida que se desplaza, se ve que

Dp _ap ap dp ap

==t + +w—=( b
Doa ey T o G28)

que esta suposicion es menos restrictiva que la suposicién de densidad
,1a cual requerird que cada término de la ecuacién 5.2.8 sea cero. Los flu-
ompresibles que tienen gradientes de densidad en ocasiones se conocen co-
estratificados o flujos no homogéneos; los flujos atmosféricos y ocednicos
mplos de flujos de esa clase. Si se utiliza la ecuacién 5.2.5, la ecuacién de
dad, para un flujo incompresible, adopta la forma

(52.9)

V-V =0 (5.2.10)

a del vector de velocidad es cero en un flujo incompresible.

coordenadas cilindricas y esféricas la ecuacién de continuidad para un flu-
mpresible se presenta en la tabla 5.1. La expresién para D/Dt en coordena-
indricas y esféricas también se encuentra en la tabla 5.1.
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Esfuerzo normak: Un
componente de esfuerzo que
actiia perpendicular a un
drea.

Esfuerzo cortante: Una
componente de esfierzo que
actiia tangencial a un drea.

Se introduce la ecuacion (5.2.7) y se obtiene

Di gy D DR DR \(7_198).
p_D:-J’pvv"’"’ Dt Dt +p Bﬁ{+ p Dt
=p2§’ubp :
e R

v de @stémbdd se introduce la entalpia.

5.3 ECUACION DIFERENCIAL DE CANTIDAD
DE MOVIMIENTO

5.3.1 Formulacién general

Suponga que no se conoce el campo de velocidad o el campo de presién en un flu-
jo incompresible® de interés y se desea resolver las ecuaciones diferenciales para
obtener dicha informacién. La ecuacién diferencial de continuidad es una ecua-
ci6én diferencial que sirve para este fin; sin embargo, tiene tres incdgnitas, las tres
componentes de la velocidad. La ecuacion diferencial de cantidad de movimiento
es una ecuacion vectorial y por consiguiente proporciona tres ecuaciones escala-
res. Estas ecuaciones ayudan en el intento de determinar los campos de velocidad
y presion. Existe una dificultad al derivar estas ecuaciones, sin embargo, puesto
que se deben utilizar las componentes de esfuerzo para determinar las fuerzas
requeridas en la ecuacion de cantidad de movimiento. A continuacién se identifi-
can eslas componentes de esfuerzo.

Existen nueve componentes de esfuerzo que actiian en un punto particular de
un flujo de fluido. Existen nueve componentes del tensor de esfuerzo 7;. No se
estudiardn las propiedades de un tensor de esfuerzo en detalle puesto que no
se tiene que incrementar al maximo o reducir al minimo el esfuerzo (como se re-
queriria en un curso de mecénica de s6lidos; sin embargo, se tienen que utilizar las
nueve componentes del esfuerzo en las derivaciones, y luego relacionar las com-
ponentes de esfuerzo con los campos de velocidad y presion por medio de las
ecuaciones apropiadas. Las componentes de esfuerzo que actiian en un punto se
muestran en elementos rectangular bi y tridimensionales en la figura 5.2. Se con-
sidera que estos elementos son un punto exagerado, un punto cibico; las com-
ponentes de esfuerzo acttian en la direccién positiva en una cara positiva (un
vector normal apunta en la direccion coordenada positiva) y en la direccién ne-
gativa en una cara negativa (un vector normal apunta en la direccién coordenada
negativa). El primer subindice en una componente de esfuerzo sefiala la cara sobre
la cual actiia la componente, y el segundo denota la direccién en la cual actia; la
componente 7y, actiia en la direccién y positiva en una cara x positiva y en la di-
reccién y negativa en una cara x negativa, como se muestra en la figura 5.2a. Una
componente de esfuerzo que actia perpendicular a una cara se conoce como es-
fuerzo normal, las componentes o, 0y, y 0., son esfuerzos normales. Una com-
ponente de esfuerzo que actiia tangencial a una cara recibe el nombre de esfuerzo
cortante; las componentes 7.y, Ty, Txz, Tzx, Tyz ¥ T2, SON las componentes de esfuer-
Zo cortante.

Existen nueve componentes de esfuerzo que actian en un punto particular de
un fluido. Para derivar la ecuacién diferencial de cantidad de movimiento, consi-
dere las fuerzas que actian en la particula de fluido infinitesimal mostrada enla

*Cuando en un planteamiento general como el de esta seccion se hace referencia a un flujo incompresible, en gene-
ral se estd haciendo referencia a un flujo de densidad constante. Esto es cierto en la mayoria de los escritos de me-
cinica de fluidos, incluidos libros de textos sobre el tema.



b)

RA 52 Componentes de esfuerzo en coordenadas rectangulares: a) componentes
perzo en dos dimensiones; b) componentes de esfuerzo en tres dimensiones.

.3. Se muestran s6lo las fuerzas que actiian en las caras positivas. Se supone
mponentes de esfuerzo son funciones de x, y, z y ty por lo tanto sus valo-
mbian de una cara a otra puesto que la ubicacién de cada una es ligeramente
e. La fuerza de cuerpo se muestra actuando en un direccién arbitraria.

- La segunda ley de Newton aplicada a una particula de fluido, en la direccién
la componente x, es 3F, = ma,. Para la particula mostrada, ésta toma la forma

: ATyx dy ( afudz)
dde‘i’(Tyx“i" . 2)dxdz+ i S dx dy

90, a"'yxdy)
(GH ax z)dydz (Tyx ay 2 aedc

’(sz-—%%)dxdy + pg.dxdydz = pdxdydz

Du
Dt

a componente del vector de gravedad g que actia en la direccién x es g,,
Dt es la componente x de la aceleracién de la particula de fluido (véase la

(53.1)

(i

dy

FIGURA 5.3 Fuerzas que actian en una particula infinitesimal.

p://libreria-universitaria.blogspot.com  gec. 5.3 / Ecuacién diferencial de cantidad de movimiento

187



188 Capitulo 5 / Formas diferenciales de las leyes fundamentales http://libreria-universitaria.blogspot.com

CONCEPTO CLAVE

A menudo se supone que
las componentes de
esfuerzo son insignifican-
temente pequenas.

Ec.3.2.9). Después de dividirla entre el volumen dx dy dz, la ecuacién anterior se
simplifica como

Du 0w 0Ty 07y
e = + pg. 532
P Dt dx ay dz PE ( )
Asimismo, en las direcciones y y z se tendria
Dy, Ty Oy 0T
T dx ay b az e
: y (5.3.3)
Ty Tyz .
p_@)_=__z_+_y+._zz+pgz

Dt ox dy az

Se puede demostrar, tomando momentos en torno a los ejes que pasan por el
centro del elemento infinitesimal, que

Tyx = Txy Tyz = Tzy Txz = Trx (5-3-4)

Esto es, el tensor de esfuerzo es simétrico; asi que en realidad existen seis compo-
nentes de esfuerzo independientes.
El tensor de esfuerzo puede ser mostrado de la manera usual como

Oxx Tyy Txg
Tl T G o (535)
Tex Tzy Oz

Los subindices i y j toman los valores numéricos 1,2 o 3. Entonces, 7;, representa
el elemento 7., en la primer fila, segunda columna.

5.3:2 Ecuaciones de Euler

Buenas aproximaciones de las componentes del tensor de esfuerzo para muchos
flujos, en especial para flujo alejado de una frontera (flujo alrededor de una su-
perficie aerodindmica) o en regiones de cambio repentino (flujo a través de una
contraccion) se muestran mediante el arreglo

= 0 0
m=| 0 =p 0 (5.3.6)
0 =

Para flujos como esos, se supuso que las componentes de esfuerzo cortante pro-
vocados por efectos viscosos son insignificantes y que las componentes de esfuer-
zo normal son iguales a la parte negativa de la presién; esto es precisamente lo que
se hizo en la figura 3.16 cuando se derivo la ecuacién de Bernoulli. Si se introdu-
cen de nuevo estas componentes de esfuerzo en las ecuaciones 5.3.2 y 5.3.3 se ob-
tiene, para flujo sin friccion,

YR
Dt ox PEx
Dv ap ;
B oy (537)
Dw_ %
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ue el eje z es vertical de modo que g, = g, = 0y g. = —g. Las ecuacio-
lares anteriores se escriben entonces como la ecuacién vectorial

DI op- , 9pz. 9p ~) 2
et o1 o P RS —j = — 2
P D (ui + pj + wk) (ax it % i 2z k| — pgk (5.3.8)
a vectorial, se tiene la muy conocida ecuacién de Euler Ecunacién de Euler: Las

tres ecuaciones diferenciales
que resultan de la aplicacion
de la segunda ley de Newton

(5.3.9) y la omision de los efectos
VISCOSO0S.

one un flujo continuo de densidad constante, la ecuacién 5.3.9 es inte-
a lo largo de una linea de corriente para obtener la ecuacién de Bernoulli,
iltado que no sorprende puesto que se hicieron las mismas suposiciones
0 se derivo la ecuacién de Bernoulli en el capitulo 3; esto se ilustra en el
0 5.6.

n las ecuaciones diferenciales de cantidad de movimiento en la forma de
aciones 5.3.7, se agregaron tres ecuaciones adicionales a la ecuacién de con-
d para obtener cuatro ecuaciones y cuatro incognitas, u, v, w y p. Con las
iciones limite e iniciales apropiadas, seria posible una solucién que dé los
s de velocidad y presion para este flujo inviscido incompresible.
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1aciones de Navier-Stokes

manifiestan una relacién lineal entre las componentes de esfuer-
entes de velocidad. Tales fluidos se llaman fluidos newtonianos ¢ in-
‘comunes tales como agua, aceite y aire. Si ademds de linealidad, se
el fluido sea isotrépico®, es posible relacionar las componentes de es-
gradientes de velocidad utilizando sélo dos propiedades de fluido, la
Ly el segundo coeficiente de viscosidad A. Las relaciones de esfuerzo-
yelo_c_:_idad, a menudo conocidas como ecuaciones consitutivas®, se
sigue:

du du | dv
=—p+2u—+AV: =pl=+=
ey ax ANy Fay u(ay Bx)

s
|

av du , dw
= —p+ A L . P [ e
p + 21 3y AV-V Ty 'u'(&z et Bx) (5.3.10)

< dw v | dw
ﬂ‘z:z_p'i'zﬂa_z'"}'Av'v Tyz=#('a_z+'a;)

iyoria de los gases, y para gases monoatémicos exactamente, el segundo

A=-2p (5.3.11)

de entropia existe si las propiedades de fluido son independientes de la direccion. Los polimeros son
0 Anisotrépicos.

bro de texto sobre el tema de mecdnica de medios continuos se pueden hallar detalles del desarro-

es constitutivas.
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Fluidos newtonianos:
Fluidos que poseen una
relacion lineal entre esfuerzo
y gradientes de velocidad.

Fluido isotrépico: Un
fluido cuyas propiedades
son independientes de la
direccién en una posicion
dada.
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Fluido homogéneo:

Un fluido cuyas propiedades
son independientes de la
posicion.

Ecuaciones de
Navier-Stokes: Las tres
ecuaciones diferenciales que
resultan de la aplicacion de
la segunda ley de Newton.

una condicién conocida como hipétesis de Stokes. Con esta relacion el promedio
negativo de los tres esfuerzos normales es igual a la presion, esto es,

ot o, Fag)=p (5.3.12)

Mediante las ecuaciones 5.3.10, se puede demostrar que esto siempre es cierto pa-
ra un liquido en el cual V-V = 0, con la hipétesis de Stokes también es cierto para
un gas.

Si se sustituyen las ecuaciones constitutivas en las ecuaciones diferenciales
de cantidad de movimiento (5.3.2) y (5.3.3), se obtiene, utilizando la hipétesis de
Stokes,

Du _ 9p Pu | Pu ) ®a ( i aw)
——=—tpg. + —+—+———+ — | =+ =+ =

Phe: x5 ac 3 ax\ox  ay = oz
Dv ap v a v ) K9 (au v aw)
e = g, + +ig o (E+ 2+ 2 53.13

Ppr gy P iBgeSgatan Caaliet s Ty e
Duw ap Fw | P w alw) o9 (au v aw)
sttt S+ S|t =+ =+ =

Ppr~ ez B2 Ua2 ™ ay " o) 3oz By = oz

en la que se supuso un fluido homogéneo, es decir, las propiedades del fluido
(p. €j., la viscosidad) son independientes de la posicién.

Para un flujo incompresible la ecuacién de continuidad permite que las ecua-
ciones anteriores se reduzcan a

D, G- BP S azu azu)
Dy ay2
Dv ap : ”( azu 620)
Sl e - L5 5.3.14
P i ay tegt 8y2 ( )
Dy, A2 ,,(6% _)
® i 9z ; 822

Estas son las ecuaciones de Navier-Stokes, llamadas asi en honor de Louis M. H.
Navier (1785-1836) y George Stokes (1819-1903); con estas tres ecuaciones. dife-
renciales y la ecuacién diferencial de continuidad se tienen cuatro ecuaciones y
cuatro incégnitas, u, v, w y p. la viscosidad y densidad son propiedades de fluido
que supuestamente se conocen. Con las condiciones de limite e iniciales apropia-
das las ecuaciones pueden ser resueltas. Varias geometrias relativamente simples
permiten soluciones analiticas; algunas de ellas se presentan en el capitulo 7. Tam-
bién se determinaron soluciones numéricas para muchos flujos de interés; en el
capitulo 15 se presentan métodos computacionales. Como la ecuaciones son ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales (los términos de aceleracion hacen que
las ecuaciones sean no lineales como se observa en las ecuaciones 3.2.9, no se pue-
de asegurar que la solucién encontrada en realidad sera verificada en el laborato-
110; es decir, las soluciones no son tnicas. Por ejemplo, un flujo laminar y un flujo
turbulento pueden tener condiciones iniciales y de limite idénticas, no obstante los
dos flujos (las dos soluciones) son muy diferentes.

Las ecuaciones de Navier-Stokes se resolvieron para un flujo turbulento. To-
dos los flujos turbulentos son discontinuos y tridimensionales y por consiguiente
las derivadas con respecto al tiempo deben ser retenidas. Esto requiere una con-
dicién inicial en todas la variables dependientes; es decir, u#, v, w y p deben ser
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todos los puntos en el campo de flujo en el instante # = 0. Tal infor-
extremadamente dificil, si no es que imposible, de obtener. Para evi-
tuacién, se introducen las cantidades promediadas con respecto al
flujos turbulentos. Este tema serd estudiado en un capitulo posterior.
laciones Navier-Stokes se expresan en forma vectorial multiplicando
1es 5.3.14 por i, j y k, respectivamente, y sumdndolas. Se reconoce que

Ihee Bos D DY

' D D b b
o R s (5.3.15)
ax ay iz

Vui + Vzvj + VZuk = V2V
tiliz6 el Laplaciano

M R
Vz_ax2+aﬁ+az2 (5.3.16)'

na la anterior, las ecuaciones de Navier-Stokes (5.3.14) adoptan la for-

(53.17)

rma vectorial las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser expresadas
emas de coordenadas. En la tabla 5.1 las ecuaciones se dan en coorde-
icas y esféricas.
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presible es

L A dind b
ax g

lo que demuestra que u = u(y. z). La aceleracion es entonces

0 T 0
Du _ i du
===t +h =+ =
ST

La ecuaci6n de cantidad de movimiento en la direccién x se simplifica como

0 0
ap du | &
0=~ 2o phov (a2 21)
(4] o
®_  (Pu, du o
3;""(@”0?) 3

Con las condiciones de limite apropiadas (las condiciones de no deslizamiento), se po-
dria buscar una solucién de la ecuacién anterior. Da los perfiles de velocidad mosuado_s-a
en la figura E5.7. e

'y

5.3.4 Ecuaciones de vorticidad

Existen ciertos fenémenos de flujo de fluidos que no pueden ser explicados o
comprendidos sin hacer referencia a las ecuaciones de vorticidad, ecuaciones de-
rivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes (El Ej. 5.8 proporciona un fenémeno
de ese tipo). Ademds de dar una idea mas completa de tales fenémenos, las ecua-
ciones de vorticidad no contienen los términos de presion o gravedad encontrados
en las ecuaciones de Navier-Stokes, sino que contienen términos que implican la
velocidad tinicamente. Como las condiciones de limite con suma frecuencia invo-
lucran sélo la velocidad, las ecuaciones de vorticidad a menudo son las ecuaciones
elegidas para soluciones numéricas.

Para derivar las ecuaciones de vorticidad se toma el rotacional de la ecuacién
5.3.17, 1a forma vectorial de las ecuaciones de Navier-Stokes. Esta es una tarea di-
ficil, de modo que aqui no se explicardn los pasos sino simplemente el plan gene-
ral del proceso. Primero, se define la vorticidad de las ecuaciones 3.2.21 en forma
vectorial por medio del operador “del™; si se utiliza la ecuacion 5.2.6, se ve que las
tres ecuaciones escalares 3.2.21 se escriben como la Gnica ecuacién vectorial

w=VXV (5.3.18)

donde V X V es el rotacional de la velocidad. El rotacional el producto cruz del
operador “del” y una funcidn vectorial. En segundo lugar, se escribe la aceleracién
en forma vectorial como

DV _aV
=Y _ L (V- V 53.1
i Dt dt ( ) ( 9)

donde se utilizaron las ecuaciones 3.2.8, 3.2.10 y 5.2.6. Por tltimo, se escribe la ro-
tacion de la ecuacion vectorial de Navier-Stokes (5.3.17):

Vv x [p%¥+ p(V'V)V] - VXVp+pVxg+uVXVV  (5320)



acional del gradiente de una funcién escalar y el rotacional de una constan-
cero. Ademds, como se puede intercambiar la diferenciacion, escribimos

(5.3.21)

V X V2V = V(V X V) = V@
1 paso dificil, el cual se dejar4 de tarea, se presenta al demostrar que

V X [(V-V)V] = (V-V)a — (@-V)V (53.22)

 ecuacion 5.3.20 se convierte entonces, suponiendo que p y u son constantes,
n la ecuacion de vorticidad,

i6n se escribe como tres ecuaciones escalares. En coordenadas rectan-
las tres ecuaciones de vorticidad son

(5.3.24)

ymo la vorticidad es el rotacional de la velocidad, observe que todos los tér-
n las ecuaciones de vorticidad implican sélo la velocidad y sus derivadas.
iente, las ecuaciones de vorticidad a menudo llegan a ser las ecuacio-
r cuando se resuelven problemas que requieren ecuaciones diferencia-
vimiento. De hecho, se hace referencia a las lineas de voértice y a los tubos
ce como similares a las lineas de corriente y a los tubos de corriente. Una
de vortice es una linea cuyo vector de vorticidad es tangente. Un tubo de
ice, 0 simplemente un vdériice, es un tubo cuyas paredes contienen lineas
ce. En la figura 5.4 se muesira un vértice.

puede hacer una interesante conclusién considerando la ecuacién de vor-
.3.23. Si un flujo inviscido es irrotacional en todas sus partes (es decir,
n todos los puntos del flujo), debe ser irrotacional, puesto que De/Dr = 0.
Se conoce como persistencia de irrotacionalidad. Ademis, si un flujo se apro-
a un objeto, se introduce vorticidad (rotacién de sus particulas) al flujo sélo
6n de la viscosidad. Sin efectos viscosos, no se puede crear vorticidad en
irrotacional de entrada.

0s planos con frecuencia son de interés particular. Siw = 0,u = u(x,y)
y) la tinica componente de vorticidad es .. Para un flujo de esa indole,
on de vorticidad adquiere la forma

oo
i

(5.3.25)
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Ecuacién de vorticidad:
Ecuacion derivada después
de considerar la rotacion de
la ecuacién de Navier-Stokes.
La ecuaciéon de vorticidad
no contiene términos gue
impliquen presion o
gravedad.

vorticidad involucran

dnicamente a la velocidad
Linea de vortice: Una
linea a la cual el vector de

vorticidad es tangente.

Tubo de vortice: Un haz
de lineas de vortice.
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t=1.0s

t=50s

t=9.0s

FIGURA 5.4 Iniciando un vortice en una cuna. Un pistén
impulsa agua normal al eje de una cufia. Se inyecta un colo-
rante en el agua a través de pequefios orificios en la superficie
de la cuna. El nlimero caracteristico del nimero de Reynolds
es del orden de 100. El pistén se detiene después de 12.5s,y
produce un vértice de detencion en la tltima fotografia.
(Cortesia de The Parabolic Press, Stanford, California.
Reimpresa con permiso).
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a que se requieren efectos viscosos para provocar cambios de vorticidad
flujo plano.

mplo siguiente ilustra un fenémeno de flujo que puede ser explicado f4-
con el uso de la ecuacién de vorticidad.
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CONCEPTO CLAVE
Los esfuerzos cortantes
responden de las aftas
temperaturas que
incendian los satélites.

5.4 ECUACION DIFERENCIAL DE ENERGIA s

La mayoria de los problemas de interés en mecdnica de fluidos no implican gra-
dientes de temperatura, sino flujos en los cuales la temperatura permanece -
tante en todos sus puntos. Para flujos como esos no es necesario introducir
ecuacion diferencial de energia. Existen situaciones, sin embargo, tanto para flujos
compresibles como incompresibles, en los que los gradientes de temperatura son
importantes, y para tales flujos se requiere la ecuacién diferencial de energia.
deriva la ecuacion diferencial de energia suponiendo efectos viscosos insignifical
tes, una suposicién que simplifica de una manera significativa la derivacién. Co
los esfuerzos cortantes provocados por la viscosidad son bastante pequefnos en
muchas aplicaciones, esta suposicion puede ser aceptable. Estos esfuerzos cortan-
tes, no obstante, son responsables de las altas temperaturas que incendian los sa
lites en su reingreso a la atmésfera; si son significativos, deben ser incluidos
cualquier analisis.

Considere el elemento de fluido infinitesimal, mostrado en la figura 5.5. La
tasa de transferencia de calor O a través de un drea A estd dada por la ley de
Fourier de transferencia de calor, en honor de Jean B. J. Fourier (1768-1830):

aT

0=-KA = (5.4.1)

donde n es la direccién normal al drea, T la temperatura y K la conductividad tér-
mica, supuesta constante. La tasa de trabajo realizado por una fuerza es la magni-
tud de ésta multiplicada por la velocidad en la direccién de la fuerza, es decir,

W = pAV (542)

donde V es la velocidad en la direccion de la fuerza de presién pA. La primera ley
de la termodindmica (remitirse a la Ec. 1.7.6) aplicada a una particula de fluido es

AN D
=W 54.

0 = (5:43)

donde D/Dt se utiliza puesto que se estd siguiendo una particula del fluido en

el instante mostrado. Para la particula que ocupa el elemento infini simal de

3 . " T &
(pmi:(pwm) axdy |\ KdedyST| pu dy dz
Kdydz 9E
= B A
N g
AN g
| e #
_ar -7 S . oT
Kasae & ! A0 EET
T : dz ;
podedz | ’—_—__—_k (pn +i(pu)d\‘ dx dz
ik P(/ (LY-: 1" a:‘. 3
A 4 S
!
(pu+£'(pu)dr)ti\'d:
aT pw dx dy Kd.rdyg
Kd"' é; x+dx FP

FIGURA 5.5 Raz6n de transferencia de calor y razén de trabajo en un elemento
de fluido infinitesimal.



la figura 5.5, las relaciones anteriores permiten escribir

aT

aT
Kd —
ydz(ax

x+dx  OX

d
x) 2 (pu) dx dy dz

+ K dx dz(ﬂ

ay

aT

y+dy  dy |y

d
) 3y dx dy dz

- dedy(%

aT

ztdz dz

d
Z) e (pw) dx dy dz

e+ v+ u?

= pdx dy dz —D’-J; ( = +gz + ﬁ) (5.4.4)

nde  es la energia interna, E incluye las energias cinética, potencial ¢ interna,

eje z se supone vertical. Asimismo, la masa de una particula de fluido es cons-
> p dx dy dz queda afuera del operador D/Dr. Divida ambos lados entre dx dy
dz. El resultado es

o O o azT)
a2t aE Vg

2(u2+1§+w2+gz+ﬁ) (54.5)

a a a
_E(p")_'.a;(ﬂ’)-a_z("")

T

(T T azT)_ (au w gzg)_ p op dp
d P\ax ay oz

ppd-t ., 0.1 v
A T e

ae tay a2

! Du Dv Dw Dz Du
= pu— e~ —+pg——+p—
.WDI+WDt+wat B i P

(5.4.6)
aciones de Euler (5.3.7) se aplican a este flujo inviscido; por consiguiente los

tres términos del lado izquierdo son iguales a los primeros cuatro térmi-
1 lado derecho si se reconoce que

0 0 0
Dz arzj' az az 9z
== — +oFtw—= 4.
Dt t+ux vy Wz =W (54.7)

€ X, y. 2 ¥ 1 son variables independientes. La ecuacién de energia simpli-
da entonces toma la forma

= e U T St A
Ppr~NaZ "o 92) P\ax T oy az

Du _ (T &T 62T)_ (6u aw aw) (5.4.8)

rma vectorial se expresa como

(5.4.9)
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Antes de simplificar esta ecuacién para flujo de gas incompresible, se escribe
en funcién de la entalpia y no en funcién de la energia interna. Con

ii=h- (5.4.10)

o |=

la ecuacion de energfa se vuelve, utilizando la ecuacién 5.2.7,

15 1 R e ey
Dh _ pw2p . ZP 5.4.11
) (G418

Véase el ejemplo 5.4 para los detalles de esta conversion.

Existen dos casos especiales a ser considerados. En primer lugar, para un flu-
jo de liquido se puede usar V-V = 0y con & = ¢, T, donde ¢, es el calor especifi-
co®, la ecuacién 5.4.9 se reduce a

=X = avT (54.12)

a=-— (5.4.13)

En un flujo de gas incompresible, se presenta un resultado interesante. En el
ejemplo 5.10 se demuestra que

D
’F’:‘ < [pV-V| (5.4.14)

Por lo tanto, cuando se comparan las ecuaciones 5.4.9 y 5.4.11, la ecuacién que se
simplifica es la ecuacién 5.4.11

DT
P = KV°T (5.4.15)

para un flujo incompresible de gas se hace la suposicién de gas ideal de que

dh = ¢, dT (5.4.16)

Si los efectos viscosos no son insignificantes, la derivacién incluird el trabajo
realizado por las componentes de esfuerzo cortante. Esto agrega un término al

°El calor especifico de un liquido a menudo aparece en tablas como c,. El calor especifico a volumen constante
de un liquido es aproximadamente igual a c,. Por consiguiente con frecuencia simplemente se elimina el subindi-
ce y se escribe como ¢, = ¢ para un liquido. Se supone que es constante, pero no depende de la temperatura.
Aqui se utilizard c,.
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o de todas las ecuaciones diferenciales de energia anteriores; este tér-
- llama funcion de disipacion ®, la cual, en coordenadas rectangulares es

Ta\2 2 2 970\ 2 2
,‘[(a_u) { (ﬂ) £ (a_w) +l(§1{+8_9) +l(_§2 +s’ir£_)
Nax) \dy \dz 2oNdptax 2\oz  dy/

1fau . ow 2] .
s Ll(ou  ow 54.17
- (az 3x) ( )

la adicién de la ecuacién de energia, ya se pueden considerar problemas
an variaciones de temperatura en un flujo. Tales problemas obviamen-
> presentan en flujos compresibles en los que la presién y la densidad estdn re-
os con la temperatura mediante una ecuacién de estado. En flujos de gas
‘esible (niimero de Mach < (.3) y flujos de liquido, las variaciones de tem-
ra a menudo son insignificantes de modo que la ecuacién diferencial de
no es de interés. Si, no obstante, existe un campo de temperatura en un
le liquido o en un flujo de gas incompresible (intercambiadores de calor, flu-
osféricos, inversiones en lagos, flujos de lubricacidn, flujos de conveccién
la ecuacién de energia proporciona una ecuacién adicional que relaciona
ntidades de interés. Para flujos liquidos que involucran gradientes de tempe-
‘menudo es necesario asumir que g = p(7'); en flujos de conveccion libre
suponer que p = p(7). En flujos de gas incompresible por regla general se
suponer que la viscosidad es constante en vista de que la variacién de tem-
ira es bastante pequeiia.
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: f!, simplemente, es verdad que
=)
1< |k ?

- Se puede ver que esto es cierto puesto que se supuso que para un flujo de gas a baja ve-
loudadque la velocidad de éste es mucho menor que la velocidad del sonido (es decir,
u < 0.3c o M < 0.3). Se sabe que k de orden unitario (k = 1.4 para aire), asi que no afec-
tard la conclusion de que

ID,|«|PV Vi

5.5 RESUMEN

Ya se complet6 la derivacion de las ecuaciones diferenciales parciales utilizadas
para describir flujos de interés. Las ecuaciones en forma vectorial resumidas, para
un flujo incompresible, son:

Continuidad: V-Vv=0 (35:1)

Cantidad de DN 2

movimiento: b —Vp —pg+pVV (55.2)
; DT 2 L

Energia: pcpE =KV T+ ® Liquidos (5.53)
; DT 2 : :

Energia: Py = KV°T + ® Gases incompresibles (554)

Para expresar cstas ecuaciones en las formas anteriores, se supuso:

* Un fluido newtoniano (una relacion lineal entre las componentes de esfuer-
zo y los gradientes de velocidad).

® Un fluido isotrépico (las propiedades de fluido son independientes de la di-
reccion).

* Un fluido homogéneo (las propiedades de fluido p, ¢, y K no dependen de
la posicién).

® Un flujo incompresible (la densidad de una particula es constante, es decir,
Dp/Dt = (; no se exige que p = constante. Para un flujo de gas se requiere
que M < 0.3).

* Un marco de referencia inercial.

La ecuacion de vorticidad también es de interés, la cual es

L (@ V)V + Ve (5.4.5)
Dt
Los métodos numéricos a menudo utilizan esta ecuacién de vorticidad.

En la derivacién de las ecuaciones diferenciales en este capitulo no se men-
ciono el flujo laminar o turbulento. Las ecuaciones son aplicables a cualquier cla-
se de flujo. Algunos flujos laminares en geometrias relativamente simples se
resuelven analiticamente y otros numéricamente. Los flujos turbulentos, sin em-
bargo, no se resuelven incluso para la geometria més simple. Un flujo turbulento
siempre es una flujo discontinuo y la presencia de derivadas con respecto al tiem-
po demanda condiciones iniciales; esto es, en el instante ¢ = 0 se tienen que espe-
cificar u, v, w y p en todos los puntos de la regién de interés, informacién que es
dificil de obtener incluso en un flujo simple por una tuberia.

Sec. 5.5 / Resumen 203
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Problemas 205

PROBLEMAS

Ecuacion diferencial de continuidad

El teorema de divergencia (también conocido
como teorema de Gauss) estipula que

fV-ﬁdA =fv-vav
A £

donde V representa cualquier vector y A rodea por
completo al volumen ¥. Aplique este teorema a la
ecuacion integral de continuidad 4.3.3 y derive

la ecuacién diferencial de continuidad 5.2.5.

Use el elemento infinitesimal mostrado en la figura
P5.2 y derive la ecuacién diferencial de continuidad
en coordenadas cilindricas. El vector de velocidad
es V = (v, vg, 1,).

FIGURA P5.2

Use los elementos infinitesimales mostrados en la
figura P5.3 y deduzca la ecuacién diferencial de
continuidad en coordenadas esféricas. El vector
de velocidad es V = (v, vg, vp).

FIGURA P5.3

En un tubo de didmetro constante ocurre un flujo
compresible uniforme. Escriba la ecuacion dife-
rencial de continuidad simplificada para el flujo
continuo.

Un flujo de aire incompresible sobre la cadena
montanosa mostrada en la figura P5.5 puede ser
aproximada por un flujo plano continuo. Si el eje z
es vertical y se permite que la densidad varie, escri-

5.6

5.8

59

5.10

511

512

ba las ecuaciones diferenciales que resultan de con-
sideraciones de conservacion de la masa.

’..:qli-‘. o --_-—3-".‘
s P ' i
A -

FIGURA P55

Un flujo de agua salina estratificada, en el cual la
densidad se incrementa con la profundidad, pasa
sobre una obstruccién en el fondo del canal de la
figura P5.6. Suponiendo un flujo continuo plano
con el eje z vertical, escriba las ecuaciones que
resultan de la ecuacion diferencial de continuidad.

superficie superior

FIGURA P5.6

Demuestre que para un flujo compresible isotér-
mico,

1Dp

p Dt e

Un fluido incompresible fluye radialmente en un
fregadero (tratado como una linea o un punto en el
origen). Determine una expresion para la compo-
nente de la velocidad radial si es:

(a) Un fregadero linea

(b) Un fregadero punto

Ocurre un flujo incompresible de modo que
u=200xy ©0=200>+y) w=0ms

Encuentre la velocidad con la que cambia la densi-
dad en el punto (2 m, 1 m) donde p = 2.3 kg/m’.
Si, en un flujo incompresible plano, la componente
de la velocidad u = const, ;qué puede decir sobre
la componente y? ;Sobre la densidad?

En un flujo incompresible se sabe que « y v son no
cero pero de magnitud constante. ;Qué puede infe-
rir sobre w de acuerdo con la ecuacién diferencial
de continuidad? ;Sobre la densidad?

En un flujo plano incompresible u# = Ax. Encuen-
tre v(x, y) si v(x, 0) = 0.
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Si Ia componente de la velocidad esti dada por

S5x
H(I,y) =10 + x2—+7

en un flujo incompresible plano, determine v(x, y).
Sea v(x,0) = 0.

La componente @ de la velocidad estd dada por

Vg = _(10+oﬁ4)m (7]
Halle la componente r de la velocidad para el flujo

plano incompresible si v,(0.2, 8) = 0.
En flujo plano incompresible

vo=20(1+r1—2)sen0—?

Encuentre u,(r, 0) si v,(1, 8) = 0.

En un flujo axisimétrico incompresible (vs = 0) la
componente de la velocidad estd dada por vy

Vg = —(10 + %‘g—)scn f

Encuentre v,(r, 0) si v, (2, 8) = 0.

La velocidad del aire en un tubo medido en puntos
separados entre sf a una distancia de 2 pulg es de
453,486 y 526 ft/seg, respectivamente. En el punto
medio la temperatura es de 40°F y la presién de 18
psia. Encuentre dp/dx en el punto medio de este
flujo continuo uniforme.

La componente x de la velocidad sobre el eje x
(Fig. P5.18) se propone que sea u(x) = —20

(1 — e *) m/s. Aproxime la componente y de
velocidad en la punto (2,0.2) en este flujo incom-
presible plano. Las coordenadas estdn en metros.

¥

|

FIGURA P5.18

5.19

520
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Suponga el flujo del problema 5.18 es axisimétrico
y reemplace y con r y x con z. Calcule la compo-
nente r de la velocidad en (2.0.2). Las coordenadas
estdn en metros.

La componente de la velocidad a lo largo del eje x
(Fig. P5.20) es u(x) = 10 — 40/x> m/s. ;Cuil es el
radio del cilindro? Aproxime la componente y de
la velocidad en (—3, 0.1) suponiendo un flujo in-
compresible. Las coordenadas estdn en metros.

Suponga que el flujo del problema 5.20 representa
un flujo alrededor de una esfera y que

v(r) = (40/*) — 10 a lo largo del eje x negativo.
;Cuil es el radio de la esfera? Calcule
aproximadamente la componente @ de la velocidad
en (—3, 0.1) suponiendo un flujo incompresible.
Las coordenadas estdn en metros.

La componente x del vector de velocidad se midi6

en los puntos A, B y C separados 5 mm como 11.3,

12.6 y 13.5 m/s, respectivamente, en el flujo

incompresible plano continuo mostrado en la

figura P5.22. Calcule:

(a) Lacomponente y de la velocidad a 4 mm
sobre el punto B.

(b) La aceleracién en el punto B.

Flujo simétrico

FIGURA P5.22

Ecuacion diferencial de cantidad de movimiento

Sume las fuerzas que actian en el elemento de la
figura 5.3 en la direccién y y demuestre que resulta
la ecuacién. 5.33a.

(El campo de velocidad
e e e
xz+y2 x2+y2

525

representa un posible campo incompresible? De ser
asi, halle el gradiente de presién Vp suponiendo un
flujo libre de presién con fuerzas de cuerpo insigni-
ficantes.

¢El campo de velocidad
= ek
v, = 10(1 r2) cos 6



Ug = _1({1 +%) sen 6
p.=0

senta un posible campo incompresible? De

i, halle el gradiente de presién Vp suponiendo
flujo libre de presion con fuerzas de cuerpo
nificantes.

idere el campo de velocidad

U= 10(1 —%)coso
r
= ~10(1 +}43)senﬂ

U¢=0

;Representa un flujo incompresible? De ser asi, en-
tre el gradiente de presién Vp suponiendo un
jo sin friccién e ignorando la fuerza de cuerpo.

el flujo plano continuo mostrado en la figura
,encuentre una expresién para DV/Dt en

on de las coordenadas (s, n) tangenciales y
ales a una linea de corriente. Sea R el radio

V=Vs§
‘ X R 4 5(5)
/ S(s +As)

FIGURA P5.27

Escriba una ecuacién de Euler si la velocidad estd
eferida a un marco de referencia que gira con
velocidad angular constante.

Un campo de velocidad estd dado por u = 30
(¥ — 24y°) ft/seg, v = 0 y w = 0. Muestre las com-
ponentes de esfuerzo en y = (.1 pulg, con

= 1077 Ib-seg/ft” y p = 30 psi. Encuentre la rela-
aon 7.,/ 0y,.

campo de velocidad cerca de una superficie estd
representado por 1 = 10 (2y/8 — y°/8°), donde
3= Cx*_Si 3= 8 m con x = 1000 m, halle u(x, y)
suponiendo que w = 0y v(x, 0) = 0. También,

- muestre las componentes de esfuerzo en (1000, 0)
con =2 X 107> N-s/m’ y p = 100 kPa. Suponga
un flujo incompresible.

- Demuestre que las relaciones (5.3.22) si son verda-
deras por medio de coordenadas rectangulares.

http://libreria-universitaria.blogspot.com
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Vorticidad
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Demuestre que para un flujo continuo Du/Dt pue-
de escribirse con (V+V) u,y que DV/Dt = (V-V) V.
Verifique por medio de coordenadas rectangulares.
Escriba las ecuaciones diferenciales de cantidad de
movimiento (5.3.13) para flujo compresible como
una ecuacién en forma vectorial.

Simplifique las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujo continuo incompresible entre placas paralelas
horizontales suponiendo que u = u(y);w = 0.
Escriba las tres ecuaciones.

Simplifique las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujo continuo incompresible en una tuberia hori-
zontal suponiendo que v. = v.(r), vy = 0. Escriba
las tres ecuaciones.

Fluye un fluido por un hueco pequeiio entre
esferas concéntricamente rotatorias de modo que
vg = ve(r) ¥ v, = 0. Simplifique las ecuaciones de
Navier-Stokes ignorando la gravedad para flujo
continuo incompresible.

Sustituya las ecuaciones consitutivas (5.3.10) para
flujo incompresible en las ecuaciones diferenciales
de cantidad de movimiento 5.3.2 y 5.3.3 y derive las
ecuaciones de Navier-Stokes 5.3.14.

En las ecuaciones 5.3.14 se supone que la viscosi-
dad es constante. Si la temperatura no es constante,
como en un flujo de liquido con gradientes de tem-
peratura, sea p = u (T') de modo que p = p (x, y,
z) puesto que T = T(x, y. z). Modifique las ecua-
ciones 5.13.14 para tener en cuenta la viscosidad
variable.

Una gran placa plana oscila debajo de un liquido
como se muestra en la figura P5.38. Escriba la
ecuacion diferencial que describe el movimiento si
el flujo plano laminar se mueve s6lo paralelo a la
placa. Suponga que p = const.

=
Upeg = U sen o1

FIGURA P538

Para un flujo de gas en el cual la hipétesis de Sto-
kes no es aplicable, el promedio negativo de los
tres esfuerzos normales, denotados p. puede ser
diferente de la presién p. Encuentre una expresion

para (p — p).

Existe un flujo uniforme sobre la placa plana de la
figura P5.41 que es paralela al flujo. La placa tiene
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5.42

5.44

5.45

5.46

5.47

un borde de ataque muy filoso. Identifique el tér-
mino responsable de crear la vorticidad.

regién de vorticidad
- —Xx

FIGURA P5.41

Ignore los efectos viscosos y determine el perfil de
velocidad exactamente corriente abajo de la con-
traccion en la seccién 2 en el flujo plano mostrado
en la figura P5.42. Sugerencia: en un flujo inviscido,
el fluido no se pega en la pared.

5.43

4 cm

FIGURA P5.42

En el ejemplo 5.8, jw, permanece cero como el
tubo de vérticie cerca del drbol? Si no, explique
por qué.

Ecuacion diferencial de energia

Derive la ecuacion diferencial de energia para flujo
incompresible aplicando el teorema de Gauss (véa-
se el Prob. 5.1) a la ecuacién integral de energia
4.5.13 suponiendo que Wy = Wegrante = Wy =0y
utilizando Q, = |, KVTn dA suponiendo que no
hay efectos viscosos.

Verifique que la ecuacién 5.4.11 se deriva de la
ecuacién 5.4.4. Recuerde la derivacién de una se-
gunda derivada.

Verifique que la ecuacién 5.4.11 se deriva de la
ecuacion 5.4.9.

Simplifique la ecuacién diferencial de energia para
flujo de liquido en el cual los gradientes de tempe-
ratura son bastante grandes y las componentes de
velocidad son muy pequedias, tal como en un lago
calentado desde arriba.

5.48

549

5.50

Explique qué término de la ecuacién diferencial de
energia se encarga de las temperaturas extremada-
mente altas que existen en los satélites durante su
reingreso a la atmosfera.

La distribucion de velocidad en una tuberia de 2.0
cm de didmetro estd dada por u(r) = 10 (1 — 10
000r%) m/s. Encuentre la magnitud de la funcién de
disipacion en la pared, en la linea media, y a la
mitad para aire a 20°C.

Si la placa del problema 5.38 se calienta, escriba

la ecuacién diferencial de energia simplificada y la
ecuacion de Navier-Stokes simplificada suponiendo:
(a) p = const.

(b) p= (7).



