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+)EM, = 0: - 45x(1/2x) + M = 0
M = -225:2kN - m

O diagrama de corpo livre que fizemos pode ser usado para qualquer valor de
x menor que 2,4 m, e as expressées encontradas para V e M sao validas para o trecho
O<x<24m.

Trecho de CaD. Considerando a porcio da viga a esquerda da Sec. 2 e mais
uma vez substituindo a carga distribuida por sua resultante, obtemos

+13F, = 0: -108kN - V = 0
V = ~108kN

+)SM, = 0:  108(x - 1,2) + M = 0
M = 129,6 - 108x kN -m
Essas expressoes se aplicam para o trecho 2,4 m < x < 3,3 m.

Trecho de D a B. Para o trecho 3,3m<x<4,8m, o corpo livre é a parte
esquerda em relacdo a Sec. 3. Obtemos

V = -153kN M = 305,1 - 1583xkN - m

Podemos agora marcar os diagramas de momento fletor e forca cortante para
toda a viga. Vemos que o conjugado de momento 27 kN - m aplicado em D provoca uma
descontinuidade no diagrama de momento fletor.

PROBLEMAS

7.1a7.6 Desenhar os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga
com o carregamento mostrado.

Fig. P7.1e 7.7 Fig. P7.2 e P7.8
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Fig. P7.3e 7.9 Fig. P7.4 e P7.10

Fig. P7.5e 7.11 Fig. P7.6 e P7.12

77a7.12 Determinar as equagdes das curvas dos diagramas da forga cortante e do
momento fletor, para a viga com o carregamento indicado. (Adotar a origem no ponto

A)

713 e 7.14 Desenhar os diagramas de forca cortante e do momento fletor para a
viga com o carregamento mostrado e determinar o méaximo valor absoluto: (a) da forca

cortante; (b) do momento fletor.

20 NASON J20N|50N
D E B
A
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230 | 300 | 230 | 300" ]
380 500 630 250
Dimensdes em mm Dimensoes em mm
Fig. P7.13 Fig. P7.14

7.15 até 7.18 Desenhar os diagramas de forca cortante e do momento fletor para a
viga com o carregamento mostrado e determinar o méaximo valor absoluto: (a) da forca
cortante; (b) do momento fletor.
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7.19e7.20 Desenhar os diagramas de forca cortante do momento fletor para aviga
AB, submetida ao carregamento indicado.
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Fig. P7.19 Fig. P7.20

7.21 e 7.22 Assumindo que a reacéo do solo sobre a viga, de baixo para cima, se
distribui uniformemente, desenhar os diagramas de forga cortante e de momento
fletor para a viga com o carregamento mostrado e determinar o maximo valor absoluto:
(a) da forca cortante; (b) do momento fletor.



Resisténcia dos Materiais Cap. 7

724
100 kN
1,5 kN 1,5 kN 30 kN;‘m 30 kN/m
Al_C\r D vy B Aqr vy yC Dy Eyy V\B
<—»le—09m _..4_.10’3 > -Ol-ém :.0,9 m: -—.0,9 m= 40,9 m=

Fig. P7.21 Fig. P7.22

7.23 e 7.24 Para a viga e o carregamento mostrado, determinar: (¢) a maxima
tensdo normal numa secdo transversal em C; (b) a maxima tensao de cisalhamento

numa secéao transversal imediatamente a esquerda de B.

\
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Fig. P7.24

Fig. P7.23

7.25 e 7.26 Para a viga e o carregamento mostrado, determinar: (¢) a méaxima
tensao normal numa secao transversal em D; (b) a maxima tensao de cisalhamento
numa secéo transversal imediatamente a direita de A. (Assumir que 1, = V/A,...)
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Fig. P7.25 Fig. P7.26
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7.27 € 7.28 Desenhar os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a
viga com o carregamento mostrado e determinar a maxima tensio normal devido a

flexao.
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Fig. P7.27

7.29 e 7.30 Desenhar os diagramas de for
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Fig. P7.28

¢a cortante e de momento fletor para a

viga com o carregamento mostrado e determinar a maxima tensao normal devido a

flexao.
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7.31 Determinar: (a) a intensidade P de duas forgas, dirigidas de baixo para cima,
para que o maximo valor absoluto do momento fletor na viga seja tao pequeno quanto

possivel; (b) a correspondente tensio norm
Desenhar o diagrama do momento fletor, e

al maxima devido a flexio. (Sugestdo:
entdo comparar os valores absolutos do

maior momento fletor, positivo e negativo, obtidos.)

7.32 Sabendo-se que P = Q = 530 N, determinar: (a) a distancia a, para que 0 maxi-
mo valor absoluto do momento fletor na viga seja tao pequeno quanto possivel; (b) a
correspondente tensdo normal devido 3 flexdo. (Veja a sugestao do Prob. 7.31.)
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7.33 Resolver o Prob. 7.32, considerando que P=350Ne @ =530 N.

7.34 Determinar: (@) a distadncia a para que o maximo valor absoluto do momento
fletor na viga seja tdo pequeno quanto possivel; (b) a correspondente tensédo normal,
devido a flexao. (Veja a sugestao do Prob. 7.31.)
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Fig. P7.34

7.35 Umabarrade ago macica, de diametro d, é apoiada como mostrado. Sabendo-se
que para o ago y = 7,7 x 104 N/m3, determinar o menor didmetro d que pode ser usado,
se a tensdo normal nao deve exceder 35 MPa.

*7.836 Uma barra de aco uniforme de didmetro d é icada por cabos de um guindaste,
amarrados em A e B. Pede-se: (a) determinar a distancia a, entre as extremidades da
barra e os pontos onde os cabos estao atados, para que o maximo valor absoluto do
momento fletor na viga seja o menor possivel; (b) determinar a correspondente tensao
normal maxima devido a flexdo, sabendo-se que d =20 mm e L =4 m e que para o aco
p = 7850 kg/m3. (Veja a sugestao do Prob. 7.31.)
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7.4 RELACOES ENTRE CARREGAMENTO,
FORCA CORTANTE E MOMENTO FLETOR

Quando uma viga suporta mais de duas ou trés cargas concentradas, ou quando
suporta carregamentos distribuidos, o0 método descrito na Sec. 7.3 para marcar os
valores da for¢a cortante e do momento fletor pode se mostrar muito trabalhoso.
Podemos tornar bem mais facil a construgao do diagrama de forca cortante e princi-
palmente o diagrama de momento fletor, se levarmos em consideracao algumas
relacoes que existem entre carga, forca cortante e momento fletor.

Vamos considerar a viga simplesmente apoiada AB com carregamento unifor-
memente distribuido w por unidade de comprimento (Fig. 7.12a). Tomemos dois pontos
C e (C’daviga, distanciados entre si de uma distancia Ax. Aforca cortante e o momento
fletor em C seréo designados por Ve M, respectivamente, sendo considerados positi-
vos; a forga cortante e o momento fletor em C' serdo designados por V+ AV e M+AM.

Separando a por¢ao CC' da viga, desenhamos seu diagrama de corpo livre (Fig.
7.12b). As forcas atuantes no corpo livre incluem o carregamento de intensidade
w Ax e os esforgos internos em C e C'. As forcas cortantes e momentos fletores foram
adotados como positivos, e sao dirigidos como mostra a figura.

Relagées entre o carregamento e a forca cortante. Escrevemos que a soma das
componentes verticais das forcas que agem no corpo livre CC’ é nula, encontrando

+12F, = 0 V-(V+AV) - wAx =0
AV = —w Ax

Dividindo os dois membros da equacéo acima por Ax, e fazendo Ax tender a
zero, obtemos

av
de (7.3)

A Eq. 7.3 indica que, para uma viga com o carregamento indicado na Fig.
7.12a, o declive dV/dx da curva que representa a variacao de for¢a cortante é negativo;
o valor numérico do declive em qualquer ponto é igual ao carregamento por unidade
de comprimento naquele ponto.
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w:_ﬁx 1
l —n-: H—-E—-ﬁx
w
18
:&:
v Y
M( T 1 )M + AM
¢ Cyiav
.~
Ax
(b)
Fig. 7.12
Integrando (7.3) entre os pontos C e D, temos
*p
Vp-Ve=-[ wdx (7.4)
e
Vp - Vo = - (Area do diagrama de carregamento entre C e D) (7.4")

O mesmo resultado poderia ser obtido considerando-se o equilibrio da por¢ao
CD da viga, pois a area abaixo da curva do carregamento representa a carga total
aplicada em C a D.

Devemos observar que a Eq. 7.3 ndo é vdlida em um ponto em que haja uma
forca concentrada aplicada, pois a curva da forca cortante é descontinua nesse ponto,
como mostrou a Sec. 7.2. Do mesmo modo deixam de ter validade as Eqs. 7.4 e 7.4’
quando existem cargas concentradas entre C e D, uma vez que elas ndo levam em
conta a variacdo brusca da for¢a cortante provocada pela presenca de carga concen-
trada. Desse modo, as Egs. 7.4 e 7.4' devem ser aplicadas apenas entre os pontos de
aplicacdo de cargas concentradas.

Relacées entre a forca cortante e o momento fletor. Analisando novamente o
diagrama de corpo livre da Fig. 7.12b, e escrevendo a equagdo de equilibrio dos
momentos das for¢as aplicadas em relagdo a C', temos

$)SMgo = 0: (M + AM) - M - VAx + whs 55 = 0

AM = VAx - %w(Ax)z

Dividindo dois membros da equacéo acima por Ax e fazendo Ax tender a zero,
obtemos
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%% o (7.5)

A Eq. 7.5 indica que o declive dM/dx do grafico de momento fletor é igual ao
valor da forga cortante. Isso vale para os pontos em que a forca cortante tem um valor
bem definido, quer dizer, para os pontos onde néao hajam forcas concentradas. A Eq.
7.5 mostra também que a forca cortante é nula em pontos onde o momento fletor é
méaximo. Esta propriedade facilita a determinacao dos pontos onde é mais provavel a
ruptura da viga por flexio.

Integrando (7.5) entre os pontos C e D, temos

Mp - M, = f: V dx (7.6)
C

Mp - Mc = (Area do diagrama de for¢a cortante entre C e D) (7.67)

A area sob a curva de forca cortante deve ser considerada positiva quando a
forca cortante ¢ positiva e negativa para os pontos onde a forca cortante é negativa.
As Eqgs. 7.6 e 7.6' permanecem validas, mesmo no caso em que existam forcas
concentradas entre C e D, se o grafico da forca cortante tiver sido desenhado correta-
mente. As equagées deixam de ter validade quando um conjugado for aplicado em
algum ponto entre C e D, uma vez que elas nao levam em conta a mudanca brusca do
diagrama de momento fletor provocada por um conjugado (ver Prob. Resolvido 7.6).

EXEMPLO 7.3

Desenhar o diagrama de forca cortante e momento fletor para a viga simplesmente
apoiada da Fig. 7.13, determinando depois o valor maximo do momento fletor.

JMNOO, T

1B Al 18
| T [
' | 1 1
r-— —f — — R,= =wlL Rg= s wL

il : A 2W g 2“" !
e |—
(a) (b)
Fig. ex.7.13

Considerando toda a viga como diagrama de corpo livre, determinamos a
intensidade das reacgoes dos apoios (Fig. 7.13b).
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Em seguida, desenhamos o diagrama de forga cortante. Na secdo da extremi-
dade A da viga, a forca cortante é igual a reagao Ry, isto é, igual a i wL, como podemos

verificar considerando como corpo livre uma pequena parte da viga. A Eq. 7.4 fornece
o valor da forca cortante V em qualquer ponto da viga a uma distancia x do ponto A.
Escrevemos entao

V-V,

I
1]

- WX

—f:wdx

V=VA~wx=%wL—wx w(éL—x)

O diagrama de forca cortante é uma reta inclinada que intercepta o eixo x no
ponto x = L/2 (Fig. 7.14a). Considerando agora o momento fletor, vemos inicialmente
que M, = 0. Para determinarmos o valor de M do momento fletor a uma distancia x do

ponto A, usamos a Eq. 7.6. Vamos ter

M~MA=_[:de

X
M =fn wiL - x)de = Jwla - x?)

O diagrama de momento fletor é uma parabola. O valor maximo do momento
fletor ocorre em x = L/2, onde V (e portanto dM/dx) é zero. Levando o valor x=L/2 a
equacdo acima, obtemos M = wL?/8 (Fig. 7.14b).

§wL

M| —
/
I-------I“'
]._L
3 5

M| —

-
-

(@) (b)

Fig. ex.7.14

Em muitos casos de engenharia, precisamos conhecer o valor do momento
fletor em apenas alguns pontos. Tendo sido desenhado o diagrama de for¢a cortante
e apés determinarmos o valor de M em uma das extremidades da viga, poderemos
calcular o valor do momento fletor em qualquer ponto calculando a 4rea delimitada
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pelo grafico da forga cortante e usando a Equagéo 7.6. Por exemplo, na viga do Ex. 7.3,
sendo M, = 0, podemos obter o valor do momento fletor maximo da viga calculando a

area do tridngulo sombreado no diagrama de forga cortante da Fig. 7.14a. Temos

M

LwL wl?
2 2 ° 8

_ 1
méx‘z

Neste exemplo, vemos que o diagrama de carga é uma reta horizontal, o
diagrama de for¢a cortante é uma reta inclinada e o diagrama de momento fletor é
uma parabola. Se o diagrama de carga fosse uma reta inclinada (primeiro grau), o
diagrama de for¢a cortante seria uma paribola (segundo grau) e o diagrama de
momento fletor seria uma pardbola cibica (terceiro grau). Os diagramas de forca
cortante e de momento fletor serdo sempre, respectivamente um grau e dois graus
acima do diagrama de carga. Tendo em mente essa propriedade, ficamos aptos a
esbocar os diagramas de forga cortante e momento fletor sem a necessidade de
determinarmos as fungées V(x) e M(x), bastando calcular alguns valores de M e V.
Podemos conseguir esbogos bem precisos se nos lembrarmos do fato de que, em
qualquer ponto onde os diagramas sejam curvas continuas, o declive da curva de forca
cortante € igual a - w e o declive da curva do momento fletor é igual a V.

PROBLEMA RESOLVIDO 7.3

Desenhar os diagramas de forga cortante e momento fletor para a viga e carregamento
indicados, determinando a localizacdo e intensidade: (a) da forca cortante méxima;
(b) do momento fletor maximo; (¢) do momento fletor minimo.

100 kN 60 kN 20 kN/m
a l l YYYY IlE
1
== B c =D
L |

Y

)
1.8m 24m 3,0m 24m

Solucdo. Calculamos as reacbes dos apoios considerando a viga toda como
um corpo livre.

Rp = 116 kN R, = 92kN
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Vemos que em A e E o momento fletor é nulo; desse modo, em duas secoes
(marcadas por pequenas circunferéncias) ja sdo conhecidos os momentos fletores para
a construcao do diagrama.

1,2m =48 kN
100 kN 60 kN -

A, A l l YYYVYY
—_— E
A B |IC DT
A, ‘ D
1.8m| 24m 3,0 m 24m.
100 kN 60 kN 20 kN/m
| l | J’ YvYY 1L
A E
A B 1 G DT

116 kN

Diagrama de forca cortante. Como dV/dx = - w, vemos que entre as cargas
concentradas o declive do gréfico de forca cortante é zero (e portanto a for¢a cortante
é constante). A forca cortante em qualquer ponto pode ser obtida se dividirmos a viga
em duas partes, considerando cada uma delas como um corpo livre. Usando por
exemplo a parte da viga a esquerda da secéo 1, obtemos
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+TZF},=0: +92 - 100 -V =0
V = -8kN

Diagrama de momento fletor. Sabemos que a area sob o diagrama de forca
cortante entre dois pontos é igual a variacdo do momento fletor entre efses pontos.
Calculamos entao a area de cada parte do diagrama de forca cortante, marcando seu
valor, por conveniéncia, no préprio diagrama. Sendo M 4 =0, escrevemos

Mg - My = +165,6 Mg = +1656kN m
MC = MB = - 19,2 MC' = + 146,4 kN - m
MD - MC = ‘—20,4 MD = —57,6kN'm

=
=

+57,6 Mg =0

O valor encontrado My = 0, que ja era conhecido, serve como verificacio dos
resultados obtidos.

A forca cortante é constante entre duas forcas concentradas sucessivas, de
modo que o declive dM/dx é igualmente constante. O diagrama de momento fletor pode

ser desenhado unindo-se por linhas retas os pontos conhecidos. Dos diagramas de V
e M temos

(@) Viax = 92kNentreAe B

(6) My = +165,6kN - m no ponto B.

PROBLEMA RESOLVIDO 7.4

Desenhar os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga com o

carregamento indicado, determinando o ponto de momento méximo e a intensidade
do momento fletor nesse ponto.

20 kN/m

fL 5 22
' =

——6m ——»= 3m -~
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Solucdo. Calculamos as reagdes dos apoios considerando a viga toda como
um corpo livre,

R, = 80kN{ Rp = 40kN?
w
20 kN/m
Rusnnvry i
/ B A
Fsom 40 kN
|
Vv
2480 kN
Al (+160) % g c
le— X ——»! e
X —0) ;“20) 40 kN
e 6m -
R
M = |20 kNm
A X

Diagrama de forga cortante. A forga cortante na se¢ao exatamente a
direita de A é V, = + 80 kN. A variagéo da for¢a cortante entre dois pontos é igual a

menos a drea sob o diagrama de carregamento entre esses dois pontos. Obtemos Vp
escrevendo

Vg - Vy = - (20kN/m)(6 m) = - 120kN
Vg = ~120 + V, = — 120 + 80 = - 40kN

O diagrama de forca cortante entre os pontos A e B é representado por uma
linha reta, pois o declive dV/dx = - w é constante entre esses dois pontos. Entre Be C,
a area sob o diagrama de carregamento é nula; assim,
VC—VB=O VC=VB=—40kN

e a forca cortante é constante entre B e C.



Cap. 7  Projeto de vigas e eixos de transmissdo 735

Diagrama de momento fletor. Vemos que os momentos fletores das se¢ées
extremas sdo iguais a zero. Para determinarmos o0 momento méximo, calculamos a
posicédo do ponto D da viga, onde V = 0. A parte do diagrama de forca cortante entre A
e B tem dois tridngulos semelhantes: DAa e DBb. Desse modo

X B =

80kN ~ 40kN

x=4m |

O momento fletor maximo ocorre na secdo D, onde temos dM/dx=V =0.
Calculamos as areas das varias partes do diagrama de forca cortante, que vao
marcadas em parénteses no préprio diagrama. Sendo a 4rea do diagrama de forca
cortante entre dois pontos igual a variagdo do momento fletor entre esses pontos,
escrevemos

I

My - M, = +160kN-m M, = +160kN-m
MC _MB = —120kNm MC =0

O diagrama de momento fletor consiste em um arco de parédbola seguido de
um segmento de reta; o declive da parabola em A é igual ao valor de V nesse ponto.

O momento fletor maximo é

M 4 = Mp = +160kN - m <

PROBLEMA RESOLVIDO 7.5

Esbogar o diagrama de forga cortante e o diagrama de momento fletor da viga em
balanco da figura.

Solugdo. Diagrama de for¢a cortante. Na extremidade livre da viga encon-
tramos V4 =0. Entre os pontos A e B, a area sob o diagrama de carregamento é

1/2 w - a; calculamos Vj fazendo

1 1
VB—VA=—§an VB=—§LUDG
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Entre B e C a viga néao esta carregada e, desse modo, Vg = Ve Em A, temos
w=w, e, de acordo com a Eq. 7.3, o declive do diagrama de forca cortante é
dV/dx = - w,, enquanto em B o declive é dV/dx=0. Entre Ae B o diagrama de carga

decresce linearmente, sendo o diagrama de forca cortante parabélico. Entre B e C,
sendo w = 0, o diagrama de forca cortante é uma linha horizontal.

Diagrama de momento fletor. O momento M4 na segéo livre extrema da viga
& zero. Calculando a drea sob o gréfico de for¢a cortante, temos

MB - MA = -—éwoa2 MB = —%LUOGZ
MC = MB - % LUOG'-{L e a)
Me = -1 wga(BL - @)

O esboco do diagrama de momento fletor se completa usando-se a propriedade
dM/dx = V. Vemos que entre Ae B o diagrama é representado por uma parabola cubica,
com declive igual a zero em A. Para o trecho entre B e C, o diagrama € representado
por uma linha reta.
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PROBLEMA RESOLVIDO 7.6

A viga AC tem como carregamento o conjugado aplicado no ponto B, de momento 7.
Desenhar os diagramas de forca cortante e momento fletor da viga.

Bw
Al (I | |C
Ao J 77 gl
le— 8 1 [
- :. L 2 =|
1% | '
T ! '
o
i X
M| i
; g
MTI

Solucao. Considerando toda a viga como um corpo livre, calculamos
T Y4
RA = L T RC = L 'L

A forca cortante em qualquer ponto é constante e igual a T/L. Como o
conjugado é aplicado em B, o diagrama de momento fletor é descontinuo nesse ponto;
o valor do momento fletor decresce bruscamente a partir do valor 7'



738 Resisténcia dos Materiais  Cap. 7

PROBLEMAS

7.37 TUsando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.1.
7.38 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.2.
7.39 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.3.
7.40 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.4.
7.41 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.5.
7.42 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.6.
7.43 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.15.
7.44 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.14.
7.45 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.17
7.46 TUsando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.18.

7.47 a 7.50 Desenhar os diagramas de for¢a cortante e de momento fletor para a
viga com o carregamento mostrado e determinar o méaximo valor absoluto: (a) da forca
cortante; (b) do momento fletor.

w 30 kN/m 24 kN
3 \L YYVYVYY \L Yy YYVYYYYVYYVY vC ¥
Al B A B
‘L AN
- — 3 ———————» 3,2m -
0,8m
= L >
Fig. P7.47 Fig. P7.48
3,5 kN/m 70 kN/m
Y Y Y Y Y Y Y Y Y YV Clrlw\\ll\rD
A B Al 1B
(_—‘ & |
5 l
D
a— 2,4 M —ja——>
32kNY 0,6m 1,5m

1,6m {
09m 06m

Fig. P7.49 Fig. P7.50



Cap. 7 Projeto de vigas e eixos de transmisséo 739

7.51 e 7.52 Determinar as equagdes das curvas dos diagramas de forca cortante e
de momento fletor, para a viga com o carregamento mostrado. Determinar também o
maximo valor absoluto do momento fletor na viga.

w w=w, sen%x w
m -
B MV
Al | —x Al B—X
| |
= L — L — L >
Fig. P7.51 Fig. P7.52

7.53 € 7.54 Determinar as equagbes das curvas dos diagramas de forca cortante e
de momento fletor, para a viga com o carregamento mostrado. Determinar também o
maximo valor absoluto do momento fletor na viga.

w 2
‘ w=w0[1=%]

;

Fig. P7.53 Fig. P7.54

7.55 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.23.
7.56 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.24.
7.57 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.25.
7.58 Usando o método da Sec. 7.4, resolver o Prob. 7.26.

7.59 a 7.62 Para a viga com o carregamento mostrado, determinar: (@) o maximo
valor absoluto do momento fletor; (b) a méxima tensao normal devido i flexio.



