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Capitulo 6.

DIFUSAO DE CALOR NAO-LINEAR 1D PERMANENTE

Neste capitulo serdo abordados quatro tipos de problemas (Incropera e De Witt, 1998) de
conducgao de calor:
1) tronco de cone;
2) casca cilindrica;
3) casca esférica; e
4) parede com condutividade térmica (k) variavel.
Os trés primeiros sdo lineares e o Ultimo, nao-linear. Em todos serdo usadas condigdes de contorno
do tipo Dirichlet e malhas uniformes. Além do sistema de coordenadas cartesianas que foi
empregado nos capitulos anteriores, serdo usados os sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas.
As varidaveis de interesse sao a temperatura (variavel primaria ou dependente) e a taxa de
transferéncia de calor (g).

Em todos os problemas abordados nos capitulos 3 e 5, os coeficientes t€ém valor constante.
Isso pode der constatado nas Egs. (3.14), (3.56), (3.74) e (5.27). Neste capitulo, os coeficientes
serdo variaveis ao longo dos nos da malha.

Inicialmente apresenta-se uma abordagem geral para resolver numericamente os quatro
problemas. Em seguida, sdo apresentados os problemas fisicos especificos, com seus modelos

matematicos, solugdes analiticas € numéricas.
6.1 SOLUCAO NUMERICA GERAL

Os quatro problemas citados acima podem ser representados genericamente por

qa _
dg_o (6.1)

com
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dT
f=g d_é: (6.2)

onde g ¢ uma fungdo de & ou de 7, & representa a varidvel independente, isto €, a direcao

coordenada, e 7, a varidvel dependente, a temperatura.
Considerando-se apenas a Eq.(6.1), ela pode ser discretizada através da aproximacgao
numérica dada na Eq. (2.26), ou seja, por diferenca central. Mas, no caso da Eq. (6.1), em vez de se

usar os valores de fnos nos We E, usa-se

-1)_, (6.3)
h
onde
£ = @ (6.4)
£ =@ (6.5)

representam as coordenadas médias entre os nds vizinhos a P, conforme pode ser visto na Fig. 6.1.
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Figura 6.1 N6 genérico P e seus vizinhos We E.

Novamente, com a Eq. (2.26), obtém-se
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f.=g. w (6.6)

(TE _TP) (67)

f.=g. ,

com estas duas equagdes na Eq. (6.3), chega-se a

=7 @en)
h

=0

ou
(g, +g)T, =g,T, +g.T; (6.8)
Comparando esta equacdo com a Eq. (3.13), que representa o sistema de Equagdes (3.16), tem-se
a,=g,+8, ay=g, a;=g, b,=0 (6.9)
Portanto, continuamos a ter uma matriz de coeficientes do tipo tridiagonal. Mas, como g depende de
&ou T, em cada nd teremos valores diferentes para ap, ay € ag. A discretizagdo apresentada na Eq.
(6.9) ¢ aplicada, a seguir, aos quatro problemas citados na introdugdo deste capitulo.

6.2 CONDUCAO DE CALOR NUM TRONCO DE CONE

A conducio de calor entre as duas superficies paralelas de tronco de cone mostrado na Fig.

6.2, no caso unidimensional, pode ser modelada por (Incropera e De Witt, 1998)

i(Ad—Tj:O (6.10)
dx dx

onde A representa a area da secdo transversal a x. Portanto, seu valor ¢ variavel com x.

Comparando-se as Egs. (6.1) e (6.2) com (6.10), verifica-se que
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dT
f_AE
g=4 (6.11)
E=x

e, da Eq. (6.9),

a,=A, b = (6.12)

Xi Xr

Figura 6.2 Tronco de cone.

A solugdo analitica da Eq. (6.10) ¢

_ B 1/x)—=(1/x,) .
T=T, +(Tl. Tf{(l/xl.)—(l/xf)} (analitico) (6.13)

para

4 (6.14)

onde D ¢ o didametro de cada se¢do do tronco de cone, ¢ C é uma constante.
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Neste problema, a taxa de transferéncia de calor ¢ expressa por

q= —kA% = constante (6.15)

onde k£ ¢ a condutividade térmica de material que constitui o cone, que € considerada constante
nesta se¢dao 6.2 do capitulo 6. Para o caso unidimensional, onde as superficies laterais de tronco de

cone estdo isoladas, ¢ € constante, e sua solucdo analitica ¢

7 Ck (T,-T,) |
= (analitico) (6.16)

q_
4l/x)-@1/x,)]

Como ¢ ¢ constante no dominio, a solugdo numérica da Eq. (6.15) pode ser aplicada em

qualquer n6 da malha. Por exemplo, para o n6 2 da Fig. 3.3 com diferenga central, Eq.(2.26), tem-se

Ty -T;)

g, =k A4, ( % (numérico) (6.17)

onde os subindices indicam os nos da malha.
6.3 CONDUCAO DE CALOR NUMA CASCA CILINDRICA

A conducao de calor entre as superficies interna e externa de uma casca cilindrica do tipo

circular, Fig. 6.3, pode ser modelada por (Incropera e DeWitt, 1998)

i(rd—Tj=O (6.18)
dr\  dr
com
I(r)=T,
6.19

onde r € o raio local do cilindro. A taxa de transferéncia de calor (¢) ¢ dada por
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q=-k Ad—T = constante (6.20)
dr
onde k € constante e A ¢ a area através da qual o calor se propaga na diregado radial, calculada por
A=2rrc (6.21)
onde ¢ ¢ o comprimento do cilindro.
Figura 6.3 Casca esférica ou cilindrica do tipo circular.
As solugdes analiticas das Egs. (6.18) a (6.20) sdo
In(r/r,)
T=T,+(T,-T)| —— (6.22)
In(r, /r,)
2nck (T -T
y= 7 -T) (6.23)
In(r, /1)

Comparando-se as Egs. (6.1) e (6.2) a (6.18), verifica-se que
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dT
f= FE
g=r (6.24)
g=r
e, da Eq. (6.9),

a,=r,+r,, ay=r,

W

a,=r,, b,=0 (6.25)

Novamente, como ¢ ¢ constante, Eq. (6.20), a solu¢do numérica da Eq. (6.20) pode ser
obtida em qualquer n6 da malha. Para o n6 2, com diferenca central, Eq. (2.26), e considerando-se a

Eq. (6.21), tem-se

(1, -T)

q,=—krr,c (numérico) (6.26)

onde os subindices indicam os nos da malha.
6.4 CONDUCAO DE CALOR NUMA CASCA ESFERICA

A conducao de calor entre as superficies interna e externa de uma casca esférica, Fig. 6.3,

pode der modelada por (Incropera e DeWitt,1998)

> dT

4y (6.27)

d

—(r

dr (
Neste caso, as Eq. (6.19) e (6.20) também se aplicam, e & ¢ constante. Porém,

A=4rr? (6.28)

As solugdes analiticas das Egs. (6.27) e (6.20) resultam em
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1/ry—(1/r
T=T;+(T,~T}) Wny=Qiry) (6.29)
(A/r)=(/rp)
4z k(T,-T,)
q= = constante (6.30)
[A/7) =1/ r,)]
Comparando-se as Eq. (6.1) e (6.2) com (6.27), verifica-se que
,dT
=y —
/ dr
g=r’ (6.31)
E=r
e, da Eq. (6.9),
a,=r,+r., a,=r., a,=r’, b,=0 (6.32)
Para ¢ avaliado no n6 2 a partir da Eq. (6.20) com (6.21), tem-se
T; - T,
g, =27k rf % (numérico) (6.33)

onde os subindices indicam os nos da malha.
6.5 CONDUCAO DE CALOR COM k VARIAVEL

A condugdo de calor numa parede plana (Fig. 3.1) cuja condutividade de térmica (k) ¢

funcdo da temperatura pode ser modelada por (Incropera e DeWitt,1998)

d  dT
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com ¢ dado pela Eq. (6.15), e a area 4 sendo constante ao longo de x. Comparando-se as Egs. (6.1)

e (6.2) a (6.34), verifica-se que

dT
-k
/ dx
g=k (6.35)
g=x
e, da Eq. (6.9),

a, =k, +k,, a,=k b,=0 (6.36)

Existe uma diferenca fundamental entre os coeficientes desta se¢do, Eq. (6.36), e aqueles
das segoes 6.2 a 6.4. Como se pode ver nas Egs. (6.12), (6.25) e (6.32), os coeficientes t€ém valor
diferente em cada n6 mas eles sdo fungdo da variavel independente: x ou r. Portanto, os problemas
sdo lineares. J& no caso da Eq. (6.36), os coeficientes dependem de k que ¢ funcio da temperatura,
ou seja, da varidvel dependente. Neste caso, o problema torna-se iterativo mesmo que se use o
método TDMA para resolver o sistema de equagdes algébricas.

Deve-se perceber na Eq. (6.36) que os valores de k sdo necessarios nas coordenadas médias
entre os no6s da malha. Mas nestas coordenadas a temperatura ndo ¢ conhecida. Assim, ¢ necessario
um procedimento para obter k,, € k. a partir de seus valores nodais, isto ¢, a partir de ky, kp € kg. O

procedimento mais simples € usar médias aritméticas:

k :(kW+kP)
A 2k (6.37)
k =( P+ E)
‘ 2

Ela ¢ adequada quando as variagdes de k sdo suaves.
Outra possibilidade, um pouco mais elaborada e indicada quando se tem variagdes abruptas

de k, inclusive com materiais diferentes, ¢ usar médias harmonicas (Patankar, 1980)
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2k, k,
Y (e + Kk
(ky +kp) 638)
 2kuk,
© (kp k)

A solugdo numérica da taxa de transferéncia de calor (¢), Eq. (6.15), pode ser obtida através
de

AL

o (numérico) (6.39)

q, =—

onde os subindices indicam os no6s da malha.
Para obter solugdes analiticas das Eqs. (6.34) e (6.15) € necessario especificar a dependéncia

entre k e T. Considerando-se

T(0)=0
T(L)y=L=A=1 (6.40)
k=e"

obtém-se
T =1n[l+ (e—1)x] (6.41)
g=l-e¢ (6.42)

Neste caso particular de k = ¢, com médias aritméticas para k, Eq. (6.37), os coeficientes da Eq.

(6.36) resultam em

a _e +e

w
o (6.43)
e’ +e”’

aE 2

mostrando claramente a dependéncia que os coeficientes tém com a temperatura em cada no.
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6.5.1 Algoritmo de Solucio

A solugao numérica das Eqgs. (6.34) e (6.15) pode ser obtida com o seguinte algoritmo:
1) Ler os dados do problema: Ty, T;, kK(T), L, A, N € nygy, onde n,, € o nimero maximo de
iteracdes a realizar.
2) Discretizar o dominio de célculo, isto ¢, obter /4 da Eq. (2.4).

3) Estimar a solucao da varidvel de dependente (7). Véarias formas podem der usadas. Uma delas ¢:

_ (T, +T)

T, (P=2,3,..,N—1) (6.44)

Outra seria usar uma variagao linear com x entre 7 e 7.

4) Calcular as condutividades térmicas nos nds da malha, isto €, kp(7p).

5) Calcular as condutividades térmicas nos pontos médios entre os nos, ou seja, &, € k., usando a
Eq. (6.38).

6) Calcular os coeficientes (ap, ay € ag) e os termos fontes do sistema de equacdes de acordo com a
Eq. (6.36), para os nos internos da malha, e com as Egs. (3.19) e (3.20) para os contornos.

7) Resolver Tp com o método TDMA, descrito na se¢ao 3.2.1.

8) Como kp foi calculado no item 4 com Tp estimado no item 3, € necessario recalcular kp com a
solugdo obtida no item 7. Portanto, deve-se voltar ao item 4 até que n,,,, seja atingido.

9) Calcular a taxa de transferéncia de calor através da Eq. (6.39).

10) Gravar os resultados de 7p € g.

11) Visualizar a solugdo de 7"em um grafico Tp versus xp.
6.6 EXERCICIO

Exercicio 6.1

Implemente um programa computacional para resolver analiticamente e numericamente o problema
da condugdo de calor ndo-linear 1D permanente apresentado na se¢do 6.5 deste capitulo, seguindo o
algoritmo da se¢do 6.5.1.

Dados: Eq. (6.40) com N =21 e ny,, = 50.

Resultados a apresentar:

1) Gréfico de Tp versus Xp com as solucdes analitica e numérica

2) Solugdes analitica e numérica da taxa de transferéncia de calor (gq)
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3) Siga o procedimento recomendado na se¢do 4.2.5 e apresente um grafico semi-log, semelhante a

Fig. 4.5, com a razdo L"/L" ao longo das iteragdes.
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