Capitulo 14.

APROXIMACOES NUMERICAS E SEUS ERROS DE
TRUNCAMENTO E DE POLUICAO EM MALHAS NAO-UNIFORMES

O objetivo deste capitulo ¢é reescrever, para malhas ndo-uniformes exemplificadas na Fig.
14.1, as seis aproximagdes numéricas da Tab. 2.1 apresentadas no Cap. 7. Com este fim,
expandindo-se a série de Taylor, Eq. (2.3), para os nos ‘j-1°, j+1° e ‘j+2° da malha nao-uniforme

mostrada na Fig. 14.1, chega-se a

_ h? W
A = A, — Nk o+ A’j.?’ - A’j.’?’ + o (14.1)
hZ h3
i i j+l i U j+l
Ay = A+ ANy, + AjfT+ + Aj% + . (14.2)

(hj+1 +hj+2)2 (hj+1 +hj+2)3

Ay = AN, + Nj(hj+h,) + A c

A (14.3)

onde j ¢ o nd genérico sobre o qual se realizam as aproximacdes numéricas; os trés pontos

indicam uma série infinita; e os tamanhos (/) dos elementos da malha sdo dados por
h, = x; — x; (14.4)
hiy = X, — X (14.5)

hj+2 = xj+2 - xj+1 (146)
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Figura 14.1 Malha unidimensional ndo-uniforme.

As expressOes para as aproximagdes numéricas da Tab. 2.1, e para seus erros de
truncamento (&) e de poluicdo (e) s@o deduzidas nas segdes 14.1 a 14.6, a seguir, e aplicadas ao

longo dos capitulos que compdem a Parte III deste trabalho.

14.1 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 1 PONTO A MONTANTE: 4,

Isolando-se Aij da Eq. (14.1), obtém-se uma expressdo analitica exata para a derivada de

1? ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

A A, —A,; h, h? o
N = % T R 7 S (14.7)

J

onde A", A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no no j, e h; ¢ definido na Eq. (14.4). Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq.
(14.7), obtém-se a Eq. (7.3). A aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a

montante resulta em

(//Lj _/1/‘—1)
h.

J

(/12/05),' = (14-8)

Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sio dados por
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Aii» Am Alv
eyps); = Tjhf - 6f h; o+ 2;;:} — (14.9)

. E -E,_
e(Ayps); = (’h—’l) (14.10)

J
onde E; e E;.; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas A; e A1, respectivamente, € o

erro de discretizagdo de A, ¢ dado pela Eq. (7.7).

14.2 DERIVADA DE 1 ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: 1,

Embora possa nao ser estritamente correto, o termo “diferenca central” ¢ empregado aqui
e na se¢do 14.5, mesmo em malhas ndo-uniformes, porque se usa um n6 a montante e outro a

jusante na obten¢do da aproximagdo numérica do n6 de interesse. Assim, subtraindo-se a Eq.

(14.1) de (14.2) e isolando-se Aij do resultado, obtém-se uma expressao analitica exata para a

derivada de 1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

(A _Aj_l) Aii» ~ zu (h3 +h3+1)

N, = =0 Ik —h)
! 2 6(h]+h]+1)

T (14.11)

onde A’ e A’? sdo, respectivamente, as derivadas de 2° e 3" ordens da varidvel dependente (A)

no no j, € h; e hjy sdo definidos nas Eqgs. (14.4) e (14.5). Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq.
(14.11), obtém-se a Eq. (7.9). A aproximag¢ido numérica da derivada de 1° ordem com diferenca

central resulta em

- M
(Jeps); = (I, + 1) (14.12)

Seus erros de truncamento, & A, ), € de poluigdo, e( A, ), sio dados por
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. Az; Azu (h3 +h3+1)
£Uns); = Uy =h) — = Gyt (14.13)
]+
e(Aeps); = Epa = E) (14.14)
(hy +hyp)

onde Eji; e Ej.; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas 4+ € 4.1, respectivamente,
Nao existe um unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.13) a Eq. (2.2). Mas mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de &(4,,,) sdo py = 1, 2, etc, e, portanto, a sua
ordem assintdtica ¢ p;, = 1. Desta forma, o erro de truncamento da aproxima¢ao numérica
Aps € de 17 ordem. Esse resultado difere daquele obtido com malhas uniformes, Eq. (7.11),
cujo p; = 2. A partir das Egs. (14.1) e (14.2), mesmo para malhas ndo-uniformes, ¢ possivel obter
uma aproximagdo numeérica cujo p; = 2. Mas, neste caso, além de A+ e 4.1, o valor de 4;
também ¢ envolvido na aproximagdo numérica. Em outras palavras, passa-se a ter uma

aproximacao numérica de trés pontos (Hirsch, 1988) e ndo de dois, Eq. (14.12), que ¢ o interesse

aqui, por ser uma aproximacgao semelhante aquela usada em malhas uniformes.

14.3 DERIVADA DE 1° ORDEM COM 1 PONTO A JUSANTE: A,

Isolando-se Ai_/ da Eq. (14.2), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no né j, dada por

A A A, h h’ n
N, = A=Ay 12 Do N fz“ ~ A" f6+‘ ~ A 22‘ - . (14.15)

Jj+l

onde A", A’ e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no no6 j. Com a substitui¢ao da Eq. (7.1) na Eq. (14.15), obtém-se a Eq. (7.15). A

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a jusante resulta em

U, = =2 (1416

Jj+l
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Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sdo dados por

A A" A" A"

eApps); = —TJhJ.+l - ?fhjﬂ - 2—;;1;1 - . (14.17)
i (E i+ _E)

e(Apps); = % (14.18)

onde o erro de discretizagdo de 1, ¢ dado pela Eq. (7.19).

14.4 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 2 PONTOS A JUSANTE: %, ,

A partir das Egs. (14.2) e (14.3), pode-se deduzir uma expressao analitica exata para a

derivada de 1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

Ai< _ [(1+rj)2Aj+l_(2+rj)rjAj_Aj+2)] " Ajj? (1+r/)h2
’ (7)), g s
(14.19)
- (A+7r)2+r,
A’;( F];(4 rj)h;+1
onde
h'+
ro= Jj+2 (14.20)

j+l

e A e A’} sdo, respectivamente, as derivadas de 3" ¢ 4 ordens da variavel dependente (A) no né

J> € hjr1 € hjyo sdo definidos nas Egs. (14.5) e (14.6). Com a substituicdo da Eq. (7.1) na Eq.
(14.19), obtém-se a Eq. (7.21). A aproximag¢do numérica da derivada de 1° ordem com dois

pontos a jusante resulta em

[a+ 7’_/)2/1_/+1 -2+ r_/)r_//lj - ;L_/+2 )]
r,(1+7r;)h

(Apps—2); (14.21)

J+l
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Seus erros de truncamento, & 4, , ), € de poluigdo, e( 4, , ), sdo dados por

; g A+ ) » A+7r)2+ 1))

eMpps);, = A" M+ N (14.22)
. 1+r)E.  —Q+r)r.E.—E,

s ), = i) B ZC T ) (14.23)

rj(l + rj)hj+1
onde Eji, E; e Ejp sdo os erros de discretizacdo das solugdes numéricas A1, 4; € Ay,
respectivamente, e o erro de discretizagdo de 4, , ¢ dado pela Eq. (7.25).

Nao existe um unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.22) a Eq. (2.2). Mas, mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de 8(13)D5_2) sdo py = 2, 3, etc, e, portanto, a sua

ordem assintdtica & p; = 2.
14.5 DERIVADA DE 2* ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: %/,

Com a multiplicagdo da Eq. (14.1) por A1 e da Eq. (14.2) por h;, com a adigdo dos

resultados e o isolamento de A”} , obtém-se uma expressio analitica exata para a derivada de 2°

ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

A”l _ z[thAj—l + th

’ (h] + hj+l)hjhj+1

J+l

—(h; +h)A ] N A”’(h h) - A (] + 1)
i 12 (h, +h,,)

. (14.24)

onde A’f e A’; sdo, respectivamente, as derivadas de 3" € 4° ordens da variavel dependente (A)

no no6 j. Com a substituicdo da Eq. (7.1) na Eq. (14.24), obtém-se a Eq. (7.27). A aproximagao
numérica da derivada de 2° ordem com diferenca central resulta em

Gy = 2[hj+l/1j—l+h] g~ (hy+h )4 ]
cos)j =

(hj+hj)hih,

(14.25)

Seus erros de truncamento, & A/, ), € de poluigdo, e( A, ), sdo dados por
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o A" G—h ) NS (h] +hjy) (14.26)
£ = —L(h.—h, - + ... .
R 3 12 (h, +h,)

N h E._, + h —(h.+h.)E.
e(;L%DS) ‘ _ 2[ J+1 -1 j+1 ( J j+1) j] (1427)
’ (h; +hj )by,

onde o erro de discretizagio de A}, ¢ dado pela Eq. (7.31).
Nao existe um unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.26) a Eq. (2.2). Mas mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de £(1,s) sdo py = 1, 2, etc, e, portanto, a sua

ordem assintotica € p; = 1.
14.6 MEDIA DA VARIAVEL DEPENDENTE: A,

Define-se a solugdo analitica exata da média da variavel dependente (A,) ao longo do
dominio de calculo através da Eq. (2.28). A solugdo analitica exata da integragdo numérica da
variavel dependente (A), obtida pela regra do trapézio (Pletcher et al., 1988) ao longo do

dominio de calculo, ¢ dada por

1 N N 3 hjS
A, = E;hj(Aj_l+A) LZ A" 21y + A" TR (14.28)

J=1

onde Aij._l ;€ A’;_l ., sdo, respectivamente, as derivadas de 2% e 4 ordens da variavel dependente

(A) em %j-1/2’, isto é, na coordenada média entre os nos ‘j-1" e j; h; é definido pela Eq. (14.4); N
¢ o numero total de elementos da malha; sendo que o primeiro (j = 0) e o ultimo nds (j = N) da
malha estdo sobre os contornos do dominio. Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq. (14.28),

obtém-se a Eq. (7.32). A aproximag¢do numérica da média da variavel dependente resulta em

N
Ay = %Zhj(zj_lm_/) (14.29)
L5

Seus erros de truncamento, &4,,), € de polui¢do, e(4,,), sio dados por
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[ Y A h
ii J iv J
S(ﬂm) = —ZJZ:; A./—I/ZE+A./—1/2_480+"' (1430)
1 N
e(A,) = ZZhj(}zj._lJrEj) (14.31)
J=1

onde o erro de discretizagao da aproximacao numérica da média da varidvel dependente ¢ dado

pela Eq. (7.36).

14.7 RESUMO DO CAPITULO 14

O caso pratico das simulagdes numéricas, isto €, quando a propria variavel dependente
armazenada nos nos da malha contém erro de discretizacao, foi abordado genericamente neste
capitulo para malhas nao-uniformes. Nesse caso, o erro de discretizagdo de cada aproximacao

numérica ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicdo. As expressoes
das aproximagdes numéricas (s, Arpss Appss Aopsas Aips € Am) € de seus erros de
truncamento (&) se reduzem aquelas do Cap. 7 se os tamanhos (/) dos elementos da malha forem
constantes, como na Fig. 2.1.

Foram apresentados seis tipos de aproximagdes numéricas (Aypss Aepss Appss Appsa s
Aeps € Am) para trés variaveis diferentes: as derivadas de primeira € segunda ordem da variavel
dependente (A) nos modelos matematicos, A’ e A”; e a média da variavel dependente ao longo do
dominio de calculo, A,. Também foram apresentadas as expressdes genéricas para o erro de
truncamento (&) e o erro de poluicdo (e) destas seis aproximagdes numéricas, ou seja, as

estimativas de erro a priori. Foram definidas e obtidas as ordens assintotica (p,) € verdadeiras

(pr) dos erros de truncamento, resumidas na Tab. 14.1. As expressoes dos erros de truncamento
das aproximagdes numéricas de A, A,ps, € Aips NA0 sdo reduziveis a equagio geral do erro

de truncamento, Eq. (2.2).
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Tabela 14.1 Valores previstos para as ordens verdadeiras (py) e assintotica (py)

dos erros de truncamento para malhas nao-uniformes.

solucdo ordens ordem
tipo de variavel numérica tipo de aproximagao numérica verdadeiras assintotica
) (pr) ()
derivada de 1 ordem Vi um ponto a montante 1,2,3,.. 1
da variavel dependente ubs
Vi diferenga central 1,2,3, .. 1
CDS
Vi um ponto a jusante 1,2,3, .. 1
DDS
Vi dois pontos a jusante 2,3,4, .. 2
DDS-2
derivada de 2% ordem Y diferenga central 1,2,3, .. 1
da variavel dependente cbs
média da variavel Ao regra do trapézio 2,4,6, ... 2

dependente




