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Capitulo 2.

APROXIMACOES NUMERICAS 1D EM MALHA UNIFORME

O principio fundamental do método das diferencas finitas (MDF) é aproximar através de
expressdes algébricas cada termo do modelo matematico em cada né da malha. Neste capitulo o
MDF é aplicado inicialmente a um modelo matematico unidimensional (1D) usando uma
discretizacdo uniforme, isto é, uma malha de nés igualmente espacados. Além da obtencdo das
equacdes discretizadas, sdo obtidas as expressdes para 0s erros de truncamento admitidos em cada
uma das expressoes algébricas utilizadas neste modelo numerico.

O modelo matematico representa o fendmeno fisico que se pretende conhecer a solucdo. Este
modelo é formado pelas equacdes governantes do problema, podendo ser uma Gnica equagao ou, em
um problema mais complexo, um sistema de equagOes diferenciais. Inicialmente considere o

seguinte modelo matemaético unidimensional

no_dn
dx dx?

N o+ X + K (2.1)

onde A é a varidvel dependente, x é a varidvel independente e K é uma constante. O objetivo,
portanto, é resolver a equacdo Eq. (2.1) com o método numeérico das diferengas finitas. As variaveis

de interesse podem ser:

e primaria: N (variavel dependente, local)
1L
* secundarias: N, = EIAdX (global) (2.2)
0
A H (local) (2.3)
Ddx Qomorno
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onde L representa o comprimento do dominio de célculo.

2.1 DISCRETIZACAO DO DOMINIO E APROXIMAGOES DIRETAS

Discretizar o dominio de calculo consiste em definir, ao longo deste dominio, em quais
pontos se deseja conhecer a varidvel dependente A. Para isso é necessario construir sobre o dominio
uma malha, que contera um conjunto de nos posicionados onde se deseja determinar A. A Fig. (2.1)
apresenta a discretizagdo de um dominio unidimensional através da constru¢cdo de uma malha
igualmente espacada, ou seja, uma malha uniforme.

WW w P E EE X

Figura 2.1 Malha 1D uniforme.

Para cada n6 genérico P da malha, existira uma equagéo discretizada do modelo matematico
relacionando o valor de A armazenado em P com os valores de A armazenados nos nos vizinhos. Da
Fig. (2.1) temos:

a) nés da malha: WW, W, P, E, EE.

b) n6 genérico para as aproximagoes: P
para o contorno esquerdo: P=1
para os nos internos da malha: P=2,3.,N-1
para o contorno direito: P=N

c) numero de no6s da malha: N

d) nimero de elementos da malha: N -1

e) tamanho dos elementos da malha: h= NL (2.4)
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Os termos da equagdo do modelo matematico que ndo possuem derivadas sdo aproximados

diretamente para o ponto P e assumem a forma

Ke = Kp (2.5)
X = Xp (2.6)
Ao = A (2.7)

As Eqs. (2.5) a (2.7) sdo introduzidas na Eq. (2.1). Para completar a discretizacdo do modelo
matematico, precisa-se obter expressdes algébricas para as derivadas de primeira e segunda ordens

de A\, avaliadas no ponto P. Como fazer isso € visto nas proximas segoes.

2.2 SERIE DE TAYLOR

No meétodo das diferencgas finitas, a aproximacéo dos termos envolvendo derivadas de A é

feita usando a expansé@o em series de Taylor dada por (Kreyszig, 1999)

/\x = z [an (X_Xo)n ] (28)
n=0
onde
1
a, = ENXO) (2.9)
A™ d A (2.10)
dx

A Eq. (2.8) pode ser reescrita na forma

+ ... (211)
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O valor de A\« é exato se forem considerados os infinitos termos da série de Taylor. A Eq.
(2.11) aplicada aos nés WW, W, E e EE, a partir do ponto P da Fig. (2.1), resultaem

2 3
Ne = N + ANoh + /\“P7 + /\i;;E + (2.12)
Ay = N — Noh + NL— - ANL— + . (2.13)
2 6
— i i 2 iii4h3
NAee = N + ANp2h + AL2R? + A} 3t (2.14)
— i i 2 iii4h3
Aw = No - ANpo2h + AL2h* - A} + (2.15)
onde
h = Xo—-Xy = Xge—X = (2.16)

Note que as Egs. (2.12) a (2.15) s@o expressdes que relacionam o valor de A armazenado nos pontos

WW, W, E e EE, com o valor de A armazenado no ponto P e suas derivadas.
2.3 APROXIMACOES PARA A DERIVADA DE PRIMEIRA ORDEM

Uma expressdo para a aproximacao da derivada de primeira ordem pode ser obtida a partir

de qualquer uma das Egs. (2.12) a (2.15). A escolha de qual equac&o utilizar na aproximacao define
um tipo de esquema. A seguir séo apresentados alguns destes esquemas.

2.3.1 Com um Ponto a Jusante (DDS)

Isolando-se a derivada de primeira ordem, A',, da Eq. (2.12), tem-se
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i (Ag =Np) i h i h?
N = ——= - ANp— - Np— - ... 2.17
P H > P s (2.17)
t 1 L 1 L 1

exato  considerado  desprezado (erro de truncamento)

ou
/\iP = (/‘iDDS)P + g(AiDDS)P (2.18)
aproximacgdo erro de truncamento
numérica
onde
i /\ _/\
(Abps)e % (2.19)
) “h h2 ) h3
e = - ANb— - ANB— - A¥Y— - .. 2.20
(Abps)p P P 6 P52 (2.20)

Portanto, a derivada de primeira ordem de A pode ser aproximada para o ponto P, através do

esquema DDS, por

Np = (Apps)p (2.21)
Note que se pode utilizar outra expansdo em série de Taylor, por exemplo a Eq. (2.13), ou até uma
combinacdo entre as Egs. (2.13) a (2.15) para a determinacdo da expressdo que fornece a derivada

de primeira ordem de A, o que € feito nas proximas se¢oes.

2.3.2 Com um Ponto a M ontante (UDS)

Isolando-se a derivada de primeira ordem, A',, da Eq. (2.13), tem-se

Ne = (Aps)p *+ €(ups)e (2.22)
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onde
i /\ _/\
(Aups) e (P—hW) (2.23)
. - h . h2 - h3
£ (A = Npb— - ANB— + A¥Y— - .. 2.24
(Aups) e > P 5 P o4 (2.24)
2.3.3 Com Diferenca Central (CDS-2)
Subtraindo aEg. (2.13) daEg. (2.12), tem-se
Np = (Acos2)p + €(Aeps-2)p (2.25)
onde
i /\ _/\
(Acps2)e % (2.26)
: . h2 4 b
£ (/\ICDS—Z)P = - /\I;:I) h— - /\VP h— - /\VII h - ces (227)

6 120 P 5040

A Fig. (2.2) apresenta graficamente as aproximagdes numericas da derivada de primeira
ordem de A, dadas pelos esquemas DDS, UDS e CDS-2. Como ja foi observado, diferentes
esquemas de interpolacdo podem ser obtidos envolvendo mais pontos da malha. Para isso basta que
sejam combinadas as expressdes da expansdo em séries de Taylor de A para os outros pontos da
malha, vizinhos ao ponto P. Este procedimento é limitado ao nimero de pontos da malha e as varias
combinagdes possiveis fornecem diferentes esquemas de interpolagdo para A, . Quanto mais pontos
forem envolvidos, maior serd a complexibilidade da aproximagdo numérica e menor sera o erro de
truncamento. Observe ainda que, para as aproximagdes apresentadas até aqui, o erro de truncamento
tende a zero quando o tamanho dos elementos da malha também tende a zero.

2.3.4 Com Dois Pontos a Jusante (DDS-2)

Multiplicando por quatro a Eq. (2.12) e subtraindo a Eq. (2.14), tem-se

No = (Mppsa)p + €bpsa)p (2.28)
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onde
- (4N, =3N, —Ag)
/\I g E P EE
( DDS 2)P 2h
i i h? v he 7h?
£ /\I _ - /\III 0 + /\IV - + /\V +
(Abps-2)p P P P 50
N A
A B C D
A (Aps)p
B analitico
C (Acps-2)p
D (Abps)p
» X
w P E

Figura 2.2 — Algumas aproximagdes numéricas para /', .

2.3.5 Com Dois Pontos a M ontante (UDS-2)
Subtraindo da Eq. (2.15) a Eq. (2.13) multiplicada por quatro, tem-se

Np = (Mps-2)p + €(Mps-2)p
onde
| B, + Ay —4A,)
(/\UDS—Z)P s 2\N;q/ =
_ 2 R3 4
e(Mpso)p = ABI o AT TR

3 4 60

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

14
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2.4 APROXIMACOES PARA A DERIVADA DE SEGUNDA ORDEM

Damesmaforma como paraaderivadade primeiraordem de /A, obtém-se as expressdes para

a derivada de segunda ordem de A a partir das Eqgs. (2.13) a (2.15). Cada opc¢édo adotada determina

um esquema numeérico diferente. A seguir séo apresentados dois destes esquemas.

onde

2.4.1 Com Diferenca Central de 3 Pontos (CDS-2)
Somando-se as Egs. (2.12) e (2.13), tem-se

Np = (Atps2)p + €(ips-a)p (2.34)

(Aw +Ae —20\;)

(/‘i(iZDS—Z ) P h2

(2.35)

g(AiCiIDS—Z)P = — /\i\F/)h_2 - /\VF')h_4 - /\\’Fi,ii}’]—6 - ... (2.36)
12 360 20160

2.4.2 Com Diferenca Central de 5 Pontos (CDS-4)
Somando-se as Egs. (2.12) e (2.13) multiplicadas por dezesseis, e subtraindo desta soma as

Egs. (2.14) e (2.15), tem-se

onde

No = (Mpsa)p + €Aipsa)p (2.37)

(16A,, +16A = Ay —Age —30A,)
12 h?

(Acosa)e (2.38)

£(Mps-a)p = Np— (2.39)

2.5 APROXIMAGCAO PARA A VARIAVEL GLOBAL

Através da regra do trapezio (Kreyszig, 1999), obtém-se
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N = Ay + €(UAp) (2.40)

onde
h N

A = — A, + A 241

S DALY (241)

/\ h3 N . 1 ) 2

£ = —-—— N =+ N —+ . 2.42

(An) C ;( vz TN ago ) (2.42)
com

x, = xW;rxP (2.43)

2.6 ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA

O erro de truncamento (¢ ) de qualquer aproximagdo numerica (¢) pode ser representado

genericamente por

(@ = ch™ + ch™ + ch* + .. (2.44)

onde os coeficientes ¢; podem ser positivos ou negativos e podem ser funcdo da variavel dependente
N\ e de suas derivadas, isto é, podem variar com a coordenada x, mas independem do tamanho h dos
elementos da malha. A Eq. (2.44) é denominada aqui de equacéo geral do erro de truncamento.

Por definicdo, as ordens verdadeiras (py) do erro de truncamento sdo os expoentes de h dos
termos ndo-nulos da Eq. (2.44), ou seja, pL, P2 € ps. As ordens verdadeiras seguem a relacéo p. < p2
< ps < etc. S&o numeros inteiros positivos que geralmente constituem uma série aritmética, isto €, a
diferenca entre ordens subseqiientes € constante.

Por definicdo, o menor expoente de h na Eq. (2.44) é chamado de ordem assintética (p.). E
um numero inteiro positivo que satisfaz a condi¢do p_. = 1. Quando o tamanho h dos elementos da
malha tende a zero, o primeiro termo do erro de truncamento é o principal componente, dominando
o valor total do erro. Neste caso, em gréaficos logaritmicos de & versus h, a inclinacdo da curva em

relacdo ao eixo das abscissas tende ao valor da ordem assintética. Quanto maior for esta inclinagéo,
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maior € a taxa de reducdo de € com a diminuicdo de h. Em resumo, na equacao geral do erro de

truncamento temos

2
an - dTA A
dx  dx®

C1, C2, Cg, ... = coeficientes que independem de h
Pv = PL, P2, P3, ... = ordens verdadeiras de £ (nUmeros inteiros e positivos)
pL = ordem assintdtica de £ (= 1)

A Tabela (2.1) apresenta os valores das ordens verdadeiras e assintotica para as aproximacdes
numeéricas apresentadas até aqui.

2.7 ERRO DE POLUICAO

Todas as aproximagcfes numeéricas apresentadas anteriormente foram obtidas com a solucéo
analitica exata Ap, definida pela série de Taylor para cada né da malha. Mas no caso pratico, as
equacdes sdo discretizadas para todos os pontos da malha ocorrendo uma propagacdo do erro de
truncamento no ponto P para todos os pontos a jusante e a montante, como por exemplo, nas

equacdes discretizadas dos pontos P+1 e P-1. Entdo temos

Np =Ap +E(4p) (2.45)
onde

NAp = solucdo analitica exata

Ap = solugdo numeérica

E(Ap) = erro numerico de Ap

Substituindo a Eq. (2.45) na Eq. (2.17), por exemplo, temos

/\iP = (/]iDDS)P + e(/]iDDS)P + g(/]iDDS)P (2.46)
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onde
(Aops)p (/‘E—;A") (aproximag@o numérica) (2.47)
e(Aps)p = [E(e) ; E ()] (erro de poluigdo) (2.48)
£(Nps)p = Eq.(2.20) (erro de truncamento)

Para as aproximagdes numéricas apresentadas até aqui, e(¢) tem a mesma forma funcional de ¢

Tabela 2.1 — Ordens verdadeiras e assintdtica do erro de truncamento.

® ¢ Pv pL
Abps 1,2,3,.. 1
Ups 1,2,3,.. 1

dA .
dx Acps-2 2,4,6, .. 2
/‘iDDs—z 2,3,4, .. 2
iUDS—2 2,3,4, .. 2
d2A iéDs—z 2,4,6, .. 2
dX_Z iCi:DS—4 4,6,8, .. 4

/\m /\m 2!4!6! e 2




