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3.1 SISTEMAS GIRANTES —
SLIDES EXTRAS — LIVRO GENTA




# Rotor de Jeffcott — sem amortecimento

N

L/

Rotor Jeffcott com diferentes modelos de mancais. O centro de massa
coincide com a linha neutra do eixo.




@ Rotor de Jeffcott — Equacao de Movimento

N
\J

Supondo que o centro de
massa encontra-se em P, a
uma distancia € da linha
neutra do eixo, ponto C, é
possivel definir a posicao
deste ponto em relacdo a
referéncia inercial.

B {xp (t)} ) {xc (t)+8COS(Qt)}

ye (t)+ &sin(Qt)

Y
b)
P
P K =0t
YC_ - C
! L - X
0 xc 'Kp

% (t)— & Qsin(Qt)

(t)+& Qcos(Qt)}




@ Rotor de Jeffcott — Equacao de Movimento

N

L/

A energia cinética é:
T =2 +3;)
_ % m(xE, + Y2 +8°Q% + 260 % sin(Qt) + Y. cos(Qt)])
e a energia potencial, U

U=%N@+%)

Aplicando a Equacao de Lagrange, L=T - U

dloL) oL
dt(&mj_aq'_Q‘

onde Q; sao as coordenadas generalizadas (X e Y).




4 Rotor de Jeffcott — Equacao de Movimento

N

L/

Assumindo que as forgas externas atuam em P, as forgas generalizadas, Q;, podem
ser facilmente obtidas supondo um deslocamento virtual do ponto C [oX; dyc]"

— O trabalho virtual sera:

W =F, & +F, &

E entdo é possivel encontrar a equacdo de movimento:

d( oL . ) oL

—| — [=mX. —me Q° cos(Qt —=kX
| o |-ms -meestan *ix
d( oL ; - oL

—| — [=m{. —me Q°sin(Qt — =K
dt(aycj Ye ¢ ( ) Oy g




4 Rotor de Jeffcott — Equacao de Movimento

N

Assim:

m ¥, (t)+k ye (t) = me Q2sin(Qt)+ F

y

{m % (t)+k x. (t)=me Q cos(Qt )+ F

Matricialmente:

{m O}{qc(t)}{k O}{qc(t)}z {[mgQZCOS(Qt)JrFX}

0O m 0 k mngsin(Qt)]+Fy

f, = Acos(Qt)+ Bsin(Qt)= F(Q)e"* + F(Q)e ™




@ Rotor de Jeffcott — Excitacao de desbalanceamento

N

L/

Se F, = F, = 0 no dominio da frequéncia, temos:

e
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# Rotor de Jeffcott — Excitacao de desbalanceamento

N

L/

No tempo, o bamboleio é dado por uma circunferéncia

Y

v

(@)
|
o

A amplitude é

Cc-0O
g

-~ \/(XCO oS Qt)2 + (yCO sin Qt)2

XCO yCO Q Z/Q(er

e & 1-0/Q




@ Rotor de Jeffcott — Excitacao de desbalanceamento

N

Se Q < Q. aamplitude do bamboleio cresce a medida que QQ aumenta;

e O ponto maximo de Xs; € Y, ocorre quando Q = Q. —> tende para
infinito;

e Se Q> aamplitude tende a zero = ponto minimo de Xy € Yy -

a) Subcritical b) Supercritical
|y e /\P Y
¢
Qt

Ot

X

0 \ % </\o
P

C




# Rotor de Jeffcott — Coordenadas Complexas

N

Representando a posicao do ponto c em variaveis complexas

I'c (t) =X (t)"' e (t)

A equacao de movimento pode ser escrita da seguinte forma

mi, (t)+k r. (t) = mes Q%" +F.(t)

Onde

F.(t)=F(t)+iF,(t)




# Rotor de Jeffcott — Vibracao Livre

N

Definindo
st

fe (t): e, €
e substituindo na equacao de movimento

(ms? +k)r, =0

S, = ii\/% =+IQ)

rC (t) —_ RieiQt + Rze—iQt

obtem-se:

Consequentemente

com R; e R, ndo necessariamente conjugados complexos.




# Rotor de Jeffcott com Empeno

N

L/

Considerando um eixo que esta inicialmente com empeno, ponto O’, a
posicao OO’ é dada por

# a) Y b)
P
1
X A =0t
Y - 0! .="C
X ' X
0

S {XO,} - {b cos(Qt +a)}
onde b é o empeno do eixo. Yor bsin(Qt+a)




# Rotor de Jeffcott com Empeno

N

%
A energia potencial sera:

0 - 21(e=0'F - 2ifx. ~beos(eat+a)f +(y, ~bsin(c-+a)]

ou

U =%k[x§ +y2 +b? = 2bx cos(Qt + ) — 2y bsin(Qt + )]

Aplicando a Equacao de Lagrange

m X (t)+k x. (t) = kbcos(Qt + o)+ me Q2 cos(Qt )+ F,
m e (t)+k ye (t) = kbsin(Qt + @)+ me Q?sin(Qt)+ F

y

e, na forma complexa

mi, +k r, =kbe' e +ms Q% +F.(t)




# Rotor de Jeffcott com Empeno

N

L/

Considerando apenas o empeno, a resposta sera

Note que:

e Considerando apenas o empeno, quando {2—o0 a resposta tende a zero;
e Quando 2 << Q. oempeno tem predominancia em relagao ao
desbalanceamento. Depois o efeito é nulo quando Q << Q.




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento

N

% . ~ . . ..
Amortecimento ndo rotacional — C,. (mancais ou similares)
e Possui um efeito de estabilizacao em toda faixa de trabalho

Amortecimento rotacional — C, (amortecimento interno ou associado ao rotor)
e Reduz a amplitude de vibragdo quando Q2 < 2, mas trabalhando com
Q > Q. mostra um viés de instabilidade;

e Equacao de movimento:

m O [|X, C.,+C, 0 X, k O 0 «c []|[X
+ + + Q) =
0 m yc 0 Chr TG yc 0 K —C, 0 Ye

“{meaanon) 1)




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento — Vibracao Livre

N

L/

Em notacao complexa
mit, +(c, +¢, ) +(k—ic,Q)r. =me Q% +F, (t)
o =1 e”

A equacao caracteristica se torna:

ms® +(c,, +¢, Js+k —iQc, =0

A solucdo é dada por: S=o0+IW

C, tC, +\/(cr+cnr)2—4m(k—chr)

S
Le m 4m?




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento — Vibracao Livre

N

L/

e Assolucoes sao:




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento — Vibracao Livre

N

e O ssinal de o pode ser positivo ou negativo, levando a um sistema estavel
ou instavel, respectivamente:

k C
Q< —[1+ ”rj > Estavel
m C

r

e Velocidade subcritica: em geral estavel,

e \elocidade supercritica: dependendo de C, o sistema pode se tornar
instavel;

e Se
c,=0 = Q:\/E% Instavel
m

C, restringe a instabilidade provocada por C,




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento — Vibracao Livre

N

L/

e As equacOes das solucdes podem ser reescritas na forma nao
dimensional:

(

0 = —{¢; + ¢ )2 TR Q2 g7 T

w* = isgn(Q*)\/\,/l“*2 +Q* P —T*

e Onde:
w*=wlk/m o*=c/~k/m
o= a/Jkim M*=]1-(¢y +¢,)7 ]/ 2

& =cr/2km ¢ =c [ 2km




# Rotor de Jeffcott com Amortecimento — Diagrama de Campbell

p
N
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Rotor de Jeffcott com amortecimento — Desbalanceamento

N

Para levar em conta o desbalanceamento devemos recorrer a seguinte
equacao:

5t h : 2 it
mi; +(c, +C, )f. +(k—ic.Q)r, =me Q%™ +F (1)
Em coordenadas complexas, a resposta ao desbalanceamento é:
i3 iOt
e = rCOe

Com isso:

I, (—MQ° +iQc,, +k) = meQ*




# Rotor de Jeffcott com amortecimento — Desbalanceamento

N

L/

e A amplitude f;, é complexa e pode ser separada em sua parte real e

imaginaria:
meQ*(k —mQ?) Q* (1-Q*°)
Re(rco): B N2 2. 2 ¢ Aw2 2 (%2
(k—mQ°)*+Q°c,, 1-Q*7)" +44..Q
mggzgcnl’ ZQ *3 é’nr
|m(rco):_ N2 2. 2 T a2 2 (%2
(k—mQ°)*+Q%c,, (1-Q*) +44,.Q
Q*°
e,

=&
JA-Q*2)? 1452 0%

—2Q0*
D= arctan( 1 ”rj

—(O)*?




# Rotor de Jeffcott com amortecimento — Desbalanceamento

N

. 0 [deqg]

45 |
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-1800 1 >
Qﬁ

Resposta ao desbalanceamento de um Rotor de Jeffcott com amortecimento:
amplitude adimensional (| rco/e|) e fase (¢) versus rotacdo adimensional

(Q/Qn)
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DINAMICA DE ROTORES
MODELO COM 4 GRAUS DE LIBERDADE




# Modelo de Quatro Graus de Liberdade (4GL)

N

L/
e Rotor de Jeffcott;

* Inclusao do Efeito Girsocdpico;

* Inclusdo da Inércia translacional (J,) e polar (J,) no modelo.




# Modelo de 4GL: Coordenadas Generalizadas

N

L/
Coordenadas generalizadas

1 0 0

R,=l0 cosg,. sing.
0 —sing,. cosg,.

cosg, 0 -sing,
R,=| O 1 0
sing, 0 cosg,

cosd singd O
R,=|—-sind cos@ O
0 0 1

onde =0t




# Modelo de 4GL: Coordenadas Generalizadas

N

Considera-se que 0s eixos principais,
dados por P123, estao representados por
J,- Assume-se que J, estd no plano &z. O
desbalanceamento estatico esta dado
pela distdancia PC (com moddulo € e
defasagem a). Para considerar um
desbalanceamento dindmico, considera-
se que o J, de desloca angularmente x
de n. Assim, a quarta matriz R, que
permite a transformacao do sistema Cénz
para os eixos principais de inercia, P123,

cosy 0 —siny
R,= 0 1 0

siny 0 cosy

é dada por




# Modelo de 4GL: Coordenadas Generalizadas

N

A velocidade do centro de gravidade P e a velocidade angular expressada a partir

do sistema principal de inercia devem ser calculadas para achar a energia
cinética do corpo rigido.

KX\ fg A

3

Para tal, a posi¢dao do ponto P € dada por: PO=.Y >+R1TRT RF-st
B 2 '3 7

\Z) \O,

ou

X +ecos(0+a)
PO = Y+gsin(6’+a) S

Z +&| g, sin(0+a)—¢,cos(0+a)|

J




# Modelo de 4GL: Energia Cinética

N

L/
e A energia cinética do sistema é dada por:

T=T+T = (% mV. j + (% Q. Q'mj

e Onde:
e V, é o vetor de velocidade no centro de massa do rotor;

! ’ .
e )13 é o vetor de velocidade angular;
e / € a matriz de inércia, dada por:

J 0 0
[J]=|0 J, 0
0 0 J, |




# Modelo de 4GL: Energia Cinética

N

%
Como a velocidade de PO é dada por

( X —eQsin(6+a) \
V= Y +£Qcos(0+a) >
7 +g[(§2¢x. ~ 8, )cos(0+a)+(Qg, -4, )sin(<9+a)}

Assim, a energia cinética de translacao é dada por:

T :%m{X2+Y'2+Z'2+32Q2+25Q[—X sin(Qt+a)+Y COS(Q’[+0{)}}

t



# Modelo de 4GL: Energia Cinética

N

%
Para calcular a energia cinética associada com a velocidade angular, primeiro devemos

escrever o vetor velocidade angular:

( "¢5X'\ rO\ rO\

Q,.=R,|R|R,{0} +4¢fy> +<0¢

0| ... 0] .| |6
B L JXYZ - xye - Jenz |

ou
$,. COSO+4,sin0— y Q

Q=+ —¢, . sin0+ ¢, cosH >

b, | xcosO+4, |+4,xsin6+Q




# Modelo de 4GL: Energia Cinética

N
\J

Assim, a energia cinética associada com a velocidade angular sera

T, =%{Jt (6% + 8, + 27 Q)+ 35 (97 + 20, 4, )+ 204 (3, = 3,)[ 8, cOs O+ g sin6 |}



# Modelo de 4GL: Energia Potencial

N

L/

e A energia potencial do sistema é dada por:

T T
gL X 4 X] 1[Y + Y
= — _|_ i
Xz yz
2 ¢y ¢y 2 ¢X' ¢X'
e Onde:
* K,, e K,, sdo obtidos por analise de tensdes ou por MEF e sdo representados por

_ K11 K12 K = K11 _K12

I<XZ z
K, K, K, Ky

. ¢ representa o deslocamento angular
e X e Y representam os deslocamentos nas respectivas dire¢oes;




# Modelo de 4GL: Equacdo de Movimento

N

L/

e Aplicando a Equacao de Lagrange nas Energias Potencial e Cinética, chega-se
as seguintes equacdes para um rotor de 4GL nao amortecido:

mX + K, X + K4, =meQ? cos(Qt)

mY + K.Y + K¢ . =meQ?sin(Qt)

J b, +3,90, - K.Y +Kpup  =—yQ(J, -, )sin(Qt)
J b, —3,Q0, +K,X + Ky, = y O (I, -, )cos(Qt)

e Onde y é o erro angular entre os eixos de corpo rigido e de rotacao, e € é a
excentricidade entre os centro geométrico e de massa;




# Modelo de 4GL: Equacdo de Movimento

N

o O o 3

L/

Simplificadamente:

[MN{d}+[G(@) {a}+[K]{at={f}
Adicionando amortecimento via funcao de Rayleigh, tem-se:
[M){d}+[C+G(Q) [{a}+[K]{a} ={f}

nao é considerado o amortecimento rotacional.

Matricialmente:
0 0 0](X) o o 0 07(X) K, K, 0 0 [x] [ mecos(Qt+a)
o 00 <¢.X'>+QO 00 <¢X'>+ o Ky O ° 4¢x'>—QZ<X(Jt_Jp)COS(Qt)>
0 m 0]]Y 0 0 0 0 |]Y 0 K, -K,l|lY/[ mesin (Qt +a)
0 0 J 4] |03, 0 0]l4) 0 0 K, Ky]|g] —x(3,- 3, )sin(t)]
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# Modelo Linear Simples

N

AN

|

+ IR

e Matricialmente:
m O |[X ! c, O |[x 5 K,
0 mj|y Q-G 1y 0

e Emgeralc,,/cC,,sdo#0,assim comoKk,, /

mX+c X +K x = F, cos(at)
my+c,y+k,y=F,sin(at)

o el

K -




# Modelo Linear Simples

& = rotor spin velocity

¥
Z
£

e Figura Jeffcott com disco central




# Modelo simples com rigidez nos mancais

/\ [8DOFs:
;j‘_xl —=l Qy xi:ylaj‘:z:y?:gx:gy:x}:y}

Radial | 7 Y

Bearing Y} 7 3 Lo

No. 1 i\/ P /I:l'_l
Static
Eqﬂilibrimg/i
Line

4 L

/|\ )

/
v
:
i

=
\ k o

e Equacao de Lagrange

a i -0 =Q., comi=1angraus de liberdade
dtl oq, ) oq



# Energia Potencial

2LM2+M2
U= [t Trg
2El

e Onde: M, =EIX’
M, = Ely”

e E € o médulo de Young (Elasticidade) e | € o momento de inércia de 22 ordem.



# Energia Potencial — Calculo de x" e y”

X
{a) y-z Plane Deflections 7 (b) x-z Plane Deflections

/ 0.
my [ \{yT |
y 5 ” s my

3 X 2

0, cly / y __ X3

o ﬁ ml.T}"] . ! .]"2 . y3 - Oex xl 2 xz I

0 I ) = z
» ] y/ey
Slope

o — — _ ‘ = SS
y” Curvature |

0 - <\ Z

Comz=0=2>L

e Condicoes de contorno

0)=x,=c

L)=x, =al®+bL +x,

X'(L)=6, =3aL’ +b
0,=0,<<l=tanf =06 ;tanb, =0,

X=az’+bz+c

x

x'=3az° +b XE
X" = 6az



# Energia Potencial — Calculo de x" e y”

-

x”:%( — X, +0 L)
e Assim,para Z=0—>1L < Ié

V' =5 -Y,-0,L)
Comz=L=2>2L
X=a(2L—Z)3+b(2L—Z)+C e Condicoes de contorno
x'=-3a(2L-z) —b x(2L)=x=c
X”ZGa(ZL—Z) X(L) +bL+X3

X'(L)= @y =—3al’ b



# Energia Potencial — Calculo de x" e y”

"

3
X :—3
e Para z=L —>2L | Ié

V' = (y,~y, - 6,L)2L~2)

S

(x,—x,—6,Lf2L-2)

—

e Assim,
L 2L
U _ %J‘[XWZ + y”zhz 4 J‘[XHZ + yrr2]dz
0 L

3El
U= o (xf +2X; + X3 — 2X X, — 2%, X3 —2X%,0, L —2%;6, L + 267 ° +

Y2 +2y2 + Y2 —2Y,y, = 2%,%, —2y,0,L —2y.0, L + 26212



# Energia Cinética

e (Calculo da Energia Cinética (T) de m;, m, e do disco em seu centro de
massa (G = 0)
1 2 | 2 2 | 2 2 2 2 | 2
T = E[ml(x1 + Y )+ mz(x2 +Y, )+ - (HX +0, )+ mg(x3 + Vs )]

1
e Onde: IT=—m2R2 IPZEmzRZ

e As forcas generalizadas devido aos mancais:

£ =—kx—kMy —cx—clly
£ =—kDx—kDy —clix —cly

comn =1 a2 mancais.



# Energia Cinética — Efeito Giroscopico

e Sabe-se que:
ﬁ M A variacao na quantidade de movimento angular é igual a

soma dos momentos provocados pelas forcas externas

e Sendo 2o

H=1.01+1.6, ]+1,0k
0 momento angular com w constante.

e Para considerar a precessao do eixo do disco, considera-se a velocidade
angular

Q=0,1+0, ]



# Energia Cinética — Efeito Giroscopico

e Considerando uma porcao de H diferenciando éx e éy e outra por¢ao

diferenciando o vetor base (T, 17, IZ), a variacao de H é dada por:

H;:HQ—i—ﬁxlq

e Como

e Ja gue w constante, e
QxH=1,060,1 -1 00, )
e Assim,

M, = |Téx+|Pwéy o Mx—lpa)éy = Héx
M, =1:0, 1,00, M, + 1,00, = 1.6,



# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e A energia cinética do centro de massa do disco devido a rotacao é

rot

1
T :E(Ixxa)xz+lyya)§+lzza)f)

e Por outro lado, esta expressao nao pode ser usada na Equacao de
Lagrange devido a que W,, W, e W, ndo sdo diferenciaveis em relagao ao
tempo em nenhuma das trés coordenadas angulares que poderiam
especificar a posicao angular do eixo.

e FEsta orientagdo é dada pelos dngulos de Euler.

e Hipoteses:

L =1, =1 i, j,k = termos fixos ao disco (rotacionando)

K=
0, =06, <<1 I,J, K = termos inerciais ndo rotacionais (fixo)



# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e Angulos de Euler:

-

i, ],k alinhados com I, J,K
= rotacionar o disco em 6, (i.e. Tk sobre j = J)
=T jk->T' k' (j'=]=17)

= rotacionar o disco em 6’X sobreo eixo x (i.e. j'k’sobrei’)

-_>_> _>

K T[Tk (T =1)

— rotacionar o disco em ¢ (i.e.i” j" sobre k”)
J”k”él Jk (k”: )



# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e Definindo o vetor de velocidade angular como
Dy 0 =9y J+0,i"+wk
e w=4¢
1"l |1 0 0

i
L 3]"+=|0 cos@, sing,
k"| |0 —sing, cosé,

4 L y, . J —

i'] [coso, 0 -sing,
b= 0 1 0 |
k sing, 0 cosé,

i| [cosg sing O]fi
Jjr=|-sing cosg OKj"t
k 0 0 1|k




# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e Qu seja:

I
g [R¢ ][Rex ][Rey} J
— m |K

N | i ™
-

e Como [R] é ortogonal 2 [R]* = [R]"

N (=

I
<j>:[R]T<
K

N =



# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e Assim, obtém-se

J =(singcos, )i +(cos¢sin@, )j —sin O k

i’=cosgi—sing j

 Assim, substituindo em @,

@ = (9y singcosd, +0, cos¢)T+(9y COS ¢ COS 0, —éxsin¢)T+(— 0, sin 6, +co)l2

1 1

_ 2 2 2
Trot —E IT(a)X +a)y)+§ Ipa)z



# Energia Cinética (Forma alternativa) — Método Lagrangeano

e Considerando

cosd, =1  6,=6, sin’g, <<sino,

T = % [IT (a)f + o, )+ l, (a)2 — 20,0, )]

e Considerando a translacao

T

disco

— Teg + Trot

Tdisco = % [ml(xl2 + y12)+ mZ(XZZ + y22)+ IT (QXZ +9§ )+

+1, (coz — 2a)t9yé’x)+ M, (Xé? +Ys )]



# Equacao de Movimento (forma matricial)

Substituindo as equacoes U, T, as forcas generalizadas, e, incluindo estas

ultimas equacoes, obtém-se:

m, %, ¢ e¥ 0 0 0 0 0 0 (%
m, ¥, ¢ cl 0 0 0 0 0 0 ||y,
m, X, 0 0 0 0 0 0 0 0 ||
m,J,| | O 0 0 0 0 0 0 AN
1.6, 0 0 0 0 0 Lo 0 0 (|6,
1,0, 0 0 0 0 -l O 0 0 |6,
m,X, 0 0 0 0 0 0 2 |lx
m, ¥, 0 0 0 0 0 s S oL S L
1+kY kY -1 0 0 L 0 0 |
kW 14kl 0 -1 -L 0 0 0
-1 0 2 0 0 0 -1 0
3El 0 -1 0 2 0 0 0 -1
L 0 ~L 0 0 217 0 0 L
L 0 0 0 0 212 —L 0
0 0 -1 0 0 -L  1+k® kY
0 0 0 -1 L 0 k' 14k




# Equacao de Movimento (forma matricial)

Considerando desbalanceamento estatico e dinamico, como mostrado
na figura abaixo

o s L o

o - % 1 — O
= el -3
y /- P 0
Mm.r, COS ot

m. I, sin ot
m, 1y 1cos(wt +¢) >
Mgy Isin (ot + ¢)

0
0

[M){d}+[C+6 (@) [{a} +[K]{a} =




