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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES
A) SINAIS DETERMINISTICOS

CLASSIFICACAO DE SINAIS




# Classificacdo de Sinais

Excitacdo /
Resposta

NAO

Deterministica . .
Deterministica

NAO

Periodica NAO Peridédica Estacionaria o
Estacionaria

NAO Transitéria
(quase Ergddica NAO Ergddica
periddica)

NAO Harménica Transitoria

) (volts)

x(1) (volts)




# Sinais Deterministicas e Aleatdrias

Ai

Sinal Deterministico
8§ Um fenémeno ou uma funcdo que
Ampitude o o represente se diz que é
A B deterministico quando suas
Time caracteristicas sao previsiveis.
Fve-:uen:r

E  Vibration

f (t) = Acos(Qt+ ¢
I | |
!

conhecidos

Previsivel paraV t




# Sinais Deterministicas e Aleatdrias

Sinal Aleatorio

Se uma estrutura ndo é
especificamente conhecida, sera,
de um ponto de vista dinamico,
imprevisivel, aleatdria ou nao

deterministica.

Excitacao

ALEATORIA .
DETERMINISTICA DETERMINISTICO

Sistema nao Resposta

ALEATORIA

e Para este tipo de estrutura qualquer que seja a entrada, a saida sera aleatéria
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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

A) SINAIS DETERMINISTICOS




# Estrutura ou Sistemas Deterministicos

N

L/

Exemplo: consideremos um disco montado sobre um eixo rigido e apoiado sobre
dois mancais rigidos. Consideremos ainda, como sempre ocorre, que exista uma
excentricidade e entre o centro de massa e o centro geométrico do disco.

A
Stator —




# Estrutura ou Sistemas Deterministicos

N

Hipotese 1: ndo existe atrito nos mancais;

to sempre conhecido;
* (G na posicao inferior, sobre o plano z = 0;

* Emtodo momentoa aceleracao e a velocidade de rotacdao se conhece o
tempo t, para o qual o rotor alcanga sua rotagao constante ();

* A forga centrifuga, devida a excentricidade, sera
f (t) =m Q%ecos(Qt + @)

f, (t) = mQ%sin(Qt + ¢)




# Estrutura ou Sistemas Deterministicos

Hipotese 2: existe atrito nos mancais;

N

L/

* Ao deixar de rodar o disco nao parara sempre na mesma posi¢ao, tornando ¢
imprevisivel, uma variavel aleatdria. Nao se pode antecipadamente afirmar

quais serao os valores das forcas em um instante t.

* Ouseja, t, f(t) e f,(t) se tornam varidveis aleatdrias;

* Para cada ensaio podemos 0l 7 N\ S \ f"“’i fezzj;armvel /./ .
determinar f,.(t) e f,,(t) e por 06} / / \‘\ \ : o
tanto achar ¢ (cada ensaio é naf 7\ ‘\\ \ | /o
uma realizacao); 0.2¢ / \ y \ /_/

o \ ' ny / x J

* As possiveis fungdes £, (t) e 0.2p § ‘\ . v
fyy (t) formam uma “populagdo”, o 74 % & \§/ J 74
onde cada elemento desta e 3 e z::/f \ ' /\ J £ 1
populacdo é uma amostra. ‘0'8[ — ~ gl LR / /

-1 Sy /I’L <
@ 2 l, = 6 ! 8 10
— R



# Func®es Harmonicas

el

Acceleration, a

-

-“-T;- a = A sin mt

" - A

Time

Velocity, v v=_| adt= % cos ot

- o B _A

Time () 2rf

Displacement, d 4 d= |J-a dt dt = - ? sin ot

> T A

Time T = AR e




# Func®es Harmonicas

N

L/

E um dos modelos de excitacdo e resposta mais importantes dos sistemas fisicos

Modelos equivalentes

f (t) = AcosQt + B(Q)sin(€t)

f (t) = P(Q) cos(Qt + p(Q))

f (t) = P(Q)sin(Qt + ()

Os parametros A(Q2),B(€2),P(2),p(2) e w(£2) sio constantesemte Q>0 :




# Func®es Harmonicas

N

L/

Onde

ou

AQ) = P(Q) cosg(Q) B(Q) = —P(Q) senp(Q)

A(Q) = P(Q) cosep(Q) B(Q) = —P(Q)seng(Q)

A amplitude

A fa

P(Q) = { A%(Q) + B%(Q)

se

tanp(QQ) =tany (Q) =-1




# Func®es Harmonicas — Propriedades

N

ePeriodica

ePortanto a frequéncia é dada por:

=22 027

27

eRelacao de unidades:

njrpm 7
f =[Hz] = [6% ];Q=%

=[5




# Modelo de Exponenciais Complexas

N

f(t) = F(Q)e™+ F *(Q)e ™

-

r
1

A ——————
—— -

- S

. Pelo Teorema de Euler x,

-

~
~

7

< -

~ -
S~a —_

N e
e'® — cosQt +isin Ot e — cos Ot —isin Ot
Qift 4 -ict ot —iot
cos Ot = sin Ot — &
2 21




# Modelo de Exponenciais Complexas

N

Das equacoOes anteriores, é possivel achar a amplitude complexa do sinal

[A(2) —1B(Q)]

F(Q) = .

Cujo modulo esta relacionado com amplitude do sinal

JN@D:W@D:P@D
2 2

| F(Q)|=
Para achar a fase da amplitude complexa

F(Q) = F(Q) e




# Modelo de Exponenciais Complexas

N

L/

Substituindo na equacao de exponenciais complexas
f (t)=|F (Q)(ei (avee(@) emtwpm] 2| F(Q)cos(Qt+ 0, (Q)

f(t)=P(Q)cos(Qt+¢(Q))

Comparando as equacdes

PE (Q) = (0(9)




# Extensdo dominio frequéncia

N
\J

> E ébvio que QQ, como grandeza fisica é >0.

» Matematicamente, é possivel introduzir a varidvel 2 < 0.

Considerando que:

AQ)éumatuncioparde® = AG)=A-9)
BO)&umafuncacimparde® = B(Q)=-B(-9)

Assumimos que B (0) =0, para Q2 < 0, tem-se:

f(t)= A(-Q) cos(— Qt)+ B(— Q) sen(— Qt) = A(Q2) cos(Qt )+ B(Q2) sen(xt)




# Extensdo dominio frequéncia

N

L/

| F(Q)H F (<)

Assim, | F(€2)| é uma funcdo par.

Outras consideracoes

B(Q)

B(—Q

B(Q)

Uma vez que P € uma funcao par por definicao e B é
impar.

—P sen(p(Q))
=P sen(p(-Q))
P sen(¢p(—Q))

v




# Extensdo dominio frequéncia

N

L/

Assim, chega-se a conclusao que

(D(Q)z — (— Q) —> ¢ () é uma fungdo impar de Q

FQ)=|F(Q)e'*'? => |F(Q)é par
¢ (Q) & impar

Assim, a funcao harmodnica pode ser expressa por:

f()=F(Q)e'™ +F (-Q)™ com v Q

f(t)=F(Q)e' + F (—Q)e '™

Q=0




# Extensdo dominio frequéncia

N

L/

eDefinindo:

Representacdao de uma harmonica pura
somada a uma funcao (dc) constante

f ()= kjp (@)t

A resultante da soma de n funcdes
harmonicas

1>
@

>
o




# Modelo de Exponenciais Complexas

N

L/

Representando graficamente F (L), com ¢ (L) de (—m, +m)

F(Q) possui toda informacgao do sinal:

AMPLITUDE — FASE — FREQUENCIA

JIm
F(Q)
g 1
P —2B@
\e ()

” Real

1AQ
5()




# Espectro

N

e Modelo matematico preferivel utilizado em analise de vibracdes;
e Concentra a informacdo = Magnitude + Frequéncia;

e Obtido via, para o caso de funcdes harmonicas, modelo de exponenciais
complexas . E(Q) :| F(Q) |

ANVANVANYAN
[VELVERVAR :

f1 )
\\I f ‘\ f\ /\’w [\ \ /ﬂ\ f x! IA\ f[\k r/\ =
VVVVVTVVYT .

A A

f\\/\ | f[\ ! iﬂ\/ m‘\, |
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|

W .




# Exemplos de Modelos de 1GL

N
\J




# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL)

L

fit) L

m _T X(t)

k

L J®

Frrrrrrrrri

Modelo equivalente de 1GL

l £(®)

m

N

kx(t) cx(t)

Diagrama de Corpo Livre

mi(t)+ cx(t)+ kx(t) = f ()

e Sendo f(t) uma excitacdo harmonica, pode-se reescrever :

f(t)= F(Qe™

X(t)= X (Q)e"
x(t)=iQX (Q)e*
X(t)=Q*X (Q)e'




# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL)

N

L/

e Substituindo-as na equagao de movimento:

- o’m+iac+k X (Q)=F(Q)

X(©Q)=F(Q) ()]  mm—)

X(Q) 1
()] = F(Q) T _O’m+iQc+k

Deslocamento

[ FRF — Receptancia ]




# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL)

N
N

e Definindo:

V(Q)=iox(Q)  AQ)=0°X(Q)

[y (Q)]= \ég = _sziﬁgc T [ FRF — Mobilidade ]

[S(Q)] = F(Q) — —O2miOe + k [ FRF — Inertancia ]




# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL)

e Existem também funcdes caracteristicas do sistema obtidas através das relacoes
inversas, para um modelo de um grau de liberdade, da receptancia, mobilidade e
eniertancia:

Rigidez dinamica

N
©
—
]

1
AT

N—"

v

Impedancia mecanica

N
—_
®,
=
I

M
~—~~

®,
~—I"—

<
—_~
®,
=
I
an
—_~
®
~—

Mass dinamica




# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — Diagrama de Bode

N

J
e Graficamente
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — Diagrama de Bode

N

J
e Graficamente
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade — Diagrama de Bode (dB)
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — Diagrama de Nyquist

N

J
e Graficamente
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — Diagrama de Nyquist

N

J
e Graficamente
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — Diagrama de Nyquist

N

J
e Graficamente
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# Sistemas de 1 Grau de Liberdade (1GL) — FRF

\V

Representacao em 3D de uma FRF

Frequency(Hz)



# |nstabilidade (vibrac3o livre)

e Pequenas perturbacbes = Grandes deslocamentos;

Amplificacdo crescente da resposta do sistema

e Pode provocar graves danos a uma estrutura ou parte dela;

e Nao ha excitacdo forcada e sem perturbacdes, isto é, f(t)=0;



# |nstabilidade (vibrac3o livre)

e Assim, dada a seguinte equacdao homogénea

mx(t)+ cx(t)+ kx(t)=0
e Considerando a resposta como: X(t): C e

e Substituindo na equacao diferencial, tem-se:

(ms? +cs+k ™ =0

e Para se ter a solucao # da trivial:

m52 + CS + k = Q—— Eq. caracteristica



# |nstabilidade (vibrac3o livre)

e Solucao:

. _—Ci\/C2—4mk__i+ LZ_E
= 2m om- ' {2m/) m

e Tendo a resposta para o par de raizes da eq. anterior, com amortecimento
subcritico (0 < £< 1) :

x(t)=C,e* +C,e*



# |nstabilidade (vibrac3o livre)

e Esabendo que

G =280, %=Qﬁ Q, =0 J1-&

e Tem-se

S1,2 T _5 Qn T Qd

e Com isto temos a seguinte resposta do sistema:

/ - -
X(t) = CleIth +C, e_Ith) Resposta
N : vibratoria
x(t)=e"" " (AcosQ,t + BsinQt)
l .
Decremento Exponencial C -C. = A-1B
=C, =



# |nstabilidade (vibrac3o livre)

N

S,=0xIv

e Ainstabilidade é dada pelo sinal da parte real (0) da raiz s. Se a mesma for positiva,

o sistema é instavel, e vice-versa:

s
- "1_,""#

Instavel

S
‘“-"""1.

Estavel




# Ressonancia (vibracdo forcada)

N

L/

e Aparece em sistemas sujeitos a excitacdo externa f(t);

e QOcorre quando uma forg¢a de excitagao f(t) possui uma frequéncia igual a
frequéncia natural:

X(t) =X, (t)+ X, (t)

X(t)

—— =

x(t) .'r'.1 J
< / !
Y

| =
‘ |,. t_., »{/\\
]
k = ¢ |

L
VAR \J v \
\
! i
SIS

Sistema amortecido

——

Sistema nao amortecido
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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

B) SERIE, ESPECTRO E TRANSFORMADA DE FOURIER




# Série de Fourier

e Seja f(t) uma fungdo periddica com periodo Q,=27T

e Fourier afirmou que uma funcao periddica pode ser representada por uma
série de funcdes harmonicas:

f(t)= iF(Qj)eiQ"t, Q,=j0, j=0xL+2,...

j=—00

* Para conhecer o valor de F(£;), multiplicamos a ambos lados da equagdo
por 1t e integramos em um periodo T.

[ (e dt=] ZOO: Fo, ot

j=—o0



# Série de Fourier

e Como: i
(. T,se ]=n
e Q“)‘dt:{ J
T 0,se J#n
e Onde:
Q =nQ, n=0zx1%2,...
Q, =27,
e Assim:



# Série de Fourier

* Devemos ter cuidado com F(Q), este sera nulo para Q # € = jQ) ;

e Se(2,=0

conhecido como valor médio de f(t).

NOTA:

Salvo para algumas funcgdes simples o calculo dos coeficientes da Série de Fourier
é complicado se tentarmos realizar uma integracao direta;

Na prdtica, geralmente nao se tem f(t) em forma analitica. O que se obtém ou se

dispde sdo alguns valores de f(t) através de medicdes em campo —> se deve
realizar uma integracao numeérica.



# Série de Fourier

e Asérie de Fourier nos diz que a energia de um sinal periddico é transportada
em determinadas frequéncias.

e Essas freqliéncias sao: a fundamental e os multiplos inteiros da fundamental
IIQ ”
1 .

e Asfrequéncias multiplas de €2, sdo conhecidas como harmonicas.



# Espectro de Fourier

Por definicao, o espectro de um sinal é dado por

E(Q)=|F(©)
como F(Q) é hermitiana = E(Q) é simétrico

e O espectro de Fourier é discreto ja que: Qj = le, ]=0,£1,%2,...

© Q=T e Q20 =0, —E(Q)=0

e E comum unir o ponto E(€);) ao eixo das freqiiéncias €2 dando origem as LINHAS
ESPECTRAIS.



# Espectro de Fourier

Espectro de um sinal periodico

E(Q)
FC-Q,) F(Qs)
; '
RO :
v E@) | F@
S | A
-Qd -E_IJE -EIEE -E'Igl 0 EI11 EIJE gllg Ql,q



# Espectro de Fourier

Nota:

Um grafico de espectro de Fourier mostra em que frequéncia o sinal carrega
energia. Se o sinal é uma onda sonora, o espectro indicara em que frequéncias
(harmonicos) o som é mais forte.

A maioria das funcdes periddicas de interesse em vibracdes podem ser
representadas através da Série de Fourier, tanto para funcdes continuas quanto p/
funcdes continuas por partes.

Toda funcao que cumpre com as condi¢cdes de Dirichlet possui representacao por
série de Fourier. Nas descontinuidades, a serie infinita converge em media para os
valores de x(t).



# Espectro de Fourier — Exemplo

N

L/

m T,

f(t)=1

Se

Se

* Seja f(t) dada pela figura abaixo (de periodo T)

<o)
'
9 <|t|<Ts

)

1
i

|
|

i
!

HIIIIIIIIIIIII

[

Mﬁllllllllllllll
k3 |
H




# Espectro de Fourier — Exemplo

e Os coeficientes de Fourier (amplitudes complexas harmonicas)

1 T/ Loyt A e—int
F(Q) =TI e M- 2 o
2 A sinQJ 02
() T Q.
j
Q. i
como: T:@, Ql:__J_)T:J_ZTc
1 J Q;

B
-T %



# Espectro de Fourier — Exemplo

e Pode-se provar que:

F(©

iz
sin
):2 j;z/n = como f(t) é par, F(Q)é real
m

o5

e Os coeficientes ficam definidos por:

F(O):%; j=0 F(Qj):isin(j”j j#0



# Espectro de Fourier — Exemplo

e As figuras abaixo mostram o espectro de Fourier para os valores de m=2 e m=10,
como:

E{€2)
T, =cte ¢ % @
T = variavel

A

'

: A

| A T in

: 2n |

27T Q 3 Q Q
_ 1 (2, 3
me), = — .
TO (€2)
A B ]
10 ""‘"--..,____
o,
™
— ~
T = mTO .
“\
\ -
o
\\ H"
\v/




#® Transformada de Fourier

e No exemplo anterior vimos que a medida que m T E(Q2) 3

e Também vimos que o numero de linhas espectrais entre Q=0 e Q=2n/T aumenta
proporcionalmente a T e as distancias entre estas (2n/T) sdo reduzidas a zero.

e Se tomarmos o produto:

FlQ)T =ij f(t) e ™dt

podera ser finito quando T— o, isto é, o espectro podera nao desaparecer qguando
T— o



#® Transformada de Fourier

e Isto é, se T—> oo, Q,=2711/T, tende a zero. Chamando jQ2,= Q, ja que ] — oo:

'Il'l—r>];]o F(ng) T=F (Q) = jj: f (t) e—iQtdt TRAN?;OURRI\I/IE?RDA DE

e Partindo da Série de Fourier é possivel definir a Transformada Inversa de Fourier

f(t): Z F(le) eijQﬂ :% iF(JQ]_)T eijQﬂ
j=—00 j=—00
1 - - I jOut
= Z F(jQ,)Te™qQ,
j=—o0

Pois: T = 2%1



#® Transformada de Fourier

e Fazendo Q1=AQ: 1 & 5
f(t)=— > F(j,)T e ™AQ
27T j=—o0
e Tomando: T“_rIJO — f — _I IQtdQ
j Ql —> 0 TRANSFORMADA

INVERSA DE FOURIER

e Se esta integral existe, se diz que F(Q2) é a Transformada de Fourier de f(t) e
conhecendo esta, f(t) pode ser recuperado.

e Este par de equacdes é denominado de Par de Fourier.

F(©Q)=3(f (1) f(t)=3"(F(Q)



# Existéncia da Transformada de Fourier

Existéncia de F(Q)):

A existéncia de F(Q)) é garantida se:
f ()] dt < oo

e Portanto, a funcdo f(t) é absolutamente convergente.
e As funcoOes periodicas nao sao absolutamente convergentes;

e Portanto, ndo sao “Fourier Transformaveis”.



# Transformada de Fourier — Exemplo 1

o i Tog
A T% —iot A _T%
F(Q)=— e dt=
( ) 27 977% 27 —iQ
PTu(t)

— igual area - AT
7
| . : T

_Tu"lrz | TI;’Z t

* A fungdo anterior (fungdo portdao) tem conteddo harménico nulo em 27 /T, ndo
conduz energia;



# Transformada de Fourier — Exemplo 2

N

(T
27; QT/

E (£2)

AT,
2n

O maior conteddo de harmonicos se encontra
no primeiro ldbulo.

2n/T, 4n/T,



# Transformada de Fourier — Exemplo 2

e Se o impulso se mantém constante, enquanto T,—0 (A— ) entdo no limite
tende a:

f(t)= AT o(t)

sendo o (t) a “Funcao Impulso Unitdria de Dirac”.

st)={z =0 ['st)dt=1 £>0

—&

I(t)
A funcao o (t) é representa na figura ao lado:
AT, fi(t)

ATO5('[) — ¢ um impulso de intensidade AT,

O (t) = é um impulso unitario




# Transformada de Fourier — Exemplo 2

N

%

- Por outro lado, se T_—0 (x=0):

Obs: obviamente os pontos 2771- : 4% ,»*+ tendem para infinito quando T,—0
0 0

Sin X

aplicando o teorema de L'Hépital |iIT0] —=1
x>0 X
3(f () = 2o F(Q)| = E©)
27
| » 1
por conseguinte; \5(5(1: )) - AT,
27 I




# Transformada de Fourier — Exemplo 2

e A fungao impulso tem conteudo harménico uniforme em toda a faixa de frequéncia

-00, +00,

e Também vimos que a medida que T_.—0, o conteddo harmoénico de f(t) cresce nas

altas frequéncias

Observacoes:

, : 2/ 5 oo
e Este fato é fundamental nos “testes” de impacto. TO
* Todas as frequéncias sao excitadas com a mesma amplitude, o sistema responde

mostrando suas caracteristicas dindmicas, se mostra como ele é.



# Propriedades da Transformada de Fourier

Linearidade:

R(©Q)=3(f,t) e FR(Q)=3(f,)

com a,, a, constantes reais.

Se

Sat0atl)--] Rbl)ratile
aj f,(tle 'Qtdt+—j f,(tle dt

a3 (50)+2,3(1)
F

f
-3, F(Q)+a,F,(Q)



# Propriedades da Transformada de Fourier

Escala no tempo

* F)=3(1(0)= (ta)- S S

ll\a

e Esta propriedade diz que ampliando - (reduzindo) a escala de tempo se reduz
(amplia) a frequéncia.

Consequéncia:

* Propriedade de escala na frequéncia.

F(Q)=3(f ()= 3 (F(aq)) = f(lj

a \a



# Propriedades da Transformada de Fourier

Teorema de Deslocamento no Tempo e na Frequéncia:

F(Q)Z S(f (t)):> 3 (f (t —to)): F (Q)e—iQto
e Teorema de Deslocamento na Frequéncia:
3(f)e™)=F@-0,)
e Conseqguéncia:

3(f (t)cosQot):%F(Q—Qo)+ % F(Q+Q,)



# Transformada de Fourier

Exemplo: consideremos, novamente, a funcao portao:

(A para \t\<T%
0 para \t\>T%

* Afungdo Pr (t)COSQCt representa uma parte truncada da funcdo cosseno ou

Pr. (t):<

um impulso modulado.

e Considerando a transformada da funcao portao tem-se:

AT, S'”[Q ¢ T/} AT, S'”[Q”) T/}

(05— T T




# Transformada de Fourier

FQ) = Fo_ (1)

0, 0 Q, Q
F(Q) = F(p,(t) cos Q1)
F(Q+0)/2 F(Q-0,)72
! |
Q. -Q, Q Q.+ 0 Q-9 O .19,

. T/
_ 0
Obs: no exemplo anterior poderiamos ter utilizado, ¢ 12 2 neste caso,

deve utilizar a transformada na frequéncia apropriada.



# Transformada de Fourier

N

J . . . . V4 .
Exemplo: na pratica quando adquirimos um sinal o que se faz é colocar janelas para
limitar o tempo de medicdao (existem varios tipos de janelas, sendo a mais comum a
janela “retangular” ou “portao”).

PTo (t) cos glct
-T,/2 T,?2

F(&)




# Transformada de Fourier

Pro(t) cos Lt F(Q)
-T2 AT,

I\ / \ ______ /\E \ o
______ BVARVEREES =2 S

Q.21 /T, Q+2mT

e Na pratica todas as fung¢des sao medidas durante um intervalo de tempo finito;

e A funcdo portao se comporta como uma janela, tomando apenas uma parte da
fung¢do harmdnica, durante T, segundos;

e Esta parte da funcdao cosseno, nao € exatamente uma fungao cosseno como
definida matematicamente ndo é periddica de -o0 a +o0

e Seu espectro contém mais harmonico que “Q)” — quanto menor € T_ maior sera o
conteudo de harmonico de medicao”.

e Se T —o0 0 conteudo de harmonico se restringe a €2..



# Transformada de Fourier

Propriedade de Simetria:

- F(Q)=3(f(t)=

demonstracao:

()= F@e%da f(-t)=[ F(Q)e™dQ

e Fazendo uma troca de variaveis, trocando Q2 por t e % por 27t tem-se:

f-Q) _ % [TF@) e ™ dt = 3(F(t))



# Transformada de Fourier

N

L/

Nota: conhecendo a transformada de f(t), consequentemente conhecendo f (t) —>
podemos encontrar a transformada de F(t).

f(t) F()
i I L. P
t N NS O
f(t) F(L)
~ ~ i
L4 Nt %)




# Transformada de Fourier

Funcao Impulso de Dirac:

e Seja ¢ (t), uma fungdo continua de t.

e A funcao impulso unitario de Dirac sera definida como uma funcao simbdlica

pela relacao:

[790)5-t,) dt =gt

—00

onde: ¢ (t) € a fungao de prova.



# Transformada de Fourier

N

o(t-t,) Desta forma & (t), pode ser tratado como

uma funcao qualquer sempre que nao se
pergunte o valor dela para t=t. Sua
representacao é:

i=t, i

Algumas Propriedades Importantes:

[o®)glt+t,)dt=9(t,)

Conclui-se que o (t) “amostra” a funcao no valor que o argumento de 0 se anula.



# Transformada de Fourier

N

L/

Transformada da funcao impulso: — _j
por definicdo do Delta de
Dirac:
I 1
Jolt))=— =—
\S( ( )) 27T ° = 27
3(5(t) = Zi VQ € (=00 o0)
T
THLQ e (“ooto0)) = 21 8(1)
conclusio: FL(S5(Q)) = +L—o0 <t <400

S(l,—oo <t< +oo) =0 (Q)

t)e IQtdt




# Transformada de Fourier

N

L/
|dentidade:

1 +00 i
5(1:) = % J-_OO e QtdQ

demonstracdo:

consequéncia —>

ja que: o(t) é par

275 (t)

S_l

+00

F@)=10en!)= Il.eimdt

1 gt
“2nl

cosQt dQ

—00




# Transformada de Fourier

N

L/

Transformada de

o0t

3™ )=5(Q-0,)

- demonstrar usando o teorema

3t )e)=F

considerando a funcao f (t) =

FlQ-0,)




# Transformada de Fourier

N

J
Transformada de cosseno e seno:

- A existéncia de uma Transformada de Fourier exige que a funcao seja

absolutamente integravel;

- A funcao o(t) ndo é realmente uma funcao e sim uma distribuicao.

1 +o0
Em termos de fungio; —— | €dQ
277 o=

nao existe, ndo converge, entretanto é igual a o (t)




# Transformada de Fourier

N

L/

- Veremos como obter a transformada de uma funcao seno e cosseno, que
nao sao absolutamente integravel, através de uma distribuicao.

- Vimos um teorema que diz:

S(f(t)cosQCt):%F(Q—QC)+%F(Q+QC)

onde:




# Transformada de Fourier

N

J
Transformando:

f(t)=1— F(Q)=5(Q)

F.(Q)=F(cosQt)= 1 6(Q-0,)+ 1 5(Q+0,)

IF(Q) ja que cos Qt é par.

Fc(£2)

Ya Y2




# Transformada de Fourier

N

L/

- De forma similar, a transformada do seno é:

F(sin Qct):—iz 5(Q—QC)+12 5(Q+Q,)

gue € uma funcao impar.




# Transformada de Fourier

N

L/

Transformada da Derivada:

Suponhamos que f(t) seja uma funcao derivavel em todo o dominio;
~ [ £ 1 o g —iQt
S )=t ) et

- Integrando por partes;

ut)=e e dv(t)=f(t)dt

- Se f(t) é absolutamente convergente, o primeiro termo é nulo.




# Transformada de Fourier

- De forma geral:




# Transformada de Fourier

N

%
Convolucao de Funcgoes:

- Convolucao de funcdes é um conceito importante em dinamica de sistemas

lineares, como sera visto mais adiante.

- Dados f,(t) e f,(t), a convolugdo de f,(t) com f,(t) € uma terceira fungdo de t

definida por:

f(t)=[" f,(x) f,{t—x) dx




# Transformada de Fourier

N

%
Algumas propriedades importantes:

COMUTACAO:

Propriedade: a convolucao de uma funcao f(t) com o(t) = f(t).




# Transformada de Fourier

N

L/
Teorema da Convolucao no Tempo:

S( f, (t)* f, (t )) =21k (Q)Fz (Q)

- demonstracao:

3(f, () 1, ()= rw“mfl(x)fz(t—x)dx}e_imdt

2T d—0 | J—0

- trocando a ordem de integracao;

1

(O L0)=[" fl(x)[z [t X)e-imdt}dx




# Transformada de Fourier

- se demonstra que;

1 +00 B r
= j_‘;? (t - X dt = F, ()

S(f,()* 5, (1)=] f(x)F(Q)e ™™ dx=27F, (Q)F, (Q)
Teorema da Convolucao na Frequéncia:

I(RQ)*R(Q)= f,{t)f,(t)

I(f.(t)* f,(t)= R(Q)F,(Q)= Ij:Fl(Y)Fz (Q—y)Hy




# Transformada de Discreta de Fourier

N

processador

sinal de =
ntrada WC>| CAD |u>(| S |mr> VIDEO

CAD — converte um sinal analdgico em digital

(em inglés ADC: Analog to Digital Convert);

FFT — Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform)

Obs: (Cooley and TUKEY, 1965)— 2N pontos reduzem os cdlculos de N?
operagdes a N/2 log,N + N/2soma + N/2 log,N resta— se N=1024-—200:1



# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Observacao:

* Na pratica, os sinais de vibracdes e som possuem formas complicadas.

Uma vez mais, nao se conhecem suas expressoes analiticas.

* Geralmente o que se tem é um sinal elétrico analogo a grandeza que se

deseja medir e analisar.

* Nestes casos, o que se faz é “amostrar” o sinal em varios instantes de
tempo e calcular a TDF de Fourier, uma aproximacao da transformada

continua de Fourier (TCF).




# Transformada de Discreta de Fourier

N

Seja f(t) um sinal que se deseja transformar para o dominio da frequéncia:

Transitorio

SINAL
Permanente

e Em ambos os casos existem uma limitacao fundamental: o sinal somente

pode ser medido durante um tempo finito “T_”;

e Tanto no sinal permanente quanto no transitorio (dependendo do

amortecimento) informacdes serao perdidas pela limitacao temporal;

* SupOde-se que: a parte do sinal medido contém as informacdes suficientes

para a analise que se deseja realizar.




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Hipoteses: a parte do sinal medido estara entre [0, T_]. Este ultimo

valor sera tomado como o periodo de uma funcao periddica definida

por:

f,(t)

f(t)="f(t) se te0,T,]
f(t)=0 se te[0,T,]




# Transformada de Discreta de Fourier

N

%
A partir deste periodo basico, se constréi uma funcao periddica:

fr (t+nT)=f(t); O<t<T, n=0,+1,+2, ...

fT n(t}




# Transformada de Discreta de Fourier

N

S R e ok
fTO (t) = Z = ( J T_ﬂ]e A
J=—0 0

FTO[J'Z—”J Lfme o

TO TO 0

_i2n _ i
Q. =] To COM —o0< <+




# Transformada de Discreta de Fourier

N

%
Como vimos, vale a seguinte relacao:

onde: F_(Q) seria TCF de f,(t), simbolicamente;  F, () =4 (f,(t))

Os coeficientes da Série de Fourier da func¢do f, (t) periddico;

(2] T




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Supondo que T, (intervalo de medi¢ao) tenha sido dividido em “N-1"
intervalos, ou seja entre 0 e T, existem “N” pontos de divisdes;

To=NT

periodo basico fi (t)

/ '_TT_/
-~ /"""# £ (4T :

“NT 0T 3T (N-1)T NT 2NT



# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

O resultado desta amostragem, onde:
* T_é o intervalo de medi¢cdo e também o periodo basico;
* T € o intervalo entre as amostras de f_(t);
* Supondo que todos estes intervalos se mantém constantes, o
resultado sera uma sequéncia periddica das amostras da func¢ao f (t).

A sequéncia periddica € uma série periddica com periodo basico f(t).
Esta ultima pode ser representada simbolicamente por:

N-1 N-1

fut)=TY f,(t)st—kT)=>T f,(kT)S{t—kT)




# Transformada de Discreta de Fourier

N

esta € uma funcao ideal de amostragem. Na pratica o que se faz é:

N-1

f (t)=>f, (kT) & (t—KkT)T

k=0

<
5 (t): % 0<t<T
0 para qualquer outro valor

x(1)
x(1) 8; (t-1) T

T o tem amplitude
unitaria e é

adimensional. ————

t-T t T




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Desta forma, f,(t) € uma sequéncia de impulsos do tipo Tf (kT), como
mostrado na seguinte figura;

I (t)
Tf(KT)

P | b TI[(N-1)T]

kT (N-DT t




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Sendo: f,(T) o periodo basico de uma fungao periddica, € possivel
desenvolver esta em Série de Fourier.

= F ( je’NT

J——OO

sendo:

27T 1 ifr
(]—j = j kz(;f(t)5(t kT)e NTdt




# Transformada de Discreta de Fourier

N

Trocando a ordem da somatodria e da integral, fazendo uso
das propriedades do delta de Dirac, a expressao acima pode
ser escrita:

27[

N-1 i 2Rk
FN( j Zf (kT)e N T

ou

A expressao acima é conhecida como transformada discreta
de Fourier, TDF.




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Esta expressao é uma versao discreta de:

2T
F
To[] NT)

Desta forma a expressao anterior pode ser ampliada para:

i ) =

E evidente que a desigualdade acima jamais podera ser uma

.2
igualdade, ja que FN(j N—?_j é um conjunto de amostras de f_(t).




# Transformada de Discreta de Fourier

TRANSFORMADA INVERSA

N

L/

Para que a TDF seja realmente uma transformada, deve ser possivel definir

sua inversa.

Assi h do F j2—7Z
sSim, connecenao N NT

tem que ser possivel recuperar as amostras f_(kT) de f (t).

Esta transformada existe e vale:

N1 . 272' i27zjy
f.inT)=> K| J— \
(nT) ,Z: NUTNT




# Transformada de Discreta de Fourier

N

L/

Para demonstrar isto, partimos da TDF e substituimos f (nT) pela

definicao da TIDF — chega-se a igualdade:

.27 1 . 2T . 2T
FliZ= |==NF,| == |=F. | ==
N(JNTJ N N(JNTj N(JNTJ

N =1 iZTC(I’—j)
ja que: Z e N
k=0
N se r=]

0 se r=|]




# Transformada de Discreta de Fourier

TEOREMA da PERIDICIDADE de TDF

N

L/

Os coeficientes: FN(j N—:j formam uma série periédica de periodo 27/T,

sendo T é o intervalo de amostras.

Demonstracao: ) , ,
basta provar que => FN(J' . ﬂj:FN(j_ﬂj

(PN

com “n” numero inteiro:

.27 27T .27 27T ) 27T
FliZenZZ =R iZZ+NZnl=F | (j+nN)=2
N(JNT Tj N(JNT NT J “((J )NTJ




# Transformada de Discreta de Fourier

TEOREMA da PERIDICIDADE de TDF

N
\J

Por definicao de TDF;

N -1 |27r(j+nN)k
((J+HN ”j:% f( N

k=0

Devemos considerar aqui que:

i27z(j+nN)k 12 jk i 27K
B —i27nk H

e N =e Ve =e N

O que prova que

. 2 1 U S .2
S R A Ea AP
k=0




# Transformada de Discreta de Fourier

TEOREMA da PERIDICIDADE de TDF

N

L/

* Vejamos entdo as consequéncias destes teoremas.

*Em geral, os coeficientes de Fourier, mais acima de N-1, podem ser

calculados através da seguinte expressao:

(R

Isto é devido a periodicidade do teorema anterior.




# Transformada de Discreta de Fourier

Tomemos alguns valores positivos de

N

L/

F (N%} F\ (0)
F ((N +1)|3|:j FN(1%)

Fy ((N +2) S’;) Fy (2

Z_ﬂj
NT

Fy ((ZN -1) riTch Fy ((N D

lll”

— utilizando a equacao anterior

v Vimos que a cada

27T
Y F | NZE
J=Y ( NT)

se repete e nao tem
sentido calcular mais
termos que j=N-1..

v'A variacdo de j=0, N-1 é
suficiente para recuperar as
amostras f,_(nT), com n=0, N-1




# Transformada de Discreta de Fourier

lll”
L]

Tomando alguns valores negativos de

N

(40 - (- )R

(V-2 -l -2 )R (25
(-3 e R )R ()
(R R e M C R (G
(G A Ge R (G )




# Transformada de Discreta de Fourier

TEOREMA da PERIDICIDADE de TDF

N

(N2, (N 2
2 NT 2 NT
1. para J = % os coeficientes de Fourier sao reais;

2. os coeficientes de Fourier de J'=§+1

até N-1 sao conjugados daqueles que vao de j=1 até N _1

2

Por mais que todos os coeficientes de Fourier (j=0 até N-1) sejam
necessarios para recuperar as amostras de f,_(nT), desde o ponto de vista
pratico, é suficiente calcular somente aqueles que correspondem a j entre
0e N/2.




# Transformada de Discreta de Fourier

N

[F
coef.a calcular conjugados repetidas
4 4
04 23  N1NNt N3N2N1 S
2 2 2

Nota: F(O) = FN (N —j também sao reais




# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N

Vamos analisar estes fenOmenos em duas oticas diferentes:

1 - Como consequéncia do fendbmeno, periodicidade dos
coeficientes de Fourier,

e O fato que a partirde ] = % os coeficientes de Fourier nao

oferecem informacao adicional, a maioria das frequéncias que podem

N 27[_5

ser discriminadas pela TDF é: (Ejﬁ T

* Se usarmos “frequéncia de amostragem”.




# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N

2 — Amostragem de um sinal continuo

Graficamente:




# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N

Ongmal signal

\l/ \l/

Reconstructed signal

\ - ~ - \
N // N s N
N , % ’ \
’ \
g 2 r. ,Samples ’ .
N ‘ \
\ // \ s f t \
% t
\ P \ 7 N
\‘ l, \L & 4 \
\ N ’/ N
\ N N
N P N ’ N
N 7 N 7 ~
~ , ~ B &
a N ie?




# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N
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4w
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# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N

L/

Algumas CONSIDERACOES PRATICAS

* Geralmente os equipamentos modernos de medicao possuem um
filtro anti-aliasing;

» Ainda, poder-se-ia encontrar o valor resultante da frequéncia de um
sinal f, em presenca de aliasing:

1

fo=—
T

* Para calcular a frequéncia que contamina o espectro discreto de
Fourier, que na realidade corresponde a:

fo > f,




# Transformada de Discreta de Fourier

FENOMENO de ALIASING - (dobramento)

N

Resolu¢ao de Frequéncias Proximas

* Distancia minima que pode existir em duas componentes harmonicas

em um sinal e que podem ser discriminadas.

* Suponhamos que estas harmonicas possuem a frequéncia f, e f,:

cse Af=[f- 1) segundo RAYLEIGH

1

Af>— é a distancia entre duas linhas espectrais.

NT




# Transformada de Discreta de Fourier

Filtro Anti-Aliasing

N

%
Se T é o intervalo entre duas amostras 1 1
consecutivas de frequéncias maximas f0 (t); fa == fd =
possiveis de detectar T 2T

Nota: Se os sinais possuem harmonicas com frequéncias maiores que f, —
estas se dobram ao redor de f,, contaminando o espectro.

H(f)
Obs: Uma forma de
. n Vé 1“5
evitar este fendmeno é [ wk__s'dB
filtrar o sinal através de X S,
um filtro passa-baixo — "handa PASSANTE" \
filtro anti-aliasing k \\\
N
%.-




# Transformada de Discreta de Fourier

Filtro Anti-Aliasing

N

%
Na pratica, se o sinal maximo que queremos que aparega no viso é f;:

e o filtro ideal : fL — fd = f

..........
o ‘e
o o,

-----

* para filtro real, se adota: fd : 128f L

""""""
Oy
'

. imperfei¢ao do filtro

f, =%=2fd =2=1.28f,

fa = 2,56 fL Na maioria dos dispositivos comerciais.




# Transformada de Discreta de Fourier

Filtro Anti-Aliasing

N

L/

Falta definir o numero de amostras “N”. Sabendo que:

T—_1
2,56 f,

- T0 = NT (tempo de medigao)

Por conveniéncia numeérica (FFT) tomaremos com um inteiro:

m=28,9,10,11e 12
N =256, 512,1024, 2048 e 4026




# Transformada de Discreta de Fourier

N

%
Outras relagoes:

fL =N, Af,

f,=256f =256N, Af =N Af,

—) N 256N

1 & pontos No TEMPO |
fa —_- — = N Af j
T 47
n2 de linhas <
Af, =resolucao = . = 1
NT T

0]




