A. ELEMENTOS DE MECANICA LAGRANGEANA

A.1. RELACAO ENTRE TRABALHO E ENERGIA

Ha duas maneiras de se formular os problemas dindmicos das particulas: uma que deriva da

segunda lei de Newton e que da origem a chamada Mecanica Vetorial, e outra, atribuida a Leibnitz e

Lagrange, que origina a chamada Mecanica Analitica. Por formulacdo, deve-se entender a

determinacdo das equacoes diferenciais que regem o movimento das particulas de um sistema. A

solucdo das equacdes diferenciais €, portanto, etapa posterior a formulagdo. Todos os principios da
Dinamica tratam de formula¢édo ¢ ndo de solugdo.

Na primeira formulacdo, a segunda lei de Newton (ou o principio de D’ Alambert) ¢ aplicada

a cada particula do sistema mecanico, levando-se em conta todos os esforgos externos (forgas) bem

como a interagdo entre as particulas. Em outras palavras, para cada particula um diagrama de corpo

livre ¢ feito, a segunda lei de Newton (ou principio de D’Alambert) aplicada e uma equagdo
diferencial escrita. Se o sistema for composto de N particulas, resultardo N equagdes diferenciais
desse processo.

Na segunda formulacdo, o sistema ¢ considerado como um todo e as equagdes diferenciais

sdo obtidas através de fungdes tais como energia potencial total, energia cinética total ¢ trabalho de

cargas externas. Todas essas grandezas sdo escalares, ao passo que na primeira formulagdo apenas
grandezas vetoriais (forgas, aceleracdes e outras) sdo envolvidas.

Na formulagdo analitica, os diagramas de corpo livre ndo sdo necessarios, o que simplifica
consideravelmente o trabalho em sistemas relativamente complexos. A Mecanica Analitica conduz
a procedimentos gerais de formelulacdo, tais como as equagdes de Lagrange e o principio de
Hamilton. Neste apéndice, os elementos fundamentais da abordagem analitica serdo introduzidos,

como uma base para a modelagem matematica de sistemas mecénicos, em especial de mecanismos.
A.2. TRABALHO E ENERGIA CINETICA

Seja uma forga F, aplicada a uma particula de massa m, que se desloca ao longo de uma
trajetoria s. A figura A.l representa esta particula se deslocando entre os pontos 1 e 2 de uma certa

trajetoria. Os pontos 1 e 2 sdo referenciados pelos vetores de posi¢do r; € r,, ou pelos elementos de
arco s; € s,, ou ainda pelos instantes t; e t,.
Como a posigdo da particula m ¢é definida pelo vetor de posicdo r, seu deslocamento durante

o tempo dt € dado por dr. Assim, por defini¢do, o trabalho executado pela for¢a F durante dt é

dt=Fedr, (A2.1)



Esse trabalho infinitesimal também podera ser escrito como
dr= |F|c0s a|dr| = |F| cosads,

onde ds ¢ o comprimento do arco percorrido por m no tempo dt. O ponto “e” significa produto

escalar. Nas expressdes acima, a barra sobre o simbolo dt serve para distingui-lo de dt, e lembrar

que aquele ndo se trata de um diferencial, mas de uma quantidade infinitesimal.

r

Figura A.1 — Trabalho sobre uma particula ao longo de uma trajetoria
Nota-se que |F|‘cosa ¢ a componente tangencial (na direcdo de dr) de F e |F| sen o ¢ a
componente normal. Se a componente |F|-cosoc tem o mesmo sentido de dr, o trabalho € positivo,

caso contrario, negativo. A componente normal |F| -sena. ndo produz trabalho.

Por definigdo, o trabalho produzido por F no tempo finito entre os instantes t, e t, sera
I S

Ty = LZ Fedr :j ? |F|cos ads. (A22)
1 S1

Se, ao invés de uma s6 forga, for considerado um conjunto de p forcas atuando em m, a

expressdo correspondente a expressdo A.2.1 seria

- p
dt=>) F edr (A.2.3)
i=1

Portanto, a soma dos trabalhos ¢ igual ao trabalho da forca resultante, qual seja,

_ iI:F odr= J:[iFj odr. (A2.4)



A unidade de trabalho no sistema SI é N x m(Newton X metro) .

De acordo com a segunda Lei de Newton aplicada a uma particula de massa m,
ZFI =ma N
i

onde a ¢ acelera¢do da particula, dada por a= dzr/ dt* = dir/dt =F, em que os pontos superiores

significam derivada temporal.

Assim sendo, da expressdo A.2.4, tira-se que

Ty = rlmg.dr:"'thE.Edt:J‘:sz.l‘.dt:
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onde v, e v, sdo as velocidades escalares de m nos pontos 1 € 2.
A energia cinética de uma particula ¢ definida pela expressdo T = (1/ Z)mv2 e representa o

trabalho executado por todas as forgas aplicadas na particula, para leva-la do repouso a velocidade

v. Vetorialmente, a energia cinética de uma particula ¢ dada por
| R
T :Emror, (A.2.5)

onde r € o vetor de posic¢do da particula e r =dr/dt ¢ a velocidade (vetorial) da mesma, tangente a

trajetoria. Portanto, a expressao
1,=T,-T, =AT (A.2.6)

diz que o trabalho produzido por todas as forcas (ou por sua resultante) aplicadas em uma particula,

entre dois pontos de sua trajetoria, € igual a variacdo de energia cinética entre esses dois pontos.

Nota-se que energia cinética (expressdo A.2.5) € uma grandeza escalar e sempre positiva.

A.3. ENERGIA POTENCIAL

r; . . . y .
A expressao T, =J. *Fedr ¢ uma integral de linha que, em geral, depende da trajetoria
n

percorrida pela particula m entre os pontos 1 e 2. A dependéncia da trajetoria decorre do fato de F

poder estar associada a uma dissipagdo de energia, como no caso de atrito viscoso ou de Coulomb.



Quando F ndo estiver associada a dissipagdo de energia, a integral acima ndo dependera da
trajetéria. E o caso, por exemplo, das forcas resultantes do campo gravitacional ou de forcas

elasticas no interior de uma peca. Nesses casos, Fedr ¢ uma diferencial exata de uma fungdo

escalar, chamada funcao energia potencial (ou func¢do potencial), tal que

—dV =Fedr. (A3.1)
Isto significa que F ¢ uma funcdo da posi¢@o apenas, ndo dependendo da velocidade.

Em assim sendo, tem-se que

T, = j:(—dv) ——(V,-V)), (A3.2)
onde
V,=V(r,) e V,=V(n).

O sinal menos em A.3.1 ¢ arbitrario e ¢ usado aqui para concordar com a designacdo usual
de sinal da energia potencial.

Se tal fungdo V existe, o trabalho executado por F entre os pontos 1 e 2 independe da
trajetéria percorrida pela massa m, conforme mostra a expressao A.3.2. Este trabalho dependera
apenas do valor inicial e final da funcao escalar V.

Também, se tal fun¢ao existe, a sua diferencial exata sera dada por

av=N i+ Ny s Ny (A33)
ox oy 0z

onde x, y e z sdo coordenadas cartesianas ortogonais (retangulares) da particula m, isto &,
r= r(x, y,z). Por outro lado, em coordenadas retangulares, F edr pode sempre ser escrito assim
Fedr =Fdx +Fdy+F,dz, (A3.4)

onde
F=Fi+Fj+Ek e dr=dxi+dyj+dzk,

sendo i, j,k € uma base ortogonal colinear com os eixos X, y, z, respectivamente.

Combinando A.3.1, A.3.3 e A.3.4, pode-se escrever que

FE=-2"F=-2YF=-9" (A3.5)

Resumindo, se existe uma fung¢do escalar de posicdo, V, tal que Fedr seja uma diferencial

exata desta fungdo, entdo vale o seguinte:



a) O trabalho executado por F sobre m independe da trajetoria percorrida pela particula, como
indicado pela expressdo A.3.2;

b) As componentes cartesianas ortogonais de F podem ser obtidas de V pelas expressoes A.3.5.

A funcdo V, quando existe, ¢ chamada func@o energia potencial (ou fungdo potencial) e a

forca F ¢ dita conservativa. Forcas conservativas podem ser, portanto, derivadas de uma fungao
energia potencial. Por outro lado, quando F for fun¢do da velocidade ou depender de fatores

dissipativos, como atrito, ela sera ndo conservativa ¢ a fungdo energia potencial ndo existe. Nestes

casos, o trabalho dependera da trajetoria.

A funcdo energia potencial num ponto, ou apenas a energia potencial num ponto, ¢, como

mostra a expressdo A.3.2, uma grandeza arbitraria, quer dizer, depende de um valor de referéncia.

Assim, se for arbitrado que a energia potencial no ponto 1 ¢ zero (isto é, V(rl) = 0) entdo, por

A.3.1 e A3.2, tem-se que

V(r)=-] Fedr. (A.3.6)

Quer dizer, a energia potencial, no ponto 2, é igual ao negativo do trabalho executado pela

forca conservativa (dependente s6 da posi¢ao) sobre a particula, ao longo de uma trajetdria qualquer

entre os pontos 1 e 2, arbitrando-se o ponto 1 como referéncia (energia potencial nula).

Alguns exemplos ilustrardo, a seguir, o conceito de energia potencial e de forga

conservativa. O primeiro exemplo refere-se a forga gravitacional, na proximidade da superficie da

terra, conforme ilustra a figura A.2.

m
mg
Figura A.2 - Energia potencial gravitacional

Na condi¢do acima, pode-se considerar que a for¢a de atragdo da terra é constante e

numericamente igual a mg. Assim, o trabalho entre os pontos 1 e 2 sera dado por

Ty = J:z (-mgj)edr= J.:lz (—mgj)e(dyj+dxi) = —IYYIZ mgdy = -mg(y,—y,) =—mgh (A.3.7)



No exemplo acima, i e j sdo vetores unitarios colineares, com X e y, respectivamente.

O segundo exemplo refere-se a deformac@o de uma mola, de rigidez k, como na figura A.3.

Figura A.3 - Energia potencial elastica de uma mola

Suponha-se, por exemplo, que uma particula se mova de modo a distender a mola (vide
figura A.3a). A forca aplicada sobre a particula ¢ —kx e o trabalho executado por esta for¢a entre os

pontos 1 e 2 vale

T, = j: (—kx)dx = (—%kx% +%kxfj = —kai —%kxfj (A.3.8)

Tomando-se a posi¢do 1 como referéncia e lembrando da expressdo A.3.2, tem-se que
V, =(1/2)kx5.

Nota-se que este resultado independe do fato da mola estar sendo distendida ou comprimida
(vide figura A.3b). De modo geral, portanto, quando uma mola se deforma de um valor x, a energia

potencial ao final da deformacao sera dada por
V(x)=kx*/2. (A3.9)

Esta ¢ uma energia potencial eldstica, armazenada internamente na mola. Por isso ¢ chamada

também de energia potencial de deformagdo. Note-se que a forca aplicada a particula pode ser

calculada por (vide expressao A.3.5)

F - —0V (x)
194

= —kx

Em geral, atuam sobre uma particula tanto forgas conservativas quanto ndo conservativas.
Por exemplo, pode-se pensar em um amortecedor viscoso em paralelo com a mola k da figura A.3a.

Este amortecedor aplica no corpo uma for¢a —cx, em paralelo com a for¢a —kx . Esta ultima so



depende da posicdo do corpo, enquanto a anterior depende da velocidade. Ou seja, —kx ¢
conservativa, —cx , nao.
O trabalho total executado sobre uma particula ¢ a soma de duas parcelas, cada uma

associada a um dos tipos de forgas. Matematicamente, tem-se que

T12 = ‘5120 + Tlch s (A310)
onde o subscrito ¢ refere-se a conservativo € o subscrito nc a ndo conservativo.

Considerando-se as expressoes A.2.6 ¢ A.3.10, decorre que

Tione = T2 = Ti2e = L =T+ V, =V = (T, + V, ) (T + V) =E, — E,, (A3.11)

onde E significa energia mecanica total (potencial mais cinética).

A expressdo A.3.11 indica que a diferenca total de energia mecanica de uma particula entre

dois pontos ¢é devida apenas ao trabalho das forcas ndo conservativas.

Caso ndo existam forgas conservativas, t;,,. =0, ou seja,

E, =E, =E =constante. (A3.12)

Em palavras: a energia mecénica total (cinética + potencial) de uma particula submetida a
forgas conservativas ¢ constante. Este fato ndo ¢ mais do que uma manifestacdo do principio da

conservacio da energia mecanica.
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