RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DE MOVIMENTO
SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

A equacdo de movimento de um sistema linear com

£it)
um grau de liberdade € amortecimento viscoso ¢ l
mX(t)+cx(t) + kx(t)=f(t) (1). R to B
Dividindo todos os termos por m, obtém-se 13{1:}
c |—] o
K0+ S0+ x() = f(1)  (2)
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Para fins de resolucdo numérica, essa equacdo, de segunda ordem, deve ser
convertida num sistema com duas equacgdes de primeira ordem.
Assim, ela poderd ser resolvida, por exemplo, com o auxilio do MATLAB,

que possul rotinas especificas para tal, baseadas nos métodos de Runge-Kutta.



CONVERSAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO

Para conversdao da equa¢ao de movimento, visando sua resolugdo pela via

numeérica, sao definidas duas novas variaveis, quais sejam

M =x@t) @) e u)=x(t) @)
Decorre, de imediato, que
() =x()=u(t) (5) e u(t)=Xx(t) (6).
Levando as equagodes (3) a (6) em (2), tem-se

(1) + S, (0 + (0 =—F(1)
m m m

que, rearranjada, torna-se

i5(0) =~ uy () - u, () +—£() (7).
m m m



SISTEMA DE EQUACOES DE MOVIMENTO
As equacgoes (5) e (7), a saber
() =u,(t) e

(1) =~y ()~ u, (O +— (1) |
m m m

constituem um sistema linear de duas equacées de primeira ordem,
acopladas, que ¢ equivalente a equacao de movimento original, de segunda

ordem.

Por essa representacdo, as condi¢coes iniciais associadas a equacao de

movimento original, quais sejam, x(0) e x(0), passam a ser dadas,

respectivamente, por u;(0) e u,(0) .



REPRESENTACAO MATRICIAL

O sistema de equagdes de movimento pode ser escrito em forma matricial,

como uma unica equac¢ao, qual seja,

u(t)=Au(t)+v(t) (1),

onde
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As condi¢des 1niciais, em forma matricial, sdo dadas por

| w0) | [ x(0)
1O= Lzmj ) L(O)} (12




ESPACO DE ESTADO
Na representacdo acima, sdo empregadas as seguintes denominagoes:

u,; € u, : variaveis de estado;
u(t) : vetor de estado, de ordem 2 x 1;

A : matriz de estado, de ordem 2 x 2.

Diz-se, dessa forma, que o sistema com um grau de liberdade esta descrito no
espaco de estado.

As variavels u; € u, , que sdo, respectivamente, o deslocamento ¢ a

velocidade do sistema, descrevem o estado do sistema.
Assim posto, o problema de valor inicial (equagdo diferencial + condigdes

iniciais) pode ser solucionado de forma numérica, via Runge-Kutta.



EXEMPLO 1 — SISTEMA COM 1 GDL SOB VARIAS CONDICOES
Seja um sistema com um grau de liberdade, em que m = 100 kg, ¢ = 50 kg/s e

k = 2000 N/m. Determinar o estado do sistema para as seguintes condigoes:

(a) x(0)=0,01 m, x(0)=0,Im/s, f(t) =0 N (vibragao livre);

(b) x(0)=0 m, x(0)=0 m/s, f(t) = 150sen(3t) N (excitagdo harmodnica);

(¢) x(0)=0,01 m, x(0)=0,1 m/s, f(t) = 150sen(6t) N (excit. harmonica);

(d) x(0)=0 m, x(0)=0 m/s, f(t) = mc.g N, mc = 10 kg (excit. constante);

(¢) x(0)=0m, x(0)=0 m/s, f(t) = 1500(t) N (excitacdo impulsiva);

(f) x(0) =0 m, x(0) =0 m/s , f(t) = 1500sen[(®, /3)t] N, k; =300 N/m’
(ndo linearidade cubica, excitagdo harmonica);

(g) x(0)=0,01 m, X(0) =1 m/s, f(t) = 1500[u(t=t,;) — u(t-t,)] N, k; =300 N/m’

(n2o linearidade cubica, excitacdo do tipo pulso retangular).



SISTEMAS COM MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

A equagao de movimento de um sistema com multiplos graus de liberdade e

amortecimento viscoso € () L J 2, (t)
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) =f(t) (13), m

onde M, C ¢ K sdo, respectivamente, as matrizes de oI 2 .

C, : . £(t) 25 (L)
massa (inércia), amortecimento e rigidez, enquanto ‘ ‘
X(t), x(t), x(t) e f(t) sdo os vetores de aceleracao, m;
velocidade, deslocamento e forca, respectivamente. S 2
As matrizes M, C e K s3o matrizes quadradas, de S oot

ordem n X n, ao passo que os vetores X(t), x(t), x(t) e f(t) sdo de ordemn x 1,

onde n ¢ o numero de graus de liberdade do sistema.



EQUACAO DE MOVIMENTO NO ESPACO DE ESTADO

Sejam definidas, entdo, em analogia ao que foi feito para sistemas com um

grau de liberdade, as seguintes variaveis:
u(t)=x(t) (14) e u()=x(t) (15).
Nas equacdes acima, u,(t) e u,(t) também sdo vetores de ordem n x 1.

Levando as Eqgs. (14) ¢ (15) na Eq. (13) e rearranjando, decorre que as

equagoes de movimento, no espaco de estado, sao
u(t)=u,(t) (16)
u,(t)=—M"'Cu,(t) - M 'Ku, (t) + M'f(t) (17)

Em associacdo, as condi¢oes iniciais x(0) e x(0) passam a ser dadas,

respectivamente, por u,(0) € u,(0).



REPRESENTACAO MATRICIAL

Em forma matricial, obtém-se novamente que

a(t) = Au(t)+v(t) (18),

Agora, contudo, tem-se que

u(t){ul(t)} (19); A{ ] ! }(20); V(t){ ] }(21)-

u,(t) -M'K -M7'C M (t)

onde u(t) e v(t) sdo vetores de ordem 2n x 1, enquanto A ¢ uma matriz de

ordem 2n x 2n. Nessa matriz, [0] ¢ [I] sdo as submatrizes nula e identidade,

respectivamente, de ordem n x n. As condigoes iniciais sao dadas por

u(0) =[u,(0) u,(0)] =[x(0) xO)] (22)




EXEMPLO 2 — SISTEMA COM 2 GDLs SOB VARIAS CONDICOES

Seja um sistema com dois graus de liberdade, em que

2 0 3 -1
M = e K= :
0 1 -1 1
Determinar o estado do sistema para as seguintes condicoes:

(a) excitagao harmonica, com condig¢Oes iniciais nao nulas

c=| > T lxo= ” |m s =] mrs; 1@ =] [sen2N
=05 05 ; x(0) = 0.1 m; x(0) = Om s; f(t)= | sen(2t) N.

(b) excitacdo do tipo pulso, com condi¢Oes 1niciais ndo nulas

[ 03 -0,05
0,05 0,05

0 , 0 0
}; X(O)=|:_O 1}m; X(O):{O}n/& f(t):L}[u(t—l)—u(t—l,l)]N.
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