MATLAB EM

DINAMICA DE MAQUINAS



O QUE E O MATLAB?
O MATLAB (“MATrix LABoratory”) ¢ um pacote de programas

computacionais que pode ser usado para a resolu¢do de uma variedade de

problemas cientificos e de engenharia, tais como:

diferenciacdo e integracdo numeérica, equacoes diferenciais ordindrias e

parciais, ajuste de curvas, equagoes nao lineares e otimizagao;
— também pode resolver muitos tipos de problemas simbolicamente.

O MATLAB proporciona um excelente ambiente para calculo e

programacao bem como para geragao de graficos.

Pode-se executar uma unica declaracdo ou uma lista de declaracoes,

reunidas num arquivo de programa (“script file”).



DADOS E OPERACOES ELEMENTARES

O tUnico tipo de dado no MATLAB ¢ uma matriz de valores complexos.
Assim, escalares, vetores com elementos inteiros € matrizes com valores

reais sao tratados como casos especiais de matrizes complexas.

Os simbolos usados nas operacoes aritméticas basicas de adigdo, subtragao,
multiplicagdo, divisdo e exponenciagdo sdo, respectivamente,

+, — * /e M.

Em qualquer expressao, os calculos sao executados da esquerda para a
direita, sendo que a exponenciacao tem a prioridade mais alta, seguida pela
multiplicagao e pela divisdao (com prioridades 1guais) € entdo pela adigao e

pela subtragao (também com prioridades i1guais).



PRECISAO E VARIAVEIS
PRECISAO

O MATLAB usa precisao dupla durante os calculos, mas fornece os
resultados na tela em formato mais reduzido. Essa caracteristica pode ser

alterada com a utilizacdo do comando format.
VARIAVEIS

Quando o MATLAB encontra um novo nome de variavel, cele

automaticamente cria a variavel e aloca o espaco apropriado.

Os nomes das variaveis devem comegar com uma letra, seguida por
qualquer combinacdo de letras, digitos e “underscores”, sendo usados os

primeiros 63 caracteres. Letras maitsculas e minusculas sdao distinguidas.



CRIACAO DE VETORES E MATRIZES

Antes de realizar operagdes aritmeticas como adi¢do, subtracdo e

multiplicagdo de matrizes, essas devem ser criadas, da seguinte forma:

VETOR LINHA
>A=[123]

Um vetor linha ¢ tratado como uma matriz (1 x n), ficando seus elementos

entre colchetes e separados por espagos ou virgulas.

Se nao for acrescentado um ponto e virgula no final da linha, o MATLAB

apresenta os resultados da linha na tela, apos ela ter sido lida.



CRIACAO DE VETORES E MATRIZES (cont.)
VETOR COLUNA
>A=1[1;2;3] ou >A=[123]
Um vetor coluna ¢ tratado como uma matriz (n x 1). Seus elementos podem
ser digitados em uma unica linha, usando ponto e virgula para separa-los.

Alternativamente, pode ser usado um vetor linha, com um apodstrofo no

colchete da direita, que representa a operagdo de transposicao.



CRIACAO DE VETORES E MATRIZES (cont.)
MATRIZ

Para inserir a matriz

>
Il
= A =

2 3
5 6
8 9

a seguinte especificacdo pode ser usada:

>A=[123;456,7809]



VETORES COM ESTRUTURA ESPECIAL

Em certos casos, a estrutura especial de um vetor ¢ usada para especifica-lo

de uma maneira mais simples. Por exemplo,
>A=1:10

representa o vetor linha
A=[12345678910],

enquanto

>A=2:0.54

representa o vetor linha

A=[2,0 2,5 3,0 3,5 4,0].



MATRIZES ESPECIAIS

Algumas matrizes especiais também sao referenciadas de maneira especial.

Por exemplo, o comando
> A =eye(3)

implica uma matriz identidade de ordem 3, qual seja

1 0 O
A=|0 1 0]
0 0 1




MATRIZES ESPECIAIS (cont.)

Ja os comandos
> A =ones(3)
> B = zeros(2,3)

implicam, respectivamente, uma matriz 3x3 € uma matriz 2x3, tais que

110
A=l11 1|
111

0 0 0
B= .
{ooo}




OPERACOES ELEMENTARES COM MATRIZES

Matrizes podem somadas, subtraidas e multiplicadas pelo uso dos sinais

+, —e *

b
respectivamente.
Por exemplo, para somar as matrizes A ¢ B, de modo a obter a matriz C,

usa-se a declaracao

>C=A+B



FUNCOES MATLAB
O MATLAB tem um grande nimero de fun¢des embutidas, tais como
sqrt(x) — raiz quadrada de x
sin(X) — seno de x
cos(x) — cosseno de x
tan(x) — tangente de x
log10(x) — logaritmo de x na base 10
In(x) — logaritmo neperiano de x

exp(x) — funcado exponencial de x



FUNCOES MATLAB (cont.)
Para gerar um vetor y que contenha 11 valores associados com a fungao
y=e **cosx ,
com
x=0,0.1,0.2,..1.0,
digita-se o seguinte:
>x=0:0.1:1
>y = exp(-2*X).*cos(X)

O ponto antes do sinal de multiplicacdao permite que os valores das fungoes

exponencial e cosseno sejam multiplicados em correspondéncia.



NUMEROS COMPLEXOS

O MATLAB considera a algebra de nimeros complexos automaticamente.
O simbolo 1, ou o0 j, pode ser usado para representar a parte imaginaria, sem

necessidade de um asterisco entre o 1 (ou o J) € um numero. Por exemplo,
>a=1-31

gera a variavel a, que ¢ 1gual ao nimero complexo com parte real 1gual a 1
¢ parte 1magindria 1gual a —3, respectivamente.

O modulo e o argumento (em radianos) de um nimero complexo podem
ser determinados da seguinte forma:

> ma = abs(a)

> aa = angle(a)



ARQUIVOS M

O MATLAB pode ser usado em modo interativo, com a digitagao imediata
de cada comando pelo teclado. Nesse modo, ele executa as operacdes como

se fosse uma calculadora mais avancada.

Contudo, se 0 mesmo conjunto de comandos tiver que ser repetido varias
vezes, com valores diferentes dos parametros de entrada, desenvolver um

programa sera mais rapido e eficiente.

Um programa MATLAB consiste em uma sequéncia de instrucoes de
interesse, escritas em ambiente proprio € entdo executadas como um Unico

bloco de comandos.

Um arquivo de programa ¢ dito “script file” ou “m-file” (arquivo m).



ARQUIVOS M (cont.)

E necessario dar um nome ao arquivo de programa, que devera terminar
com a extensdo .m (um ponto seguido da letra m). Um arquivo m tipico,

denominado fibo.m, ¢ dado a seguir:

% m-file to compute Fibonacci numbers
=[1 1];
1=1;
while f(1) + f(i+1) < 1000
f(1+2)=1(1)+f(i+1);
1=1+1;

end



ARQUIVOS M (cont.)

Apos digitar as linhas do arquivo, ele pode ser gravado na pasta de

trabalho, com o nome escolhido, e dali executado.

Ele pode também ser gravado numa pasta especifica, designada pelo
usuario. Nesse caso, contudo, no momento de se rodar o programa, sera

solicitada a alteracdo da pasta de trabalho.

Um arquivo m também pode ser usado para escrever fungoes (subrotinas),

que serao utilizadas por outros programas.
Por exemplo, a solu¢ao de uma equagao quadratica

ax’ +bx+c=0

pode ser determinada com a utilizacao da seguinte funcgao:



ARQUIVOS M (cont.)

function [x1, x2]=raizes quadraticas(a,b,c)
% funcado para encontrar as raizes de uma equagao quadratica
dis=b"2-4*a*c; % dis = discriminante
if (dis < 0.0)
x 1=(-b+1*sqrt(-dis))/(2*a);
x2=(-b-1*sqrt(-dis))/(2*a);
disp('As raizes sao complexas conjugadas.');
elseif (abs(dis) < 1e-8) % dis = 0.0
x1=-b/(2*a); x2=-b/(2*a);

disp('As raizes sdo 1dénticas.");



else (dis > 0.0)
x 1=(-b+sqrt(dis))/(2*a);
x2=(-b-sqrt(dis))/(2*a);
disp('As raizes sao reais e distintas.');

end

Paraa=2,b=2e¢c=1, essa funcao, através do comando
> [x1,x2] =raizes quadraticas(2,2,1)

fornecera o seguinte resultado:

As raizes sao complexas conjugadas.
x1=-0.5000+0.50001
x2 =-0.5000-0.50001



GERACAO DE GRAFICOS

Para gerar um grafico em MATLAB, define-se um vetor de valores da
variavel independente x (vetor X) € um vetor de valores da variavel

dependente y, correspondente aos valores de x (vetor y).

Entdo, o grafico x-y pode ser gerado com o comando plot(x,y).

Para gerar, por exemplo, o grafico da funcdo y = x* +1, na faixa 0 <x <3,

os seguintes comandos podem ser utilizados:
>x =0:0.2:3;
>y=x."2+1;

> plot(x,y)



GERACAO DE GRAFICOS (cont.)

Observe que as duas primeiras linhas acima geram os vetores x € y (com
incrementos de 0,2 para x), enquanto a terceira linha acima gera o grafico
(utilizando linhas retas entre os pontos).

Ja as cinco linhas abaixo permitem a representacdo grafica dos eixos x ey,

junto com a montagem da grade.

> hold on

>x1=[03];yl=[00];, x2=[00]; y2=10 10];
> plot(x1,y1,x2,y2,"-b")

> orid on

> hold off



SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES

Sistemas de equacoes lineares sdo resolvidos de forma expedita no

MATLAB. Considere-se, por exemplo, o seguinte sistema:

X;— X, +X3=0

—X;+X, —X3=0

10x, +25x5; =90

20x, +10x, =80
Trata-se de um sistema de 4 equacdes, com 3 incdgnitas, cuja resposta sera
X;=2; Xy =4; X3=2.

Para a resolucdo desejada, recorre-se, inicialmente, a formulagao matricial.



SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES

Em forma matricial, o problema passa a ser

1
-1
0
20

-1 1
1 -1
10 25
10 0

0
0
90
80

ou Ax=D

Para a solugao em MATLAB, usa-se o seguinte programa:

% solucao numerica de sistema de equagoes lineares

clc
clear all

A=[1-11;-11-1;01025;20 10 0];

b=[0 0 90 80]";
x=A\b



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES

Na analise cinemadatica de mecanismos, surgem equagOes ndo lineares
transcendentais que requerem, via de regra, solugdo numerica. O metodo de

Newton-Raphson ¢ amplamente empregado nesses casos.

Trata-se de um metodo iterativo que parte de estimativas iniciais para as
incognitas € melhora essas estimativas progressivamente até que a solugao

seja proxima o suficiente da solucao correta.

Sem perda de generalidade, o problema ¢ apresentado para o caso de 2
equagdes com 2 incognitas. A expansao para outros casos pode ser feita

sem maiores dificuldades.



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Expressa-se o problema da seguinte forma:

fl(q19q2) =0

f2(q19q2) =0

onde q; € qy sdo as incognitas.

O primeiro passo ¢ expressar as incognitas em termos de estimativas da
solucao e de fatores de correcao correspondentes, de forma que

q; = q; +Aq;
Emprega-se, entdo, a expansdao em serie de Taylor das fungdes acima, em

torno das estimativas de interesse.



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)
Para a primeira fungdo, tem-se que

o,
oq

Aq, +ﬁ

Aq, + tos
0q,

fl(qlan) — fl(qlan)—l_

q1.92 q1-92

Os tos (termos de ordem superior) sao relevados, sem dano para o método.

Com a expansao para as duas funcdes, tem-se, em forma matricial, que

of|oh|
£ (q.. a oql- = Oyl - A 0
|: l(qlaqz):|+ qd1-.92 d1-92 |: q1:|:{ :|
£@.%) ] | of, ofy Aqy ] |0
_aql q1.92 aqz q1.92 |



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Resolvendo a equagao matricial acima, decorre que

-1

on| o
| Aq, | - 0q, 5.0 aq, 3.9 —£,(q,0) |
|Aq, | | Of oty —1,(q1,9,)

_5(11 3.9, 0q, Q@ |



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)
O fluxograma correspondente ao método ¢ apresentado abaixo.

Entrar com os dados do mecanismo

l

Estimar, de forma embasada, a solucao

l

> Usar as estimativas para encontrar as corregoes

}

Adicionar as correcoes as estimativas
para obter novas estimativas

}

Avaliar as funcdes nas novas estimativas

}

As fungdes estdo proximas de zero?
| sim

nao

Fornecer a resposta



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Seja entdo o mecanismo de 4 barras da figura abaixo, em que se deseja,
para um dado conjunto de comprimentos de elos € um dado valor de 0,,

encontrar valores de 05 e 04 para os quais as funcgoes f; e f, sejam 0.

Para esse mecanismo, tem-se que

f,(0;,6,)=R,sen0, +R;sen0; —R,sen0, =0



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

O método de Newton-Raphson funciona bem na resolucao numérica do

sistema de equagdes nao lineares transcendentais acima.
Nesse caso, tem-se
0, = 0, + A0,
0,=0,+A0,
onde 0; e 04 representam a solugao do problema.
Usando a expansdo em s¢rie de Taylor, obtém-se

AO; | —R;senf;  R,sen0, B —£,(0,,0,)



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Para um mecanismo em que R; = 12, R, =4, R; =10 e R4 = 7, e partindo
de 6, = 0, 65 = 457/180 ¢ 0, = 135n/180, o programa e a fungiao

correspondentes em MATLAB sao os seguintes:
a) programa sol4bar

% solucdao numérica de mecanismo de 4 barras
clc

clear all

close all

R=[124 10 7];

teta=[0 0 45*p1/180 135*pi1/180];

[teta(3), teta(4)]=m4dbar(R,teta);

[teta(3) teta(4)]



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

b) funcao m4bar

function [t3, t4] = m4dbar(R teta)
% posicao de mecanismo de 4 barras via Newton-Raphson
t2=teta(2);
t3b=teta(3);
t4b=teta(4);
eps=1e-6; % condicao de convergéncia
f=[R(3)*cos(t3b)-R(4)*cos(t4b)+R(2)*cos(t2)-R(1);
R(3)*sin(t3b)-R(4)*sin(t4b)+R(2)*sin(t2)];

while norm(f) > eps

J=[-R(3)*sin(t3b) R(4)*sin(t4b);

R(3)*cos(t3b) -R(4)*cos(t4b)];

dt=inv(J)*(-1.0*f);

t3b=t3b+dt(1);

t4b=t4b+dt(2);



f=[R(3)*cos(t3b)-R(4)*cos(t4b)+R(2)*cos(t2)-R(1);
R(3)*sin(t3b)-R(4)*sin(t4b)+R(2)*sin(t2)];
end;
t3=t3b;
t4=t4b;
end

A resposta associada sera 0; = 0,7688 (44,05°) e 0, = 1,6871 (96,66°).



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Deve-se ter em mente que varios mecanismos podem ter multiplas
solugdes. Por exemplo, a figura abaixo mostra duas formas distintas de se
montar um mecanismo de 4 barras, com os mesmos comprimentos de elo €

o mesmo angulo de entrada.

Nota-se, nesse contexto, que a solucao fornecida pelo método de Newton-

Raphson depende das estimativas iniciais.



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)

Assim sendo, uma escolha apropriada das estimativas iniciais € que 1ra
garantir a operagdo correta do algoritmo. A melhor forma de se obter

estimativas 1niciais € esboc¢ar o mecanismo em escala de modo aproximado.

Frequentemente, requer-se que sejam obtidas solu¢des em varias posigcoes,
usualmente em intervalos 1guais da rotacdo da manivela ao longo de um

ciclo completo.
Para tanto, apenas as estimativas iniciais sao necessarias, posto que cada
solugdo obtida podera servir como estimativa inicial para a seguinte.

Retomando o caso anterior e considerando intervalos de 5° no angulo da

manivela, apresentam-se o programa MATLAB a seguir.



SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEARES (cont.)
programa sseq4bar

% solugdo numérica sequencial de mecanismo de 4 barras

clc

clear all

close all

R=[124 10 7];

teta=[0 0 45*p1/180 135*p1/180];

dt=5*p1/180;

for 1=1:72
[teta(3), teta(4)]=m4dbar(R . teta);
angs(1,:)=[teta(2) teta(3) teta(4)];
teta(2)=teta(2)+dt;

end

angs=angs™180/p1; % conversao para graus

plot(angs(:,1),angs(:,2),'r-',angs(:,1),angs(:,3),'b-");



xlabel('Angulos de entrada (graus)');
ylabel('Angulos de saida (graus)');
axis([0 360 0 180])

legend('Teta 3','Teta 4")

Obteém-se, como resultado, o seguinte grafico:
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SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Para a solugdo de um sistema de equagOes diferenciais ordindrias de
primeira ordem, o MATLAB tem diversas fungdes construidas com base

nos métodos de Runge-Kutta.

A fungdo MATLAB ode23 implementa uma combinacdo de métodos de
Runge-Kutta de segunda e terceira ordens, enquanto a funcao ode4S tem

como base uma combina¢ao de métodos de quarta e quinta ordens.

Assim, para usar essas fungdes na resolucao de uma equacao diferencial
ordinaria de ordem n, a equacado deve ser antes convertida para um sistema

de n equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.



SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS (cont.)

Como exemplo, considere a resolugdo do problema de valor inicial

composto pela equacado diferencial ordinaria

— . . C. k 1
mX +cx+kx =f| ou, naformapadrio, X+—x+—x=—T1F

m m m

junto com as condig¢des iniciais X(0) = x, € X(0)=v,|.

£t)
Essa equacao descreve o comportamento de um l
II1
sistema mecanico com um grau de liberdade, . —
: z(t)
como 1lustrado na figura ao lado. 1
c = § k

FAASSS SRR



SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS (cont.)

Para resolver esse problema numericamente, transforma-se a equacdo num

sistema de 2 equacgoes de ordem, pela defini¢do das variaveis de estado
x(D=x() e x,()=%(1),
onde Xx,(t) representa o deslocamento e x,(t) a velocidade.

Com base nessas defini¢cdes, tem-se que

. . C k 1 ,
X| =X, € X, :—Exz —Exl +Ef , com X;(0) =%, ¢ X,(0)=v, (ci’s).

Para um sistema com m = 100 kg, ¢ = 200 kg/s, k = 2000 N/m, xo = 0,01 m,
vo = 0,1 m/s e f(t) = 150sen(10t), o programa ¢ a fun¢ao correspondentes

em MATLAB serdo os seguintes:



SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS (cont.)

a) programa solumgdl

% solugdo numérica de sistema com 1 gdl sob excitagao harmonica
clc

clear all

close all

ts=[0 5];

ci=[0.01 0.1];
[t,x]=o0ded45('seh',ts,c1);
plot(t,x(:,1))

xlabel('tempo (s) ')
ylabel('deslocamento (m)")
grid on



SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS (cont.)
b) funcao seh

function f=seh(t,x)

% sistema de 1 gdl sob excitagdo harmonica

m=100; ¢c=200; k=2000; % sistema

f0=150; wi=10; % forca

=[x(2); -(¢/m)*x(2)-(k/m)*x(1)+(1/m)*{0*sin(wf*t)];

A funcdo denominada seh contém o sistema de equagdes de primeira

ordem, correspondente a equagdo diferencial de interesse.

Nela também sao incluidos os parametros do sistema e as caracteristicas de

amplitude e frequéncia da forga atuante sobre o sistema.
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