CAPITULO 1

Vetores e tensores

1.1. Notacao indicial

A notacao indicial é uma simplificacao da notagao de uma somatoria. Por
exemplo, seja a somatéria de 3 monoémios a; b; (a; multiplicado por b;) com o indice
i variando de 1 a 3:

3
Zaibi:a1b1+a2b2+a3b3 (11)
i=1
Em notacgao indicial esta somatéria se escreve simplesmente:

aibi:a1b1+a2b2+03b3, ’L:1,2,3 (12)

Na notagao indicial subentende-se que o(s) indice(s) varia(m) de 1 a 3, ou seja,
pode-se simplesmente omitir ¢ = 1,2, 3 no final da expressao:

a; b; = a1 by +as by + a3 bs (13)
Esta tltima expressao é que melhor exprime a notagao indicial, pois é a forma mais

simplificada de representar a somatdria entre as trés possibilidades acima.
Veja-se um outro exemplo:

3
ZTw‘ bj =T b1 +Ti2 b + Tiz b3 (1.4)
j=1
Agora existem dois indices, i e j, ambos variando de 1 a 3. O primeiro serd chamado
indice livre e o segundo indice mudo. O indice mudo (neste exemplo j) é o que
perfaz a somatdria e se repete uma tUnica vez no monémio. O indice livre (neste
exemplo, i) ndo se repete no mondémio. Na notacdo indicial, o(s) indice(s) nao
repetido(s) é(sdo) denominado(s) indice(s) livre(s) e o(s) repetido(s) uma dnica
vez é(sdo) denominados indice(s) mudo(s). No exemplo anterior, o resultado da
somatoria poderia ser denotado, seguindo a notacao indicial, como:

a; = Ej bj (15)
O coeficiente a; é resultado da somatéria T;; b; para ¢ igual a 1, 2 ou 3. Nesta
dltima expressao o indice livre ¢ aparece nos dois membros. No exemplo a seguir

hé dois indices mudos, significando que ha duas somatérias, uma no indice mudo i
e outra no j:

3 3
Ti; Sij =Y Ti; Sij
i=1 j=1
= T11 S11 + T2 S12 + T13 S13 + To1 S21 + Tag Saz + Ta3 Sa3 + T31 S31 + T33 S32 + 132 S33
(1.6)
Observe-se que nao existe nenhum indice livre na notagao indicial acima. Por-

tanto, nao pode ser atribuido nenhum indice ao resultado desta somatéria, como
no exemplo anterior.
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1.2. Representagao de vetores

Uma base ortonormal de vetores {€;} = {€1,62,83} é aquela em que os trés
vetores sao ortogonais entre si e tém maddulo unitdrio. A base ainda é dita definida
positiva se sdo verificadas as seguintes relacoes entre os elementos da base:

61 Xéz = _}3
62 Xé3 Zél
€3 X €1 = &
-
€3
-
eZ
-
€

FiGurA 1.1. Base ortonormal de vetores definida positiva.

Esta base ainda verifica a propriedade delta de Kronecker (9;;):

L 0, i#j

e,.eJ—(Sm—{ 1 i=j

De agora em diante esta base de vetores serd denotada simplesmente por {&;}.
Um vetor V pode ser representado numa base {€;}. As componentes de ¥V nas

trés diregoes da base sao:

vy = V- 61 = ||V| cos(V, €1) (1.7)
vy =V - 83 = ||V]| cos(V, €2) (1.8)
vy =V - €3 = ||V]| cos(V, €3) (1.9)

onde ||V|| denota o médulo de v, (V, &;) e cos(V, ;) s@o o angulo diretor e o cosseno
diretor, respectivamente, entre v e o elemento €; da base.

F1auraA 1.2. Componentes do vetor V na base {€;}.

Em notagao indicial, um vetor pode ser representado na base {6;} como:

V:Uiéiivlél +’L)262+’L)3€3
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1.2.1. Mdédulo de um vetor. O médulo de um vetor v é por defini¢do o seu
comprimento. Na representacao na base {€;} o médulo se escreve:
=2 2, .2 2
IVI7 = v + vy + 03
ou em notagao indicial:

V1 = v;v;

1.2.2. Produto escalar entre vetores. O produto escalar entre dois vetores

quaisquer, V e U, é por defini¢do o escalar (o nimero):
Vi = [[V[la]| cos(v, d)
Na representagdo na base {€;}, o produto escalar entre estes dois vetores se escreve:
v-u= (Uiei) : (Ujej) =V;U;j €€ = viujéij = V; U;
O médulo de um vetor pode entao ser escrito como:
||\_7‘H2 =V -Vv= V; U;

A componente de um vetor na base {€;} pode ser obtida por meio do seguinte

procedimento. Seja o vetor Vv = v;€;. Multiplicando escalarmente ¥ com um

elemento qualquer da base, €;, obtém-se:

—

V'éizvj€j~6i :Ujéji:vi
Portanto, a componente v; do vetor v obtém-se pelo produto escalar entre vV e o
elemento €; da base.

1.2.3. O simbolo de permutagao e. O simbolo de permutacao € é empre-
gado, por exemplo, na representagao do produto externo entre dois vetores por meio
da notacao indicial. Ele é definido da seguinte forma:

€123 = €231 = €312 = 1

€321 = €213 = €132 = —1
€111 = €112 = €113 = €121 = €122 = -+ = €322 = €323 = €332 = €333 = 0
Como ¢ dificil memorizar todas as possibilidades, a dica é:

(1) para indices repetidos o simbolo de permutagao é nulo;

(2) para indices nao repetidos e na sequéncia anti-horaria (--- ,1,2,3,1,2,3,--)
o simbolo de permutagao é igual a 1 (Fig. 1.3 & esquerda);
(3) para indices nao repetidos e na sequéncia hordria (---,3,2,1,3,2,1,---)

o simbolo de permutacao é igual a -1 (Fig. 1.3 & direita).
ou ainda:
+1, se ¢, j, k é uma permutacao par de 1,2,3
€ijk = —1, se i, j, k é uma permutagao impar de 1,2,3
0 do contrario

A seguinte propriedade é importante para operagoes com o indice de permuta-
Gao:
€ijk = €jki = €kij = —€kji = —€jik = —E€ikj
Para memorizar estas relagoes, a dica é:

(1) se os simbolos de permutagao comparados tém sequéncias de indices hora-
ria e hordria ou anti-hordria e anti-horéria, entao eles sdo iguais (Fig. 1.4
a esquerda);

(2) se os simbolos de permutacao comparados tém sequéncias de indices hora-
ria e anti-hordria ou anti-horaria e hordria, entéo eles sao opostos (Fig. 1.4
a direita).
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oY

FIGURA 1.3. Sequéncia anti-horaria (esquerda) e horaria (direita)
dos indices do simbolo de permutacao.

oy

FIGURA 1.4. Sequéncia anti-hordria (esquerda) e horaria (direita)
dos indices do simbolo de permutacao.

Um resultado 1til, relacionando o simbolo de permutacao e o delta de Kronec-
ker, é:

€ijm €klm = Oik 01 — 031 Ok

1.2.4. Produto externo entre vetores. Uma vez apresentado o simbolo de
permutagao, chegou o momento de aplicéd-lo na obtencao do produto externo entre
dois vetores. Antes, porém, convém recordar que o produto externo entre dois veto-
res, V e U, é um vetor perpendicular a ambos vetores, de médulo || V||| d|| sen (V, @)
e sentido dado pela regra da mao direita ou do saca-rolha. O resultado do produto
desses dois vetores expresso na base {€;} é definido como:

W =V X U= €k V; Uj €k
Um resultado importante decorre da defini¢ao acima, e serd deduzido a seguir.
Seja o produto externo entre dois vetores quaisquer, V e u:
VXxiu= (Uiéi) X (Ujéj) = Uinéi X éj
Como visto na definicao, este produto é igual v; u; ;1 €x. Logo, ao comparar as
duas equagoes acimas:

U U (ei X €5 — €5k ek) =0
Como esta tultima igualdade vale para quaisquer dois vetores Vv e U, conclui-se que
0 termo entre parénteses nesta equagao é nulo, ou seja:

€; X €j = €k €k
Este resultado resume a Eq. 1.7, cuja verificagao fica como exercicio.
1.3. Tensores

No estudo da mecéanica dos sélidos é preciso trabalhar com tensoes e deforma-
¢oes. Uma ferramenta matematica que facilita a andlise de tensoes e deformagoes
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no solido sao os tensores. A seguir serao definidos os tensores, as suas componentes
na base {€;} e algumas propriedades.

1.3.1. Definicao de tensor. Tensor é um operador linear, T, que relaciona
um vetor qualquer v a um tnico vetor i = T V. Decorre de sua linearidade que:
T(aV) = aTV
T(V+1d)=Tv+Tid
T(aV + pi) = TV + fTu

v/ T
/:>/ii;Ti7

Ficura 1.5. Tlustragao da definicao de tensor.

1.3.2. Componentes de um tensor. Considere um tensor T ¢ a base {€;}.
Ao aplicar T a cada um dos elementos de {&;}, obtém-se trés vetores, genericamente
€Xpressos por EZ- = Té€;. Cada um destes trés vetores tem componentes em {€;}
dadas genericamente por:

t) = T & = T11 & + Toy 82 + T3 83 = Tj1 6
ty =T &z = T12 81 + Ta2 82 + T32 83 = T)2 &
ty = T8 = T13681 + To3 8 + T3 83 = T3 €
Os coeficientes T11, T12, T3, To1, - - -, T32, T33 sdo as componentes de T na base {&;}.
Portanto, sao 9 o nimero de componentes de um tensor.

FIGURA 1.6. Vetores associados a cada vetor da base {€;} (es-
querda) e componentes do vetor T &; = t; (direita).

A componente T;; do tensor T é obtida por €; - T €;, cuja prova é feita a seguir.
€ - T € =€ Ty €k = Tk; € - €x = T our, = Tjj
Como definido, um tensor associa o vetor TV ao vetor V. Convém agora

examinar as componentes de T v na base {6;} supondo conhecidas as componentes
de T e V nessa mesma base.

TV = T(vjej) = vaej :vaijei :Tijvjei

De onde se conclui que as componentes de T ¥ sdo iguais a Tj; v;.
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Este ultimo resultado sugere representar as componentes de um vetor em forma

matricial. A matriz de componentes de um vetor v sendo dada por uma matriz
coluna {v}:

e a de componentes de um tensor T por uma matriz quadrada [T]:

Ty T2 Ti3
To1 T Ta3
T31 T3y 133

de tal modo que as componentes do vetor i = T Vv sdo dadas pelo produto matricial

{u} = [T]{v}:

Uy Ty T2 Tis vy
Ug p = [To1 Togp Ths V2
us3 T31 T3y T33 v3

Observe que as colunas da matriz de componentes do tensor sao as componentes
dos vetores T €y, T €3 e T €3, respectivamente.

1.3.3. Soma de tensores. O resultado da soma de dois tensores, T e S, é
por definigao o tensor W = T + S que verifica WV = (T + S)V = TV + SV, para
qualquer vetor V. Suas componentes na base {€;} sao W;; = T;; + S;;, como se
demonstra a seguir.

WV:TV+SV:ﬂjvjéi+S¢jvjéi = (Tl] +S¢j)vjéi = Wijvjé'i
Logo, W;; deve ser igual a Tj; + S;; para que a ultima igualdade se verifique para
qualquer vetor V.

Matricialmente a soma de dois tensores, T e S, é dada pela soma das matrizes
de tensores, ou seja, [T] + [S].

A soma entre tensores é comutativa:

T+S=S+T

e associativa:

(R+S)+T=R+(S+T)

1.3.4. Produto de tensores. O resultado do produto de dois tensores, T e
S, é por defini¢ao o tensor TS que verifica (T'S)V = T(SV), para qualquer vetor V.
Suas componentes na base {&;} sao (T'S),; = Ti; Si;, como se demonstra a seguir.
(TS) V= T(SV) = T(Slj Vj 61) = Slj Vj Té] = Slj Vj Til éi =
= 14 Slj Vj éi = (TS)Z-]-U]' éi
Logo, (T'S), y deve ser igual a T3 5); para que a ultima igualdade se verifique para
qualquer vetor V.

Matricialmente o produto de dois tensores é dado pelo produto matricial [T] [S].
O produto de tensores é associativo:

(RS)T = R(ST)
é distributivo:
R(S+T)=RS+RT
mas nao é comutativo, ou seja, em geral:

TS +# ST
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1.3.5. O tensor identidade. O tensor identidade é aquele que para todo e
qualquer vetor V o préprio vetor V, ou seja, IV = V. Suas componentes na base {€;}
sao facilmente obtidas tendo em conta que as colunas da matriz de componentes sao
as componentes do vetor I€; = €;. Portanto, a matriz de componentes do tensor
identidade na base {&;} é a matriz identidade:

1 00

=10 1 0

0 0 1
Uma propriedade facilmente demonstravel é:
TI=IT=T

para qualquer tensor T.

1.3.6. O tensor inverso. O tensor inverso de um tensor T, T~1, é por de-
finigdo aquele que verifica TT™! = T~!T = I, ou, matricialmente, [T][T]~!
(T~ 1] = (1]

Observe que se G = TV, entdo T i = T-1 TV =1V = ¥, ou seja, o tensor
T~ leva o vetor TV ao préprio vetor V.

As componentes do tensor T na base {€;} sdo os coeficientes da matriz inversa
de T, isto é, de [T]~ 1.

1.3.7. O tensor transposto. O tensor transposto de um tensor T qualquer
é TT que, por definicdo, verifica i - TV = ¥ - TT i, para quaisquer vetores G e V.

Se as componentes de T na base {€;} sdo Tj;, entao as de TT sio T};, como
se demonstra a seguir. Como visto, as componentes de TT na base {&;} sao dadas
pelo produto escalar & - TT &;, que pela definigdo de tensor transposto é igual a
& -Té& =Ty

Matricialmente, a matriz do tensor transposto é a matriz transposta do tensor,
ou seja:

Ty Tor T3
[TT} = [T]T = T2 Ty T
Ti3 Trz 133

1.3.8. Os tensores simétrico e antissimétrico. Todo e qualquer tensor T

pode ser decomposto num tensor simétrico, S = ~ (T + T7T), e num antissimétrico,

1 5(
A= §(T —T7T), e esta decomposigao é tnica:

T:l(T+TT)+1(T—TT)=s+A

2 2
Suas componentes sao:
1
Sij = 5 (T + Tji)
1
Aiy = 5(Tiy — Tji)
Portanto, num tensor simétrico tem-se S;; = Sj; e num antissimétrico A;; = —A;;

e, consequentemente, Aj; = Agg = Azz = 0.
A matriz do tensor simétrico de T é, portanto:
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1
[5] = 5 ([T + [T]")
1 1
T §(T12 + To1) §(T13 +T31)
_ |1 1
- §(T21 + Th2) oo §(T23 + T39)
1 1
§(T31 +T13) §(T32 + Th3) T3
e a do tensor antissim_étrico: ]
1
[A] =5 (IT] - [T]")
1 1
0 §(T12 —T5) §(T13 —T31)
_ |1 1
- §(T21 —T19) 0 §(T23 — T39)
1 1
§(T31 —Th3) §(T32 — Th3) 0

1.3.9. O vetor dual de um tensor antissimétrico. O vetor dual, a, de
um tensor antissimétrico é aquele que verifica A v = & X V para todo vetor V. Suas
componentes podem ser obtidas a partir da prépria definicao:

ej-Aek:ej-(axek) :ej-(alel xek) :alej-(el xek)
= €lkm A1 € - €m = €lkm A Ojim = €lkj A = —€jk1 QY
Multiplicando a equacao acima por €;z; obtém-se:
EjkiAje = —€jki €1 AL = —€ikj €uj a = =205 ap = —2a;

Permutando nesta tultima equagao os indices do simbolo de permutacao obtém-se,
finalmente:

ai = —5€ije Aji

ou seja, as componentes do vetor dual do tensor antissimétrico A na base {€;}.
Pode-se observar a partir da definigao do vetor dual que o tensor antissimétrico
A leva qualquer vetor v a um outro vetor, A vV, ortogonal a seu vetor dual a.

1.3.10. O produto diddico de dois vetores. O produto diddico de dois
vetores, a e 5, é um tensor ab que verifica para qualquer v a identidade abVv =
d(b - ¥). Pela definicio o tensor ab associa a qualquer vetor um outro vetor na
direc@o do vetor &. Suas componentes sao ab;; = a; bj, como se deduz a seguir:

abij = é'i-abéj = 6,5:(6(%) Zéi'akékbj = akbjé} -ék = akbjékj = aibj
Matricialmente:
ai
[ab] =S az p {b1 by b3}
as
Um caso importante é o do produto diddico entre os elementos da base {€;}:

1 00 010 0 00

[elel] =10 0 O s [6162] =10 0 O ,"'[6363] =10 0 O

0 00 0 0 0 0 0 1
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->
d

S

F1Gura 1.7. Vetor dual a do tensor antissimétrico A. Plano «
ortogonal ao vetor dual. Para qualquer vetor v, AV é paralelo ao
plano a.

Este resultado permite uma maneira alternativa de representar o tensor T como
Tij €;€;.

1.3.11. O traco de um tensor. O trago ¢ de um tensor produto diddico ab é
por defini¢ao o produto escalar dos vetores a e b ou seja, trab = a- b. Como qual-
quer tensor pode ser representado em termos dos produtos diddicos dos elementos
da base {€;}, o trago de um tensor T qualquer é tr T = Tj;, como se deduz a seguir:

tr T = tr (Tij eiej) = ﬂj tr eje; = TU &; - éj = TU 51‘]’ =T

1.3.12. O tensor rotacao R. Considere dois segmentos materiais quaisquer
de um corpo rigido em que uma das extremidades se tocam. Na rotagao desse corpo
rigido o comprimento e o angulo entre os dois segmentos materiais permanecem
sempre 0 mesmo, sao invariantes. O tensor de rotacao R é aquele que por defini¢ao
mantém invariantes o comprimento e o angulo entre dois vetores quaisquer, ou seja,
dados dois vetores quaisquer, V e U, o tensor R faz com que:

v.-i=RV-Ru
De

<

Na equacdo acima, pode-se escrever que Rv-Ti=d-RTRV =i -
onde se pode concluir que RTR =RRT =1

Como toda rotagao ocorre em torno de um eixo. Num corpo rigido em rotacao
em torno de um eixo, todo segmento material paralelo a esse eixo mantém-se pa-
ralelo ao eixo de rotagdo. Assim, todo tensor de rotacao tem uma direcdo para a
qual qualquer vetor orientado segundo ela nao sofre alteragao de direcao e médulo
com a rotagdo. Seja ¥ um vetor na diregdo do eixo de rotacdo. Logo:

Rr=r

Subtraindo acima a segunda equacao da primeira obtém-se (R —RT) T = 0. Como
R — RT ¢ antissimétrico, tem-se para qualquer v " que (R—RT)V =a x ¥, onde
a é o vetor dual de R — RT Portanto, & x ¥ = 0, ou seja, o vetor na diregao do

eixo de rotagao do tensor de rotacao R é o vetor dual do seu tensor antissimétrico
R - RT.

1.3.13. Transformagao de coordenadas entre dois sistemas cartesia-
nos ortogonais. Considere dois sistemas de coordenadas cartesianas ortogonais
{€;} e {&l}. As duas bases se relacionam por meio de um tensor de rotagao Q, pois
elas preservam comprimentos e angulos, de modo que €, = Q €; = Qj; €j.
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O significado geométrico das componentes do tensor Q, @);j, fica evidente a
partir do seguinte desenvolvimento: Q;; = €;- Q€; = € - é'J’- = cos(6;, é'g). Portanto,
o coeficiente @);; é o cosseno diretor entre os elementos €; e é'Jf.

Como Q é um tensor de rotacio, entio QQT = QT Q =1
Os coeficientes do tensor Q formam a matriz de transformagao [Q] da base {€;}
para a {€}}, nessa ordem:

Qi1 Q2 Q3
Q= [Q21 Q22 Q23
Q31 Q32 Q33

Convém observar que a transformacio inversa, da base {€}} para a {€;}, é dada
pela transposta de [Q], [Q]T, pois:

Q'e =QT Q& =1& =5
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