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Definicao de Boltzmann

* A entropia, apesar de ser uma das
propriedades termodinamicas mais
importantes, € uma das menos entendida.

* Precisamos entende-la fisicamente para que
deixe de ser apenas uma definicao

e Apesar de sua grande importancia podemos
entende-la com matematica bastante simples



Definicao de Boltzmann

* Boltzmann propds a existéncia de uma relacao
entre entropia em um dado estado e a
probabilidade de existéncia deste estado

* Planck escreveu a proposicao de Boltzmann
matematicamente

Entropia . S — k |nW _|_été

/N

Constante de Boltzmann Represente a

Probabilidade de um
estado
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Definicao de Boltzmann

Para obter W precisamos saber algo sobre a
distribuicao de atomos/moléculas do sistema

Assim, sairemos temporariamente da termodinamica
classica e introduziremos conceitos de
termodinamica estatistica

Em principio podemos calcular as propriedades de
um sistema somando a contribuicao de cada
molécula do sistema em um dado momento

Como o humero de atomos/moléculas de um
sistema é muito grande, aplica-se a estatistica
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Conceitos elementares de
estatistica

* Para entendermos entropia em termos de
probabilidade precisamos de alguns conceitos
basicos de estatistica

* |niciaremos por um exemplo:

— Considere 8 objetos numerados de 1 a 8 e 4 caixas e
responda: de quantas maneiras diferente estes objetos
podem ser organizados nas caixas, considerando que cada
caixa é grande o suficiente para conter todos os objetos?

o o o o

oy ©® © °




Conceitos elementares de
estatistica

* O objeto 1 pode ser organizado em qualquer
das caixa (4 possibilidades), de maneira similar
para o objeto dois (4 possibilidades) e assim
por diante

— Eventos independentes (caixa grande o suficiente)

* O Resultado do total numero de possibilidades
de organizar as bolas em 4 baixas é

8
[14=4°
n=1
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Conceitos elementares de
estatistica

e Se os objetos sao distribuidos aleatoriamente cada
um dos 48 estados tem a mesma probabilidade de
ocorréncia

— Mesma probabilidade de encontras todas as bolas na caixa
1,2,3 oud.

— Que é a mesma probabilidade de qualquer outra
configuracao(estado)
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itos elementares de
estatistica

* Em cristais podemos diferencias os tipos de atomos
(ex. Au, Cu), entretanto nao podemos identificar 1
atomo de Au entre os demais atomos de Au

y

— Trazendo para o ex., na realidade nao estaremos
interessados em saber que bolar estara em qual caixa, mas
sim o numero de bolas de um dado tipo por caixa

— Parailustrar, vamos calcular o numero possibilidade de
encontrar 2 bolas por caixa (estado estatistico)

* Precisamos calcular quantas possibilidades temos de combinar 2
de 8 objetos na caixa 1, 2 dos 6 objetos restantes na caixa 2 e 2
dos 4 restantes na caixa 3.




Conceitos elementares de
estatistica

e 12 passo: calcular o numero de maneiras de pegar 2 objetos de 8 para a
caixa 1. O numero de combinacdes de N obf'\eltos pegos em n

nNI(N —n)!
ol B 8x7
2Bl 2

* Para a segunda, terceira e quarta caixa teremos

.C, = — 28

| |
6! 6><5:15 .C, = 4] 4x3 5 C 2!

672 " ohedl . 2




Conceitos elementares de
estatistica

 Assim o numero de maneira de arranjas 2 objetos em cada caixa é:
N 8!
W=,C,x,C,x,C,x,C, = =—— = 2520
n!n,Inn,!  (21)

* Agora podemos responde a seguinte pergunta:

Se 0s objetos sao colocadas de maneira aleatdria nas caixas, qual a
probabilidade de obter o estado estatistico com 2 bolas por caixa?

Como temos 2520 possibilidade deste estado e 42 possibilidades de distribuir
aleatoriamente as bolas nas caixa, a probabilidade do estado é:

. 2520 . O 0385 Este estado calculado é o que apresenta maior
— g probabilidade de ocorréncia se comparado a todos
4 0S outros estados estatisticos

p



Conceitos elementares de
estatistica

* O estado de maior probabilidade (maior W)
sera aguele onde os objetos estao distribuidos
de maneira uniforme -> este sera o estado
com maior ocorréncia e o mais provavel

* De S=kInW podemos dizer que o
estado mais provavel apresenta maior
entropia (como era de se esperar)

— Logo, se o sistema vai de um dado estado para outro de
maior W (mais provavel), sua entropia aumenta -> este
processo € intuitivamente espontaneo e esta de acordo
com a 22 |ei



Conceitos elementares de
estatistica

 Retomando o calculo de entropia, precisamos
calcular InW ->In de um fatorial. Para isto é
conveniente aplicarmos a aproximacao de
Stirling, valida para valores grandes de N
(normalmente valida para nosso caso — muitos
atomos)

INn N!I=NIhN—-N



Conceitos elementares de
estatistica

e Consideremos entao um volume molar de cristal
(Imol) com N, posi¢cdes na rede cristalina

e VVamos calcular a variacao de entropia associada a
mistura randdmica de n atomos do tipo B com (N,-n)
atomos do tipo A em N, posi¢des da rede

Sa Sa

Na forma de reacgado: T i :
(No-n)A + nB = Solucao((N,-n)A,nB)

atoms

Esta variacao de entropia € conhecida \ /
como entropia de mistura (AS,,)

AS, ;= Spp - Sp- Sp

Fig. 4.1 Illustration of @ mixing process.



Conceitos elementares de
estatistica

De acordo com a equacao de Boltzmann
AS, = Spg - Sa - Sg=k(In W, g — In W, — In W)

W, g -> numero de maneiras de arranjar (N,-n) atomos
de A e n atomos de B em N, posi¢des da rede
cristalina (N, células com uma posi¢ao)

n=n,=n,=---=ny =1
W — N,! _ N —
n!nIntl--n 0 °

Esta situacao nao é realista, pois nao podemos distinguir todos os atomos, so
podemos distinguir entre atomos tipo A e Tipo B (como era com as bolas)



Conceitos elementares de
estatistica

Assim o valor apropriado de W sera menor que Ny, ja
gue este valor leva em conta o numero de maneira
que podemos arranjas os atomos de A e B em seus
diferentes sitios

O numero de maneiras de arranjar (N,-n) atomos de A
em (N,-n) sitios e de arranjar n atomos de Bem n
sitios sera, respectivamente (N,-n)! e n!

Assim, o numero de maneiras de misturar atomos
indistinguiveis de A e B sera reduzido de um fator

1 W N
(N,—nm)Inl % (N,—n)In!




Conceitos elementares de
estatistica

Generalizando -> Para um sistema com n, atomos de A,
ng atomos de B, n.atomos de C, ......

N,!
nng!n.!---

WA,B,C,... —

Para cristais puros com atomos indistinguiveis (1 tipo)
SO existe uma maneira de arranja-los

N, n,!
v W, =W, =1

A"



Conceitos elementares de
estatistica

Retomando
AS,=Spg-Sa-Sg=k (In W, 5-1In W, -InW;) , com

N,!
(N, —n)!In!

!
AS_=Kkln N, -0-0
(N, —n)!In!

WA,B —

W, =W, =1




Conceitos elementares de
estatistica

Aplicando a aproximacao de Stirling

N,!
I~ _ AS_ =Kl :

AS, = —Nk| Tin| 0 |4 No=ny F No =0
_NO I\IO I\IO I\IO |
Sera deduzida
futuramente

™~ Sempre
apicandoa = AS = —R[X, In(X )+ X In(X, )] — Sem
termodinamica A A B B positivo
classica X, € Xg séo a fracao molar de Ae B




Conceitos elementares de
estatistica

 Podemos notar que a entropia esta relacionada com
a aleatoriedade -> quanto maior a aleatoriedade
maior a entropia

* Veremos mais a frente que existe ainda uma
aleatoriedade relacionada com a vibracao dos
atomos na célula (S,), quanto maior a aleatoriedade
associada a posicao do atomo (maior volume da
célula) maior a entropia
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Conceitos elementares de
estatistica

* Considere que os atomos A e B do exemplo anterior
tem tamanhos significativamente diferente. A
mistura de atomos tornaria dificil o empacotamento
dos atomos em uma linha e e 0

* Assim, além da entropia de mistura
teremos também uma contribuicao de 5
S, (vibracional) -> discutiremos mais
a frente
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Populacao de estados de energia

* Até o momento falamos somente de entropia
da mistura

* Vamos tratar agora um exemplo diferente.
Considere um volume molar de um cristal
puro -> os N, atomos tem uma energia total E

* Todos os atomos nao tem a mesma energia ->
flutuacao térmica



Populacao de estados de energia

* Vamos considerar que alguns niveis discretos
de energia existem no cristal e cada atomo so
pode assumir um destes niveis |

* Ou seja, um atomo pode existir

€2

d EOI E1: Ezz etc, mas nunca com ;

energia intermediaria

-> Estados quantizados de energia

Fig. 4.3 Quantized energy levels,

* Entao a pergunta que surge é quantos atomos
existem em cada nivel de energia®?



Populacao de estados de energia

Poderiamos “inocentemente” pensar que o
cristal tenderia a minima energia com todos
os atomos em E,, e energia total E = N, E,

Mas este raciocinio desconsidera a entropia

Como os estados de energia podem ser
distinguidos, podemos distinguir entre atomos
emEyeE;

Se todos os atomos estivessem em E,
teriamos somente uma maneira de mistura-
los, W=1 e S=0



Populacao de estados de energia

* O estado de equilibrio tende para um valor
maximo de S -> assim teriamos estados de
maior energia ocupados

* Considere os niveis E,,E,,E,, ..., E, com ng, n,,
n,,..., N, atomos

S=kInW Szkln( N’ Ij

n,n!n,l-..n 1

* Da aproximacao de Stirling

S=—k> nln [n,]
=0 NO



Populacao de estados de energia

* A energia total seria

r
E=> nE
=0
e Se T eVsaoconstantes E é constante e

,
— N — Os niveis de energia sao ‘
dE=0=) Edn o— L

independentes de n,

* Para o equilibrio S deve ser maximo, dS=0

=S nm 2 jds O__kZE [ Oan



Populacao de estados de energia

e O numero total de atomos

No :Zr:ni O:Zr:dni
i—0 i=0

S

* O maximo depende de varias variaveis (n,),
conectadas por (restricoes)

dEzOziEidni O:Zr:dni
1=0 =



Populacao de estados de energia

* Aplicando a técnica de Lagrange

N 4 _AE =0

NO

N2 —AE, =0
NO

N2 —1E, =0
NO

* A, e A,sao constante, conhecidas como
multiplicadores de Lagrange



Populacao de estados de energia

Ini—/ﬁ—ﬂ«in =0
[] NO
* Reorganizando

N~ P exp(4E)

* Como Z% zlzexp(ﬂl)ZeXp(ﬁin)

exp(4,) = :

Z exp(4,E)
n exp(4,E;)

No 2 exp(4,E)




Populacao de estados de energia

* Podemos agora calcular A, . Vamos imaginar
uma transferéncia de dn atomos do nivel E,
para E, de maneira reversivel! De:

r n. r

A variacao de entropia sera:

sl e



Populacao de estados de energia

* Substituindo n, e n, de N _ _Exp(4E)

N, > exp(4,E)

i

dS = —/Izk(E2 — El)dn
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Populacao de estados de energia

A variacao de energia interna

dE = (E, - E, )dn

* Com volume consta\nte\

dE = DO

dS = -Ak(E, - E, )dn

dS = —1,kDQ



Populacao de estados de energia

* Da segunda lei para processos reversiveis

ds = 29
T
dS = —4 kDQ
* Por comparacao .
}‘2 -~ ﬁ Atencao erro no livro pg. 42



Populacao de estados de energia

e Substituindo A, =——— €em

Fracao de atomos ocupando

0 estado de energia B N - E
| 0 Ezexp(—'



Populacao de estados de energia

* O denominar é conhecido como funcao de

particao (Z)
E.
=) exp|l ——
2 p( ij
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Populacao de estados de energia
Aplicacao (exemplo)

* A maioria das reacoes em solidos envolve uma
energia de ativacao -> ex. movimento de um
atomo entre dois sitios (difusao) -> passa por
um estagio intermediario de maior energia




Populacao de estados de energia
Aplicacao (exemplo)

* A energia dos atomos na posicao normal da
rede e E,. Como a diferenga entre os niveis de
energia € pequeno, a funcao de particao pode

Ser expressa o0 E
7 = jexp(— —jdE = KT
O KT

 Para movimento dos atomos, nao somente
atomos com energia entre E, e E, +dE
vencerao a barreira mas sim todos com
energia maior que E, (entre E, e o)

Dstance—>
Fig. 4.4 Tilustration of the activated state in diffusion.



Populacao de estados de energia
Aplicacao (exemplo)

* Assumindo a energia como continua

exp(— kETjdE = ;E(HE))
f(E)JE = - !
jexp(— EjdE L
O KT femdzzzgf
jexp(—EjdE
f(E>E)—Tf(E)dE = il = ex (—Ej
2) = ) = =eXp| — T

j exp( kET jdE



Populacao de estados de energia
Aplicacao (exemplo)

e De maneira similar [ da= e
jexp(—EjdE
%< - KT E
f(E>E)=|f(E)dE== = exp| — —=
' “’ E kT
S jexp(—jdE
; KT

* Seonivel 1 é o debase, afracao de atomos

excitados sera ) ( AE
f =exp| ——
KT

Energia de ativacao



Populacao de estados de energia
Aplicacao (exemplo)

e Na realidade . AE
f =exp| ——
( ij

nao é rigorosamente correta, pois considera que o
numero de estados de energia acessiveis €

independente da energia. Levando isso em conta e o
conceitos de entropia

f * _ exp(_ sz?r Flj _ exp(_ %j F é a energia livre

AS AE A fracdo de atomos em estados de
— exp _— exp e — maior energia (reacbes) aumenta
k kT exponencialmente com a temperatura e
decai com a energia de ativacao




Capacidade térmica de solidos

 Se um sélido “absorve” calor, com volume constante
sua temperatura aumenta , seguindo a capacidade

térmica a V cte (C,) C dE
oldT ),
* Mas..... Porque diferentes substancias apresentam
diferentes valores de C e ... porque C varia com a
temperatura?

e Existem principalmente dois mecanismos de
“absorcao” de energia em solidos

— Vibracao dos atomos
— Aumento da energia cinética dos elétrons



Capacidade térmica de solidos

 Em baixa temperatura, a componente
relacionada a energia cinética dos elétrons é
pequena (relacionada aos elétrons na
superficie de Fermi) -> assim o principal
mecanismo de “absorcao” de energia seria por
viracao dos atomos (vibracao da rede)

* Narealidade, C é zero para T=0K, segue T3
para baixas temperaturas e se aproxima de
uma constante para temperaturas elevadas
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Capacidade térmica de solidos

* Vamos considerar um cristal como um sistema
de atomos que vibram como osciladores
harmonicos com frequéncia v

e Cada oscilador pode vibrar em trés direcoes
de vibracao (trés graus de liberdade)

* Assim um sistema com N, osciladores
tridimensionais, correspondem a 3N,
osciladores lineares



Capacidade térmica de solidos

Da teoria quantica, a energia de um oscilador
Na frequéncia vV é / NUmMEro INteiro -\ rante de Planck

E—(n+1/2hv

A capacidade térmica do cristal C,

A energia media de 3N, osciladores e

E=3)'nE

)

n, € o numero de atomos no nivel de energia

E., expresso pelo fator de Boltzmann

f =0

Ei
)

el )



Capacidade térmica de solidos

Zexp(—kE_li_j E= (n +1/ 2)hv

* Reavaliandoz iexp(— (n +i42)hvj
n=0

* Expandindo




Capacidade térmica de solidos

1+ex (—M}r ex (—mj 2---
P KT P KT

+ Tem forma [+ x+ %2 ]

e 1
e E esta soma infinita vale 1, Ppara |x|<1

hv 1
‘= eXp(_ 2KT j




Capacidade térmica de solidos

Podemos simplificar o problema usando a
relacao entre a energia livre de Helmholtz e a

funcao particao
F=E-TS

r n. r
Substituindo S = —kz n; In(l\llj E = Zni E,
1=0 0 1=0

F :Zr:niEi +kTini In[n‘j
=0 =0 I\Io



Capacidade térmica de solidos

* Arelagao entre n, e E, vem da equacgao de
Boltzmann exp(_Eij
n, KT

E = kT Ih 2 _KTInZ N 2

0

* Substituindoem F =% nE +kT > n, |n£:|ij
i=0 i=0 0

F=—kTInZ



Capacidade térmica de solidos

F=—kTInZ (Relagdo micro - macro)

* Desta relacao podemos deduzir (em funcao de

Z)
—sz(a—Fj S:kInZ+kT(aZj
oT ), z \aT ),
* como (Relagdo micro - macro)
2
Z \oT ),

(Relac&o micro - macro)



Capacidade térmica de solidos

* Finalmente, para a consideracao de
osciladores harmonicos (1 oscilador)

c, :(dE)V c. :k(mjz [e exp(hv/KT)

dT kT ) [exp(hv/KT)—1]

Ou para 1 mol (N,) com 3N, osciladores

() e
=\ T C, =3RX (ex—l)z
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Capacidade térmica de solidos

X

e
C, =3Rx’ (ex—1)2 foi deduzida por Einstein

Avariacdo de C, com T



Capacidade térmica de solidos

A concordancia entre os valores obtidos
experimentalmente e os da funcao de Einstein
Sa0 semiquantitativos

Para T=0 C, e predito zero e para T elevado
vale 3R

Entretanto para temperaturas intermediarias a
concordancia nao é satisfatoria

Einstein reconheceu que o erro estava em
considerar os osciladores na mesma
frequéncia



Capacidade térmica de solidos

* Debye analisou o problema considerando que
o cristal tem um espectro de frequéncias entre

v, e v,..(m=maximo)

* Com o aumento da temperatura a distribuicao
de frequéncias se desloca para as maiores
frequéncias

* Finalmente, a uma temperatura chamada

temperatura de Debye (0) a funcao de Einstein
volta a ser valida (todos osciladoresa v,



Capacidade térmica de solidos

* A expressao obtida por Debye é

o
3R} Yy O KT

N

CV

Ao D ()

Apresenta boa concordancia com valores experimentais X= kT

* Para baixa temperatura (x grande)

3
C, = 78(L] T =CT?
hv

m



Capacidade térmica de solidos

* Para temperatura elevada (x << 1)

C, =3R

* Com medidas experimentais podemos obter C
e calcular a temperatura de Debye
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Capacidade térmica de solidos

* Na tabela abaixo sao apresentados os valores
da temperatura de Debye para algumas
substancias

Muitos materiais, a temperatura ambiente, ja se encontram acima de 6 -> com
muitos atomos a v,



Entropia Vibracional

* Consideremos a contribuicao da entropia
vibracional para temperaturas elevadas (x<<1
-> maioria das frequéncias proximas a v,,)

KT ( 62 A
S=kInZ+ 5 (GT jv Z:exp( h jleXpEL‘_}’j

* Z pode ser expandido em uma série infinita

. 2, KT
L _ 1= (hv/2KT)+1/2(hv/ 2KT)* + parahkT<<l 7 ~

(hv/2KT)-1/2(hv/2KT)* +--- hV




Entropia Vibracional

* Consideremos a vindependentede T

S = k(ln k—T+1j
hv

* Para 1 mol (3N, osciladores)

S = SR(In k—T +1j
hv

* Supondo uma variacao de frequéncia de v

parav

V S . A
_ v e a variacao de frequéncia é
AS =3R In V\ negativa v >v' AS € positivo



Entropia Vibracional

* Considera agora o caso de defeitos na rede
(impurezas ou vacancias)

— Uma frequéncia vibracional elevada esta
associada com as forcas elevadas (constante de
mola)

— Defeitos causam desordem, com efeito na
vibracao dos atomos nas proximidades

 Normalmente levando a uma reducao de frequéncia e
por consequéncia a um aumento entropia relacionado
ao defeito



Entropia Vibracional

 Uma aplicacao interessante pode ser encontrada no
caso do Sn (Sn(cinza-rede cubica tipo diamante)
abaixo de 13 ° C e Sn(branco tetragonal) acima de
13°C)-> a transformacao branco-cinza é exotérmica

* Intuitivamente -> Como se perde energia os atomos
estarao em menor estado de energia e mais
fortemente ligados (Sn (cinza)-> mais ligado que
Sn(branco)

 Entao porque o Sn cinza nao é a fase estavel a
temperatura elevada?



Entropia Vibracional

A resposta vem da energia livre da
transformacao Sn(cinza)=Sn(branco)

AG= AH- TAS
Para processo espontaneo AG deve ser <0

Sabemos que AH é positivo, entao AS tem que
ser positivo. Porque AS é positivo?

O Sn(cinza) deve corresponder a um estado de
maior forcas entre atomos (maior frequéncia)



Entropia Vibracional

Isso significa dizer que aumentar os esforcos (forca
de ligacao) aumenta a frequéncia (cinza->branco
diminui a frequéncia)

Assim de AS =3RIn 1 sera positivo

V

A baixa temperatura o termo TAS € menor que AH
(AH predomina)->Sn(cinza) estavel (AG positivo)

A alta temperatura o termo TAS é maior que AH (AS
predomina)->Sn(branco) estavel (AG negativo)

Logo, aparentemente, a elevada temperatura a fase
mais estavel sera aquela de menor frequéncia
vibracional



E importante lembrar

Definicao de entropia de Boltzmann

Entropia de mistura

Existéncia e populacao de estados de energia
Capacidade térmica -> interpretacao
Entropia vibracional



Lista de exercicios

Apéndice 3 do livro, pg. 327:
4.4,4.8,4.9

Resolver algebricamente entendendo todos os
PAsSOs.



