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Conteúdo

• Equações de velocidade
– Matriz jacobiana

– Singularidades

– Coeficientes de velocidade

• Equações de aceleração
– Derivadas dos coeficientes de velocidade
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Equações de 
posição

(2)            0)sin(.)sin(.

(1)    0)cos(.)cos(.




qRAB

CqRAB

B ≠ 0

7-Solução do sistema de equações

)sin(

)sin(.
ou

)cos(

)cos(.

CR.cos(q)

R.sin(q)
atanA

... (1)por  (2) dividindo e 0 doConsideran

(2)            0)sin(.)sin(.

(1)   0)cos(.)cos(.

A

qR
B

A

CqR
B

B

qRAB

CqRAB























Solução algébrica 
(as variáveis secundárias 
são obtidas de forma 
explícita)
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7-Solução do sistema de equações

)sin(

)sin(.
ou

)cos(

)cos(.

CR.cos(q)

R.sin(q)
atanA
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Equações de velocidade
Obtidas através das derivadas das equações de posição em 
relação ao tempo:

Equações cinemáticas de posição:

0)sin(.)sin(.

0)cos(.)cos(.




qRAB

CqRAB

0).cos(.).cos(.)sin(.

0).sin(.).sin(.)cos(.





qqRAABAB

qqRAABAB





Derivando em ralação ao tempo:
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)cos(.

)sin(.
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)sin()cos(.

)cos()sin(.
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Representação do sistema na forma matricial:

Matriz 
jacobiana

Vetor das velocidades 
secundárias Vetor dos 

coeficientes 
constantes

Velocidade 
primária 

0).cos(.).cos(.)sin(.

0).sin(.).sin(.)cos(.





qqRAABAB

qqRAABAB





0..  qQSJ FORMA GERAL:

8

Solução para as velocidades secundárias 

q
qR
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qQSJ
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)sin(.
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)sin()cos(.

)cos()sin(.
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: Isolando

0..
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Inversão de uma 
matriz 2 x 2











































)sin()cos(

)cos()sin(

)sin(.)cos(.

)cos()sin(
.

)cos().cos(.)sin().sin(.
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)sin()cos(.

)cos()sin(.
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Determinante da matriz jacobiana

BJ

AAB

AAB
J
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)sin()cos(.

)cos()sin(.
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Solução para as velocidades secundárias 

qKBqqARB

qKAqqA
B

R
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qKSq
qAR
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.                                                      ).cos(.

.                                              .
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)cos(.
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)sin()cos(

)cos()sin(
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Coeficientes de velocidade
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Velocidades e Coeficientes de Velocidades
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Equações das acelerações

Derivando as equações de velocidade em relação ao tempo

0).cos(.).sin(.).cos(.).sin(.)cos(...2)sin(.

0).sin(.).cos(.).sin(.).cos(.)sin(...2)cos(.

:parcelas as Agrupando

0).cos(..).sin(.).cos(..).sin(.).cos(.).cos(.)sin(.

0).sin(..).cos(.).sin(..).cos(.).sin(.).sin(.)cos(.

22

22









qqRqqRAABAABABAAB

qqRqqRAABAABABAAB

qqRqqqRAABAAABAABAABAB

qqRqqqRAABAAABAABAABAB









0).cos(.).cos(.)sin(.

0).sin(.).sin(.)cos(.





qqRAABAB

qqRAABAB
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Equações das acelerações

  22

2

2

2

22

22

22

22

.)cos(..).sin(.

.)sin(.
..2

).cos(.

.
)cos(..

)sin(.
..2

.
)sin(.

)cos(.

:se-  tem,.   e   .  doSubstituin

).sin(.).cos(.)sin(..)cos(...2

).cos(.).sin(.)cos(..)sin(...2
.

)sin().cos(.

)cos()sin(.

:matricialforma na 

0).cos(.).sin(.).cos(.).sin(.)cos(...2)sin(.

0).sin(.).cos(.).sin(.).cos(.)sin(...2)cos(.
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Equações das acelerações
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Análise das expressões

dq

dK
LqLqKq

dt
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dq
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dt
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dK

dt

qd
KA

qKA

dq

dB
KqK

dt
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Exercícios

Obter as equações para o cálculo das velocidades e das acelerações 
dos mecanismos:

a) biela-manivela b) de 4 barras


