ANALISE NUMERICA DE FOURIER — FUNCOES GENERICAS

TRANSFORMADA ATRAVES DE SERIE

O computo numérico ¢ aproximado da transformada de Fourier também ¢ feito

pela transformada discreta de Fourier (TDF), como se vera nesse mddulo.

Para tanto, sejam inicialmente duas fun¢oes continuas: g,(t), que € periodica de

periodo T, e g(t), que € definida a partir de g, (t) da seguinte forma:
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ilustradas na figura ao lado. Fungées gp(1) e g(t) (Espindola, 1986)




TRANSFORMADA ATRAVES DE SERIE (cont.)

Como gp(t) ¢ periodica, ela pode ser representada através da forma complexa

da série de Fourier por
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onde C—}Pj = %jgp (t)e_mjtdt (B) e o=jo= J(znj (4)
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Ja g(t), que é aperiddica, possui transformada de Fourier G(o), que é dada por
—_— © . T .
G(w) = j g(t)e " 'dt = j go(t)e ' 'dt (5) — T : duracdo, por definicio!

A transformada G(w) ¢ continua, definida em todo o intervalo —oo < @ < +oo.




TRANSFORMADA ATRAVES DE SERIE (cont.)

Se, na Eq. (5), qual seja,
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sdo computados os valores nos pontos ® = ®; = jo, = j(2r/T), obtém-se
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G(o)) =[gp()e 'dt (6) j=0, 1, £2, ..
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A Eq. (6), logo acima, pode ser comparada com a Eq. (3), vista antes, em que
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Dessa comparacao, decorre a seguinte relagdo:

Gp: = l(_}(ooj) — coeficientes da série de gp(t) e transformada de g(t) em ®
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TRANSFORMADA ATRAVES DE SERIE (cont.)

Manipulando a relagdo anterior, resulta que
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— Em o = j2n/T, a transformada de Fourier de uma func¢iao pode ser obtida

dos coeficientes da série de Fourier de uma funcao periodica associada.

Assim, para uma fun¢ao continua de duracao T, pode-se obter uma sequéncia de

valores de sua transformada de Fourier da seguinte forma (indireta):
— 1dealizar que a func¢ao se repete, gerando uma nova fungdo, agora periodica, €

— usar os coeficientes da série de Fourier da funcao 1dealizada para determinar a

transformada da fun¢ao original em frequéncias particulares.




TRANSFORMADA ATRAVES DE SERIE (cont.)
Os passos da abordagem indicada acima (que € exata!) sdo os seguintes:

1°.) Computam-se os coeficientes (_}Pj da funcao periodica idealizada;

2°.) Obtém-se os valores G(j2n/T) da transformada de Fourier, via Eq. (7).

Mostra-se abaixo, para uma transformada real G(w), a sucessio de valores

G(j2n/T) que, ligados, aproximam G(®) no intervalo —o < ® < +o0.
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Transformada de Fourier G(w) de uma funcdo g(t) (Espindola, 1986)




RECONSTITUICAO DA FUNCAO TEMPORAL

Por outro lado, caso se conheca a transformada de Fourier G(m) apenas em

jz?n, onde j=0, £1, £2, ... (frequéncias particulares!),

a funcao de interesse g(t) (aperiodica) pode ser reconstituida a partir da

reconstrucdo da func¢ao idealizada g, (t) (periodica), pois
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TRANSFORMADA DE FOURIER VIA TDF

Considere-se, agora, que a funcido de interesse g(t) tenha sido amostrada, tal

como mostrado na figura abaixo, fornecendo uma sequéncia de valores discretos.

Esses valores também descrevem a funcao idealizada gp(t) em um periodo.
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Funcgdo g(t) amostrada (Espindola, 1986)




TRANSFORMADA DE FOURIER VIA TDF (cont.)

A Eq. (7) relaciona os coeficientes complexos de Fourier (_}Pj, de gp(t), com os

valores da transformada de Fourier G(m), de g(t), nos pontos (j27/T), de modo que

G(j2n/T)=GpT (7) (— relagio exata vista anteriormente!)

Ora, sabe-se, do computo numeérico dos coeficientes da série de Fourier, que
_ 1 R —i(J j
GPj zEZ(gP)ke N (9), emque j=0,%1, £2, £3, ....

Assim, substituindo (9) em (7) e notando que (gp ), =g, em [0, T), resulta que
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TRANSFORMADA DE FOURIER VIA TDF (cont.)

A expressdo (10) permite o computo numérico de um conjunto de valores da
transformada de Fourier de g(t), a partir de uma sequéncia de valores

discretos dessa funcao, que € o que se obtém, via de regra, em experimentos.

Como a transformada discreta de Fourier D i de uma sequéncia de valores g, ¢

Jz—nkj
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tem-se que

(11) (notagdo diferente, definicdo igual) ,

(_}(j%j ~ (%jﬁj (12)

— O valor da transformada de Fourier ¢ aproximadamente (T/N) vezes o

valor da transformada discreta de Fourier (TDF) correspondente.




RECONSTITUICAO VIA TRANSF. INVERSA DISCRETA DE FOURIER

Os valores g, de g(t) podem ser reconstituidos dos valores de D j correspondentes

pela transformada inversa discreta de Fourier (TIDF), em que

(Jﬁkj (13)

sendo que k=0, 1, 2, ..., N-1.

As expressoes (12) e (13) permitem, respectivamente, o computo numérico da

transformada de Fourier e da transformada inversa de Fourier.

— Verifica-se que tanto a sequéncia D., dada por (11), quanto a sequéncia g, ,
q q i p q q 8k

dada por (13), sdo periddicas, de periodo 1gual a N (nimero de amostras).




EXEMPLO — FUNCAO EXPONENCIAL DECRESCENTE

Seja a fungdo exponencial decrescente dada por

e ™ t>0,a>0
X(t) =
0 t<O0

A transformada de Fourier dessa funcio ¢

1

X((D): o+in

Suponha-se, agora, que a funcdao x(t), com a =2, seja representada por uma
sequéncia de 128 pontos, obtidos por amostragem uniforme, ao longo de um

intervalo de tempo T =5 s.

Como se comparam os espectros de amplitude e fase correspondentes as

transformadas de Fourier obtidas pelas vias analitica e numerica?




