SISTEMA LTI SOB ENTRADA E SAIDA ALEATORIAS

CONTEXTO GERAL

A abordagem a ser exposta a seguir sera restrita a sistemas lineares, invariantes
no tempo e causais, com uma entrada e uma saida (SISO). Todos os sinais

serdo descritos por processos estocasticos (fracamente) estacionarios.
A figura abaixo 1lustra a situacao a ser considerada.
x(t) h(t) y(t)

entrada - . » saida
s1sfema

Sistema com uma entrada e uma saida (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

Os desenvolvimentos completos, relativos aos resultados apresentados na

sequéncia, sao encontrados em Shin & Hammond (2008).




VALORES MEDIOS

Para um sistema estavel, cuja resposta a entrada aleatoria estacionaria x(t) ja
alcancou o regime permanente, a saida y(t) também ¢ estacionaria.

Essa saida, num sistema com resposta ao impulso h(t), ¢ dada por

y(t) = j h(t—-o)x(c)do = Th(r)x(t— T)dt (1)
0

—00

Se o valor médio de x(t) ¢ p,, prova-se entdao que o valor médio de y(t), 1y, ¢

hy = [h(de [=i,HO)] ()
0

Doravante, serd assumido, por conveniéncia, que os sinais de interesse tém

valores médios iguais a zero.




AUTOCORRELACOES E DENSIDADES ESPECTRAIS DE POTENCIA

Se x(t) possui autocorrela¢ao R, (1), a autocorrelagio R, () de y(t) ¢

Ry, (=] [h(t)h(t) R (1+7,—1,)dr,dT, (3)
0 O

Tomando a transformada de Fourier da equacdo acima, obtém-se

Sy, (0 =[A)] S | (4)

onde S, (f) e S, (f) séo, respectivamente, as densidades espectrais de poténcia

de x(t) e y(t) e H(f) ¢ a funcio resposta em frequéncia (FRF), dada por
H(f) = j h(t)e 2™ dr  (5)
0

A Eq. (4), embora interessante, s6 contém informacoes acerca sobre ‘ﬁ(f )‘.




CORRELACAO CRUZADA E DENSIDADE ESPECTRAL CRUZADA

Ja a correlacédo cruzada R, (7) entre x(t) e y(t) ¢ dada por

Ry (1) = [h(t)R (t-1))dr, (6)
0

Pela transformada de Fourier, decorre a densidade espectral cruzada, qual seja

Sy (D =H()S, (1) | (7)

A Eq. (7) contém todas as informacdes acerca da FRF H(f) e ¢, desta forma,

frequentemente usada como base na identificacao de sistemas.

Se, de forma particular e 1deal, a entrada x(t) ¢ um ruido branco, em que
R, (tr)=ko(r) e S, (f)=k

entdo a densidade espectral cruzada é uma versdo escalonada de H(f).




CORRELACAO CRUZADA E DENSIDADE ESPECTRAL CRUZADA (cont.)

Da Eq. (7), decorre que
Syx () =S,y (D/H(f)

Assim, da Eq. (4) e da expressao acima, resulta sucessivamente que

_ S .
Sy (0 =[H()[ S, (F) = H"(HH(F) Hy(f)) =1 ()5, (D)

Como §Xy (f) = §;X (f), pois R, (1) = R, (—7) (vide modulo anterior), tem-se que

S,y () =H (£)S;, ()

Tomando o complexo conjugado, obtém-se outra expressio para H(f), qual seja,

Sy (D =H(f)Sy, () | (8)




RESPOSTA DE UM SISTEMA COM 1 GDL A UM RUIDO BRANCO

Seja um sistema mecanico amortecido com um grau de liberdade, tal que
my(t) +cy(t) + ky(t) = x(t) (9)

onde x(t) ¢ a excitagao (for¢a) e y(t) a vibragao (deslocamento).

Para esse sistema, com t>0 ¢ 0 < <1, tem-se que

: e “™'sen(wgt) (10) e H(f)= !

h(t) = _—
may [k—m(znf) +1c(2nf)]

(11)

onde

o =vk/m (12); C=c/Cme,) (13); o= 1-C (14).
Se x(t) for um ruido branco, decorre que

R (1)=078(1) (15)




RESPOSTA DE UM SISTEMA COM 1 GDL A UM RUIDO BRANCO (cont.)

Entdo, das Egs. (4) e (7), quais sejam,

S, (D =[HE[ S(f) @) ¢ S,(M=HDS() ()

tem-se, respectivamente, que as densidades espectrais sio dadas por

2
02 o)

S..(f) = X (16) e S (f)= X (17)
» [k—m(znf)zf H[e@nn)] "7 [k=m(2nf)? +ic2nf) |

ao passo que a correlacao cruzada, pela transformada inversa, ¢ dada por

2
2 _ . °_ . o h(t), 120
Ry (1) = [ S,y (F)e™df = [ H(f)ole ™ df = (18)
—00 —00 O, <0
Observa-se, a partir desses desenvolvimentos, que o ruido branco se apresenta

como a excitacao aleatoria ideal para a identificacao de sistemas.




DENSIDADES ESPECTRAIS — FREQUENCIAS NAO NEGATIVAS

Por razdo de ordem pratica, as definicoes de densidade espectral de poténcia e

densidade espectral cruzada podem ser restringidas para frequéncias nao

negativas, ou seja, para f >0 (representacao unilateral), da seguinte forma:

(2S. . (f), £>0

Gy () ={S(F), =0 (19)
0, £<0
ZSXy(f), f>0

Gy () =18y (D), £=0 1)
0, <0

G,,(f) =

Gy ()

N

2S,,(f), £>0

S,(f), £=0(20)
0, <0

28,,(f), £>0
Syx(f), f=0 (22)

0, <0




DENSIDADES ESPECTRAIS — FREQUENCIAS NAO NEGATIVAS (cont.)

Assim sendo, t€ém-se, em decorréncia dos resultados anteriores, que

G, (D=[H) G () | (23);

G,,(D=H(H)G () | (24);

G,,(H=H(F)G, ()| (25).

— Essas equacgdes correspondem as Egs. (4), (7) e (8), quando f > 0.
As Eqs. (24) e (25) podem ser usadas na identificacdo de sistemas, pois contém

todas as informacdes acerca da FRF H(f) (amplitude e fase).

Na sequéncia, serdo usadas as seguintes siglas:

DEP: densidade espectral de poténcia; DEC: densidade espectral cruzada.




EFEITO DO RUIDO DE MEDICAO

Considere-se agora a presenca de ruidos nas medi¢oes, como ilustrado abaixo.

x(t) - h(t) l > (1)

n, (1) —»é) (Den0
! |

X, (1) V(1)

Efeito de ruidos de medicdo em entrada e saida (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

Sabe-se que y(t) ¢ linearmente relacionado com x(t). Porém, assume-se que:
(a) os sinais x(t) e y(t) ndo sao correlacionados com os ruidos n, (t) e ny(t);

(b) os ruidos n, (t) e n,(t) néo sao correlacionados entre si.




IDENTIFICACAO DE SISTEMAS — ESTIMADORES

O objetivo

¢ (ainda) estimar a funcao resposta em frequéncia de um sistema

LTI causal, quando a entrada ¢ um processo aleatorio estacionario.

Dois estimadores sao bastante utilizados. O primeiro ¢ o estimador ﬁl(f),

provavelmente o mais usado, que ¢ definido por

H,(f) = (26) |— H(f)=

Sxy (D
Xy (1) S ()

mm

UM

~

Xy (D)

(7)|, onde

U

Sk () =

Sy () =

— 2
N Z T (27) — estimador para DEP de x_,(t)
i=I

N o* N,
Ii] Xmi(f)TYmi(f) (28) — estimador para DEC entre x_(t) e y,,(t)
i=1




IDENTIFICACAO DE SISTEMAS — ESTIMADORES (cont.)

O segundo estimador empregado € o estimador ﬁz(f ), que ¢ definido por

M

s () 29) |—> H(f)—ﬁ (8)|, onde

H,(f) =
() v () S, (P

Mt

S, y (f)= Z‘ ml( )‘ (30) — estimador para DEP de y_ (t)

(D)X, (f

Sy . (f) = (31) — estimador para DEC entre y_ (t) e x,(t)

Para calculo dos estimadores acima, assume-se que se dispoe de um conjunto de

realizacdes (resultados de medi¢io) X .(f) e Y, (f). O indice i refere-se a cada

realizacdo, ou seja, a cada amostra de sinal com duracao T.




IDENTIFICACAO DE SISTEMAS — VERSOES TEORICAS

As versoes teodricas dos estimadores H,(f) e H,(f) sdo, respectivamente,

_ S _ S
Hl(f>=s"myfn(?) (32) e H2<f)=§yfnyfn((?)
YmXm

(33)

Xme(

em que as densidades espectrais seriam, por definicao, dadas por

E[ X}, (£.1) Y, (£.7)] E[X, (01|
(34 Sy, (0= in - 35

S (=10, T

EDYm(f,T)ﬂ E[ Yo (£.1) X, (£.T)]

(f) = lim -

T—oo

Sy Yim (36) §mem (f) = TIIE; (37)

Estimam-se os casos limites das Eqs. (34) a (37) pelas Eqgs. (27), (28), (30) e (31).




IDENTIFICACAO DE SISTEMAS — VERSOES TEORICAS (cont.)

Sabe-se que a densidade espectral de poténcia pode ser definida a partir da
autocorrelacao, ao passo que a densidade espectral cruzada pode ser definida via

correlacdo cruzada, posto que sdo pares de Fourier.

Assim sendo, t€m-se as seguintes expressoes:

S )= [ Ry, (072t s 8, (B)= [ Ry (e *™dt ;

—00

S,y ()= j R, , e ?™dt; S, (f)= j R, . (e *™dt .

Essas definicdes sdo convenientes quando da interpretacdo e manipulacdo das

expressoes decorrentes da adi¢ao de ruidos.




PRESENCA DE RUIDO NA SAIDA

Na analise de comportamento das versdes teoricas de cada um dos estimadores,

considere-se, a principio, apenas a presenca de ruido na saida. Nesse caso,

SXY (f) S y(f) +§Xny (f) B §Xy (f) = x(1) —> h(1) l > (1)
Hi(F)= S (f) S_.(f) TS0 H(f) (38) ?4_ o
V(1)

Portanto, H,(f) é ndo tendencioso na presenca de ruido na saida. Por outro lado,

S, (1) +S, , (F S, o (F S, (F
() = S @ _ ()+ ) S, (f){ n,n, ( ):|:H(f){1+ ayn, € )} (39)

Sy () Sy (1) S| Syy(h) Syy (1)

O estimador H,(f) é tendencioso e superestima H(f) na presenca de ruido na

saida, dependendo da razao sinal-ruido do sinal de saida.




PRESENCA DE RUIDO NA ENTRADA

Considere-se, agora, a presenca de ruido na entrada. Nesse caso,

Sy S,y () Sy () 1 _ H(D)
Hi0)=3 S o () S48y, () Se®| . SO | San, )
]+ —=2= | I —
Sxx(f) ] Sxx(f)
B ) Syy(f) ) Syy(f) ) Syy(f) = x(t)—lu» h(t) — y(1)
S D S, 08, (0 S ) =0

Ou seja, o estimador H,(f) é tendencioso e subestima H(f), sendo que o desvio

desse estimador estad associado a relacao sinal-ruido do sinal de entrada.

Ja o estimador H, (1) € ndo tendencioso na presenc¢a de ruido na entrada.




ESTIMADORES, RESSONANCIAS E ANTIRESSONANCIAS

Na execucao de experimentos de vibracdo em sistemas mecanicos, sabe-se que,

nido raro, H,(f) geralmente subestima as FRFs nas ressonincias mas fornece

melhores estimativas nas antiressonancias, em relacao a H, (1). Por qué?

Ja H,(f) fornece melhores estimativas nas ressonancias mas, por vezes,

superestima significativamente as FRFs nas antiressonancias. Por qué?

|H(f)]
A

dB

| > [

Sistema com ressondncia e antiressonancia (©OWiley, Shin&Hammond, 2008)




PRESENCA DE RUIDO NA ENTRADA E NA SAIDA

Quando ha ruido significativo tanto na entrada quanto na saida, recomenda-se

o estimador de maxima verossimilhanca ﬁw(f ), dado por

- S, (H)-x(DS, <f>+\/[ S, (KOS, , O]
w(f)= S

mTm

S,y (B (D

(42)

onde k(f) € a razdo entre os espectros dos ruidos, ou seja, Snyny (f) / Shn (1)

Na pratica, pode ser dificil obter essa razdo. Assumindo que ela seja igual a 1,

obtém-se o chamado estimador de minimos quadrados total, T(f ), dado por

S, , (-5, (f)+J[ S, . (-8, , (O] ()

ZSmem (f)

mYm

Hp(f) =

(43)




FUNCAO COERENCIA

Como medida do grau de associacao linear entre dois sinais, no dominio da

frequéncia, utiliza-se largamente a fungao coeréncia.

Essa fung¢do ¢ definida por

Sy Gy
S (DS, (1) G (NG, ()

Yoy (£) =

(44)

sendo que 0 < yiy (f) <1 (o que pode ser provado).

Quando S (f) = ‘I_{(f)‘z S () e S, () =H(f)S,,(f), tem-se que yiy(f) =1.

Ou seja, a coeréncia é 1 quando x(t) e y(t) sdo linearmente relacionados.

Caso os sinais nao sejam correlacionados ( S, () =0), entao a coeréncia € 0.




FUNCAO COERENCIA (cont.)
Se a fun¢ao coeréncia for maior do que zero porém menor do que um, entao
— X(t) e y(t) apresentam uma relagao parcialmente linear.

Possiveis desvios da relacao linear entre x(t) e y(t) sdo explicados por
a) presenca de ruido em x(t) e/ou em y(t);
b) x(t) e y(t) tambeém serem relacionados de forma nao linear;

¢) y(t) nao ser resultante apenas de x(t).

Exemplo de funcdo coeréncia (OWiley, Shin&Hammond, 2008)




FUNCAO COERENCIA (cont.)

Em presenca de ruido nas medigoes, tem-se que

)
O3
2 ()= : (45)
Vx0ym - . n 0 (f) Sn 1 (f) sn 0 (f) S, ., ()
Se () S, (F) | S (f) S, ()

Na expressao acima, S, (f) / S () e Syy (1) / Snyny (f) sao relacoes sinal-ruido.

Face a sua definicdo, a fung¢ao coeréncia ¢ empregada para se avaliar se

funcoes resposta em frequéncia estao sendo bem estimadas.




APENDICE - ESTIMACAO DE DEP E DEC

ABORDAGENS PRINCIPAIS

Como mostrado abaixo, ha duas abordagens principais para a estimacdao da
densidade espectral de poténcia (DEP) e da densidade espectral cruzada (DEC).

Sao elas as abordagens nao paramétrica e paramétrica (mais recente).

Estimation methods

Non-parametric Parametric
| (ARMA, maximum entropy, etc.)

| | |
Filter bank method Indirect method Direct methods

(analogue method)  (Fourier transform of (e.g. segment averaging)
autocorrelation function)

Classificacdo dos métodos de estimacdao (OWiley, Shin&kHammond, 2008)




METODOS DIRETOS

Os métodos diretos sao os mais largamente usados pois sao os mais rapidos,
face ao uso da FFT. Nesses métodos, as estimativas das densidades espectrais

sdo formadas diretamente, sem antes formar as funcoes de autocorrelacio.
A 1deia basica inicial ¢ dividir os dados originais integrais, de comprimento T,
em K segmentos temporais separados. Cada segmento possui comprimento T,

como se v€ abaixo, de modo que, se ndo houver sobreposi¢do, T = KT, .

T

-I -

\| RVATA A AN VAN m\ v

N |V V" I \J/ \j“x

b -

I,

Segmentacdo dos dados (©OWiley, Shin&Hammond, 2008)




METODO DE BARTLETT

No método basico de Bartlett, a densidade espectral de poténcia bruta (também

dita periodograma bruto) € calculada para cada segmento de comprimento T, por

] 2

(8c), (6 =|(X), ()

r

, parai=1,2,..., K (Al)

Almeja-se que, pelo computo do valor médio das sucessivas densidades
espectrais de poténcia brutas, feito por

1 K

Sw®=22(54).() @&
1=1

a flutuacao (variancia) seja progressivamente reduzida e a densidade espectral de

poténcia desejada seja estimada satisfatoriamente.




METODO DE BARTLETT (cont.)

Analogamente, pode-se obter a densidade espectral cruzada bruta, qual seja,

1

(S ). (F) = ?[(X* ) ((Y), (f)} parai=1,2,..K (A3)

r

bem como o correspondente valor médio, dado por

K

Sey()= %Z(Sxy ) () (a9
1=1

O método de Bartlett ¢ 1lustrado na sequéncia, para a estima¢ao de densidade
espectral de poténcia (DEP). Para a densidade espectral cruzada (DEC), sao

considerados os segmentos correspondentes dos sinais de interesse.




METODO DE BARTLETT (cont.)

segmento 1

segmento K

Periodograma 1

+

Periodograma 2

+

Periodograma K

Total / K

Computo de media

!

Estimativa de DEP

Meétodo de Bartlett — DEP (©Poularikas&Ramadan, 2006)




METODO DE WELCH

As modificacdes propostas por Welch no método de Bartlett foram as seguintes:

— os segmentos de dados podem se sobrepor;

— cada segmento ¢ janelado antes do computo das densidades espectrais brutas.

Com a aplicacdo de janelas nao retangulares, ha diminuicao do vazamento. Por
outro lado, os valores obtidos para as densidades espectrais brutas tém que ser

corrigidos, face a reducao de poténcia decorrente desse janelamento.

Os segmentos em sobreposi¢cao compensam, em alguma medida, o que se descarta

no janelamento. Nao ¢ facil, contudo, estabelecer essa medida.

Neste método, 1lustrado a seguir para DEP, ha que cuidar, como no anterior, do

comprimento dos segmentos, pois isso ira definir a resolu¢io em frequéncia.




METODO DE WELCH (cont.)

Dados originais

segmento 1

segmento 2

i

.

sobreposicdo

Periodograma 1

+

Periodograma 2

+

segmento K

Periodograma K

Total / K

Computo da media

'

Estimativa de DEP

Meétodo de Welch — DEP (©Poularikas&Ramadan, 2006)




