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RESUMO

Este trabalho tem como base a Extrapolagao de Richardson (ER) e sua versao aprimorada a
Multiextrapolacao de Richardson (MER), cujo objetivo é aperfeigoar as solu¢oes numéricas
sem a necessidade de novas simulagoes, funcionando como um pdés-processamento de dados.
Em condigoes ideais estas técnicas sao excelentes aliadas para melhoria das simulagoes,
devido ao fato de ter um baixissimo custo computacional. Entretanto, nao é possivel
aplicar ER ou MER de forma efetiva em campos. Neste cenario, surgiu a Extrapolagao de
Richardson Completa (CRE), técnica voltada para campos, baseada em ER. Desde entéo,
este método tem sido estudado, aprimorado, ou simplesmente utilizado. Sdo abordadas
algumas variacoes desta técnica e sao feitas adaptagoes, introduzindo o conceito de
submalhas, baseados em MER e ER, tendo como intuito estender este conceito. Para os
experimentos sao utilizados diversos modelos matematicos com solugoes analiticas: Poisson
1D com dois termos fontes, Burgers 1D e 2D, Laplace 2D e Navier-Stokes 2D, onde sao
testadas estas técnicas. As discretizacoes sao realizadas através da técnica de Diferencas
Finitas. Para os modelos unidimensionais e Laplace 2D, foram utilizadas além das malhas
usuais uniformes, empregou-se malhas nao uniformes. As simulacoes foram realizadas
em Fortran com precisao quadrupla. Através do conceito de submalha foram obtidos
resultados expressivos atingindo em alguns casos erros com grandezas superiores a 1072,
muito superior aos erros iniciais. Além de consideravel aumento nas ordens de acurécia,
nos modelos matematicos empregados. Em alguns casos se mostraram consideravelmente
superiores em comparagao com as técnicas ja existentes. Em geral, apresentaram grande
estabilidade em todos os modelos utilizados, apresentando reducao do erro e aumento das

ordens de acuracia em todos os casos.

Palavras-chave: Erro numérico. Multiextrapolagao de Richardson. Diferencas Finitas.

SubMalhas. Extrapolacao de Richardson Completa.



ABSTRACT

This work is based on Richardson’s Extrapolation (ER) and its improved version, Richard-
son’s Multiextrapolation (MER), whose objective is to improve numerical solutions without
the need for new simulations, working as a post-processing of data. In ideal conditions
these techniques are excellent allies for improving the simulations, due to the fact of having
a very low computational cost. However, it is not possible to apply ER or MER effectively
in fields. In this scenario, Richardson Completed Extrapolation (CRE), a field-oriented
technique based on ER, appeared. Since then, this method has been studied, improved, or
simply used. Some variations of this technique are addressed and adaptations are made,
introducing the concept of submeshes, based on MER and ER, in order to extend this
concept. For the experiments several mathematical models with analytical solutions are
used: Poisson 1D with two source terms, Burgers 1D and 2D Laplace 2D and Navier-
Stokes 2D, where these techniques are tested. Discretization is performed using the Finite
Difference technique. For the one-dimensional and Laplace models, in addition to the
usual uniform meshes, non-uniform meshes were used. The simulations were performed in
Fortran with quadruple precision. Through the sub-mesh concept, expressive results were
obtained, reaching in some cases errors with quantities greater than 1072, much higher
than the initial errors. In addition to a considerable increase in orders of accuracy, in the
mathematical models employed. In some cases, they have been shown to be considerably
superior compared to existing techniques. Generally. showed great stability in all the

models used, showing a reduction in error and an increase in accuracy orders in all cases.

Keywords: Numerical error. Richardson extrapolation. Finite Difference. Completed

Richardson Extrapolation. Submeshes.
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1 INTRODUCAO

Existem trés métodos que podem ser empregados na solucao de um problema de
engenharia: experimentais, analiticos e numéricos. Marchi (2001) apresenta o diagrama,

(Figura 1) que exemplifica o sistema de funcionamento destes trés métodos.

Figura 1 — Métodos de solugao de problemas de engenharia (MARCHI, 2001).

FENOMENO REAL METODOS TEORICOS
(o que se observa
na natureza)

l l

MODELO MATEMATICO

(representagdo matematica do fendmeno real)

(equacgdes)

METODOS
EXPERIMENTAIS

(equipamentos -

de medigao) METODOS METODOS
ANALITICOS NUMERICOS
(papel e lapis) (computador)
¥
EXPERIMENTO

(em laboratorio
ou em campo)

v r

RESULTADOS SOLUCOES SOLUCOES
EXPERTMENTAIS ANALITICAS NUMERICAS

Cada técnica apresenta suas vantagens e desvantagens sobre os demais, dependendo
do problema e dos recursos disponiveis para resolvé-lo. Neste contexto, surgiu a area de
Dinémica dos Fluidos Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics (CFD)).
Segundo Fortuna (2000), CFD consiste basicamente na aplicagdo de métodos numéricos
para resolver equagoes que representam problemas envolvendo fluidos em movimento, com
ou sem troca de calor, onde o interesse principal é obter as distribuigoes de velocidade,

pressao, temperatura e regiao de escoamento.

Segundo Maliska (2004) a relativa facilidade de aplicacdo dos métodos numéricos,
mesmo em problemas complexos, e a grande disseminacdo do computador foram os
responsaveis pelo avango desta area. Atualmente, as demandas em CFD requerem o uso
de métodos que fornegam solugoes numéricas cada vez mais acuradas. Para atingir este

objetivo, é necessario controlar o erro numérico (E), definido como a diferenca entre a
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solugao analitica exata (®) da varidvel interesse para sua numérica (¢), isto é:
E(¢) = ® — ¢. (1.1)

Muitas vezes, a solugao ® ¢ dificil de ser encontrada. Neste caso, pode-se aproximéa-
la com métodos de aproximacao, obtendo uma solugao analitica “quase” exata (P.), e

diante disso é calculado a estimativa (U) do erro numérico através de

U(¢) = (I)oo - ¢ (1'2)

No entanto, neste trabalho utiliza-se somente modelos matematicos que possuem solucao
analitica, porque é possivel mensurar exatamente qual serd o erro numérico, objeto de

estudo dos experimentos.

O interesse principal dos testes é reduzir E ao minimo possivel. Para tanto, segundo
Marchi (2001), Schneider (2007), Martins (2013) entre outros autores, o erro numérico
(E) é causado por quatro fontes, sdo elas: erro de truncamento (¢7), erro de iteragao

(¢n), erro de arrendondamento (¢,) e erro de programacao (c,); simbolicamente

E(¢) = E(er, en, x:8p)- (1.3)

Quando ¢, €, e €, sao minimizadas ou até mesmo inexistentes, o erro de trunca-
mento (e7) passa a ser o principal causador do erro numérico. Diante disso, e1 passa a ser
denominado “erro de discretizagao” (Eh); neste &mbito Fh pode ser calculado diretamente
pela Equagao (1.1) ou estimado pela Equacao (1.2), caso nao se conhega ®. Agora, busca-se
alternativas para diminuir Fh. Segundo Martins (2013), é possivel resolver o problema de

trés formas:

e Refinamento da malha;
e Métodos de alta ordem,;

o Técnicas de extrapolacao.

Neste trabalho emprega-se técnicas de extrapolagao. Dentro destas, a Extrapolagao
de Richardson (ER) é uma possibilidade. Quando utiliza-se ER de forma recursiva, isto é,
em que cada aplicacao representa um nivel de extrapolagao, este processo ¢ chamado de
Multiextrapola¢ao de Richardson (MER) ou em inglés Repeated Richardson Extrapolation
(RRE).

Neste trabalho, utiliza-se MER em problemas uni e bidimensionais, empregando

dois tipos malhas: uniforme e nao uniforme, visando a reduc¢ao de Eh.
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1.1 MOTIVACAO E DELIMITACAO DO PROBLEMA

O estimulo da pesquisa se deve aos resultados significativos de MER, na reducao
de Eh e aumento da ordem de acuracia, em condigoes ideais com um custo computacional
extremamente baixo. Por exemplo na Figura 2 é mostrado o gréafico bilogaritmico entre
“h:distancia entre os nés X |E|:Eh em médulo” de uma varidvel de interesse, é possivel
verificar a notoria diferenca nas grandezas de Fh. Para obter estes resultados nao é
necessario realizar novas simulacoes, sao utilizadas somente as solugoes numéricas ja

obtidas, funcionando como um pods-processamento de dados.

Figura 2 — Exemplo de desempenho de MER em condigoes ideais.

et
—

Entretanto, nao é possivel aplicar ER em campos de forma efetiva, isto é, em
todos os pontos do dominio, conforme é mostrado no trabalho de Roache e Knupp (1993),
e consequentemente MER também nao se aplica. Neste caso, os autores propoem uma
solugdo a “Extrapolagdo de Richardson Completa”, cujo o problema ¢ resolvido e os autores

obtém resultados significativos em seus experimentos.

Deste entao, esta técnica tem sido estudada e aprimorada. Neste trabalho, abordar-
se sua utilizagao em problemas envolvendo malhas uniformes e nao uniformes, para
os casos uni e bidimensionais. Comparando seu desempenho, com algumas variacoes e

posteriormente sera proposto outras adaptagoes para esta técnica.

A motivacao principal do trabalho se deve pela influéncia ocasionada no erro
numérico ao utilizar uma simples malha nao uniforme no lugar da tradicional (uniforme),

para discretizar o dominio, ji para o caso mais simples unidimensional (Figura 3).

Naturalmente, o problema cresce em casos bi (Figura 4) e tridimensionais, por

exemplo. Investigar esta questao se faz necessério, uma vez que segundo Maliska (2004) em
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CFD existe a necessidade de discretizar problemas que envolvam grande complexabilidade
geométrica, onde as malhas uniformes e ortogonais se tornam ineficazes em adaptar com
éxito o fendmeno fisico em questao. Consequentemente melhorar as solugoes obtidas para
essas situacoes se torna fundamental. Portanto, adaptar MER para tais eventos torna-se

essencial.

Neste trabalho ¢é iniciado um estudo referente ao tema. Nele serdo utilizados as

malhas exemplificadas nas figuras 3, 4a e 4b.

Figura 3 — Exemplos de malhas, para discretizacao de um mesmo dominio unidimensional.

Malha ndao uniforme
® L o

Malha uniforme

Figura 4 — Exemplos de malhas para discretizacao de um mesmo dominio bidimensional.

(b) Malha néo uniforme e ortogo-

(a) Malha uniforme e ortogonal. nal.
P PA PY L . &
L . ]

L 4 ®
® ® ® ® @ ]

(c) Malha nao estruturada.
®
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é contribuir no estudo do emprego de MER

para campos em CFD. Pode-se estabelecer como objetivos especificos:

1. Reduzir o erro de discretizagao para as variaveis de interesse estudadas, abordando

malhas uni e bidimensionais uniformes e nio uniformes.

2. Estudar e investigar os efeitos ocasionados em MER pelo tipo de malha empregado

no campo.

3. Desenvolver novas técnicas para complementar ou simplesmente melhorar resultados

j& existentes na literatura.

4. BEstabelecer novos conceitos sobre o tema.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este trabalho é baseado na Extrapolagao de Richardson (ER), criada e desenvolvida
inicialmente em Richardson (1910) e Richardson e Gaunt (1927), tendo como objetivo
aperfeicoar as aproximacoes numeéricas, isto é aumentar sua ordem de acuracia e reduzir o
erro numérico envolvidos na resolucao de equagoes diferenciais pelo método de Diferengas
Finitas. As necessidades da época ja demandavam métodos rapidos, faceis de serem
entendidos e aplicdveis as equagoes estudadas. Richardson e Gaunt (1927) j& consideravam

a aplicagdo de ER de maneira repetida (MER), com dois niveis de extrapolagao.

Existem varios trabalhos na literatura que tem ER ou MER como base, para
problemas uni e bidimensionais, em que estas técnicas foram analisadas, estendidas ou
simplesmente utilizadas na reducao ou estimagao do erro numérico: Roache e Knupp
(1993), Richards (1997), Sidi (1997), Celik e Karatekin (1997), Andreev e Popov (1999),
Munyakazi e Patidar (2008), Franke e Frank (2008), Celik et al. (2005),Wang e Zhang
(2009), Germer e Marchi (2009), Alves (2010), Vargas (2013), Martins (2013), Marchi,
Giacomini e Santiago (2016), Marchi e Giacomini (2014), Martins et al. (2014),Dai, Zhang
e Wang (2013) Carvalho Junior, Marchi e Martins (2015), Zhang e Zhang (2016), Dai e Lin
(2018), Dick, Goda e Yoshiki (2019) e Silva et al. (2020), sdo alguns exemplos de trabalhos
nos ultimos anos. Em todos os casos, mostram que em condi¢oes ideais esta técnica é
uma poderosa aliada na melhora e estimac¢ao do erro numérico com custo computacional

extremamente baixo.

Para utilizar ER ou algumas das suas variagoes é necessario contar com solucoes
numéricas acuradas. Para garantir este requisito béasico, sao empregadas técnicas de
Verificagao e Validagao numérica (V & V). Usualmente as palavras “Verificagdo” e

“Validacao” sao tratadas como sinénimos, no entanto, no ambito da engenharia atual, elas
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tem significados distintos. Segundo Roy (2005), Verificagdo é um processo puramente
matematico, que tem como ocupacao avaliar o quao bem o método numérico resolve um
modelo matematico - avalia a resolucao numérica de equagoes. Validagao, por sua vez,
trata da adequacao do modelo matematico em reproduzir a realidade - avalia se as equagoes

descrevem corretamente o fendmeno fisico estudado.

No trabalho de Roache (2004) é mostrado a importancia de um cédigo verificavel e
validavel. Segundo Vista (2010) deve ser ressaltado que o objetivo das etapas de Verificacao
e Validacao (V & V) nao é responder se a simulac¢ao funciona ou nio, mas quiao bem ela
trata os diversos fenomenos fisicos de previsao. V & V é uma das areas de estudo em CFD,

devido a imensa importancia de dar credibilidade as simulac¢oes realizadas.

Neste trabalho como é focado em pods-processamento de dados, aborda-se somente
a parte de verificagdo. Utiliza-se dois procedimentos basicos em V & V: sdo as estimativas
a priori e a posteriori. Segundo Germer (2009), na estimativa a priori procura-se avaliar
qualitativamente as dimensoes do erro gerado pelas aproximagoes numéricas utilizadas. J&
na estimativa a posteriori, faz-se a analise do erro de forma quantitativa, bastando para
isto determinar a diferenca entre a solucao analitica e a solu¢ao numérica obtida, o que
nem sempre ¢ possivel pois as solugoes analiticas do problema sao desconhecidas para
boa parte dos casos. Quando nao é conhecida a solugao analitica, é necessario entao de
estimativas de erro com base em solugoes exatas estimadas, ou também conhecidas como

incertezas da solugao.

Para mais detalhes sobre os procedimentos de V & V recomenda-se a leitura do
manual ATAA (2002) e Oberkampf e Roy (2010), por exemplo. Verificada a confianca
do codigo, a acuracia das solugoes numéricas deve ser investigada e consequentemente
técnicas de pos processamento de dados como MER podem ser aplicadas, no intuito de

melhorar as solugoes obtidas sem a necessidade da realizacao de novas simulagoes.

A versao estendida de ER para campos a “Extrapolacao de Richardson Completa”,
foco do trabalho, foi proposta por Roache e Knupp (1993), abordando as equagoes de
Poisson 1D com termos fontes diferentes, Adveccao-Difusdo 1D com ntimero de Peclet 1,16
e 100, Poisson 2D em um dominio unitario. Neste trabalho os autores descrevem a técnica
e aplicam em modelos testes ja comentados anteriormente. Deste entao, estes sao alguns
trabalhos que abordam o assunto nos ultimos anos: Richards (1997), Giacomini (2013),
Dai, Zhang e Wang (2016), Marchi, Giacomini e Santiago (2016), Moro (2018) e Silva et
al. (2020).

Comparativos serao feitos posteriormente, com alguns trabalhos, em questao
de resultados e analises, porém na pesquisa realizada, nao foram encontrados estudos
referentes sobre abordagens utilizando malhas diferentes das usuais (uniformes), além dos
trabalhos de Celik e Karatekin (1997) e Carvalho Junior, Marchi e Martins (2015) que
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abordam o assunto com resultados promissores, porém nao abordou-se extrapolagoes no

campo. Tornando a relevancia do estudo primordial, como ja comentado na Secao 1.1.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

A continuidade do texto consiste da seguinte forma:

o Capitulo 2: conceitos fundamentais para o desenvolvimento do trabalho, como erro

numérico, interpolagao polinomial, método de diferencas finitas, entre outros.

o Capitulo 3: metodologia utilizada, isto é, modelos mateméaticos e numéricos utilizados,

técnicas empregadas, varidveis de interesse, etc.
o Capitulos 4, 5, 7, 6 e 8: resultados com analises.

o Capitulo 9: Conclusao, anélises gerais dos testes, trabalhos futuros e contribuicoes

do trabalho para literatura.

o Apéndices A, B, C: discretizagdes, algoritmos e alguns resultados adicionais, respec-

tivamente.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sao tratados alguns fundamentos importantes que constituem a base
tedrica do trabalho: Erro Numérico, Diferencas Finitas, Resolugdo de Equacoes Algébricas,
Interpolagao Polinomial, Extrapolacao e Multiextrapolacao de Richardson e Extrapolagao
de Richardson Completa. Nas proximas se¢oes sao apresentados de forma breve e resumida

cada conceito.

2.1 ERRO NUMERICO

Defini-se como erro numérico (£): a diferenca entre a solugdo analitica exata (P)

de uma variavel de interesse com sua solugao numérica (¢):
E(¢) = ® — ¢. (2.1)

Segundo Marchi (2001), Schneider (2007), Martins (2013), Vargas (2013) entre
outros autores, o erro numérico também pode ser gerado por quatro fontes: erro truncamento
(er), erro de iteragao (&,), erro de arrendondamento (&,) e erro de programacao (¢,). Neste

cenério, pode-se reescrever a Equagao (2.1) de forma simbdlica:
E(¢) = E(ETa€n7€ﬂ7€p)- (22)

Conforme estas fontes de erro sdo diminuidas, tornando algumas até inexistentes,
a solugao numérica (¢) estarda cada vez mais acurada. Se conhecida a solugao analitica

exata (P), ¢ tenderd para ®, isto é

lim ¢ )

(2.3)
(e, €n, ersep) — (0,0,0,0)

A seguir é mostrado um breve resumo destas fontes de erros.

2.1.1 FErro de truncamento e ordens verdadeiras

O erro de truncamento (e7) de uma aproximagao numérica é o residuo, resultante
da substitui¢do da solugao analitica exata de uma varidavel dependente (7') na equagao
discretizada do modelo matemético (MARCHI, 2001).

Considerando uma aproximacao numérica realizadas através da Série de Taylor, e
admitindo-se inicialmente um espagamento uniforme (h) entre os nés da malha, pode-se

representar a equagao geral do erro de truncamento por:

ep = cohP® + e hP' + cohP2 - (2.4)
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em que os coeficientes ¢; sao constantes, nao necessariamente positivas. Por definicao as
ordens verdadeiras sdo os expoentes de h dos termos nao nulos da Equagao (2.4), sendo
nimeros inteiros positivos, que seguem a relacao 1 < pp < p; < p2 < p3 < .. < etc.
Esta sequéncia constitui geralmente uma série arimética, isto é, a diferenca entre ordens
subsequentes é constante. Em geral é uma sequéncia infinita, porque é constituida por
uma quantidade infinita de termos. O menor expoente de h (pg), por defini¢ao, é chamado

de ordem assintética (pg). Este inteiro positivo tem a propriedade py > 1.

Quando o tamanho (h) dos elementos da malha tende a zero, ou seja h — 0, o
primeiro termo da Equacao (2.4) é o principal componente, isto é, ele domina o valor de
er. Neste caso, em graficos logaritmicos de er versus h, a inclinagao em relacao ao eixo das

abscissas da curva er para h — 0 tende ao valor da ordem assintética (MARCHI, 2001).

A ordem assintética pode ser obtida através de uma estimava de erro a priori,
sendo muito importante para o desenvolvimento deste trabalho. Para mais detalhes sobre

o assunto, veja Roache (2009).

2.1.2 Erro de iteracao

O erro de iteragao (&,,) ocorre quando utilizam-se métodos iterativos para obtengao
da solugao numérica (¢). Métodos como Gauss-Seidel e Jacobi-Richardson sao exemplos
de métodos numéricos utilizados para resolugao de sistemas lineares, em que se obtém a
solu¢do numérica (¢, ) por iteragoes. Em geral, quanto maior o ntiimero de iteragoes (n),

melhor a solugdo numérica e consequentemente menor o seu erro de iteragao (&,).

Essencialmente ¢ definido o erro de iteracdo (g,,), de uma variavel de interesse
(¢), como a diferenga entre a solu¢ao exata (®) e a solugdo numérica em um determinada

iteragao n (¢,), isto é:

e em geral
7}1_)1{)10 On = . (2.6)

Na area de CFD, o trabalho de Martins e Marchi (2008) é um exemplo de trabalho

que aborda o assunto.

2.1.3 FErro de arredondamento

Os erros de arredondamento (e,) sdo os erros que ocorrem principalmente devido
a representacao finita dos niimeros reais na computagao, ou seja, também sao erros de
truncamento, porém oriundos da necessidade de se limitar o nimero de digitos usados para
armazenar os valores das variaveis. Eles dependem do compilador (software) usado para

gerar o cddigo computacional e do computador (hardware) empregado em sua execugao

(MARCHI, 2001).
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Este erro tende a crescer conforme é diminuido o espacamento entre os nés da
malha discretizada. €, pode até afetar o desempenho de MER; por exemplo na Figura
5 é apresentada a influéncia da precisao utilizada de armazenamento no desempenho de
“Eml” e “ER”, isto é: precisao simples (Real*4), dupla (Real*8) e quadrupla (Real*16) em
um grafico bilogaritmico entre “|E|: m6dulo do erro X h: distdncia entre os nés da malha”.
Portanto recomenda-se utilizar a precisao maxima disponivel no computador, para evitar

o maximo possivel este erro.

Figura 5 — Efeito da precisdo de armazenamento utilizada no desempenho das variaveis
Eml e Eh. Adaptado de Marchi et al. (2013).

—oO—Eh  (Real*8) .
—e— Eml (Real*16)
—+— Eml (Real*8)
—X—FEh  (Real*4)
i —O—Eml (Real*d) -
. —m—Eh (Real*16) |

2.1.4 Erro de programacao

O erro de programagao (g,) ¢ ocasionado pelo programador na implementagao da
simulacao. Existem varias explicacoes que levam a esse erro, por exemplo: falta de conhe-
cimento teodrico do algoritmo, distracao e inexperiéncia com a linguagem de programagao

utilizada, etc.

2.1.5 Erro de discretizacao e ordem efetiva

Quando &, €, e €, sao minimizadas ou até mesmo inexistentes, o erro de trunca-
mento (er) passa a ser o principal causador do erro numérico. Neste caso, er passa a ser
denominado erro de discretizacao (Eh). Para que o erro numérico seja gerado apenas pelo
erro de discretizacao, deve-se verificar se (MARCHI, 2001):

« 0s modelos matematicos abordados sejam simples o suficiente para evitar os erros de

programacao;
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e a precisao computacional adotada para armazenamento das variaveis seja adequada

para minimizar erros de arredondamento;

e 1o caso de solugoes iterativas, o nimero de iteracoes seja suficiente para se atingir o

erro de maquina ou para reduzir ao minimo os erros de iteracao.

Assumindo que as fontes de erros estao controladas, a Equagao (2.4), pode ser

reescrita da forma:

Eh = Cohpo —l—Clhpl +02hp2 + - (27)
1<po<pr<p2<ps<---. (2.8)

Se conhecida a solugao analitica exata (®), neste cenario Eh pode ser calculado
pela Equagao (2.1)
Eh=FE(¢)=d— ¢ (2.9)

e pode-se calcular a ordem efetiva (pg), definida como a inclina¢ao local do erro de
discretizacao (Eh) da solugdo numérica (¢) versus o tamanho (h) dos elementos da malha
em um grafico bilogaritmico. Seu calculo permite verificar na prética, isto é, a posteori das
solucoes numéricas, se pgp tende a ordem assintética dos erros de truncamento, ordem esta

que é um resultado tedrico, obtido a priori das solu¢des numéricas.

Para obter a ordem efetiva é necessario ao menos duas solu¢oes numéricas ¢ e ¢o
obtidas nas malhas Q™ (grossa) e "2 (fina), respectivamente, em que a relagio entre as

duas é a razao de refino (r):

h
r= T (r>1). (2.10)

As constantes h; e hy s@o os espacamentos uniformes entre os nés das malhas Q" e Q2.

A expressao de pg é dada por

log [®_¢1]
Ble—g
PES logl) .

No caso de malhas nao uniformes, se o refino é uniforme, a variavel r também é
dada pela Equacao (2.10), em que as varidveis hy e hy representam o espacamento médio
necessario entre os nés das malhas Q" e Q"2 neste caso. Existem outras formas de se refinar
uma malha ndo uniforme, como pode ser visto em Schneider (2007) e consequentemente r
sofre alteracao. Neste trabalho utiliza-se somente refino uniforme; esta escolha é justificada

mais adiante.

Dando continuidade ao assunto, conforme utiliza-se duas solugoes ¢; e ¢, obtidas

em duas malhas superfinas, para o célculo da ordem efetiva (pg), isto é com espagamentos
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(h) bem pequenos, é esperado que pg tenda a ordem assintética (pg); em outras palavras
}ngll)pE = po. (2.12)

A Equagao (2.12) diz que a ordem efetiva pode ser encarada como a ordem
de acuracia do método escolhido. Ele serve para medir a velocidade em que o método
converge. Neste aspecto, a ordem assintética (pg) seria a ordem de acuracia estimada
a priori do método. Em geral a Equacao (2.12) é satisfeita; quando isto ocorre é um
indicativo que a aproximacao utilizada esta funcionando adequadamente. Vale ressaltar
que esta analise a posteori s6 é possivel quando o erro numérico esta apenas dominado

pelo erro de truncamento.

Um exemplo de quando a Equagao (2.12) nao é valida esta no trabalho de Marchi
(2001), ao se utilizar malhas nao uniformes, com refino uniforme. Caso a Equacao (2.12)
nao seja satisfeita, primeiramente deve-se verificar se Fh nao esta afetada por algum
outro tipo de erro (Ex: Erro de programacao). Caso nao seja esta opgao, deve-se verificar
na literatura a ocorréncia de casos semelhantes e em seguida investigar, procurando
justificativas matematicas para explicar o ocorrido. Vale ressaltar, caso nao seja conhecida
solucao analitica ®, é possivel medir a acuracia de Eh através analises semelhantes ao
que foi mostrado anteriormente. Para tanto, utilizam-se estimadores do erro discretizacao,
também conhecido na literatura por estimativa (U). Além disso, pode-se obter a ordem

aparente (py) da estimativa, dada pela equacao

log [Cbz - ¢11
_ $3 — P2
bu = W7 (2.13)

em que ¢, ¢o e ¢3 correspondem, respectivamente, as solugoes numéricas obtidas nas
malhas Q" (grossa), Q" (fina), Q" (superfina); com r = hy/ho = hy/hs (razdo de refino
constante). Em geral vale

}Lig%pU = Do, (2.14)
isto é, a analise da acuracia do método pode ser realizada através do calculo de py.
Portanto, em outras palavras py tem funcao similar a pg, tornando-se fundamental para

eventuais andalises, quando ® nao é conhecida.

Estabelecido o conceito de erro numérico, obtém-se as ferramentas necessarias
para os modelos numéricos. Para mais detalhes sobre erro numérico, incertezas, ordens
efetivas e aparentes, podem ser vistas nos trabalhos de Roache (2009) e AIAA (2002).
No presente trabalho nao sao calculados U e py porque todos os modelos matematicos
utilizados possuem solugao analitica. Na proxima secao é apresentado o método numérico

utilizado nas discretizagoes.
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2.2 DIFERENCAS FINITAS

O método numérico utilizado neste trabalho, para obtencao das solugoes numeéricas,
chama-se Método de Diferengas Finitas (MDF). Seu principio bésico consiste em aproximar
através de expressoes algébricas cada termo do modelo matematico em cada né da
malha discretizada. As discretizagoes podem ser feitas em dominios com varias dimensoes,
conforme ¢ ilustrado pelas Figuras 6 e 7, em que sdo apresentados exemplos de malhas

discretizadas para problemas uni e bidimensionais, abordados neste trabalho.

As aproximagoes utilizadas sao do tipo CDS (Central Difference Scheme), para
aproximar as derivadas de primeira e segunda ordens avaliadas no né (ou ponto) j, que

envolvem a varidvel dependente 7" e independentes = ¢ y (caso bidimensional).

Para obté-las, considere sem perda de generalidade a malha discretizada ilustrada
na Figura 6, considerando o né j, com coordenada z;. As aproximacoes sao feitas, através

de expansoes da série de Taylor em torno do ponto j, para os seus nos vizinhos:

dT d*T\ h? BT\ h3
T =T — =1 h. - | L= L +... 2.15
-1 J <dx>j it (da:Q)j 2 (dw3>j 6 T ( )

ar ETY 12, (ETY W,
TjH:Tj+<daz>‘hj+l+<dx2>A 0} +<dx3>A 6 T (219
J J J

As contantes hji; e hj, sdo os espacamentos entre eles, ndo necessariamente

uniformes. Utiliza-se a notagdo 1; = T'(x;).

Para aproximar as derivadas de primeira e segunda ordens, avaliadas no né 7,

soma-se as equagoes (2.15) e (2.16), para cada caso, isolando os termos (dQT) e (dT) ,
J J

dx? dx
isto é:
ory T —-Ta T\ (b, — h3) (T Bisa + P (2.17)
O hj + hj dz? ) 2(h; +hya)  \da® ) 6(h; +hya)
== (Tops); + €(Tops),
e

<d2T> B 2[hj+1Tj—1 + hjTj1 — (hj + hj1)T] n <d3T> hyj = hjn (2.18)

@ j N (h] + hj+1)hjhj+1 d[L’3 j 3
B <d4T> B+,
dx? j 12(]7,] + hj+1>

+ee= (Tci]i)s)j + €<T(§1i)s>j

Portanto obtém-se as aproximagoes de primeira (T,5) e segunda ordens (Tg), avaliadas
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no no 7, do tipo CDS, dadas pelas equagoes

d*T i [(hj1Ti—1 4+ hiTipq — (hj + hj1)T})
<d2> ~ (TCDS)j =2 SR I ’ }Z+1 hhj SR (2]‘9)
=) (hj =+ hja)hihja
dT) | Tin—Ti s
YY) x(Tiy), = ST L (2.20)
(dl’ § cDs/J hj + hj+1
e seus erros de truncamento &(Tys);, €(Tis);, sa0 respectivamente
_ PT\ (B2, —h2) (BT B+ 0y, .
I L= — [ .
cps/J dlL'2 j 2(h] —|— hj+1) dl’?’ j 6<h] + hj+1)

g 3T R A B3 4 p3
S(Téés):(d )h] h”“—<d ) e (2.22)

I dax3 § 3 dl’4 j 12(h] + hj+1>

No entanto as ordens verdadeiras nao estao claras. Por este motivo, neste caso seriam
po = 1,p1 = 2,p2 = 3,..,etc., mas ao utilizar refino uniforme em varios testes, foi verificado
a posteori que as ordens verdadeiras sao pg = 2,p1 = 4,p2 = 6,..,etc. , isto é, sdo idénticas

para o caso uniforme, quando
hj = hj1 = h. (2.23)

Justificando-se a escolha da utilizacdo do refino uniforme porque neste cenario é possivel
obter andlises efetivas a posteori do erro. Para mais informagoes sobre o assunto, recomenda-

se a leitura de Schneider (2007).

Figura 6 — Malha unidimensional, discretizada em diferencas finitas.

‘ hy ‘ hj+1‘

Figura 7 — Exemplos de discretizagao em diferencas finitas para problemas bidimensionais,

adaptado de Schneider (2007).
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(a) Malha cartesiana uniforme. forme.
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2.2.1 Resolugao de sistemas lineares

Apoés a discretizacao, seja por MDF ou algum outro método numérico similar, por

exemplo Volumes Finitos, é obtido um sistema linear
Ax =b, (2.24)

em que A é a matriz dos coeficientes, b é o vetor independente e x é um vetor de incdgnitas
(solucao numérica). A estrutura da matriz A vai depender do método usado para discretizar
o modelo matematico. Segundo Maliska (2004) a estrutura da matriz de coeficientes obtida
na aproximacao é de fundamental importancia na escolha do método de solucao do sistema

linear. Por exemplo as matrizes tridiagonais com coeficientes (ap,ag,aw,bp)

—aw  ap —ag a1 by
—aw  ap —aE X2 by
= z (2.25)
—aw ap —ag
L —awap o TAE [Ny LN Jag L by | NX1

sao frequentes em CFD na discretizacao de modelos unidimensionais, em que ag,ap,e
ay representam os termos discretizados leste, central e oeste respectivamente, bp: termo
fonte, N: dimensao do problema e x sao as incégnitas. Ja para os casos bidimensio-
nais e tridimensionais é comum trabalhar com matrizes pentadiagonal e heptadiagonal,

respectivamente.

Neste trabalho, aborda-se os casos uni e bidimensionais. Para resolver o modelo
unidimensional utiliza-se 0 método direto TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm). Para o
caso bidimensional, utiliza-se o método iterativo Gauss-Seidel e MSI (Modified Strongly
Implicit Method). As discretizagoes utilizadas e respectivos sistemas lineares, podem ser

vistas no Apéndice A.

Para mais detalhes sobre o assunto, métodos de discretizacao e formas de resolver

o sistema resultante recomenda-se a leitura das obras Maliska (2004) e Fortuna (2000).

2.3 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Com a resolucao de um modelo matematico através do emprego de um método
numérico sao obtidos valores para ¢ em pontos nodais determinados pela malha adotada.
Entretanto, em alguns casos, pode ocorrer a necessidade de se obter ¢ em locais especificos
que nao coincidem com os pontos dessa malha. Nessa situacao, o emprego de interpolagao
polinomial representa uma ferramenta que pode ser empregada com sucesso (MARTINS,

2013).
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Segundo Franco (2006), aproximar fungdes por polindémios é uma das ideias mais
antigas da analise numérica, e até hoje é umas das técnicas mais usadas na &area. Isto
ocorre, pelo fato dos polinémios serem facilmente computaveis, integrais e derivadas de facil
obtencao e por fim suas raizes podem ser obtidas, quando possivel, de forma razoavelmente
simples. Neste trabalho aborda-se duas situagoes, sdo os casos uni e bidimensionais. Nas

proximas secoes ¢ apresentado cada situagao e abordagem utilizada, para cada caso.

2.3.1 Abordagem Unidimensional

Neste trabalho, o problema a ser resolvido é definido por dados n + 1 pontos reais

distintos
Top < X1 < Top < x3 <+ < Ty, (2.26)
e n + 1 ndmeros reais yo, 41, - , Yn, valores de uma funcéo f : [xg,x,] — R, podendo ser
discreta, em que
N :f<370)73/2:f($1)7ayn:f<5’3'n) (227)

Procura-se um polinémio ¢, (z) de grau maximo n, definido no intervalo [z¢,z,], que

possua a propriedade
on(T0) = yo;  @n(r1) = Y15 o On(Tn) = Yn. (2.28)

Este polindmio existe, sendo tinico, desde que satisfaga as condi¢oes do teorema a

seguir:

Teorema 2.3.1 Dados n + 1 pontos distintos xq, 1, ..., T, (reais ou complexos) e n+ 1
valores Yo, Y1, ..., Yn, €xiste um e s6 um polinomio p,(x), de grau menor ou igual a n, tal
que

A demonstragao deste importante resultado pode ser vista em Franco (2006).
Ele refere-se que independentemente do método utilizado, desconsiderando o erro de
interpolacao e outras fontes de erros possiveis, qualquer método que for utilizado para
obter o polinémio (¢,) da equacao (2.29), obtém-se o mesmo resultado. Neste trabalho
utiliza-se a técnica de Diferenca Dividida de Newton, para n + 1 pontos distintos, definida

pelas funcoes:

(1) flao,a] = Le)=tlee)
_ [flzi,me]=flzo,m1]
(2) fl:x();lexQ] - : IQQ—LL‘() e (230)

] _ flz1,x2,0 0] = F[20,%1 50 Tn—1]
- Ty —T0

(n)  flzo, x1,..., Ty
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Utilizando a tabela acima, obtém-se o polinémio (¢,) de Newton de grau menor

ou igual a n, representado pela equacao:

on(x) = f(w0) + (7 — 20) f[20, T1] + (¥ — 20) + (¥ — 21) f[T0, 71,22 + (2.31)

v (—mg) (=) (T = Tpr) fl B0 ).

Outra alternativa possivel é dada pela formula de Lagrange, definida pela equagao

onl@) = 3 f(a)li() (2.32)

i=0
em que

) = 1 2 (2.33)

2.3.2 Abordagem Bidimensional
Neste cendrio mais complexo, dados p, + 1 e p, + 1 pontos reais distintos
o<y < Ty <3< <Xy, Yo <Y <Y< <Yp,s (2.34)

nas diregoes dos eixos x e y respectivamente, e k = (p, + 1)(p, + 1) ndmeros reais yo, y1, -.

, Yk, valores de uma funcao f : [20,7,,]X[y0,Yp,] — R, podendo ser discreta, do conjunto

{f(ziy;)/i=0,1.2,.pa; j=0,1,2,....,p,}. (2.35)

O objetivo é determinar um polinémio ¢y (z,y) de grau méximo p* = Max{p,,p,}, definida

no dominio [zo,2p, |X[Yo, Yp,], que possua a propriedade
{@;(xzayz) - f(xzayj)/ Z = 071727"7px; j - 071a2a "'7py}' (236)

A existéncia deste polinémio c,o;(:v,y) pode ser mostrada através da formula de

Lagrange bidimensional, técnica utilizada neste trabalho, definida pela equacao

Pp (1Y) = §_z E'j:f(wi,%)li(ﬂﬁ)lj(y) (2.37)
onde b ) ) ( )
i(@) 2;0 (g, — x3)’ 4() 27:&0 (Yx — y;) (2:38)

Porém, para garantir a unicidade, é necessario acrescentar a hipdtese

Este resultado pode ser visto em Dahlquist e Bjorck (2008).
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2.3.3 Erro de Interpolacao

Conforme apresentado anteriormente, o polindémio de interpolagao (,) apresenta
a propriedade bésica para os pontos x. Seja com dimensao uni ou bidimensional escolhidos
para interpolagdo, a funcao ¢, é uma aproximagao exata da fungao f(x) nestes pontos,

porém para VT # xj, em geral nao é verdade que ¢,(Z) = f(T).

Neste trabalho avaliou-se o erro de interpolagao &, (z) definido pela equacao
Ea(z) = f(z) —pn(z) VeeRF k=12 (2.40)

nos pontos interpolados, para cada caso uni e bidimensional. Neste cenario a funcao
f corresponde a solug¢ao numérica no ponto interpolado. Ambas as técnicas Lagrange e
Diferengas de Newton (DDN) apresentaram resultados similares. Para o caso unidimensional
optou-se pela DDN por ser a técnica escolhida em Carvalho Junior (2015). Para o caso
bidimensional optou-se por Lagrange pela facilidade de implementacao, necessaria para

este caso.

Para mais detalhes sobre a teoria da interpolacao, recomenda-se a obra de Steffen-
sen (1950).

2.4 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON E MER

A metodologia denominada Extrapolagao de Richardson (ER) e sua versao
aprimorada Multiextrapola¢ao de Richardson (MER), pode ser aplicada quando a técnica,
de aproximacao utilizada possui um termo indicativo de erro previsivel, isto é, uma forma

que dependa apenas de um parametro real h.

Para empregar ER ou MER efetivamente em problemas de CFD, espera-se que o
erro numérico seja dominado apenas pelo erro de discretizacao (Eh), isto é, neste cendrio
Eh corresponde ao pardmetro real h, comentado anteriormente. O objetivo de ER e MER
é aumentar a acuracia das soluc¢oes ja obtidas, e consequentemente reduzir Eh. Portanto,

pode-se pensar em ER e MER como técnicas de pds-processamentos de dados.

Para aplicar ER é necessario ao menos duas solugoes numéricas ¢(h) e ¢(rh), em
que ¢(h) e ¢(rh) correspondem aos valores obtidos nas malhas Q" (Malha fina) e Q™
(Malha grossa) (rh > h), que tem a mesma ordem assintdtica py. Lembrando do conceito

de ordem verdadeira (Secao 2.1.1):
L<po<pr <p2<ps<---,

a relac@o entre estas duas malhas esta na razao de refino (r), preferencialmente uniforme.

De Richardson (1910), a expressdo de ER para a solugao analitica exata (®) é dada pela
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expressao:

¢(h) — ¢(rh)

rPo — 1

= p(h) +

onde O(hP') representa o termo indicativo da ordem do erro. Neste caso py, pela definigdo

+O(h™), (2.41)

de ordem verdadeira p; > pg, portanto a aproximagao obtida por ER, tem ordem assintética
mais elevada do que ¢(h) e ¢(rh) e, consequentemente, proporcionando a obtengao de um
resultado mais acurado. Finalmente, a aproximacao obtida por ER (¢.,) extrapolada é

dada pela expressao:
¢(h) — ¢(rh)

rPo —1

Poo = ¢(h) + (2.42)

Segundo Vargas (2013), ER é um método simples que contribui para a velocidade

de convergéncia, como também para um resultado mais acurado.

Aplicando a equagao (2.41) de forma recursiva em G malhas distintas Or'Qr°,
QF QR QML Qe geradas com razdo de refino r = h971/h9 (g = 2,..,G), obtém-se a

Multiextrapolacao de Richardson:

¢97m—1 B ¢g—1,m—1_ . ) B
Tpm71 _ 1 ) g - 2,..7G7 m —_— 1’...,g — 17 (243)

¢g,m = ¢g,mfl +

em que m representa o nivel da extrapolacdo e g:nimero da malha. Portanto as variaveis

?1.0, 92,0, $3.0,--» Pc,0 equivalem as solugoes numéricas ¢1, @2, Ps,.., ¢¢ obtidas nas malhas
1 2 3 2 G .

QO Qr Qr LQM Q" respectivamente.

Na Tabela 1 é apresentado o esquema de obtencao dos resultados, com MER.
Para uma variavel de interesse ¢, é perceptivel a evolucao da ordem de acuracia do
método, teoricamente, conforme sao feitas as extrapolacoes. Portanto, em condigoes
ideais, utilizando MER a convergéncia do método é acelerada significativamente em cada
extrapolagao, proporcionando uma solucao mais acurada, sem a necessidade de realizar
mais simulagoes. No Algoritmo 1, apresenta-se a técnica de MER, baseado no que é exposto
pela Tabela 1.

Para verificar a ordem efetiva (acuracia) com MER é realizada através da equagao:

o — ¢ —1m
log [g ’ 1
o — gbg,m

log(r)

se conhecida a solucao analitica exata. Para calcular o erro de discretizacdo com MER

(PE)gm = ) (2.44)

(Em) em cada extrapolagao, basta calcular a diferenga da solugdo analitica exata (®) com
a solucao extrapolada (¢gm):
Em =& — ¢y (2.45)
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Também é possivel estimar py, caso ® nao seja conhecida, através da equacao

¢g—1,m - ¢g—2,m]
¢g,m - ng—l,m
log(r)

log l

(pv)gym = ; (2.46)

e para F'm, existem vdrias possibilidades, entre elas o estimador Delta (A), proposto por
Marchi, Suero e Araki (2009)

Un = |¢cm-1 — PG—1,m-1|- (2.47)

Lembrando que neste trabalho nao sao abordadas estimativas porque todos os modelos
matematicos utilizados possuem solugdo analitica, e deste modo ¢ possivel mensurar
exatamente o erro numérico, objeto de estudo do trabalho. Para mais detalhes sobre

estimativas para (pg)gm € Em, pode ser visto em Martins (2013).

Teoricamente, a medida que h — 0, os valores das ordens de acuracia obtidas em
cada extrapolacdo (pg)g,m, devem tender para as ordens verdadeiras do método empregado,
estimadas a priori, do respectivo nivel de extrapolacao (m). Assim a convergéncia do

método empregado ¢é acelerada consideravelmente.

A técnica de MER tem como objetivo reduzir o erro de discretizacao melhorando
a eficiéncia e exatidao computacional. Porém, devido a ocorréncias de erros de arredon-
damento nos resultados desse processo, faz-se necessaria a reducao desses erros de forma
a contribuir para o desempenho ideal do método e, consequentemente, obter a melhor
precisao dos resultados (VARGAS, 2013).

Para saber mais sobre ER e MER, origens, deducgoes das formulas apresentadas
aqui e um aprofundamento mais detalhado da parte tedrica dos métodos, recomenda-se a
leitura das obras Vargas (2013) e Martins (2013).

Tabela 1 — Esquema de obtenc¢ao de resultados com MER, varidvel de interesse ¢, ordem

de acuracia maxima pg, onde 0 < py < p1 < p2 < --- < pg, para G malhas
com m = G — 1 extrapolacoes.

Py Po P1 D2 P3 T Pc-1
lg/m|m=0m=1|m=2|m=3]--- |m=G-1

1 P10

2 G20 $2,1

3 $3,0 ®3.1 ®32

4 Gap Ga1 G4 ®43

G bao dan ba2 basz | - bG.a-1
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Algoritmo 1: Algoritmo base - MER.
Entrada: Obter solucoes numéricas para a varidavel de interesse ¢ em G malhas

distintas: ¢1, ¢9, -+ -, Og-.
Fornecer o valor de r, py e dv (razao de refino entre as malhas, ordem de

acuracia das solugoes numéricas e variagado das ordens verdadeiras
Po,P1,P2,--, Tespectivamente).
Saida: ¢, ,, (Tabela 1).
1 Faga: ¢10 = ¢1, 020 = @2, , 0c0 = dc
param=1,--- .G — 1 faga
2 Pm—1 = Po + (m — 1)dv
parag=m+1,m+2,--- G faga

3 L ¢g,m — gbg,m—l + (bg,mfl - (bgfl,mfl

rPm—-1 — 1

2.4.1 Metodologia para o emprego de MER

Baseado nos trabalhos de Martins (2013) e Martins et al. (2013), para melhor
empregar MER na variavel de interesse, deve-se primeiramente identificar qual o seu tipo,

de acordo com a classificacao:

Tipo I: sao varidveis locais, cuja localizacao coordenada (c¢) é mantida em todas as
malhas (¢) consideradas e coincide com um ponto nodal (Fig. 81), ou ainda, é caracterizada,

por uma variavel global.

Tipo II: sao variaveis locais em que c situa-se no ponto médio entre pontos nodais
de (g), ou seja, suas coordenadas coincidem com a média aritmética entre as coordenadas
nodais (Fig. 8II).

Tipo III: sdo variaveis locais com ¢ nao coincidente com um ponto nodal de g,
nem com o ponto médio entre coordenadas nodais, entretanto, possui uma localizacao fixa
(Fig. 8III).

Tipo IV: sao variaveis locais cujo valor é conhecido previamente. Nesse caso,

busca-se identificar ¢ (Fig. 8IV).

Tipo V: sao variaveis locais onde ¢ é desconhecida previamente, isto ¢é, sao

varidveis que podem apresentar mudanga de coordenada em malhas distintas (Fig. 8V).
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Figura 8 — Tipos de varidveis, adaptado de Martins (2013), Martins et al. (2013).

O Q% malha fina;

S ® Q" : malha grossa;
O Q" : malha super-grossa;

b eQ:d, e ¢ Q.

Para cada variavel de interesse ¢ sdo determinadas formas para sua obtencao, de

acordo com a sua classificacao, resumidamente apresentado pela Tabela 2.
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Tabela 2 — Metodologia para o emprego de MER (MARTINS et al., 2013).

Variavel Obtencao de ¢
Tipo I Obtém-se ¢ em cada malha e emprega-se
MER diretamente com a a Eq. (2.43).
Tipo I1 Emprega-se interpolacao linear, para
obtencao da ¢, e em seguida considera-se
a Eq. (2.43).

Tipo III Emprega-se interpolacao polinomial, com
grau maximo possivel, para obtencao da
¢, em seguida considera-se a Eq. (2.43).
Tipo IV Emprega-se interpolagao polinomial, com
grau maximo possivel, e resolve-se a equagao
polinomial obtida considerando-se a
igualdade entre o polinémio obtido e o
valor estabelecido a priori, para a obtencao
de ¢ em cada malha e, entao, considera-se
a Eq. (2.43).
Tipo V Emprega-se interpolacao polinomial com
o grau maximo possivel e, busca-se o seu
ponto 6timo (méaximo ou minimo) para
determinacao de ¢ em cada malha, e
ao final considera-se a Eq. (2.43).

2.4.2 Extrapolagdo de Richardson Completa

A extrapolagao de Richardson completa (CRE) é uma extensao da Extrapolagao
Richardson. Criada por Roache e Knupp (1993), considera-se completa quando uma solugao
de alta ordem de acurécia é produzida em todos os pontos da malha fina, isto é, em todo
o campo do dominio de cédlculo. Da mesma forma que ER e MER, CRE é usada como
pos-processamento de dados, nao tendo nenhuma relacdo com a geragao das solugoes

numéricas.

Para entender seu funcionamento, considere por exemplo trés malhas unidimensi-
onais, discretizadas para Diferencas Finitas com 2, 3 e 5 nds respectivamente, conforme é
mostrado na Figura 9. Cada ponto @; corresponde a uma solu¢cdo numérica, obtida na
malha através da resolucao da equacgao algébrica originada da discretizacao. Neste exemplo,
através de ER é possivel apenas obter solugoes extrapoladas nos pontos impares (Malhas

2 e 3), conforme é mostrado na Tabela 3. Utiliza-se a notagao ¢!, onde

m
9.0
o m: representa o nivel da extrapolacao,

o ¢: variavel de interesse,

e g: numero da malha,
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e p: posicao do ponto.

Figura 9 — Malhas unidimensionais discretizadas para Diferencas finitas.

Malha 1 | @, o
Malha 2 | @, o ®;
Malha 3 | @ @ @3 @, @3

Tabela 3 — Exemplo de aplicacao de ER sobre o campo unidimensional.

‘ pV ‘ Po ‘ P1 ‘
[ Lg/ m | m =0 | m=1 |
1 1 [1),2
2 21 P29 $23 | P2a 23
3 |95, 5, dhy P84 S5 | 051 sz s

No trabalho de Roache e Knupp (1993), os autores mostram teoricamente que ER
é aplicavel somente nos nos impares. Para obter as solugoes acuradas nos restantes dos

nos, é proposto o acréscimo da correcao C, obtido através da realizacao de média simples

¢(h) — ¢(rh)

rpo — 1

ou linear dos termos

: (2.48)

da equagao original da Extrapolacao de Richardson (Equagao 2.42), obtidos nos nos
vizinhos. Portanto, conclui-se que a Extrapolacdo de Richardson Completa pode ser
resumida pela equagao

P+— P+C, (2.49)

em que P representa o conjunto de pontos com solugoes numéricas da malha, que recebe
(«—) as originais com o acréscimo da correcao C, para cada caso. Por exemplo, na
Figura 10 é apresentado o esquema de obtencao das solu¢oes numéricas com CRE. Os
pontos representados por A; sao obtidos com o termo de correcao obtido através de ER e

A\; pela média das corregoes.

Para o caso bidimensional além da média simples para cada direcao é necessario
para os nos centrais empregar interpolagoes, podendo ser bilinear, desde que a interpolagao
escolhida respeite a ordem do esquema da aproximacao numérica. Na Figura 11 é apresen-
tado um exemplo de aplicacao. Utiliza-se a notacao lexicografica e cada ponto @;, A\; e A,
corresponde a um ponto com coordenadas (z,y). Nos algoritmos 2 e 3 sdo apresentados os

pseudocodigos de ambos os casos.

Note que é possivel repetir o uso de CRE. Por exemplo, observa-se na Figura 10
que ¢é possivel continuar aplicando CRE para a malha 3, ja& com as solucoes extrapoladas

obtidas nas malhas 2 e 3. Neste cenario, seria equivalente a versao “completa” de MER,
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embora os autores de CRE previssem este acontecimento, nao chegaram a aplicar este
conceito. No entanto na literatura ja é possivel encontrar trabalhos que abordam o assunto.

Outra sugestao dos autores seria utilizar submalhas, assunto abordado no Capitulo 3,
como CRE novamente.

Figura 10 — Esquema de obtencao de solu¢des numéricas unidimensional com CRE.

\ m =0 m=1
Malha 1 | @4 (D)
Malha 2 | @ o, @ A AV A;
Malha3 | @ @ @3 @ @ A1 Ay As; A, Aj

Figura 11 — Esquema de obtencao de solu¢des numéricas bidimensional com CRE.

m =20 m=1
o @ ®
[ ®; @
[ ] L D} ®:

0 | 0 | 0| @ | @5 Ay | Doy | Az | Doy | Ags
O | 07 O | O Oy AN | Nir | Ag | A | Do
@ | 0 | 03 |0, | @5 A | LN | Az | DN | Ags
O O O 0 O, /N | A7 | Az | Dy | Ay
o O O O, O; A | Do | A | Ay | A5

Tabela 4 — Exemplo de aplicacdo de CRE sobre o campo unidimensional.

‘ pV ‘ Po ‘ Y41 ‘
[ lg/ m | m =0 | m=1 |
1 N i
T T T
2 3,1 8,2 8,3 ¢2,1 9252,2 ¢2,3
3 [ o5y @5, @Sy 984 55 | 931 s Bas Daa Ois
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Algoritmo 2: Algoritmo base: CRE1D, adaptado de Roache e Knupp (1993).

1

2

Entrada: Obter G solu¢oes numéricas distintas: gf)(ip com nés p = 0,1, ,Ninicial;
0 L — ) . 40 /
op com nos p = 0,1,2,- -+ 2Nipicial; -+ ; g, COM NOS

p=012,-- 2" Nipiciar

Fornecer o valor de py (ordem de acurédcia das solu¢oes numéricas).
Saida: ¢; ,, para g =2,34,--- ,Gep=0,1,2,--- ;297 Nipicial-
para g =2,3,---G faca
N = 29" Niniciai

para i = 0,2,4,6,..,N faca
0 0

CO = gai T 97177:/2
g,t 2p0 — 1
1 _ 40 0
g;t T gt + Cgﬂ'

para i = 0,2,4,6,..,N — 2 faca
0 0
oo Cgi + Cgivo
g7l+1 2
1 0

_ 0
gi+1 = Pgir1 +Cgip
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Algoritmo 3: CRE 2D, adaptado de Roache e Knupp (1993).

10

11

12

13

Entrada: Obter G solu¢oes numéricas distintas: gf)(ip com Nz +1e Ny+1
(Nz > 0e Ny > 0 pares) nés na dire¢do x e y respectivamente; gbgp com
2Nz +1 e 2Ny + 1 nds na direcao x e y respectivamente; - - - ,gb%,p com
26-INz 4+ 1 e 267Ny + 1 nés na direcio x e y respectivamente.
Fornecer o valor de p (ordem de acuricia das solugdes numéricas).

Saida: ¢, ,, para g =2,34,--- ,G e 29 "Nz + 1, 297" Ny 4 1 n6s na dire¢io z e y,

respectivamente.

para g =2,3,--- ,G faga

Nzl =29"'Nx +1

Nyl =29"'Ny +1

k=1

para j = 13,5,--- ,Nyl faca

para i =1,3,5,--- ,Nxl faca
p=i+ Nzl(j—1)

0o ¢0
cP. — Zor g—Lk
9,0 oL — 1

Qs;,p = ¢2,p + Cg,p
k=Fk+1

para j = 1,3,5,--- Nyl faga

para i =1,3,5,--- Nzl — 2 faga
p=ti+1+Nzl(j—1)

Cg,pfl + Cg,pﬂ

0 _
Cg’p - 2
1 _ 40 0
g9,p + Cg:p

g:p

para j =1,3,5,--- Nyl — 2 facga
para i =1,3,5,--- ,Nxl facga

p=1i+Nxl-j
0 0
o0 — Cg,prwI + Cg,erNzI
gp
1 _ 0 0
gp ~ Tgp + Cg,p

para j = 1,3,5,--- Nyl — 2 faga
para i =1,35,--- Nzl — 2 faga
p=i+1+Nzl(j+1)

0 0 0 0
CO o Cg,p—l—N:c[ + Cg,P-i-l—NxI + Cg,p—l+Na:I + CQ,P-I-H-NII
gp

4
1 _ 0 0
gp gbgm + Cg,p
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo é apresentada a metodologia para aplicagao de extrapolagdes no
campo, para os casos uni e bidimensionais. Algoritmos detalhados sao apresentados nos

apéndices.

Para exemplificar a metodologia empregada, considere as malhas genéricas M1,

M2, M3 e M4, representadas pela ilustracao abaixo, discretizadas em diferencas finitas.

Figura 12 — Malhas genéricas discretizadas em diferencas finitas.

M1
L @ @ ®
M2
® L @ @ @ 4 9
M3
*—0—0—O0—0—O0—8—0—@ O @ O @
M4

As malhas M2, M3 e M4 sao geradas a partir da malha M1, obtidas com refino
uniforme de razao 2. Notem a existéncia de pontos coincidentes nas malhas que sao
destacadas com a mesma cor. Neste trabalho procura-se melhorar as solugées numéricas
em todos os nos de cada malha, variaveis de interesse e suas ordens de acuracia. Para

tanto propoe-se as técnicas:

o CRE classico (CRE) com interpolagao (CRE-I) e FRE;
o« SUBMALHA com MER (SMER) e SMER INTERPOLADO (SMER-I);

« SUBMALHA com ER (SER).

Nas préximas segoes elas sao apresentas com analises prévias. Em seguida abordam-

se os modelos matematicos e numéricos, variaveis de interesse, utilizadas nos experimentos.
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3.1 CRE classico com interpolacao e FRE

Denota-se por CRE cléssico (CRE) a primeira versao da extrapolacao de Richard-
son Completa, desenvolvida por Roache e Knupp (1993), servindo de motivagao para o
desenvolvimento de variagoes. Esta técnica utiliza duas malhas por vez, sendo uma fina e
outra grossa, onde a malha fina deve ser originada da grossa, através do refino de razao

dois.

Por exemplo, as malhas M1 e M2, o objetivo da técnica é melhorar as solucoes

numéricas em todos os noés na malha mais fina, consistindo basicamente em dois passos:

1. Separa-se os nos coincidentes das duas malhas;

2. Na malha mais fina acrescenta-se o fator de correcao C' em cada né, para cada caso.

Este fator de correcao C, conforme mencionando anteriormente varia para os casos
em que o ponto é coincidente da malha grossa ou nao. Para o primeiro caso, C é dado pela
Extrapolagao de Richardson e caso contrario neste trabalho é usado algumas variagoes

além da classica, exemplificadas no algoritmo abaixo, para Diferencas Finitas 1D.

Seja ¢ par (i = 0,2,4,6,...,N), adaptado de Roache e Knupp (1993):

gi = Ggi T Oy (3.1)
em que
m—1 mfl/
m __ 9t g—1,i/2
Oy = 2, (3.2)

Para os restantes dos nés (i = 0,2,4,6,..,N — 2):
z?i—&-l = ¢Z,Li_11 + ;Ti+1 (33)
onde
» Cléassico (CRE), adaptado de Roache e Knupp (1993):

m m
m_ Cgi+ Cglia
g77‘+1 2

(3.4)

« Interpolado (CRE-I): Interpola-se as corregoes obtidas em até p+ 1 nds coincidentes

em torno do no ¢ + 1, obtendo um polindémio ¢p de grau maximo P e
Coiv1 = op(Tis1). (3.5)

Caso nao seja possivel utiliza-se a técnica anterior (Classico).
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« Extrapolacdo de Richardson Total (FRE), adaptado de Giacomini (2013):
vir1 = O + k(C e — CF) (3.6)

onde k é o fator de ponderacao dado pela equagao
k= ltol  Tod (3.7)
Gyire — Dy |

Através da Figura 13 é possivel verificar os procedimentos listados anteriormente.
Neste exemplo utiliza-se as malhas M2 e M3 (Figura 13a), onde sao listados os pontos ,,
e suas solugoes numéricas associadas ¢y' ), lembrando que g representa o niimero da malha,
p: numero de né e m: nivel de extrapolacgao.

Para obter a malha M3 otimizada (Figura 13b), é necessario aplicar CRE através
das equacoes (3.1) e (3.2), que correspondem aos pontos coincidentes das malhas M2 e M3,
destacados com a mesma cor (Figura 13a). Para os restantes dos pontos ndo coincidentes
(pontos em rosa), utiliza-se a Equagao (3.3), podendo variar o termo de corregao C': versao

classica (Equacao (3.4)), interpolada (Equagao (3.5)) ou FRE (Equagao (3.6)).

Figura 13 — Exemplo de Aplicagdo de CRE e algumas variagoes.

(a) Malhas M2 e M3, m =0

M2 (I1:¢g,]) ($33¢g.!}) (-1»'5-(?5(;]"3)
(I[]s (ﬂ'g]!l}) (552.- ¢(2]2 (:'34! ¢(2]1) (:Cﬁ.- (?5(2](:)
M3 | (.’L‘l, Qf'(;] 1 (.133, Qﬁ‘;;) " (3355 (i’(’:")) | ("]:"T'.' (?5(727) L (Ig, ¢’(3)~a 1 (33115 Qﬁ(il‘l) 1
(2o, ¢(3)11 (2 ¢’(3)2) (x4, (;5({ N (s, fﬁiz]h) (s, (ﬁ’(;s) (10, ¢f}i1(1) (12, gzﬁ(zlg)
(b) Malha M3, m =1
M3 (1, @5;'3.1) 1 (3, ¢;|3..‘;) | (x5, ¢’]3;) | (w7, ¢';]3.7) T (g, ¢;|3.9) T (w11, ¢.‘L11) |
(0, 03.0) (2, 03.0) (z4,034) (6, B36) (zs, $35) (210, $3,10) (12, B} 1)

Infelizmente, para otimizar a malha M2 utilizando este procedimento é necessario
realizar adaptacoes, em virtude da malha M1 possuir N impar. No entanto para as outras
malhas o procedimento é perfeitamente aplicavel, devido ao refino empregado. Utilizando

estes passos é preferivel usar malhas inicias com N par.

Para o caso 2D a ideia é similar, ja exposta na Secao 2.4.2, com excecao da
interpolagdo que exige mais atengao, devido ao seu alto custo computacional, foram
utilizadas interpolacoes uni e bidimensionais, cuja a forma de utilizacdo pode ser vista na

Secao 3.5. No apéndice B, o Algoritmo 14 aborda o caso unidimensional.
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Note que é possivel continuar o algoritmo com as malhas extrapoladas, porém a
cada extrapolagao m perde-se a malha mais grossa, conforme é mostrado na Tabela 5, para
as quatro malhas usadas como exemplo. Utiliza-se a notagao M, em que g corresponde

ao numero da malha e m o nivel de extrapolacao da malha.

Tabela 5 — Esquema de obtencao de resultados com CRE e algumas variacoes, para G = 4
malhas com m = 3 extrapolacoes e ordem de acuracia maxima pz, onde
0<po<p1<ps<ps; pi €%,i=0,123.

Do Po 4! P2 P3
lg/m|m=0lm=1|m=2|m=3

1 M

2 My My,

3 M; Ms 1 M35

4 My My, My, M,y 3

Pode ser observado que a ordem maxima tedrica é p3 para o exemplo utilizando
quatro malhas M1, M2, M3 e M4, isto é, teoricamente a malha mais fina pode aumentar
G — 1 unidades a acurédcia da ordem assintotica do método, onde G é a quantidade de
malhas disponiveis. Por exemplo na Tabela 5, tem-se G = 4, nota-se a acuracia da solucao
da malha 4 em m = 0 é py, mas em m = G — 1 = 3 é p3, portanto ela “caminhou” trés
unidades em sua ordem de acuracia para m = 3, comparando com a mesma malha sem
nenhuma extrapolagao (m = 0). Generalizando este resultado tedrico, obtém-se a Tabela
6 com ordem acuracia maxima teérica pg_i. Estas técnicas trabalham com variaveis do
Tipo I e IT de MER, abordados na Secao 2.4.1.

Nas préximas se¢oes sao apresentadas técnicas que a priori seguem caminho inverso,
com excec¢ao da técnica SUBMER INTERPOLADO, aplicando SUBER e MER a cada
extrapolagao m perde-se a malha mais fina, ao contrario da apresentada anteriormente.
Este resultado foi obtido a posteriori e seguiram a cronologia apresentada na Tabela 7 e

serao mais discutidos nas préximas secoes e capitulos.
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Tabela 6 — Esquema de obtencao de resultados com CRE e algumas varia¢oes, para G
malhas com m = G — 1 extrapolagoes, e ordem de acuracia maxima pg_1, onde
O0<po<pi<pa<--<pg; pi€Z,i=0,1,---G—1.

Po Po P1 P2 P3 T Pc-1
lg/m | m=0lm=1]m=2m=3|---|m=G-1

1 Ml,O

2 Mo | Mo,

3 Mzo | Ms, M3 5

4 Myo | Myy | Myp | Mygs

G Mao | Mgy | Mge | Mggs | --- Me.a-

Tabela 7 — Esquema de obtencao de resultados com SER e SMER, para G malhas,
m = G — 1 extrapolagdes com ordem de acuracia maxima pg_;, em que
O<po<pr<p<---<pg, pi€2,i=0,1,---G—1.

Dv Po y4! P2 D3 T Pc—1
lg/m|m=0|m=1|m=2]m=3]---|m=G-1
1 M M, M, 5 Mg | --- M -
2 MQ’O M2,1 M2 2 :
3 M;, M; 4 M;
4 M470 :
: : Mg_33
G—2 | Mg_oo | Mg—21 | Mg_22
G—1 | Mg_ip | Mg-1,
Mg o

3.2 SMER

Esta técnica tem como objetivo otimizar apenas uma tnica malha, usando todos
os nos coincidentes disponiveis nas malhas posteriores a ela, originadas do seu refino. Por
exemplo, para malha M1 separa-se apenas os nos coincidentes e suas respectivas solugoes
numéricas nas malhas posteriores M2, M3 e M4, conforme é apresentado na Figura
14a. Este seria o passo 1 (Figura 14). Repete-se o processo para as malhas M2 e M3,

representados pelas figuras 14b e 14c respectivamente.

Feito isso, aplica-se a Multiextrapolacao de Richardson (MER) nos pontos da
malha de cada caso: Malha M1, Malha M2 e Malha M3. Para obter MER nos pontos.

Nestes experimentos utiliza-se o Algoritmo 4, para obter as variaveis

o;, parai = 1,2,---G malhas, (3.8)
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de cada ponto. Cada o; corresponde a um nivel m de extrapolacao de MER, como pode
ser visto na Tabela 8 do ponto extrapolado. Teoricamente, quanto maior o indice ¢, mais
acurada a solu¢ao do ponto, porque possui uma ordem p superior a anterior, conforme

mostra a Tabela 8.

Por exemplo, para a malha M1, apds aplicado o Algoritmo 4 em cada ponto,
obtém-se o;, v;, B; e &, que representam as extrapolagoes obtidas nos quatro pontos da
malha. Por fim, cada malha possui uma variavel o;, v;, 5; e &;, conforme a sua ordem. Por
exemplo, a malha M1 possui os pontos o1, 71, 81 e & e assim por diante, conforme mostra
a Figura 15. Para efeito de estudo, basta calcular as varidveis de interesse em cada malha

com seus nés extrapolados (Figura 15) e nao extrapolados (Figura 14a) e comparé-las.

Note que para o caso 2D é analogo. No Apéndice B os algoritmos 12 e 13 trabalham
os dois casos para diferencas finitas. Perceba que nesta técnica é possivel variar a razao de
refino r > 1 quaisquer, desde que sejam inteiros. Esta técnica é uma aplicacao direta de
variaveis do Tipo I de MER, abordados na Secao 2.4.1.

Tabela 8 — Esquema de obtencao de resultados com SMER, variavel o.

Py DPo b1 D2 b3 T bGc-1
lg/m| m=0 m=1 m =2 m=3 |-+ | m=G—-1

1 o1 = Q1

2 ¢2,0 Og = ¢2,1

3 ¢3,0 ¢3,1 g3 = ¢3,2

4 ¢4,0 ¢4,1 ¢4,2 04 = ¢4,3

G ¢G,0 ¢G,1 <Z5G,2 ¢G,3 | 0g = ¢G,G—1
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Figura 14 — Passo 1, SMER 1D.

(a) Malha M1
M1
L @ @
M2
L @ L 4
M3
L @ @
M4
L @ L 4
(b) Malha M2
M2
L @ @ @ @
M3
® L4 L @ @
M4
L @ @ 4 @
(c) Malha M3
M3
*—0——0——0—0—0— O O
M4
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Algoritmo 4: Algoritmo base - SMER.

[uny

Entrada: Obter solucoes numéricas para a varidavel de interesse ¢ em G malhas

distintas: ¢1, ¢9, -+ -, Og-.
Fornecer o valor de r, py e dv (razao de refino entre as malhas, ordem de

acuracia das solugoes numéricas e variagado das ordens verdadeiras

P0,P1,D2,--, Tespectivamente).

Saida: 0, parai=1,2,--- |G

Faga: 910 = @1, 020 = P2, , P60 = Pc
param=1,--- G — 1 faga

Pm—1 :p0+(m— 1)dU
parag=m+1,m+2,---,G faga

L ¢ _ QS L + (bg,mfl - (bgfl,mfl
g,m g,m—

rPm—-1 — 1

4 parait=12 --- G faca

5

Ot = ¢it,it—1

Figura 15 — SMER: Configuracao final da malha M1 com seus pontos e coincidentes nas

malhas M2, M3 e M4 ja extrapolados.

4! 1 B
M1 g . G S|
M2 02 Y2 35 &
L @ @ &
M3 O3 73 s &3
o = o o

M4 .(74 Y4 -’134 54
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3.3 SER

Esta técnica ao contrario da SUBMER procura melhorar todas as malhas simul-
taneamente. Sua ideia base consiste em utilizar os nés coincidentes com suas respectivas
solucoes numeéricas da malha posterior a que esta sendo trabalhada, para melhorar os
seus nos, substituindo eles por suas versoes extrapoladas, através da extrapolacao de
Richardson (ER). Por exemplo, para malha M1 utiliza-se os nds coincidentes da malha
M2 e suas respectivas solu¢oes numéricas; M2 utiliza-se M 3; M3 utiliza-se M4 e por fim

a malha M4 por nao possuir malha posterior, aplica-se CRE classico.

Para efeito de ilustracao da técnica, para melhorar a malha M1 aplica-se a extra-
polacdo de Richardson (ER) em todos os seus nds, utilizando apenas os nés coincidentes
da malha M2. Basicamente os pontos coincidentes da malha mais fina sdo “injetados” em
seus pontos equivalentes na malha mais grossa, através de ER, conforme ¢ ilustrado na

Figura 16;

Figura 16 — SER, Malha M1.

M1

®
L
L ]
)

m2

o Para M2 aplica-se ER em todos os nés, utilizando apenas os nds coincidentes da
malha M3 (Figura 17);

Figura 17 — SER, Malha M2.

M2

M3
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o M3 aplica-se ER em todos os nos, utilizando apenas os nos coincidentes da malha
M4 (Figura 18);
Figura 18 — SER, Malha M3.

M3

M4

o M4 aplica-se CRE classico.

Obtidas as novas malhas, repete-se o processo. Nota-se que as novas solugoes
obtidas teoricamente possuem ordem de acuracia superior em comparagao com as anteriores.
Tanto a ideia para o caso 1D e 2D sao analogas. O algoritmo abaixo apresenta o caso 1D,
no Apéndice B, o Algoritmo 11 trabalha o caso 2D. Esta técnica é uma aplicacao direta
de variaveis do Tipo I e Il de MER, abordados na Secao 2.4.1.

Algoritmo 5: Algoritmo SER 1D, para diferencas finitas.

Entrada: Obter GG solugoes numéricas distintas: ¢(1)7p com noés p = 0,1, -+, Nipiciar;

0
2,p

_ G-1
p_071727"' 72 Ninicial~
Fornecer o valor de py (ordem de acurédcia das solu¢oes numéricas).

Saida: ¢, ,, para g =123,--- ,Gep=0,1,2,--- , 29" Nijcia.
1 parag=123,--- ,G—1faca
2 N = 29 Ninicial
para ¢ = 0,2.4,6,..,N faca
0 0

com nés p = 0,1,2, -+ 2Niniciat; - ; ¢, cOM N6s

+1,i — Pgi/2
3 0 — 19 9:i/
g, 2p0 _ 1
1 _ 40 0
4 9,4/2 T Yg+1l + ngi

5 para g = G faga
6 N = 2g_1Ninicial
para i = 0,2,4,6,..,N faca

0o _ ¢0
0 _ gt g—1,/2
9, oo — ]
1 _ 40 0
8 L 79t T T + Cg,i

9 para i = 0,2,4,6,..,N — 2 faca
0 0
Cg,i + Cg,i—I—Q
2
11 B ;,i+1 = 2,i+1 + Cg,m

0o _
10 Cgﬁl =
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3.4 SMER INTERPOLADO

Versao estendida de SMER, sua ideia base consiste em determinar um conjunto (3

de pontos iniciais. Naturalmente ele deve pertencer ao dominio do problema.

Feito isso, em cada malha disponivel, caso exista algum ponto que nao possua
solucao numérica associada, ele é interpolado com o grau maximo possivel utilizando
apenas as solugoes numéricas disponiveis na malha. Deste modo obtém-se o Passo 1 da

técnica SUB MER, para o conjunto S.

Por exemplo, na Figura 19, sdo apresentados dois exemplos de aplicacao. O
primeiro, # sdo os pontos da malha M3, em “x” correspondem as solu¢des numéricas
obtidas com interpolacao em cada malha. Para efeito de ilustracao da técnica, os pontos ja
foram separados para aplicar SMER, correspondendo ao primeiro passo desta técnica. Por
outro lado na Figura 19b, [ corresponde apenas por pontos “x” e nao sao coincidentes com
os pontos das malhas disponiveis. Neste caso os pontos de  possuem somente solugoes
numeéricas associadas através de interpolagoes, obtidas utilizando apenas as solugoes
numeéricas disponiveis em cada malha; deste modo, é possivel aplicar SUB MER para este

conjunto .

Claramente, observa-se a vantagem de utilizar um nimero maior de malhas. Outro
beneficio é a possibilidade de escolher um conjunto S com pontos que nao possuem solugao
numérica em nenhuma malha ou somente em uma, abrindo-se entao a possibilidade de
aplicar esta técnica para outros métodos numéricos além de Diferencas Finitas, por exemplo:
Volumes Finitos e Elementos de Finitos. O Algoritmo 6 apresenta a base da técnica.
Observe que ¢é possivel utilizar malhas com solucoes ja extrapoladas. Na proxima secao sao
apresentadas as estratégias para realizar as interpolacgoes. Esta técnica é uma aplicacao
direta de variaveis do Tipo I, IT e III de MER, abordadas na Secao 2.4.1.

Algoritmo 6: Algoritmo base SMER Interpolado.

1 Determine o conjunto de pontos f = {x € R"} que deseja aplicar a técnica, ele
naturalmente deve estar no dominio do problema;

2 Em cada malha disponivel, utilizando apenas as solugoes numéricas ¢y, disponiveis
com seus pontos associados x € R"”, interpole com o grau maximo possivel os
pontos do conjunto 3 que nao tenha solu¢ao numérica associada;

3 Para todas as malhas disponiveis, calcule em cada malha as varidaveis de interesse no
conjunto (3, utilizando as solug¢oes numéricas associadas de cada ponto, obtidas com
ou sem interpolacao ;

4 Aplique SMER no conjunto § utilizando todas as malhas disponiveis;

5 Calcule as variaveis de interesse no conjunto § em cada malha disponivel e compare

com os resultados obtidos no item 3.
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Figura 19 — Exemplo de aplicagoes: SMER Interpolado.

(a) SMER Interpolado, Passo 1: SMER, = “Malha M3”. Os pontos representados por x foram
obtidos com interpolagoes, os restantes ja possuiam solu¢des numeéricas associadas.

M1 @—n ra3 ® £a3 o LV P
M2 o— @ L g @ @ @ ®
M3 @ L @ @ @ @ ®
M4 o O ® ® ® O ® ® ®

(b) Conjunto 8, composto somente por pontos nao coincidentes, representados por X, neste caso as
solugbes numéricas dos pontos foram obtidas com interpolagoes, utilizando somente as solugoes
numéricas disponiveis em cada malha. Agora é possivel aplicar o passo 1 de SMER, para f3.

Mle TV P VIRV VIRV VSRVIP Y ¥ VSRV Py
® ® ® ®

MZ‘ . 3é . . rvs B . .

Ml e

L 3
3
3
L ]
b
3
L
3
L
b
L 3
b
L 2
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3.5 INTERPOLACOES

Nesta secao é apresentada a metodologia utilizada nas interpolacoes para as
técnicas SMER INTERPOLADO e CRE com interpolacao; algoritmos mais detalhados

podem ser vistos nos apéndices.

3.5.1 SMER INTERPOLADO

Naturalmente o primeiro passo deve ser a escolha do ponto base P, que consiste
no ponto inicial, cujos vizinhos sao utilizados para completar a interpolacao desejada. A
escolha do ponto base é fundamental para o funcionamento da técnica corretamente. Para

cada ponto do conjunto 3 que necessite da interpolacao, trabalha-se com duas situagoes:

1. Em cada malha disponivel, para cada né k (xj) do conjunto (3, utiliza-se o ponto

mais proximo P (z,) disponivel tal que

||zp — xx|| = minimo. (3.9)

2. Caso a busca demore muito (Caso 2D principalmente), utiliza-se os pontos coinciden-
tes encontrados nas malhas anteriores, isto é, por exemplo: para 10 malhas, realiza-se
o passo anterior até a malha 7. As malhas 8, 9 e 10 utilizam os nés P coincidentes

determinados na malha 7.

Determinados os pontos bases, procura-se interpolar o grau maximo possivel,
sendo p, + 1 e p, + 1 pontos na dire¢ao = e y respectivamente, conforme ¢ mostrado na

Figura 20. Neste trabalho utiliza-se a relagao
pe <10 e p, < 10. (3.10)

Deste modo, o grau maximo possivel das interpola¢des uni e bidimensionais é dez. A
distribuicao dos pontos pode ser vista nas Figuras 21 e 22. Pelas caracteristicas dos
pontos buscados nos experimentos sempre havera no minimo um vizinho do ponto base em
cada direcao, conforme é mostrado nas figuras. As interpolagoes utilizadas para os casos
uni e bidimensionais foram Diferencas Divididas de Newton e Lagrange respectivamente.

Algoritmos detalhados podem ser vistos nos apéndices.

Para ambos os casos sao utilizadas malhas em que os noés nao sdo necessariamente
equidistantes em torno do né P. Por outro lado, em todos os casos as malhas sao cartesianas
(Figura 20). Neste trabalho ndo abordou-se por exemplo o caso do plano transformado,

para problemas envolvendo malhas nao ortogonais.
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Figura 20 — Exemplos de nos vizinhos para interpolacao em torno do n6 P, malha cartesi-

ana.
(a) Caso 2D
NW N NE
L L ] L]
w P E
. . .
SW S ES
L] L ] L]
(b) Caso 1D
w P E
* L ] L ]

Figura 21 — Distribuicao dos pontos para interpolagdo 2D de grau maximo 10, adaptado
de Steffensen (1950).

[ [ [ [ [

Pz —lwpy + 1) -~ o= 1py+1n) Pepy+1l) Watlpy+1) - (po+lepy+1n)
o o ([ o o

(Pe —lwpy +1) -+ (Pe—1p;+1) (popy+1) Pot+1lpy+1) -+ (potlepy,+1)
o o ([ o o

(px - lwapy) T (p:r - 17py) (pympy) (px + 17py> e (pa: + leapy)

[ [ [ [ [

(e —lwpy—1) - (z—1lpy—1) (Pepy—1) (ztlpy—1) -+ (Potlepy—1)
o o ([ o o

(p:t - lwapy - ls) e (pa: - 1:py - ls) (p;t:py - ls) (p:t + 17py - ls) e (p:r + leapy - ls)

Pz € py: coordenadas x e y do ponto base P;
ly + 1 <10; 1s + 1, <105 Ly,le,ls,l, € N.
Notacao: (i,5) = (24, ;).

Figura 22 — Distribui¢ao dos pontos para interpolacao 1D de grau maximo 10, adaptado
de Steffensen (1950).

[ J e o o J  J
p—Lly -+ p—2 p—1 p p+1 p+2 -+ p+l
by +le < 105 Ly, le € N;

p: ponto base;

Notagao: 1 = x;.
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3.5.2 CRE com interpolagao

Neste caso, o ponto base P ja é dado, visto que ele é o proprio né a ser interpolado
da malha. Porém ele nao pode ser usado na interpolagao porque nao possui uma corre¢gao

C' associada.

A primeira estratégia utilizada e mais natural, tanto para os casos uni e bidimensi-
onais, consiste em usar a distribuicao dos pontos das Figuras 22 e 21 respectivamente. No
entanto, todos os nds sao somente pontos que possuem corre¢cao C associada, isto €, sao
os pontos que possuem noés coincidentes na malha anterior a ela, vizinhos do ponto base.
Novamente as interpolagdes utilizadas para os casos uni e bidimensionais foram Diferencas

Divididas de Newton e Lagrange respectivamente.

No entanto, para o caso 2D, utilizou-se também outra estratégia, proposta em
Moro (2018) onde emprega-se interpolagdes unidimensionais a partir do ponto base P.

Abaixo é apresentado o algoritmo base.

Algoritmo 7: Algoritmo alternativo de interpolacao das corre¢oes 2D, adaptado de
Moro (2018).

1 Para os pontos bases no eixo z: aplica-se interpolag¢ao 1D na direcao do eixo =,

utilizam-se apenas os noés vizinhos que possuem correcao C' associada.

2 Para os pontos bases no eixo y: aplica-se interpolagao 1D na dire¢ao do eixo vy,
utilizam-se apenas os nos vizinhos que possuem correcao C' associada.

3 Para os pontos base internos: aplica-se interpolac¢ao 1D na dire¢ao do eixo z ou v,
utilizam-se apenas os nos vizinhos que possuem correcao C' associada, podendo

utilizar os pontos obtidos dos itens anteriores.

Por questoes de notacao e comparacao de resultados, denota-se esta técnica
por “Interpolacao alternativa”. Claramente ela é menos custosa em comparacao com a
tradicional, como pode ser visto nos apéndices. Por outro lado ela utiliza pontos com
correcoes interpoladas que podem estar contaminados pelo erro de interpolagao, sendo
aplicada em problemas especificos onde os vizinhos do ponto base devem estar no mesmo
eixo, nao podendo ser utilizada em malhas nao ortogonais, por exemplo. Para técnica
classica, além de ser mais robusta, é possivel aplicar em pontos vizinhos, nao precisando
estar no mesmo eixo, e também pode ser aplicada em malhas nao ortogonais. Note que a

unicidade da interpolagdo para o caso 2D nao é garantida, quando

Pz 7 Pys (3.11)

conforme comentado na Se¢ao 2.3.1, mas a principio em analises a posteriori nao foi

constada nenhuma influéncia nos resultados.
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3.6 MODELOS MATEMATICOS E NUMERICOS

Para os experimentos utiliza-se a técnica de Diferencas Finitas, cuja discretizagao

do intervalo [a,b] é realizada escolhendo-se o vetor h inicial
h = (hy,hy, .oy hy) ¥, (3.12)

da malha discretizada inicial (g), conforme é apresentado na Figura 23.

Figura 23 — Malha discretizada inicial (g), intervalo [a,b].

U hy  hao hy

w-o, 1] 2] s e o

x= g Pl P> P3 Pnfl b

Este vetor possui a propriedade:

1

n

(2

Os pontos P;, para i = 1,2,...n — 1, correspondem aos pontos nodais da malha inicial, com
excegao dos extremos (z = a e x = b). As outras malhas sdo obtidas a partir da malha
inicial, utilizando refino uniforme de razao 2, conforme é mostrado na Figura 24, por
exemplo. No caso bidimensional realiza-se o mesmo processo, no entanto sao dois vetores

hs e h, para as dire¢oes = e y respectivamente, podendo ser distintos.

Foram geradas de 8 a 15 malhas, variando para cada caso. Os vetores iniciais

escolhidos para as discretizacao uni e bidimensionais sao os seguintes:

e Caso 1D:

— Malha nao uniforme

hy = 6.848F — 08
hy =~ 4.450F — 03
hs ~ 6.157F — 02
hy ~ 1.165E — 01
hs ~ 1.682E — 01
he ~ 1.464E — 01
hy ~ 5.857TF — 02
hs ~ 1.599FE — 01
ho ~ 1.390E — 01
hio ~ 1.454F — 01

(3.14)
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— Malha uniforme
h;=0.1 i=12,.10 (3.15)

e Caso 2D:

— Malha nao uniforme (Figura 25b)

3.7523448429F — 07 3.1554630840F — 01

B = 2.4385264497FE — 02 by = 2.7466614253EF — 01 (3.16)
3.3736461778E — 01 1.0987948516E — 01
6.3824974249F — 01 2.9990806391F — 01

— Malha uniforme (Figura 25a)

0.25
0.25
h, = h, = 3.17
Y 0.25 (3:17)

0.25

Trabalha-se com o conjunto 8 como sendo os pontos obtidos de refinos das malhas
iniciais, uniforme e nao, utilizados nas discretizagoes, em que sao excluidos os pontos dos
contornos, denotando o conjunto que contém os pontos equidistantes por (1, caso contrario

¢ assinalado por fs.

Outra alternativa testada, para o caso bidimensional, o conjunto (3 sdo pontos
gerados a partir da malha inicial, excluindo os contornos, dada pela Figura 25c. A ideia
desta alternativa é diferenciar da quantidade de pontos nas dire¢oes x e y em relagao as
malhas iniciais utilizadas anteriormente (figuras 25a e 25b), empregadas nas discretizagoes
dos modelos matematicos. Para os casos das malhas nao uniformes, as coordenadas dos

vetores foram escolhidas de forma aleatoria.

Sao analisadas as seguintes normas da varidvel de interesse ¢:

e Norma /; do erro de discretizacao avaliado em cada né i (E;), com excecao dos

contornos l Z].\il 5|
1= ZT; (3.18)
o Norma infinito (I,,) avaliado em cada né i (E;), com exce¢ao dos contornos
loo = maxici<n|Ei, (3.19)
e sua ordens de acuracia equivalente (p};)
log H (¢ - 1) ]
Py = (@~ 22)|] (3.20)

log(r)
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onde

r: razao de refino ;

®: solugao analitica exata da varidvel de interesse ¢; (solugdo malha grossa) e ¢

(solu¢ao na malha fina) ;

N: quantidade de nés avaliados ;

Por questoes visuais e de espago, em geral fica invidvel apresentar um tnico grafico
contendo as variaveis de interesse [; e [, com suas extrapolagoes. Deste modo, em geral,

sao apresentados graficos separados para estas variaveis.

No entanto, salvo algumas excecoes, [; e [, apresentaram resultados similares e
optou-se por escolha aleatoria apresentar somente os resultados da variavel [;. A variavel

ls podera ser vista nos apéndices. Estao publicados todos os resultados e simulagoes de

forma integral neste link:
http://ftp.demec.ufpr.br/CFD /monografias/2020 _ Carlos-Carvalho doutorado/

Figura 24 — Exemplo do esquema de refino uniforme com razao 2, aplicado em malhas
nao uniformes unidimensionais para Diferencas Finitas.

(a) Malha 1 (Malha inicial)

hy =0,35 h, =0,15 h; = 0,50
NG =0 1 2 2
x=0 P=03 P=0,5 1
(b) Malha 2
h, =0,35 ~hy =0, 15_. ) h3 = 0,50
!1-1/2 h2/2 }13/2
No =10 1 2 3 4 5 5
x=0 =03 =05 1
(c¢) Malha 3
” h‘l = O: 35 ‘. _h; =0, 15 h3 = 0,50
hi/4 ho/4 ha/4
No=10 1 2 3 4 |5 |6 [T |8 9 10 11 12

x=0 1=0,35 PB=0,5 1


http://ftp.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2020_Carlos_Carvalho_doutorado/
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Figura 25 — Malhas iniciais bidimensionais, utilizadas nos experimentos.

(a) Malha 1, caso uniforme.

0,8 1

0,6

0.4+

0,2

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

(b) Malha 2, caso nao uniforme.

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

(¢) Malha 3, caso nao uniforme.

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0.8
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Determinadas as malhas e variaveis de interesse, nas proximas segoes sao apresen-
tados brevemente os modelos matematicos utilizados nos experimentos e suas respectivas
variaveis ¢ de interesse. Todas as implementagoes e cédigos computacionais utilizados sao

feitos em FORTRAN com precisdao quadrupla.

3.6.1 Poisson 1D

A equagao de Poisson 1D pode modelar por exemplo o fendmeno fisico de difusao

unidimensional com geracdo de calor. E dada pela equacao:

d*T
- = 21
702 Sz € ab (3.21)

em que a coordenada T representa a temperatura (dependente), z é uma coordenada
espacial (independente) do intervalo [a,b] e por fim S é o termo fonte. Utilizam-se as

condic¢oes de contorno de Dirichlet:

T(a)=ay, T(b)=ay aj,ay€R. (3.22)

Neste experimento, consideram-se casos especificos para fins de estudo, adotando

as solugoes analiticas 77 e Ty no intervalo [0,1]:

—1
Ti(x) = ?6395 + 3z + 2, Ty(x) = sen(nx). (3.23)

Portanto, das equagoes (3.21) e (3.22), obtém-se

T, -9

dx ; 5 3 7 (3.24)
Ty(0)=<; Ty(l)= —+5

1( ) 5’ 1< ) 5 +
d?*T, 9
o sen(mz) x € [0,1] (3.25)

Apds feita a discretizacdo do intervalo empregam-se aproximacoes do tipo CDS
(Central Difference Scheme) para as derivadas de segunda ordem e como solver o TDMA.
Para mais detalhes veja o Apéndice A.3. As variaveis de interesse sdo [y e [, de todo o

dominio do campo, com excecao dos contornos.
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3.6.2 Laplace 2D

A equacao Laplace pode modelar problemas fisicos como a condugao de calor e o

escoamento potencial. Neste trabalho, utiliza-se a seguinte variagao:

o?’T  9*T
—+ —=0,2,y € 0,1
Oz N 0y? vy € [0.1] (3.26)
T(x,1) = sen(nzx), T(0,y) =T (ly) = T(2,0) =0
em que T representa a temperatura, x e y sdo coordenadas espaciais.
Para este modelo, a solugao analitica é dada pela equagao
h
T(x,y) = sen(mx) senh(my) (3.27)

senh(m)

Esta equagao foi discretiza utilizando malhas nao uniformes e uniformes. Apéds feita
a discretizagao do intervalo empregam-se aproximacgoes do tipo CDS (Central Difference
Scheme), para as derivadas de segunda ordem. Como solver é utilizado o Gauss-Seidel com
Multigrid (BRIGGS; HENSON; MCCORMICK, 2000) para versao uniforme e sem para

nao uniforme.

As simulagoes deste modelo matematico foram realizadas através de um céodigo
cedido pelo grupo de CFD da UFPR para o caso uniforme. A versao nao uniforme,
discretizacoes e algoritmos bases podem ser vistos no Apéndice A.1. Para este modelo sao

analisadas as normas [ e [, de todo o dominio do campo, com exce¢ao dos contornos.

3.6.3 DBurgers
Este modelo matematico envolve o fendmeno de convec¢do de quantidade de

movimento linear. As delimitac¢oes e simplificacoes assumidas para este modelo mateméatico
sao:

e escoamento laminar incompreensivel;

e equacao de natureza parabdlica;

e coordenadas cartesianas;

e regime permanente;

» propriedades constantes;

o presenca de termo fonte.

A equacao correspondente ao modelo mateméatico unidimensional é dado por:

T—Re=-——+S8 (3.28)
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onde Re representa o nimero de Reynolds, T representa a temperatura (dependente),
x é uma coordenada espacial (independente) e S o termo fonte da equagao. Para estes

experimentos utiliza-se a solucao analitica fabricada

ea:Re -1
T=—— 3.29
eRe _ 1 ( )
com condigoes de contorno de Dirichlet
T0)=0, T(1) =1. (3.30)

Portanto das equagoes (3.28), (3.29) e (3.30) obtém-se o modelo a ser resolvido neste

trabalho: ) ) R( 5 R)
dT d“T  Re“e™¢(e**¢ — elte
T—Re =
dz " dz? * (efte — 1)2

T(0) =0, T(1) = 1

z € [0,1]

(3.31)

Apés feita a discretizagao do intervalo empregam-se aproximacoes do tipo CDS
(Central Difference Scheme) para as derivadas de primeira e segunda ordens. Para os
termos nao lineares é feito uma linearizacdo. Emprega-se o TDMA (Tridiagonal Matriz
Algorithm) como solver de forma iterativa. Para mais detalhes veja o Apéndice A.2. Para
este modelo sao analisadas as normas [y e [, de todo o dominio do campo, com excecao

dos contornos.

Neste trabalho aborda-se também o modelo bidimensional, que envolve o fendomeno
de conveccao de quantidade de movimento linear 2D. As delimitagoes e simplificagoes
assumidas para este modelo sdo as mesmas listadas no comeco da secao. A equacao abaixo

resume o modelo 2D

ol oo, 09 o? $
pu6x+pv6y—pr+uax2+uay2+5, (3.32)

onde u e v sdo as velocidades nas diregoes = e y, respectivamente e p, é a derivada da

pressao, na Tabela 9 é identificado a equacao a partir da variavel de interesse ¢.

Tabela 9 — Identificacao de variaveis da Equacao de Burgers 2D.

Equacao ¢ pP 0S¢

Quantidade de movimento linear, eixo x (QMLx) v —— 0

Quantidade de movimento linear, eixo y (QMLy) v P g

O termo fonte S, solucao analitica e campo pressoes é dado por Shih, Tan e Hwang

(1989). As condigbes de contorno, para u e v, sdo dadas respectivamente por

u(z,1) = 16(z* — 22° + 2%), u(0,y) = u(l,y) = u(x,0) =0 (3.33)
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v(0,y) = v(l,y) = v(z,0) = v(x,1) = 0. (3.34)

Apds feita a discretizacao do intervalo empregam-se aproximacoes do tipo CDS
(Central Difference Scheme) para as derivadas de primeira e segunda ordens. Como solver
utiliza-se 0 MSI com Multigrid. As simulagoes deste modelo mateméatico foram realizadas
através de um codigo cedido pelo grupo de CFD da UFPR. As variaveis de interesse
analisadas nos experimentos sao as seguintes: normas l; e [, de todo o campo, com excegao

dos contornos, para as velocidades u e v.

3.6.4 Navier-Stokes (Problema de Shih)

O problema dado pela equacao de Navier-Stokes:

ou Ov
9e 5y =" (3.35)
ou  Ou O*u  D*u  Op

Ov ov v v Op
oy ax_@jL@in_aiy_S (3.37)

com solugoes analiticas

u = 8(z* — 22° + %) (4y® — 2) (3.38)

v=—8(4x* — 6% + 22)(y* — 9?), (3.39)

é chamado de problema de Shih (SHIH; TAN; HWANG, 1989). Trata-se de um problema
classico na area de CFD de fluxo laminar dentro de uma cavidade quadrada da qual a
tampa se move em velocidade variavel. Em que v e u s@o a componentes da velocidade
nas diregoes dos eixos z e y, p = kg/m? é a pressdo, S é um termo fonte obtido pela
substituicao das velocidades u e v nas equacgoes listadas anteriormente. Este problema é
amplamente empregado para verificagdo e validacao de codigos que resolvam a equacao de

Navier-Stokes.

As condig¢des de contorno sao zero em todos os contornos das velocidades u e v,

exceto no superior para o componente u, cuja equacao do contorno é dada por

u(z,1) = 16(z* — 22° + 2?). (3.40)

Apos feita a discretizagdo do intervalo, empregam-se aproximagoes do tipo CDS

(Central Difference Scheme) para as derivadas de segunda ordem. Como solver ¢ utilizado
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o MSI com Multigrid. As simulagdes deste modelo mateméatico foram realizadas através
de um cédigo cedido pelo grupo de CFD da UFPR. Neste programa também ¢ utilizado
a formulacao corrente de vorticidade (¢,w), proposta em FROM (1964), sao feitas as

seguintes mudangas de varidveis na Equagao (3.35), as fungoes corrente definidas pelas

equacoes
oY oY
_ Y Y 41
e vorticidade, definida pela equacao
ov  Ju
_ o ur 42
YT o dy (342)

As variaveis de interesse analisadas nos experimentos sao as seguintes: normas [y e o, de

todo o campo, para as velocidades u e v, com excegao dos contornos.
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4 RESULTADOS - MALHA UNIFORME 1D

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados dos problemas unidimen-
sionais, discretizados com malhas uniformes. Resultados adicionais podem ser vistos nos

apéndices e de forma integral na pagina:
http://ftp.demec.ufpr.br/CFD /monografias/2020_Carlos-Carvalho doutorado/

Foram geradas 15 malhas a partir da malha base, com vetor inicial A uniforme de

dimensao 10, e refino uniforme de razao 2, exemplificados na Se¢ao 3.6.

4.1 SMER

Para todos os casos SMER apresentou o mesmo desempenho qualitativo, seguindo
a logica apresentada na Tabela 7 da Se¢ao 3.1. Ela mostra caso esta técnica tenha acesso a
varias malhas, é esperado em vista tedrica uma maior acurécia, sendo esta uma anélise a
priori do método. De fato, é perceptivel esta analise, observando o caso em que a técnica

tem potencial para atingir seu melhor resultado, isto é, as malhas iniciais.

Por exemplo, considere os resultados obtidos nas malhas 1 e 2 para Burgers 1D
com Re = 1, ilustradas pelas figuras 26 e 27. Denotando o Passo 1 da técnica por SM de
“SUBMALHA?”, que consiste em separar em cada malha os pontos coincidentes da “Malha
base”, e para efeito de estudo e comparacao, ¢ interessante também calcular as variaveis
de interesse [; ou [, somente nestes pontos em cada malha, sem aplicar SMER, passo
também sugerido no “algoritmo base” da técnica.

Este raciocinio exposto anteriormente para SMER, é apresentado de forma

“, »

pratica pela Figura 26a. Cada “x” ou “B” representa os valores obtidos de /; ou sua ordem

equivalente (Figura 26b) em cada malha isto é
Malha 1, Malha 2, Malha 3, .... ;,Malha 15,

para o caso de SMER. aplicado na Malha 1, estas malhas sdo representados por “h”, que
neste cendrio representa a distancia média entre os nés da malha. Prosseguindo, na Figura

27a temos a mesma analogia, agora com

Malha 2, Malha 3, Malha 4, .... , Malha 15,

e neste caso, SMER ¢ aplicado na Malha 2. Todavia lembrando que SMER exclui as
malhas antecessoras da “Malha base”. Isto é, se for a malha base 13, nao sao utilizadas

as malhas 1, 2, 3, .., 12. Isto ocorre porque nenhuma delas possui todos os pontos da


http://ftp.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2020_Carlos_Carvalho_doutorado/
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Malha 13, sendo esta a esséncia do método e ao mesmo tempo pode ser apontado como

um defeito.

Dada esta explicacao do significado de SM, naturalmente a mesma analogia
¢ feita para SMER. Em resumo, SM pode ser definido como SMER sem aplicar a
Multiextrapolagao de Richardson (MER), diferenca que explica a notéria mudanca de
resultados na reducao do erro e ordens de acuracia, observado na Figura ??7. Portanto, as
malhas 1 e 2 para este exemplo, obtiveram resultados significativos na reducgao do erro e

aumento da acurécia de suas ordens.

Porém, nao ¢ necessario muitas malhas para obter resultados significativos e
similares, como os apresentados anteriormente. Por exemplo, para as malhas intermediarias
7 e 8, ilustradas pelas figuras 28 e 29, mas agora para Poisson 1D com solugdo T' = sen(mz).
Até mesmo as duas tltimas malhas possiveis de aplicagao 13 e 14, mas agora para Poisson
1D com solugao T = _51631 + 3z + 2, e desta vez ilustradas pelas tabelas 10 e 11,
apresentando resultados significativos, também ajudando no entendimento das diferengas
de SM para SMER. Nelas sao mostradas as malhas usadas, comecando pela “Malha
Base”, tamanho do elemento de malha (h), célculo de [; somente para os pontos da malha

em destaque com suas ordens equivalentes (p};).

Tabela 10 — Resultados: SMER, Malha base 13, Variavel [, Poisson 1D com solucao

-1
T = ?6335 + 3x + 2, Malha uniforme.

Malha h ly: SM l;: SMER pr: SM Py SMER

13 2.44E-05  3.73813E-10 3.73813E-10
14 1.22E-05 9.34532E-11 2.50661E-20 2.00000E400 3.37959E+01
15 6.10E-06 2.33633E-11 1.47319E-28 2.00000E+00 2.73422E+01

Tabela 11 — Resultados: SMER, Malha base 14, Variavel [y, Poisson 1D com solucao
-1
T = ?6396 + 3z + 2, Malha uniforme.

Malha h l,: SM l,: SMER Pl SM p: SMER

14 1.22E-05  9.34520E-11 9.34520E-11
15 6.10E-06 2.33630E-11 1.56661E-21 2.00000E4-00 3.57959E4-01

Observando as tabelas,pode-se notar que o primeiro valor de [; é rigorosamente
igual, para SMER e SM. Isto ocorre pelo simples fato da primeira malha de SMER
corresponder somente por pontos com nenhuma extrapolacdo (m = 0), as seguintes
naturalmente, correspondem por m = 1,m = 2,---. Isto explica a similaridade das figuras
26, 27 e 28 com os encontrados na literatura para MER, isto ¢, geralmente quando esta
técnica obtém éxito é notado um concomitante aumento nas ordens de acuracia e reducao

significativa do erro.
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Em geral SMER obteve resultados significativos até nas malhas mais finas, em que
na teoria SMER tem pior desempenho. Na Figura 29 sdos apresentados somente as curvas

de SMER de I; em cada Malha (g) para Poisson 1D com solugao T' = ?63’3 + 3z + 2.

E possivel observar as similaridades nas curvas de Iy, corroborando a tese de que SMER
beneficia as malhas mais finas, embora mesmo para g = 13,14 houve consideravel reducao
do erro. Lembrando que o primeiro valor das curvas correspondem a m = 0 da Malha Base
qg.

De modo igual a MER, técnica que serve de “matéria prima” para este método,
SMER possui baixo custo computacional para operar. No entanto ao contrario de MER
ela precisa de alguma forma guardar grandes quantidades de solugbes numeéricas em
cada malha para funcionar. Talvez possa acarretar problemas de memoéria, para malhas
demasiadamente grandes, principalmente no caso 2D. Porém nos experimentos realizados

até no caso bidimensional, nao ocorreu.

Infelizmente, outro defeito desta técnica é nao conseguir otimizar a malha mais

fina disponivel. Nestes experimentos envolvendo malhas unidimensionais seria a malha 15.
No entanto, através da sua versao estendida SMER INTERPOLADO (SMER-I), esse

problema pode ser contornado, através da utilizacao de interpolagoes.

Figura 26 — Resultados: SMER, Malhas Base 1, Variavel [;, Burgers 1D com solucao

6xRe -1
T(x)= R Re = 1, Malha uniforme.
(a) l;, Malha 1 (b) p};, Malha 1
5 20 ‘
105 | l1: SM ——
ly: SMER —=—
-10 |
10 15 |
10-15 L
4 5 10 | 1
10-20 L
10-25 L 5 r 7
-30
10 E I I I i 3 0 [ I f\ I I
105 107 103 102 10" 105 107 103 102

Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)
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Figura 27 — Resultados: SMER, Malha Base 2, Variavel [;, Burgers 1D com solucao

exRe -1
T(x)= R T Re = 1, Malha uniforme.
(a) 11, Malha 2 (b) py;, Malha 2
10" 20 : :
l4:SM —<—
l1: SMER —=—
10-10
15 + 1
10°1%
| Yoo |
1020 ’
10-25 5+ :
10-30 L ’/
L L L L 0 [ I 1 I
10°° 104 103 1072 10°° 104 1073 1072
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)

Figura 28 — Resultados: SMER, Malhas Base 7, Variavel [;, Poisson 1D com solucao
T = sen(mzx), Malha uniforme.

(a) Iy, Malha 7 (b) pi;, Malha 7
1070 30
10710 2
20 |
10-15
- W45 |
1020
10 |
-25
10 5 |
1030 | | 0 ql - / ;
10" 10 1073 10" 104

Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)
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Figura 29 — Resultados: SMER, Malha Base 8, Variavel [;, Poisson 1D com solugao T =
sen(mz), Malha uniforme.

(a) I, Malha 8 (b) py;, Malha 8
30
l1: SM —=<—
l1: SMER —=—
1010 | 25 |
1015 | 20T
4 W15 |
1020 |
10 +
1025 |
5 L
10730 s 0 . = / s
10 10 10 10
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)

Figura 30 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2--- |14, Variavel [y, Poisson 1D com solucao
-1
T= ?631 + 3z + 2, Malha uniforme.

g:1 -
5 g=2
10 | 1 §=3
g=4
g=5
10710 | 1 g=6 o
g:7 [P
g=8 A
10-15 L ] g=9 A
- o0
g:
10-20 g=12
E T g=13
g=‘|4 -
1025 | :
1030 | :

10 105 10 102 102 10
Tamanho do elemento de malha (h)

4.2 SMER INTERPOLADO

Os conjuntos (1 e [ testados correspondem aos pontos equivalentes da malha
15, com exce¢ao do contornos, para cada caso: uniforme e nao, respectivamente. Foram

geradas a partir da malha inicial de cada cenario, utilizando refino de razao dois.



Capitulo 4. RESULTADOS - MALHA UNIFORME 1D (6]

As analises sao feitas de forma andloga da realizada na secao anterior, com a
diferenga nos conjuntos analisados, sao denotados por SM-I de “SUBMALHA INTER-
POLADA?”, o conjunto  de cada malha (Malhal, Malha2, ...) sem aplicacao da técnica
SMER, ¢ SMER-I (SMER INTERPOLADO) representa os valores obtidos de SMER
aplicado no conjunto # em cada malha. Todavia, lembrando que § possui varios pontos

obtidos por interpolacao, o que difere dos utilizados na se¢ao anterior.

Feita esta breve explicacao dos significados de cada sigla, a Figura 31 apresenta os
resultados de SMER-I para o conjunto 3; para Poisson 1D com T = _51639” + 3z + 2. Os
restantes dos modelos matematicos obtiveram resultados qualitativamente equivalentes,
independente do conjunto [ escolhido, isto é, foram obtidos significativos aumento nas

ordens de acuracia e reducgao significativa do erro.

Algumas peculiaridades de SMER-I, naturalmente ela leva esse nome por ser
um complemento de SMER, porque utiliza interpolagoes e pelo fato de nao serem iguais,
havendo entao a necessidade de utilizar outra notagao, podendo acontecer em algum
momento delas apresentarem resultados diferentes. No entanto para os modelos unidi-
mensionais com malhas uniformes, isto nao ocorreu, ambas técnicas apresentaram 6timos
resultados e qualitativamente semelhantes, porque ambas possuem a Multiextrapolacao de

Richardson (MER) como base, para otimizagao.

Infelizmente, do mesmo modo que SMER, esta técnica necessita guardar grandes
quantidades de solu¢bes numéricas em cada malha. Porém existe outro problema acrescido
das interpolagoes, porque é necessario em geral realizar varias, mas nao é conhecida a
regiao que deve ser interpolada de imediato, havendo a necessidade de uma busca pela
regiao de interesse. Este processo é custoso, embora no caso unidimensional dependendo
do tamanho da malha ¢ realizada em alguns minutos. Porém, para o caso bidimensional,
pode levar dias, dependendo do tamanho da malha, e por este motivo foi acrescido outra
forma de encontrar a regiao interesse, utilizando a ideia de pontos coincidentes, neste caso.
Todavia, lembrando, as estratégias utilizadas para as interpolagoes ja foram abordadas no

capitulo anterior, em particular na Se¢ao 3.5.

Sera discutido com mais riqueza de detalhes o problema das “buscas” bidimen-
sionais nos capitulos que apresentam estes resultados, mas para concluir as andalises
apresentadas nesta secao, SMER-I se mostrou uma excelente ferramenta para reducao
do erro e aumento de acuracia dos campos. Deve ser ressaltado que ela consegue otimizar
qualquer malha desejada, incluindo a malha mais fina dos experimentos (Malha 15), em

que SMER nao ¢ aplicavel, por exemplo.
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—1
Figura 31 — Resultados: SMER INTERPOLADO (SMER-I), Poisson 1D, T' = ?6396 +

3z + 2, Variavel [;, Malha uniforme, conjunto f;.

(a) I (b) Pk

10 | 12
10 +
10-10 b
8
10-15 L
- B ool
10—20 L
4 L
25
104° ¢ 2 A RO I
l1: SM-| —+— l1: SM-l —+—
30 l1: SMER-| —<— l1: SMER-| —<—
10 . . s s 0 b s ‘ .
10 104 1073 1072 107 10 104 1073 1072
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)

4.3 CRE classico com interpolacao e FRE

As andlises sao feitas de forma andloga da realizada nas se¢Oes anteriores, com a
diferenca que desta vez, cada elemento do grafico corresponde por uma malha, ndo um
conjunto especifico de pontos. Conforme o elemento h é demasiadamente pequeno, significa
que se trata da malha mais fina e vice-versa. Outra alteracao, corresponde a notagao “m”,
significando a quantidade de extrapolagoes utilizadas na malha, em que m = 0 equivale a

zero extrapolacao, m = 1: uma extrapolacao, m = 2: duas extrapolacdes, etc.

Feita esta introdugao sobre as anotagoes utilizadas, serd iniciado por FRE (CRE
com FRE). A ideia de alterar o termo de corregao C' de CRE para FRE surgiu devido aos
significativos resultados obtidos nos modelos matematicos que foram aplicados esta técnica
em Giacomini (2013). No entanto, para a solugdo analitica 7' = sen(wx) para Poisson
1D, foram obtidos resultados excelentes e qualitativos com Giacomini (2013), ilustrados
pelas Figuras 32a e 32b. Nota-se a reducao significativa do erro e aumento dar ordens de

acuracia, conforme aumentam as extrapolagoes.

Porém, para o mesmo modelo, trocando para o caso T' = %16333 + 3x + 2, FRE
reduz o erro significativamente, mas nao apresenta evolucao apods a primeira extrapolacao
(m = 1). Também nao fica claro qual a sua ordem de acuricia, em nenhuma extrapolagao
(m > 1) acontecimento que nao deveria acorrer em andlises prévias a priori do método.

Estes resultados sao ilustrados pelas Figuras 32c e 32d. Para Burgers 1D os resultados
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com esta técnica também foram qualitativos em relagdo a Giacomini (2013): as ordens
de acuracia se mantiveram em quatro, nao apresentando evolucao na reducao do erro
apés a primeira extrapolagao (m = 1). No entanto houve significativa reduc¢ao do erro,
seguindo o comportamento qualitativo com o resultado apresentado na Figura 33, que
apresenta os resultados obtidos com o termo de corregao classico (CRE) para Poisson 1D
com T = %1633” + 3z + 2.

A técnica cléssica, que consiste na utilizagdo do termo de correcao, definido como
a média das corregoes vizinhas, em todos os casos, as ordens de acuracia se mantiveram
em quatro, com reducao do erro, mesmo extrapolando mais vezes (m > 1). Este resultado
pode ser visto na Figura 33. Embora esta técnica tenha sido desenvolvida para apenas uma
extrapolacao em Roache e Knupp (1993), era interessante verificar o que aconteceria para
m > 1 extrapolacao, a posteriori, porque sao utilizados modelos diferentes do proposto
pelo autor. Mas em resumo, ela atendeu as expectativas, conseguindo progredir ao menos
uma ordem verdadeira de acuracia, isto é, de pg = 2, foram obtidos solugoes com acuracia
p1 = 4 com redugao de erro significativa em todos os modelos empregados. Lembrando
que foram utilizadas aproximagoes do tipo CDS em todos os modelos matematicos. Para o
leitor atento, deve ter notado a mencao da mesma ilustracao para comentar o resultado de
CRE e FRE, a Figura 33. Isto significa que as técnicas tiverem desempenho semelhante
e neste caso alterar o termo de correcao original nao surtiu efeito algum. No entanto,
utilizando o termo de corre¢ao com interpolacao (CRE-I), foi a técnica que obteve os
melhores resultados em todos os casos. Resultados qualitativos como os apresentados pela

Figura 34, obtendo aumento significativo das ordens de acurécia e redugao do erro.

Em todas as técnicas expostas nesta segao, é necessario guardar de alguma forma
varias solugoes numéricas em cada malha, fator em comum com as técnicas expostas
anteriormente. Mas retirando este “empecilho” de memoria, que por sinal possui em
todas as técnicas utilizadas nos experimentos, ja adiantando que SER também segue esse
principio. Para utilizar CRE e suas variagdes no seu termo de corre¢ao expostas aqui,
foram facilmente aplicaveis e rodando com custo computacional e operacional muitos
baixos, até mesmo no caso das interpolagoes. Ao contrario de SMER-I, é conhecida a

regiao de interpolagao, o que faz do método consideravelmente mais rapido.



Capitulo 4. RESULTADOS - MALHA UNIFORME 1D

78

Figura 32 — Resultados: Normas [; e p}, CRE com FRE (FRE), Poisson 1D, Malha

uniforme.
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—1
Figura 33 — Resultados: CRE classico (CRE), Poisson 1D, Variavel Iy, T' = ?63:5 +3r+2,

Malha uniforme.
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Figura 34 — Resultados: CRE com interpolacao (CRE-I), Variavel [, Burgers 1D,Re = 1,
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4.4 SER

As analises sao realizadas seguindo a mesma logica da secao anterior, isto é, cada
elemento do grafico corresponde por uma malha, nao um conjunto especifico de pontos.
Conforme o elemento(h) é menor, significa que se trata de uma malha fina e vice-versa. O
simbolo “m” significa a quantidade de extrapolagoes utilizadas na malha, em que m =0

equivale a zero extrapolagdo, m = 1: uma extrapolagdo, m = 2: duas extrapolagoes, etc.

Para todos os casos SER apresentou o mesmo desempenho qualitativo ilustrado
pela Figura 35. No entanto ficou constatado que a cada extrapolagao perde-se a malha
mais fina. As malhas iniciais tem maior chance de obter uma maior acurédcia, seguindo a
mesma légica apresentada para SMER, quanto maior o nimero de malhas disponiveis

mais chances da técnica obter éxito.

A primeira conclusao, pode ser vista na Tabela 12. Perceba que a segunda e
terceira coluna, apresentam os resultados de ;. Nas duas tltimas malhas (14 e 15) possui o
mesmo valor em termos de grandeza e por este motivo afeta o valor de pj}, e posteriormente
a proxima extrapolacao, porque havera pouca variagao, possivelmente nula, no calculo para
esta variavel de interesse. Entre estas malhas e SER provavelmente nao sera efetivo. Na
Tabela 13 ocorre o mesmo “problema” como previsto: as malhas 14 e 15 nao houve evolugao

e possivelmente deve afetar o desempenho da Malha 13, caso continuem as extrapolagoes.

Em resumo esta técnica apresentou 6timos resultados em todos os modelos utiliza-
dos, consumindo baixos recursos computacionais e operacionais. Claro, como ja adiantado
anteriormente ela possui o defeito de também precisar guardar de alguma forma varias
solugdes numéricas em cada malha. Mas contornado este problema, ela se torna outra
importante ferramente na otimizacao dos campos. Outro defeito notado nesta técnica, foi a
perda da malha mais fina em cada extrapolacdo, isto é, para m = 1, é perdida a Malha 15,
m = 2: Malha 14, m = 3: Malha 13, ---. O termo “perder” neste cenario tem significado
de nao conseguir progredir mais, seja na reducao do erro ou aumento de acuracia, apés a
extrapolacao mencionada, fato possivel de ser observado nas figuras e tabelas apresentadas
nesta se¢do. Embora deve ser ressaltado que foi possivel obter resultados significativos
mesmo sem poder realizar mais extrapolacoes nas malhas mais finas, em cada nivel de

extrapolacgao.
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Tabela 12 — SER com uma extrapolagao (m = 1), Poisson 1D, T" = sen(wz), malha

uniforme.

Malha

l

PE - h

1

O~ O U = W N

9
10
11
12
13
14
15

7.1532251319E-06
4.2462173139E-07
2.5874583506E-08
1.5969404946E-09
9.9184923013E-11
6.1796851796E-12
3.8562683469E-13
2.4082847691E-14
1.5045900201E-15
9.4018509671E-17
5.8755830110E-18
3.6720600735E-19
2.2949815058E-20
1.4343459005E-21
1.7929214785E-21

4.0743437350E+00
4.0365706624E+00
4.0181531792E+00
4.0090459108E-+00
4.0045155870E+00
4.0022559895E+00
4.0011275485E4-00
4.0005636633E+00
4.0002818040E-+00
4.0001408951E-+00
4.0000704457E+00
4.0000352281E4-00
4.0000176426E+00
-3.2191932643E-01

Tabela 13 — SER com duas extrapolagoes (m = 2), Varidvel [y, Poisson 1D, T' = sen(wx),

Malha uniforme.

Malha

h

PE-h

1.7503452727E-09
2.5982572642E-11
3.9584283280E-13
6.1078101109E-15
9.4838418554E-17
1.4772209651E-18
2.3045518474E-20
3.5980493549E-22
5.6197559154E-24
8.7754465997E-26
1.3483447004E-27
1.1685710470E-28
5.2410863156E-29
1.4343459005E-21
1.7929214785E-21

6.0739514405E4-00
6.0364727449E4-00
6.0181287096E+00
6.0090397940E-+00
6.0045140578E+00
6.0022556071E+00
6.0011274390E+00
6.0005636953E+00
6.0008911117E4-00
6.0242112793E4-00
3.5283720094E+00
1.1568076759E+00
-2.4705951870E+01
-3.2191932643E-01
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4.5 Resumo do capitulo e conclusoes

Todas as técnicas expostas neste capitulo apresentaram resultados significativos,
mas algumas acabaram se sobressaindo. CRE com Interpolagao (CRE-I) se mostrou
mais estavel dentre todas por conseguir otimizar as malhas finas mais rapidamente, embora
a diferenca, se existe uma, ¢ muita pouca. Pode-se dizer que ela conseguiu leve vantagem
em relagao as técnicas SER, SMER e SMER-I. A tltima citada, em particular deve ser
ressaltado, é a mais custosa operacionalmente dentre todas para funcionar, mas é a mais
completa, por conseguir otimizar qualquer malha e qualquer conjunto de pontos dentro do
dominio do céalculo. Pode se dizer que ela é um complemento para as outras, mas nao deve

ser priorizada, caso alguma das outras técnicas seja aplicavel no problema.

FRE apresentou desempenho similar com o termo de correcao classico (CRE),
so6 conseguindo resultados semelhantes com as outras técnicas listadas anteriormente em
tnico cendrio: Poisson 1D com T' = sen(mz), onde esta técnica foi testada inicialmente ao
ser desenvolvida. O termo classico de correcao era esperado ser inferior aos demais por ser
o mais “defasado” em questao de tempo de criacdo, mais de dez anos em relagdo as outras.
Mas cumpriu o seu papel, dentro da sua proposta, ela consegue aumentar pelo menos uma
ordem verdadeira do método com redugao do erro, e deve ser ressaltado sua importancia

para literatura, por ser a precursora no uso de extrapolagoes de Richardson sobre campos.

Sobre a questdao de armazenamento das solu¢des numéricas em cada malha: para
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operar as técnicas, uma saida possivel é criar arquivos de saida para armazenamento
porque nos tempos atuais o espago nos discos rigidos (HD) sd@o demasiadamente grandes,
nao chegando a ser um problema arquivos que possuem altos valores de tamanho. No
entanto, contornado este problema com excecao de SMER-I, que pode tomar um tempo
consideravel, dependendo do tamanho das malhas, caso nao seja utilizada a estratégia de

pontos coincidentes, todas as técnicas operam rapidamente.

Lembrando que foram expostos os resultados principais, para evitar repeticao e
excesso de graficos, sem haver uma necessidade real da sua exposicao. Alguns resultados
adicionais podem ser vistos nos apéndices, por exemplo, graficos de SER para variavel [.

Os restantes podem ser vistos integralmente no site mencionado no inicio deste capitulo.
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5 RESULTADOS - MALHA NAO UNIFORME 1D

Neste capitulo sao apresentados os resultados resumidos dos problemas unidimen-
sionais, discretizados com malhas nao uniformes, os resultados adicionais podem ser vistos

nos apéndices e de forma integral na pagina:
http://ftp.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2020 Carlos-Carvalho doutorado/

Foram geradas 15 malhas a partir da malha base, com o vetor inicial h apresentado

na Secao 3.6. Os resultados sao ilustrados de forma andloga ao do capitulo anterior.

5.1 SMER

De modo semelhante ao caso uniforme, em todos os experimentos, SMER apre-
sentou o mesmo desempenho qualitativo, seguindo os mesmos padroes observados anteri-

ormente:

1. Malhas iniciais com maior acuracia;

2. Quanto maior a quantidade de malhas disponiveis, mais chances de SMER obter
éxito;
3. Solugoes numéricas com SMER apresentam comportamento similar aos resultados

encontrados com MER na literatura:

« reducao significativa do erro;

¢ concomitante aumento nas ordens de acuracia.

A terceira observagao é possivel observar através das Figuras 36 e 37, que apre-
sentam resultados de Poisson 1D com T'(z) = sen(wx) e Burgers 1D, respectivamente. E
facil ver a rapida convergéncia do método, quando se possui varias malhas disponiveis e

principalmente acuradas (Segunda observagao).

A primeira e segunda observacoes pode ser novamente comprovadas através
da Figura 38 que ilustra as curvas de [; com SMER, para Poisson 1D com solucao

T = —e3® + 3z + 2. Incrivel a similaridade com o caso uniforme, desempenho novamente

5

muito satisfatério. E possivel observar até mesmo nas malhas mais finas consideravel
reducao do erro, por exemplo, em g = 14 com m = 0, [; tinha grandeza aproximada
em 107'Y e com apenas uma malha disponivel SMER alcancou 10%° aproximadamente,

notoéria reducao do erro.

Em resumo, SMER novamente apresentou grande desempenho com resultados

qualitativos aos apresentados nesta se¢ao, em todos os modelos unidimensionais utilizados.


http://ftp.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2020_Carlos_Carvalho_doutorado/
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Figura 36 — Resultados: SMER, Malhas 1-2, Varidvel [y, Burgers 1D com solugao T'(z) =

ezRe —1
e , Re = 1, Malha nao uniforme.
e —
(a) I, Malha 1 (b) p;, Malha 1
5 20 :
10 ly: SM ——
ly: SMER —=—
10710
15 + .
10-15
4 Yo |
1020 )
1025 5t 1
10-30 L i
I I I I 0 L n i I
10 104 103 102 107" 10 10 1073 102
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)
(¢) 11, Malha 2 (d) py;, Malha 2
‘ 20 : :
10° L 142 SM —— ly: SM —<—
ly: SMER —=— ly: SMER —=—
10-10 il
15 + 8
10-15 |
4 W10 |
1020 {
1025 1 5t 1
10-30 L i
I I I I 0 L n I |
10 104 1073 102 10 10 1073 102

Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)



Capitulo 5. RESULTADOS - MALHA NAO UNIFORME 1D 86

Figura 37 — Resultados: SMER, Malhas 7-8, Varidvel [;, Poisson 1D com solugao T'(z) =
sen(mwz), Malha nao uniforme.
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Figura 38 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2--- |14, Variavel [y, Poisson 1D com solucao

-1
T = —e3 4 3z + 2, Malha nio uniforme.
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5.2 SMER INTERPOLADO

Os conjuntos 31 e 2 sdo os mesmos, explicados na Segao 4.2.

AASERRER

Para ambos os cenarios, houve reducao do erro de forma significativa, porém

estranhamente as ordens equivalentes se mantiveram em 4, significando que SMER . nao

conseguiu progredir nas extrapolagoes e s6 evoluiu uma ordem equivalente, visto que

p0:2.

Neste cenario, é notaria a diferenga de desempenho da técnica ao trocar a discre-

tizagdo do mesmo modelo para malha nao uniforme. Podendo ser facilmente observado

através das tabelas 14 e 15, onde sao apresentados os resultados de [; do conjunto (35, para

-1
Poisson 1D com T' = ?6390 + 3x + 2, envolvendo as duas discretizacoes.

Possiveis causas para o aproveitamento inferior:

1. Interpolacao;

2. Erro numérico.

A esséncia da técnica é MER, e um dos requisitos basicos e fundamentais de seu funci-

onamento é o erro numérico (E) estar afetado somente por Fh. Porém é provavel que

as interpolagoes interfiram no nivel das solugoes numéricas, no caso nao uniforme. Neste

cenario F nao estaria mais sendo afetado somente por Eh.
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No entanto é s6 uma suposicao, sendo necessaria a realizacao de mais investigagoes
e testes, mas é uma “boa” explicacao, porque SMER funcionou e sua base é puramente

MER, ao contrario de SMER-I que sao acrescentadas as interpolagoes.

Tabela 14 — Resultados: SMER INTERPOLADO, conjunto 5, Variavel [;, Malha nao

—1
uniforme, PoissonlD, T' = ?63’” + 3z + 2.

Malha h ly: SM-I l1: SMER-I P SM-I Py SMER-I
1 1.00E-01 1.45524E-02 1.45524E-02
2 5.00E-02 2.72234E-03 2.19539E-03 2.41834E+00 2.72871E+00
3 2.50E-02 6.58480E-04 1.98792E-04 2.04764E+00 3.46515E+00
4 1.25E-02 1.64871E-04 7.96199E-06 1.99780E+00 4.64199E+00
5 6.25E-03 4.12217E-05 2.30626E-07 1.99986E+00 5.10950E+00
6 3.13E-03 1.03056E-05 1.17395E-08 1.99998E+00 4.29610E+00
7 1.56E-03 2.57641E-06 7.09886E-10 1.99999E+00 4.04765E+00
8 7.81E-04 6.44103E-07 4.42717E-11 2.00000E+00 4.00313E+00
9 3.91E-04 1.61026E-07 2.76879E-12 2.00000E+400 3.99906E4-00
10 1.95E-04 4.02564E-08 1.73270E-13 2.00000E4-00 3.99816E+00
11 9.77E-05 1.00641E-08 1.08543E-14 2.00000E+400 3.99668E4-00
12 4.88E-05 2.51603E-09 6.81387E-16 2.00000E+00 3.99365E+00
13 2.44E-05 6.29007E-10 4.29299E-17 2.00000E+00  3.98842E4-00
14 1.22E-05 1.57252E-10 2.73185E-18 2.00000E+00 3.97403E+00
15 6.10E-06 3.93129E-11 1.74994E-19 2.00000E+400 3.96450E4-00

Tabela 15 — Resultados: SMER INTERPOLADO, conjunto (5, Variavel [, Malha uniforme,

-1
PoissonlD, T' = ?6396 + 3z + 2.

Malha h li: SM-I l;: SMER-I Py SM-I Py SMER-I
1 1.00E-01 4.80134E-03 4.80134E-03
2 5.00E-02 1.20439E-03 5.40196E-06 1.99514E+00 9.79574E+00
3 2.50E-02 3.01351E-04 1.21598E-09 1.99878E+00 1.21171E+01
4 1.25E-02  7.53535E-05 9.29105E-13 1.99970E+00 1.03540E4-01
5 6.25E-03 1.88394E-05 3.38711E-15 1.99992E+00 8.09964E-+00
6 3.13E-03  4.70991E-06 2.84847E-18 1.99998E+00 1.02156E+01
7 1.56E-03 1.17748E-06 9.23999E-22 2.00000E+00 1.15900E4-01
8 7.81E-04 2.94370E-07 3.38573E-25 2.00000E4+00 1.14142E+01
9 3.91E-04 7.35926E-08 1.27326E-28 2.00000E+00 1.13767E+01
10 1.95E-04 1.83982E-08 8.46534E-30 2.00000E+00  3.91082E+00
11 9.77E-05 4.59954E-09 4.52605E-30 2.00000E+00  9.03316E-01
12 4.88E-05 1.14988E-09 8.45124E-29 2.00000E400 -4.22284E+00
13 2.44E-05 2.87471E-10 7.52673E-29 2.00000E+00  1.67140E-01
14 1.22E-05 7.18678E-11 1.57413E-28 2.00000E4+00 -1.06446E4-00
15 6.10E-06 1.79669E-11 1.05208E-28 2.00000E+00  5.81312E-01
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5.3 CRE classico com interpolagdao e FRE

Em todos os casos houve reducao do erro, porém as ordens de acuracia alcancaram
no maximo 4. Excecao de FRE que nao foi possivel determinar sua ordem para PoissonlD,

mostrando a mesma instabilidade em suas ordens de acuracia, apresentadas ja no caso
uniforme.

Estes resultados comentados anteriormente podem ser observados de forma quali-
tativa através das Figuras 39 e 40, onde sao apresentados os resultados de CRE-I e FRE
para Burgers 1D e Poisson 1D com T'(z) = sen(mx), respectivamente. Portanto s6 foi
possivel progredir uma ordem equivalente, visto que pg = 2. Novamente, pode-se reparar
que alterando a estrutura da malha para nao uniforme, as interpolagdes ja ndo conseguem
progredir com a mesma eficacia para o caso da uniformidade. Os motivos provavelmente

devem ser os mesmos de SMER-I, pelo fato da sua esséncia ser também as interpolagoes.

Neste cenario alterar o termo de correcao de CRE nao surtiu efeito, porque o

termo de correcao classico (CRE) qualitativamente obteve os mesmos resultados.

Re
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Figura 39 — Resultados: CRE-I, Variavel [;, Burgers 1D com solugao T'(x) = TR 1
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Figura 40 — Resultados: FRE, Variavel Iy, Poisson 1D com solugao T'(z) = sen(mwz), Malha
nao uniforme.
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5.4 SER

De modo semelhante ao caso uniforme, em todos os experimentos, SER apresentou

o mesmo desempenho qualitativo, seguindo os mesmos padroes observados anteriormente:

1. A cada extrapolacao perde-se a malha fina;

2. Quanto maior a quantidade de malhas disponiveis, mais chances de SER obter éxito.

Estas ponderagoes podem ser observadas através da Figura 41 que apresenta os resultados

de l; para Burgers.

Todavia lembrando, que o termo “perder” mencionado no item 1 neste ambito,
significa que a malha em questdao ndo consegue progredir mais apds aquela extrapolacao,
seja na redugao do erro ou no aumento da acuricia. No entanto, isto nao significa que
seja ruim, como pode ser observado todas as malhas apresentaram significa melhora,
incluindo as malhas mais finas. Em resumo, SER novamente apresentou grande desempe-
nho com resultados qualitativos aos apresentados pela Figura 41, em todos os modelos

unidimensionais utilizados.

Outro dado interessante, uma diferenca de SER para CRE-I ¢é justamente as
interpolagoes, do mesmo modo que SMER e SMER-I. No caso de CRE-I e SER sua
esséncia é ER, SMER e SMER-I é MER. Claramente as ponderagoes realizadas para o
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desempenho inferior de SMER-I podem ser as mesmas para CRE-I, porque MER é uma

versao aprimorada de ER.

Figura 41 — Resultados: SER, Varidvel [;, Burgers 1D com solucao T'(z) = TR 1
efe —

Re = 1, Malha nao uniforme.

(a) I (b) Pk
100 : : : : : :
|1, m=0 ——
105 | ] 12 ¢ ly,m=1 —— 7
I1,m =2 —x— /
10 I1,m =3 —=—
10710 | : 10 - |y m=4 /
15 l, m=5 —e—
10715 | 4
8 + I \f-o—la—/f/a =
1020 | ] / |
-l l:CJ}_ 6 ,“ /
-25 | \ | r ek K—1K K‘
° AN / | |
e \>+3\ 1 / ) // / [
100 l1, m=0 %J\E@\eﬁq g E 4 ¥ [ ; ’/ - - /%—e’
’ ! / |
i l,m=1 —— / f | |
109 ¢ l1,m=2 —x 3 / J Eﬁ/ ‘
ly,m =3 2 e i —— Hz——ok/—
1040 L1 1ym =4 : / " /
l{, m=5 o / / /f . ”L
T T 1 1 1 0 { TS gy I / d 1
10% 10®° 104 103 102 101 100 10 104 103 102

Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)

5.5 Resumo do capitulo e conclusoes

Todas as técnicas expostas neste capitulo apresentaram resultados significativos,
mas algumas acabaram se sobressaindo consideravelmente. SER e SMER apresentaram os
melhores resultados, mostrando ser mais estaveis que as outras técnicas, porque funcionaram

de forma equivalente em comparagao com as malhas uniformes, onde também foram obtidos

resultados expressivos.

CRE-I, SMER-I e FRE apresentaram desempenho similar com o termo de correcao
classico (CRE), obtendo redugao do erro significativa, mas estabilizaram suas ordens de
acuracia em 4. Neste cenario utilizar estas variagoes de CRE nao apresentou diferenca
alguma, porque CRE obteve resultados semelhantes. CRE por sinal, novamente cumpriu

o seu papel, dentro da sua proposta, ela consegue aumentar pelo menos uma ordem
verdadeira do método com reducao do erro.

Lembrando que foram expostos os resultados principais, para evitar repeticao e
excesso de graficos, sem haver uma necessidade real da sua exposicao. No entanto, [
também apresentou divergéncias para as técnicas CRE-I e SMER-I em questao de reducao

do erro e ordens de acuracia, em comparacao a l;. Este resultado nao esperado pode ajudar
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em trabalhos futuros, no entendimento do motivo de CRE-I e SMER-I obterem resultados

inferiores neste tipo de malha.

Alguns destes resultados adicionais para [, podem ser vistos nos apéndices, por
exemplo, graficos de SER para variavel [,. Os restantes podem ser vistos integralmente
no site mencionado no inicio deste capitulo. Ressaltando que SMER e SER mantiveram o

nivel semelhante a [;, também nesta variavel.
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6 RESULTADOS - LAPLACE 2D

Neste experimentos foram utilizados duas discretizacoes. Foram geradas 8 e 10
malhas para o caso de uniformidade e ndo, respectivamente, com malhas iniciais listadas

na Secao 3.6.

6.1 MALHA UNIFORME

6.1.1 SMER

SMER obteve resultados similares com os relatados anteriormente, isto é significa-

tiva reducao do erro e aumento nas ordens de acuracia.

Novamente as malhas iniciais sao as mais beneficiadas, este resultado é ilustrado
pela Figura 42. No entanto, conforme é apresentado pela Figura 43, mesmo com nimero
inferior de malhas disponiveis, SMER obteve resultados similares para algumas malhas,
em particular para Malha 6 em comparacao com a inicial (Malha 1). Ambas alcangaram

grandezas superiores a 10720 para [;.

Até mesmo as malhas mais finas alcancaram significativa reducao do erro, mas
em menor escala em comparacao com as iniciais, como pode ser observado através da
Figura 42. Todavia, lembrando que o primeiro valor das curvas correspondem por m = 0
da Malha g.

Figura 42 — Resultados: SMER, Malhas ¢ = 1,2,--- .9, Variavel [y, Laplace 2D, Malha

uniforme.

10° |

10-10 L

10-15 L

-

g=1 ——

1020 Llg=2
g=3
9=4

10-25 »g=5 — .
g=6 P
g=7 P

10_30 »g:s PR, N—
gzg I

10% 10° 10% 10 102 10
Tamanho do elemento de malha (h)



Capitulo 6. RESULTADOS - LAPLACE 2D 94

Figura 43 — Resultados: SMER, Malhas 1 e 6, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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6.1.2 SMER INTERPOLADO

SMER-I obteve resultados qualitativos aos apresentados para as discretizagoes
realizadas em malhas uniformes. Independente do conjunto escolhido, em particular para

o caso bidimensional foram testados trés conjuntos: 3y, B2 e 3.

(1 e By correspondem as malhas finais das discretizagoes uniforme e nao, ou seja

“By = Malha 10 uniforme”, “#, = Malha 8 nao uniforme”
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e f3 que corresponde a Malha 8, originada do refino da malha inicial 3, apresentada na
Segao 3.6. A principal diferenga deste conjunto para os outros, sdo os vetores iniciais h, e

h, da malha inicial, porque sao nao uniformes com dimensoes diferentes.

No entanto, conforme comentado anteriormente, independente do conjunto esco-
lhido SMER-I obteve éxito na otimizagao, apresentando resultados qualitativos do exposto
pela Figura 44, onde é ilustrado o caso de 3. Neste cenario, SMER-I novamente se equipara
a SMER, servindo de complemento. Porque SMER nao consegue otimizar por exemplo, a

malha mais fina disponivel, ao contrario de SMER-I.

Porém ressalta-se novamente, o processo de busca dos pontos para interpolacoes
pode demorar dias, caso nao se utilize a estratégia de pontos coincidentes, para malhas

demasiadamente grandes. Este a priori é o principal defeito desta técnica.

Figura 44 — Resultados: SMER-I, Conjunto 3, Variavel [;, Laplace 2D, Malha uniforme.
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6.1.3 CRE classico e com interpolagao

Para os problemas bidimensionais nao foram aplicados FRE, somente CRE classico
(CRE) e sua variagdo com o termo de corre¢ao com inteporlagdo (CRE-I). Em resumo

estes foram os resultados obtidos para o caso uniforme:

1. CRE apresentou resultados esperados, novamente conseguiu progredir ao menos
uma ordem de acuracia de pg = 2 para p; = 4, com reducao do erro significativa.

Naturalmente, nao a evolugao apés m > 1.
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2. CRE-I apresentou desempenho equivalente com os resultados obtidos nos problemas
unidimensionais uniformes, isto ¢, reducao significativa do erro e aumento consideravel

das ordens de acuracia.

O primeira item ¢ ilustrado pela Figura 45, CRE cumpriu seu papel dentro da
sua proposta inicial. Isto ¢, progredir ao menos uma ordem de acuricia do método com
reducgao do erro. O segundo item é ilustrada pela Figura 46, claramente CRE-I foi muito

superior se equiparando a SMER e SMER-I.

Ambas estratégias de interpolacoes utilizadas para CRE-I alcancaram os mesmos
resultados de forma qualitativa. Neste cenario, é preferivel utilizar a interpolacao alternativa
unidimensional, pelo baixo custo operacional, caso ela seja aplicavel. Todavia, lembrando

que estas estratégias foram explicadas na Secao 3.5.

Figura 45 — Resultados: CRE, Variavel [y, Laplace 2D, Malha uniforme.
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Figura 46 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.

|1, m=0 —+—
16 /Q\ I1,m =1 —x—

[ /N 1 l4,m=2 ——
/N l{,m=3 —=—

14 - /7y 1 ly,m =4

100

10-10 L e |1, m=5 —o—
12 + 7 .
. //
. 10715 L W 10 / B
o /
* 8t o o5 " 1
¢ p / *
10720 T A / i /
= / 6 KK 1
| 2 l4,m=0 —+—
u / ly,m=1 —— Loy ¢ X
1025 | // |17m - | R .
f l,m=3 —o— 2 ettt
Y, I1,m =4 l |
1030 ¢ ly, m=5 o |4 0
1073 102 10" 1073 1072 107
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)
6.1.4 SER

Novamente SER apresentou desempenho qualitativo com os apresentados anteri-
ormente, isto é, reducao significativo do erro e aumento das ordens de acuracia. Do mesmo
modo, a cada extrapolagao m perde-se a malha mais fina. Este resultado ¢é ilustrado pela
Figura 47.

Lembrando que o termo “perder” significa que a malha nao consegue mais progredir,
apos aquela extrapolagao, seja na reducao do erro ou aumento da acuracia. No entanto,
nao significa que nao foi possivel obter resultados relevantes, conforme pode ser observado

na Figura 47.

SER, CRE-I, SMER e SMER-I apresentaram 6timos e similares resultados para
este tipo malha. Mas no geral CRE-I levou vantagem, pelo custo operacional e pelo fato

de conseguir otimizar as malhas finas.
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Figura 47 — Resultados: SER, Variavel [y, Laplace 2D, Malha uniforme.
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6.2 MALHA NAO UNIFORME

6.2.1 SMER

A quantidade inferior de malhas disponiveis e complexidade do modelo afetaram
o desempenho de SMER. No entanto houve redugao do erro novamente, mas com menor
escala em comparagao para o caso uniforme. As ordens de acuracia apresentam melhora,

mas também em menor escala.

Estes resultados sao ilustrados qualitativamente pelas figuras 48 e 49. Através da
Figura 49 é possivel observar que o maior erro alcangado para [; foi aproximadamente

107!, bem abaixo dos resultados obtidos no caso uniforme que obteve grandezas superiores
a 10720,



Capitulo

6. RESULTADOS - LAPLACE 2D

99

Figura 48 — Resultados: SMER, Malhas 1 e 4, Variavel /1, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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Figura 49 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2,---,9, Variavel [;, Laplace 2D, Malha
nao uniforme.
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6.2.2 SMER INTERPOLADO

Os conjuntos analisados sdo os mesmos do caso uniforme. SMER INTERPOLADO
(SMER-I) ja havia apresentando desempenho inferior no caso unidimensional, e neste

cenario bidimensional se mostrou mais instavel.

Este resultado é ilustrado pela Figura 50, para o conjunto 3. No entanto como
pode ser observado houve reducao do erro para [y, é possivel observar também que SM-I
apresenta instabilidade inicialmente, o que certamente afeta SMER-I. Neste cenario, as
condigoes nao sao ideais para aplicar SMER-I, porque ossivelmente [; esta afetado por
alguma outra fonte de erro, diferente de E'h. Neste caso teoricamente MER nao é aplicavel,
técnica base de SMER-I.

Em resumo novamente foram constatadas dificuldades com a troca da discretizagao.

De modo igual ao caso unidimensional, SMER-I obteve desempenho inferior.
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Figura 50 — Resultados: SMER-I, Conjunto (5, Variavel [y, Laplace 2D, Malha nao uni-

forme.
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6.2.3 CRE cléssico e com interpolagao

De modo igual a SMER-I, CRE com interpolagdo (CRE-I) apresentou instabilidade.
Novamente obtendo desempenho muito inferior ao caso uniforme, nao conseguindo progredir
apos a primeira extrapolacao. Suas ordens de acuracia apresentaram instabilidade, porém

houve reducao do erro.

CRE classico (CRE) novamente se mostrou estavel, cumprindo com a sua proposta

de progredir ao menos uma ordem de acuracia do método, com reducao do erro.

Neste cenario, CRE obteve desempenho similar a CRE-I, apresentando maior
estabilidade em suas ordens de acuracia. Estes resultados sao apresentados pelas figuras
51 e H2.

6.2.4 SER

Do mesmo modo que SMER, a quantidade inferior de malhas disponiveis e
complexidade do modelo afetaram o desempenho de SER. No entanto houve reducao do
erro novamente, mas em menor escala em comparacao para o caso uniforme. As ordens de

acuracia apresentam melhora, mas apresentaram comportamento atipico.

Neste cendrio, o termo “atipico” faz referéncia as extrapolagoes (m), isto é, embora
para m > 1 a principio o erro de [; apresenta evolucao. No entanto isto nao se reflete nas

ordens de acuracia, ja apresentando instabilidade para m = 2.
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Ressaltando, novamente é constatada a “perca” da malha mais fina a cada extra-

polagdo. Estes resultados comentados anteriormente sao ilustrados pela Figura 53.

Figura 51 — Resultados: CRE, Variavel [;, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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Figura 52 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao uniforme.

(a) I (b) g
100 12 .
|1Y m=0 ——
7 . I1,m =1 ——
/ : 10 | I1,m =2 —— |
1072 . \h, m=3 =
N /
/ AN /
8 S S\ 1
4 g/ /% X
10 ST \
/ / // T\ \\
- I:QJ- 6 | /// /// //’ \\ \\
10 /) A\
il 4 th/>< \//k/ ,/”// \\‘k \ |
— \\
/
108 & Lm=0 —— | ) | | | B
/// ly,m=1 —<— ' ‘ ‘ ‘ \\4’\
g// lym=2 \
10-10 S ‘ l, m=3 —5 0 ‘ \\ .
1072 107 1072
Tamanho do elemento de malha (h)

101
Tamanho do elemento de malha (h)



Capitulo 6. RESULTADOS - LAPLACE 2D 103

Figura 53 — Resultados: SER, Variavel [;, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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6.3 Resumo do capitulo e conclusoes

Ficaram constatadas diferencas notorias entre os resultados obtidos para cada

caso.

Nas malhas uniformes CRE-I, SMER, SMER-I e SER alcancaram excelentes
resultados. Atingindo grandezas superiores a 1072° para [, e aumento consideravel nas

ordens de acuracia, tudo isso sem a necessidade da realizacao de novas simulacoes, somente

com poés-processamento de dados.

No entanto, trocando para o caso nao uniforme em termos de grandeza de erro de
l1, elas se equiparam a CRE. Porque todas as técnicas atingiram grandeza aproximada
em 107! para [;. CRE se mostrou estével em ambos os cenarios, cumprindo com a sua
proposta de progredir ao menos uma ordem de acuracia com redugao do erro.

As interpolagoes provavelmente afetaram o desempenho de SMER-I e CRE-I.
Possivelmente com o acesso a um nimero maior de malhas, SER e SMER poderiam ter
obtido resultados melhores. Elas se mostraram estaveis, mas nao conseguiram reduzir o
erro com a mesma eficacia do caso uniforme.

Os resultados de [, sao apresentados nos apéndices de forma resumida, para
trabalhos futuros podem ajudar no entendimento do que aconteceu no caso nao uniforme,

porque também apresentaram divergéncias.
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7 RESULTADOS: EQUACAO DE BURGERS 2D

Neste capitulo sao apresentados os resultados para a equacao de Burgers 2D com
Re = 1, discretizada com malhas uniformes. Foram geradas 10 malhas para este modelo,
cuja malha mais grossa foi apresentada na Sec¢ao 3.6, as restantes foram obtidas através

do seu refinamento.

7.1 SMER

Para ambas as velocidades u e v, foram obtidos resultados semelhantes, houve
significativa reducao do erro e aumento das ordens de acuracia. Novamente, pode ser

observado que SMER beneficia as malhas mais grossas.

Estes resultados sao ilustrados de forma qualitativa pelas figuras 54, 55 e 56.
Novamente SMER se mostrou estavel, e provavelmente caso tivesse mais malhas disponiveis,

é provavel que haveria mais reducao do erro e aumento da acuracia das malhas otimizadas.

Figura 54 — Resultados: SMER, Variavel t;, Malhas ¢ = 1,2,--- |9, Burgers 2D, Re = 1.
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Figura 55 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel /1, Burgers 2D, Re = 1, velocidade
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Figura 56 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [;, Burgers 2D, Re = 1, velocidade
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7.2 SMER-I

Para ambas as velocidades u e v, foram obtidos resultados semelhantes, houve

significativa reducao do erro e aumento das ordens de acuracia. Estes resultados sao
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ilustradas pelas figuras 57 e 58. Analisou-se o desempenho de SMER-I no conjunto s, o

mesmo utilizado para Laplace 2D.

Novamente SMER-I se mostrou estavel quando sao utilizadas malhas uniformes,

neste cendrio ele se equipara com SMER.

Figura 57 — Resultados: SMER-I, Conjunto (35, Variavel [;, Burgers 2D, Re = 1, velocidade
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Figura 58 — Resultados: SMER-I, Conjunto (3, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade
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7.3 CRE classico e com interpolacao

CRE classico (CRE) novamente se mostrou estavel, cumprindo com a sua proposta
de progredir ao menos uma ordem de acuracia do método, com reducao do erro para [y,

para ambas as velocidades.

CRE com interpolagao (CRE-I) conseguiu reduzir o erro com mais efetividade e
obteve maiores ordens de acuracia. Neste cenario se equiparou a SMER e SMER-I. Do

mesmo do que SMER-I, para malhas uniformes CRE-I novamente apresentou estabilidade.

Estes resultados estao ilustrados pelas Figuras 59, 60, 61 e 62.

7.4 SER

SER apresentou desempenho similar, comparando com os resultados obtidos com
CRE-I, SMER e SMER-I. Novamente como SMER, apresentou mais uma vez estabilidade

independente do modelo ou tipo de malha utilizados.

Os resultados para variavel [; sao ilustrados pelas figuras 63 e 64.

Figura 59 — Resultados: CRE, Variavel i, Burgers 2D, Re = 1, velocidade wu.

(a) (b) pg
5
102 |
4 ¥ * S
104 | T
106 | 3 |

*pE

10-8 : /% 3 2 ; / | /‘/_4//4,/4/:

10710 | %

;% |1, m=0 —— |1, m=0 ——
1012 L ly,m=1 —— || lam=1
|1, m =2 K 0 |1, m =2 K
1073 102 10”1 1073 1072 10

Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)



Capitulo 7. RESULTADOS: EQUACAO DE BURGERS 2D 108

Figura 60 — Resultados: CRE, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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Figura 61 — Resultados: CRE-I, Variavel [;, Burgers 2D, Re = 1, velocidade u.
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Figura 62 — Resultados: CRE-I, Variavel [;, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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Figura 63 — Resultados: SER, Variavel [y, Burgers 2D, Re = 1, velocidade u.

(a) (b) Pk

102 Iy, m=0 —+— 10 l4, m=0 ——

lf,m=1 —— l{,m=1 —<—

4 I1,m =2 —x— I1,m =2

10 I1,m =3 —&— 8 i I1,m =3 —&=—

I1,m =4 I1,m =4
106 ly, m=5 —e— . ly, m=5 —e—
108 | 6

~ 1070 =
10—12 4
10-14
2 ] I
10-16
// | ,

10°18 0 U L\ ’

102 102 107 1073 1072 107
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)



Capitulo 7. RESULTADOS: EQUACAO DE BURGERS 2D 110

Figura 64 — Resultados: SER, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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7.5 Resumo do capitulo e conclusoes

CRE-I, SMER, SER, SMER-I apresentaram desempenho similar, com leve vanta-
gem para CRE-I porque consegue otimizar as malhas finas. Pode-se dizer que ela conseguiu
leve vantagem em relacao as técnicas SER, SMER e SMER-I. A tultima citada, em
particular deve ser ressaltado novamente, é a mais custosa operacionalmente dentre todas
para funcionar, mas é a mais completa, por conseguir otimizar qualquer malha e conjunto
de pontos dentro do dominio do calculo. No entanto, ela nao deve ser priorizada, caso

alguma das outras técnicas seja aplicavel no problema.

CRE apresentou novamente desempenho estavel, dentro da sua proposta: conseguir
progredir uma ordem verdadeira do método de py = 2 para 4 com redugao do erro. As
outras técnicas conseguiram ordens superiores a 4 e uma maior reducao do erro. Mas é
impressionante, CRE cumpriu com a sua proposta em todos os modelos utilizados até

agora.

Os resultados para [, podem ser vistos nos apéndices, em resumo foram obtidos

resultados similares com os apresentados de [;.
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8 RESULTADOS - NAVIER-STOKES

Neste capitulo sao apresentados os resultados para as equagoes de NAVIER-
STOKES, discretizada com malhas uniformes. Foram geradas 9 malhas para este modelo,
cuja malha inicial foi apresentada na Secao 3.6, as restantes foram obtidas através do
seu refinamento. A técnica SMER INTERPOLADO foi aplicada no conjunto S, que

representa a malha 8, do caso nao uniforme, com excecao dos contornos.

8.1 SMER

SMER apresentou 6timo desempenho para ambas velocidades, alcancando nas
malhas mais grossas grandezas de erros superiores a 107!, consideravelmente superior ao

erro inicial.

Em todas as malhas em que SMER ¢ aplicavel, houve redugao do erro e aumento
nas ordens de acuracia. Com aproveitamento em menor escala para as malhas mais finas, e

maior para as mais grossas. Conforme ja observado anteriormente em outros experimentos.

Estes resultados estao ilustrados de forma qualitativa pelas figuras 65, 66 e 67.

Figura 65 — Resultados: SMER, Variavel t;, Malhas g = 1,2, --- ,8, Navier-Stokes 2D.
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Figura 66 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade u.

(a) 11, Malha 1 (b) p%;, Malha 1
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Figura 67 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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8.2 SMER INTERPOLADO

SMER INTERPOLADO (SMER-I) apresentou desempenho novamente abaixo do
esperado, nao convergindo para velocidade u e obtendo baixo desempenho para velocidade

v, em comparacao com SMER. Estes resultados sdo expostos pelas figuras 68 e 69.
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Figura 68 — Resultados: SMER-I, Conjunto (5, Variavel [y, Navier-Stokes 2D, velocidade

U.
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Figura 69 — Resultados: SMER-I, Conjunto (35, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade
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8.3 CRE classico e com interpolagao

CRE com interpolagdo (CRE-I) apresentou desempenho novamente abaixo do

esperado, apresentando degeneracao das ordens verdadeiras para velocidades u e v. Pela
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primeira vez nos experimentos CRE nao conseguiu progredir uma ordem de acuricia do
método, também apresentando degeneracao das ordens. Ambas as técnicas alcancaram

acuracia 3, uma unidade abaixo do esperado p; = 4, mas houve reducao do erro.

Estes resultados sao expostos pelas figuras 70, 71 72 e 73. Neste cenario ambas

técnicas apresentaram desempenho inferior em comparacao com SMER.

Figura 70 — Resultados: CRE-I, Variavel [y, Navier-Stokes 2D, velocidade wu.
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Figura 71 — Resultados: CRE-I, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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Figura 72 — Resultados: CRE, Variavel [y, Navier-Stokes 2D, velocidade u.
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Figura 73 — Resultados: CRE, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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8.4 SER

SER apresentou 6timo desempenho apresentando aumento para ordens de acuracia

para as velocidades u e v com reducao erro significativa.
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Estes resultados sao expostos pelas figuras 74 e 75. Neste cenario SER se equiparou

a SMER, atingindo grandezas de erro superiores a 107! e acuracias entre 4 e 7.

Figura 74 — Resultados: SER, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade .
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Figura 75 — Resultados: SER, Variavel [;, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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8.5 Resumo do capitulo e conclusoes

CRE, CRE-I e SMER-I apresentaram desempenho abaixo do esperado. SMER-I
apresentou os piores resultados, e neste cenario nao foi utilizado malhas nao uniformes, ques-
tao para ser investigada para trabalhos futuros. CRE e CRE-I apresentaram degeneracao

das ordens, nao esperado e novamente ¢ uma questao para ser investigada.

SER e SMER alcangaram os melhores resultados, apresentando grande superiori-
dade em comparacao com as técnicas listadas anteriormente. Novamente ambas as técnicas

apresentaram grande estabilidade.

Para as variaveis [, foram obtidos resultados similares, mas um pouco inferiores.
Talvez possa ajudar no entendimento do que aconteceu com CRE, CRE-I e SMER-I em

trabalhos futuros. Seus resultados sao expostos de forma qualitativa nos apéndices.
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9 CONCLUSAO

Depois de muitos testes, em geral as técnicas utilizadas obtiveram 6timos resul-
tados, reduzindo o erro nos campos de forma significativa e aumentando suas ordens de

acuracia, sem a necessidade da realizagdo de novas simulacoes.

Agora, em partes, comecando por FRE. Embora tenho sido testada apenas em
problemas unidimensionais se mostrou eficaz. Infelizmente sé foi possivel reproduzir os
resultados encontrados na literatura, para casos especificos, as equacoes de Burgers 1D
e Poisson com termo fonte T' = sen(mz) , e com a ressalva que precisa ser discretizado
para malhas uniformes. Caso contrario, FRE tem desempenho similar com a técnica
classica (CRE), que se manteve estavel até mesmo para as malhas ndo uniformes em
geral, conseguindo progredir ao menos uma ordem verdadeira de acuracia com reducao
do erro, nao progredindo para mais extrapolagoes m > 1. Lembrando que para FRE,
nao foi possivel mensurar a acuracia de suas solugoes, com excecao dos casos especificos,

comentados anteriormente.

A ideia de FRE ou até mesmo CRE com interpolagao (CRE-I) ¢é fazer com
CRE consiga progredir, para mais extrapolacoes, tanto na reducao do erro como no
aumento da ordem de acuracia. Ambas técnicas modificam o termo de correcdo C' para os
nos nao coincidentes, e enquanto se mantiverem estaveis, CRE consegue evoluir, porque
para os pontos coincidentes, varidveis do Tipo I (Segao 2.4.1), obtidos com MER ou ER
(para m = 1) é eficaz em geral, e dificilmente ndo vai funcionar com condigoes ideais, isto

é, quando o erro numérico esta afetado somente por Fh.

O termo estavel, neste contexto, refere-se ao fato de nao influenciar negativamente
no desempenho, fato que pode ser observado no caso unidimensional, tanto CRE com
FRE e CRE-I, quando funcionaram. Por exemplo, Poisson com termo fonte 7" = sen(wx)
com malha uniforme, obtiveram resultados similares ou até melhores, em comparacao
com SER e SMER, porque conseguiram manter a qualidade obtida com MER (sobre os
pontos coincidentes), em pontos nao coincidentes. E SER e SMER . possuem o defeito de
nao conseguir melhorar a malha mais fina. Por outro lado, ja no caso nao uniforme, as
interpolagoes e FRE nao funcionam com a mesma qualidade e CRE nao consegue progredir
param > 1 e até SMER interpolado nao consegue, por ter como base de funcionamento
as interpolacoes. No entanto SER e SMER, conseguem progredir de forma similar com o
caso uniforme, isto porque sdo aplicagoes de variaveis do Tipo I, e embora as discretizagoes
sejam com malhas nao uniformes, os trabalhos de Celik e Karatekin (1997) e Carvalho
Junior, Marchi e Martins (2015) ja davam fortes indicios que MER poderia funcionar neste
cenario, desde que o refino seja uniforme. Provavelmente para Laplace com malha nao
uniforme, ambas as técnicas poderiam ter obtido melhores resultados, através de um maior

numero de malhas ou as mesmas, no entanto mais acuradas.
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A técnica SMER interpolado se mostrou uma agradavel surpresa, porque mostra
que é possivel misturar variaveis do Tipo I, I e III e ainda conseguir resultados excelentes,

podendo ser considerada um importante complemento para CRE-I e SMER.

CRE-I ja foi desenvolvida em outros trabalhos, por exemplo Moro (2018). Neste
cenario o autor até conseguiu melhores resultados para equacao de Burgers 2D, ja para
Laplace 2D os resultados foram equivalentes, em todos os casos a malha das discretizagoes é
uniforme. Outro complemento desta técnica ¢ uso de interpolagao classica bidimensional de
alta ordem (ver Secao 3.5.2). Porém deve ser dado preferéncia para a proposta pelo autor
em casos que a interpolacao alternativa é aplicavel, devido ao alto custo computacional da

classica.

Uma curiosidade importante: as técnicas SMER e SMER INTERPOLADO
levam esse nome pelo comportamento de suas solucoes, idénticas com MER, isto é, aumento
concomitante da ordem de acuracia e redugao progressiva do erro numérico. Fato que pode
ser facilmente observado nos resultados. A ideia do nome SER segue o mesmo caminho,
mas em comparacao com ER, no entanto, deve ser feito uma alteragdo em seu algoritmo,
bastando apenas retirar a malha fina em cada extrapolacao, tornando esta técnica uma
variacdo de CRE, mas de forma inversa, em que sao beneficiadas as malhas iniciais ao
contrario da técnica original, neste contexto SMER também pode ser considerado uma

forma inversa de CRE. Um exemplo de SER com esta alteracdo pode ser vista na Figura

76.

Figura 76 — SER, excluindo a malha mais fina em cada extrapolacao, Navier-Stokes,
velocidade u, variavel ;.
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9.1 CONTRIBUICOES PARA LITERATURA

Através deste trabalho foi possivel iniciar um estudo inicial para utilizagdo CRE
em campos, envolvendo malhas nao uniformes, foram acrescidas novas abordagens para
reducao dos erros, através das versoes inversas de CRE: SMER e SER, e complementos
para técnicas ja existentes: SMER interpolado (SMER-I) e a utilizagao de interpolagao
cldssica no caso 2D, para CRE com interpolacao (CRE-I). Destaque para SMER-I que

mostrou a possibilidade de misturar variaveis do tipo I, II e III.

Também foi introduzido o conceito de submalhas. Este conceito em particular
através de SER, SMER e SMER-I foram testadas em varios modelos e alguns casos
apresentaram desempenho muito superior em comparacao com técnicas ja existentes na

literatura.

9.2 TRABALHOS FUTUROS

Sugestoes de trabalhos futuros:

o Utilizar outras técnicas de discretizagao, por exemplo: Volumes Finitos;
o Abordar malhas nao ortogonais, triangulares, nao estruturadas, etc. ;

e Se possivel, encontrar uma forma de melhorar as malhas mais finas, através das
técnicas SMER e SER;

o Investigar problemas de convergéncia e degeneracao de ordens relados nos experi-

mentos;

o Abordar mais variaveis de interesse de MER, ficou faltando as do tipo IV e V.

Variaveis do Tipo V, sao na teoria as mais complexas.
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APENDICE A - DISCRETIZACOES

Neste apéndice sao apresentadas as discretizagdes empregadas e algoritmos para Di-
ferencas Finitas, utilizados na resolu¢ao dos modelos matematicos, cuja solugdes numéricas

nao foram obtidas através de cddigos cedidos pelo grupo de CFD da UFPR.

A estrutura das malhas utilizadas é apresentado pela Figura 77, cuja base parte
da discretizacao feita em torno no P, e seus vizinhos W,E, N e S, as variaveis hy, hg,hy
e hg representam a distancia entre estes pontos em relagao ao ponto P, respectivamente,
conforme ¢ ilustrado na Figura 77. Note que o caso unidimensional é andlogo, basta
desconsiderar os pontos N e S. Naturalmente os nés P, E' e W sdo unidimensionais, assim

como suas derivadas, nesta situagao.

o N = (.'11--3:, 'T'.)"—l)

hw = x; — x4

he = xiv1 — T
hy = yj1— ¥y hn

hs =yj—yj-

Py hg
° * °
W= (zi-1,5)) P = (i, ) E = (zi+1.y;)
hg
® S — (.‘I_‘..‘,j, -'1'-1-_-,1'—1)

Figura 77 — Malha nao uniforme, discretizada para diferengas finitas.
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Avancando, as aproximacoes utilizadas pela serie de Taylor em torno do né P, sao

as seguintes:

(2 o (S ()2
TE:TP+<Z§P>hE+<ZZP)’?+...g<ggp>(hﬁ)f, (A.2)
1= (G, ) (5e,) 5 (5, 5 e

Deste modo, obtém-se aproximagoes do do tipo CDS, vistas no capitulo 2:

e (Caso nao uniforme

<82T> N Q(hETW + hwTg — (hW + hE)Tp) (A 5)
81’2 P (hW -+ hE)hwhE ’ .
<82T'> -~ 2(h,NTS —I— hSTN - (hS + hN)TP) (A 6)
dyQ P (hS + hN)hshN .
e
or Ty — Tw
— ~ AT
(al’)P hW + hE ( )
e (Caso uniforme
Considerando
hN = hS = hy e hE = hW = hx, (AS)
obtém-se o T - T
w+ 1 —2Tp
R ~ A9
<8x2 )P hZ , (A9)
9°T Te+TNn—2Tp
i ~ A.10
<892 >P hi ( )
oT Ty — Tw
i ~ A1l
<3x>P 2h.,, ( )

Nas préximas segoes sao apresentadas as discretizagoes e algoritmos para cada

modelo matematico, em que sao utilizadas estas aproximacoes.
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A.1 Laplace 2D

Dado o modelo matematico apresentado na Se¢ao 3.6.2

T2 ' Oy
— sen(mz), T(0,y) = T(Ly) = T(x,0) = 0

0*T 0T
+— =0,z,y € [0,1] (A12)
T(x,1)

. . 52 o2 1. . ~ ~
Para aproximas as derivadas 2% e 2L utiliza-se as aproximacoes dadas pelas equacoes
Oz oy?

(A.5) e (A.6). Portanto, a Equacao (A.12) pode ser reescrita aproximadamente da seguinte

forma, para o ponto P:

Q(hETW + hyw1Ty — (hW —+ hE)Tp) Q(hNTS + hsTn — (h,s —+ hN)Tp)

(hw + hg)hwhs (hs + hy)hshy =0 (ALY
ou
Tr <(hw +2hE)hE " +2hE)hW " s +2hN)hs " (s +2hN)hN> = (A
e Gt e i T el P s G i
reagrupando no formato
aplp = agTg + awTw + anTn + asTy (A.15)
obtém-se os coeficientes internos do modelo, para os casos:
o (Caso nao uniforme
ap = (thhE)hE (A.16)
N i
ag = (hs—i-2hzv)hs (A.18)
N (hs +2hN)hN (A.19)

ap=ag +aw +as + ay (A.20)
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e (Caso uniforme

hn = hg = h, (A.21)
hg = hw = h, (A.22)

1

1

1

y

1

y
ap=agp +awy +ag+ ay (A.27)

Os contornos sao os seguintes:

Tp = sen(wx), para P = (z,1) (A.28)
Tp=0,para P=(0,y), P=(l,y) e P = (z,0) (A.29)
z,y € [0,1]. (A.30)

Para resolver a equacao discretizada para os contornos internos utiliza-se o solver

Gauss-Seidel,

Tp — apgTe +awTw + anTy + CLSTS’ (A.31)

ap

em resumo o Algoritmo 8, mostra os passos da resolu¢ao do modelo.

Algoritmo 8: Resolu¢ao numérica da Equacao de Laplace.

1. Carregue os contornos, dados pelas equagoes (A.28) e (A.29);
2. Faga Tp = 0, para os pontos fora do contorno do dominio;

3. Obtenha os coeficientes ap,ag,aw,ay € ag internos, dados pelas equacoes
(A.16-A.20) (caso nao uniforme) ou (A.21-A.27) (caso uniforme);

4. Aplique o Gauss-Seidel somente para os pontos internos (Equagao (A.29) );
5. Repita o passo anterior até satisfazer um critério preestabelecido.

6. Escreva os campos e variaveis de interesse.
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A.2 Burgers 1D

Dado a variagao da equacao de Burgers 1D, apresentado na se¢ao 3.6.3

dT d2T Re2eacRe< rRe eRe)
T— 0,1
d:UR dx? (efte — ) € 0.1 (A.32)
T(0) = 0;T(1) =

2 . e . ~
4T avaliado no ponto P, utiliza-se uma aproximacio do

dr2?
tipo CDS, dada pela Equacdo (A.5), a varidvel T aT avaliada no ponto P, para o termo gT

Para aproximar o termo
utiliza-se a aproximacao CDS, dada pela equacao (A.6) o termo 7' é linearizado (T}), isto
drT ar T — Ty

T=—) =Tp ~ T <EW> , (A.33)
dr ) , dx P hw + hg
em que T representa a temperatura avaliada em P, na iteracao 7 anterior, isto é

To =TS, =123, (A.34)

T = 0. (A.35)

Deste modo, a Equagao (A.32) pode ser reescrita aproximadamente da seguinte

forma, para o ponto P

Re(T]’E,TE — T;Tw) . 2(hETW + hWTE — (hW + hE)Tp) R€2 xRe( whe _ €Re)

_ A.36
hW + hE (hW + hE)hwhE (GRB — 1)2 ( )
ou
ATp =Ty + T + 2Sphwh A.37
r v hw + hg b hw + hg rhwhe )
em que
RQQQPRe(ePRe _ eRe)
_ A.38
Sp (efe —1)? ( )
Portanto obtém-se os termos dos contornos internos da discretizagao
2(hwhg)ReT) + 4hg
= A.40
aw hw + hg ( )
= A4l
e hw + hg ( )
bp = 2Sphwhg (A.42)

os contornos esquerdo e direito sao os seguintes:
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« Contorno esquerdo

aw = 0; (A.43)
ap = 1; (A45)
bp = 0. (A.46)
e Contorno direito
ap = 0; (A.48)
ap = 1; (A.49)
bp = 1 (A.50)

Para resolver a equagao discretizada utiliza-se o solver TDMA de forma iterativa,
porque é necessario atualizar os termos 77, em resumo o Algoritmo 9 mostra os passos da

resolucao do modelo.

Algoritmo 9: Resolugao numérica da Equacao de Burgers 1D.

1. Obtenha os coeficientes ap,ap,ay € bp internos e contornos (equagoes (A.39-A.50)).
2. Aplique o TDMA, utilizando os coeficientes ap,ag,aw e bp, obtidos no item anterior.
3. Atualize os coeficientes internos ay e ap (equagoes (A.40) e (A.41)).

4. Aplique o TDMA novamente, utilizando os novos coeficientes internos.

5. Repita os passos 3 e 4, até alcancar algum critério preestabelecido.

6. Escreva os campos e variaveis de interesse.

A.3 Poisson 1D

Dado os modelos matematicos apresentados na Segao 3.6.1

Ty, —
21 = —963”" z € [0,1]
dx 9 5 3 (caso 1), (A.51)
T(0)=2: Ty(1) = —— +5
(=2 ="
d*T )

= —n’sen(mz) z € [0,1]

T5(0) =T5(1) =0

dx?

(caso 2). (A.52)

Para aproximar a derivada de segunda ordem, utiliza-se uma aproximagao do tipo CDS

dado pela Equagao (A.5), deste modo pode-se reescrever os modelos mateméticos das
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seguintes formas aproximadas:

T + hw T = (b + hie) T

_g A53
(hw + hg)hwhg P (A.53)
ou
hE hW SP
Tp=—"t 7,4+ —"W T huhpoL. A 54
"7 (hw + hg) W+(hw+hE) BT ( )

Portanto da equagao (A.54), obtém-se os elementos do contorno interno da discretizagao:

he
= — = A.55
“w hw + hg’ ( )
hw
@ = —w__ A.56
(hw + hg) (4.56)
a, = 1, (A.57)
S
b, = —hWth (A.58)
em que
=9 ap
— 1
Sp = 5 ¢ (caso ) (A.50)
—7?sen(wP), (caso 2)

Os contornos esquerdo e direito, sao os seguintes:

« Contorno esquerdo

ap = 1; <A62)
bp = F(0) (A.63)
e Contorno direito
ap = 1; <A66)
bp = F(1) (A.67)
em que
et 2 1
Fa)={ 3¢ Tt (casol) )y (A.68)
sen(mz), (caso 2)

Com a discretizacao do modelo matematico, obtendo os elementos do contorno

interno, direito e esquerdo, aplicou-se o método TDMA, para resolver o sistema linear
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tridiagonal, gerado desta discretizacao, o algoritmo 10 apresenta a resolugao do modelo de

forma resumida.

Algoritmo 10: Resolucao numérica da Equagao de Poisson 1D.

1. Obtenha os coeficientes ap,ag,ay e bp internos e contornos (equagoes (A.55-A.67)).
2. Aplique o TDMA, utilizando os coeficientes ap,ag,aw € bp, obtidos no item anterior.

3. Escreva os campos e variaveis de interesse, para cada caso.
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APENDICE B — ALGORITMOS GERAIS

Neste apéndice sao apresentados algoritmos gerais detalhados em formato de

pseudocodigo da maioria das técnicas utilizadas no trabalho, todavia, lembrando na

notacao utilizada para variaveis do tipo ¢

m
s €I que

m: representa o nivel da extrapolacao,
¢: variavel de interesse,
g: nimero da malha,

p: posicao do ponto.

Naturalmente, existem outras formas de realizar as operagoes, talvez mais econo-

micas e rapidas. Os algoritmos apresentados foram citados no trabalho e sdo voltados para

Diferencas Finitas, considerando a notacgao lexicografica e pontos com indices 0,1, 2, - - -.

Algoritmo 11: Algoritmo SUBER 2D, para diferencas finitas.

-

Entrada: Obter G solugbes numéricas distintas: (b(ip com Nx+1e Ny+1

(Nz > 0e Ny > 0 pares) nos na diregdo = e y respectivamente; gb%p com
2Nx +1e 2Ny + 1 nés na direcao x e y respectivamente; - - -, OG’p com
26-INz +1 e 267Ny + 1 nés na direcio x e y respectivamente.

Fornecer o valor de py, (ordem de acuricia das solugdes numéricas).

Saida: ¢, , para g =1,2,3,--- ,G.
parag=1,2,--- G —1 faga

Nzl =29Nz + 1
Nyl =29Ny +1
k=1
para j = 13,5,--- \Nyl faca
parat =135, --- ,Nxl faga
p=i+ Nzl(j—1)
0 0

1 _ 40 4+ Zotlp  Pgk
9.k g+1,p oL — 1

E=Fk+1

para g = (G faga

Obtenha gb;p através do Algoritmo 3 (CRE 2D classico), para g = G.
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Algoritmo 12: Algoritmo SMER 1D, para diferencas finitas.
Entrada: Fornecer o valor de Niciat, Po, 7 € dv (ntimero de ndés da malha mais

grossa, ordem de acuracia das solugoes numéricas, razao de refino das
malhas e variacdo das ordens verdadeiras pg,p1,ps,.., respectivamente).
Obter G solugoes numéricas distintas: gzﬁ(f’p com nos p = 0,1, ,Nipicial;
9, comnés p=012 - rNipiciat; - -+ ; ¢, com nos
p= 071727 e 7TG_1Ninicial-
1 parag=123,--- .G —1 faga

_ -1
2 Nc =79 Nim‘cial

G=G—-g+1
it=1
parait=g9,9+ 1,9+ 2,--- ,G faga
3 N = Tit_lNinicial
—0
Cbﬁ,o = ?t,O
N = it
para:=1,2,---,N.— 1 faca
—0
t| | [P
—0
5 Cbﬁ,NC = ?t,N
=it +1
6 parai=0,1,--- , N, faga
7 para it =1,2,--- ,G faca
—0
8 | Oito = Cbit,z‘
9 param =1,2,--- ,G — 1 faca
10 Pm—1=po + (m — 1)dv
parag=m-+1,m+2,--- G faca
Ogm—1 — Og—1,m—1
11 L Ogm = Ogm—1 + K pr— i 1
12 para it = 1,2,--- ,G faca
—1
13 B ¢7jt,i = Oit,it—1
14 Calcule e/ou escreva as varidveis de interesse, campos, normas, etc., para 511“ e

Gocomit=12--- .Gei=012---, N, referentes a malha g.
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Algoritmo 13: Algoritmo SMER 2D, para diferencas finitas.

[uny

10

11

12

13

14

15

Entrada: Fornecer o valor de py, r e dv (ordem de acuricia das solugoes numéricas,

razao de refino entre as malhas e variacao das ordens verdadeiras

P0,P1,D2,--, Tespectivamente).

Obter G solugoes numéricas distintas: gb%p com Nz+1le Ny+1 (Nz >0

e Ny > 0 pares) nés na diregdo x e y respectivamente; g’p com rNx + 1

e rNy + 1 noés na direcdo = e y respectivamente; - - - ,qﬁ%’p com 1INz +1

e r9 "INy 4 1 nés na direcdo « e y respectivamente.

parag=123,--- .G —1 faga

0

ity

Nz =r9"1Nz +1
Ny=r9"'Ny+1
N,= Nz Ny
G=G—-g+1
it=1

parait=g¢9,9+ 1,9+ 2,--- ,G faga

Nx=7r9"INz +1

Ny=7r9"'Ny+1

k=1

N = pit=1

para j =1,N +1,2N +1,3N +1,--- , Ny faga

parai=1N+1,2N+1,3N+1,---, Nz faca

p=i+Nx(j—1)
a%,k:(b?t,p
k=k+1

it =it +1

parai=1,23---,Nc faga

para it = 1,2,--- ,G faca
—0
Jit,0 = ¢m

param=1,2,--- ,G — 1 faca
Pm-1=po+ (m —1)dv

parag=m-+1,m+2,--- G faca
L Ogom = Ogam—1 + Ogm—1 — Og—1,m—1

rPm-1 — ]

para it = 1,2,--- ,G faca
—1
| Diti = Oitie—1

Calcule e/ou escreva as variaveis de interesse, campos, normas, etc., para ¢

comit=12,---,Gei=12,---,N,, referentes a malha g.

1
it ©
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Algoritmo 14: CRE classico com Interpolacao e FRE 1D (adaptado de Roache e
Knupp (1993)).

Entrada: Obter G solugbes numéricas distintas: ¢(1),p com noés p = 0,1, -+, Niniciat;
0 L ) . 40 .
op com nos p = 0,1,2, -+ 2Nipicial; -+ ; gz, COM NOS

p=01.2- 2 "Nyiciar.
Fornecer o valor de py (ordem de acurécia das solugbes numéricas).
Saida: ¢;7p, para g =23,--- ,Gep=0,1,2,--+ , 29 Nypicia.
1 para g =2,3,--- ,G faga
2 N = 29" Ninicial

para ¢ = 0,2.4,6,..,N faca

0 _ 40
i —1,i/2
3 OO» — g g /
90 oo — 1
1 _ 10 0
4 | Tg0% — gy + Cg,i

5 para i = 0,2,4,6,..,N — 2 facga

6 selecione Corregio faga
7 caso Cldssica faga
0 0
8 CU o Cg,i + Cg,i+2
L g,i+1 — 2
9 caso FRFE faca
0 0
a1 T K
10 k= -F——23" — g
0 g,i+2 0 g,t 0 0
Coiv1 =Cygi +k(C) 10— CF)
11 caso Interpolado faca
12 Aplique o Algoritmo 15 para o n6 i (Mais detalhes, veja Segao 3.5)

1 _ 10 0
13 | Pgiv1 = g,i+1+Cg,i+1




APENDICE B. ALGORITMOS GERAIS 138

Algoritmo 15: Algoritmo célculo da corregao (C') por interpolagdo, para os nés nao

coincidentes, caso unidimensional.

Entrada: Fornecer a correcao (Cy) com seus nés disponiveis da malha g:
0,24,---, N (N par).
Fornecer os nés da malha (z).
Fornecer o grau méximo (p) da interpolagao desejada.
Fornecer a posigao i do nd, antecessora do no a ser interpolado (i + 1).
Saida: C7,, ;.
17=0;c1=1;¢c=1;k=2;kl=i+k;k2=0;k3=0+k2,;
enquanto j <p e c1+c>0 faca

Ou c1+c2=2 (caso central)

2 se k1 < N entao

3 se 7 >0 ej <pentao

4 ponto(j) = k1
k=k+2
kl=1i+k
j=7+1

5 senao

6 cp =0

7 se k3 > 0 entao

8 se 7 >0 ej <pentao

9 ponto(j) = k3
k2=kK2—-2
k3 =1+ k2
j=7+1

10 senao

11 c, =0

12 Calcule a corregao C;jgl, através da interpolacao de grau maximo j — 1, avaliada em
x(i + 1), passando pelos pontos: (z(ponto(k)), Cgmomo(k), k=001,---,j—1).
13 Observacgao: Caso central, faz com que os vizinhos do ponto interpolado tenham a

mesma quantidade, caso contrario segue a légica apresentada na Secao 3.5.
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Neste apéndice sao apresentados resultados adicionais para a variavel [, referente

aos capitulos 4, 5, 6, 7 e 8.

Estao publicados todos os resultados e simulacoes de forma integral neste link:

http://ftp.demec.ufpr.br/CFD/monografias/2020_ Carlos-Carvalho_doutorado/

C.1 MALHA NAO UNIFORME 1D

C.1.1 Poisson

Tabela 16 — Resultados: SMER INTERPOLADO, conjunto (s, Variavel [,,, Malha nao

-1
uniforme, PoissonlD, T" = ?6396 + 3x + 2.

Malha

h

loo: SM-I

loo: SMER-I

Pyt SM-1

Pl SMER-I

= R e
ool vl e == BEo BN I LI NI U R

1.00E-01
5.00E-02
2.50E-02
1.25E-02
6.25E-03
3.13E-03
1.56E-03
7.81E-04
3.91E-04
1.95E-04
9.77TE-05
4.88E-05
2.44E-05
1.22E-05
6.10E-06

8.48836E-02
6.03663E-03
1.49333E-03
3.69191E-04
9.17485E-05
2.28669E-05
5.70786E-06
1.42585E-06
3.56323E-07
8.90633E-08
2.22636E-08
5.56564E-09
1.39137E-09
3.47837E-10
8.69588E-11

8.48836E-02
3.15517E-02
3.80227E-03
1.61679E-04
3.94693E-06
4.96512E-07
6.20594E-08
7.76430E-09
9.70877E-10
1.21379E-10
1.51628E-11
1.89427E-12
2.35156E-13
2.93947E-14
3.67436E-15

3.81367E+-00
2.01521E+00
2.01610E+00
2.00861E+00
2.00442E+00
2.00224E+00
2.00113E+00
2.00057E+00
2.00028E+00
2.00014E+00
2.00007E+-00
2.00004E+00
2.00002E+00
2.00001E+00

1.42777EA+00
3.05278E4-00
4.55566E4-00
5.35626 E+00
2.99083E+00
3.00010E+00
2.99872E+00
2.99950E+00
2.99977E+00
3.00091E4-00
3.00082E4-00
3.00995E4-00
2.99999E+00
2.99999E+00
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Figura 78 — Resultados: SMER, Malhas 7-8, Varidvel [, Poisson 1D com soluc¢ao T'(z) =

10

10-10

10715

10-20

1025

10-30

10-10

10-15

10-20

10-25

10-30

sen(mwz), Malha nao uniforme.

(a) ls, Malha 7

1,:SM

l.: SMER —=—

10 10 103
Tamanho do elemento de malha (h)

(¢) lso, Malha 8

1,:SM —~

l: SMER —=—

10" 104
Tamanho do elemento de malha (h)

*pE

*pE

30

25

20

15

10

30

25

20

15

10

(b) py;, Malha 7

l:SM

:SMER —=—

| .

1070

104
Tamanho do elemento de malha (h)

(d) py, Malha 88

I:SM =

:SMER —=—

10 104
Tamanho do elemento de malha (h)
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Figura 79 — Resultados: SMER, Malhas ¢ = 1,2--- ,14, Variavel [, Poisson 1D com

solucao T' =

100 |

10-10 L

10715

1020 |

10-25 L

10-30 i

10 10

5104 103 102 10!

-1
—e3% + 32 + 2, Malha nao uniforme.

[Je)(oN(oN(oN(oN (o N (o N (o (o]
AP ON_2OOOCONOORWN -~

QQQQaaQ
[ G G G

Tamanho do elemento de malha (h)

Figura 80 — Resultados: FRE, Varidvel [, Poisson 1D com solugao T'(z)

Malha nao uniforme.

sen(mx),

(a) lso (b) g
: 8 (= ‘ :
102 loc, me e
Ioc,m =1 —x—
T, m=2 1
10 I, m=3
6 | |
106
5 | 5 A :
108 \ /\ // | y
a 44 f}\.\ N ]
10719 WA F'Vj AR A /:\\
3 R\ |\ /¥ \‘n\ [ \1\ ):S] \ = |
\'\ :/¥// / \\\ / / \ // \\ \ /'/
10-12 3 \ /{/)//’i \\ ’/ \\\\\ / / 'i} ///’/ \i\\\ /,/‘
2 \1//‘ AP s ‘%‘,/ ‘ \\% t
1014 [, m=0 —— | y \j’ \[ Y
//ﬁ loe,m =1 —— 1t \ %
1016 le,m=2 —— | |
l,,m=3 —5— 0
1070 10 103 102 10 10 10 1073 1072

Tamanho do elemento de malha (h)

Tamanho do elemento de malha (h)
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C.1.2 Burgers

Figura 81 — Resultados: SMER, Malhas 1-2, Variavel .., Burgers 1D com solugao T'(z) =
zRe __ 1
¢ , Re = 1, Malha nao uniforme.

efte — 1

(a) lso, Malha 1

(b) p};, Malha 1

T T 20 T T T
105 lo: SM —<— le: SM —<—
Fle: SMER —=— l.: SMER —=—
10710 - 15 L
10-15 |
4 W10
10-20 i
10725 ] 5 L
1030 | :
L I I I 0 I | I I
10°° 104 103 1072 10" 10°° 104 103 1072
Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)
(¢) loo, Malha 2 (d) p};, Malha 2
5[ - ‘ 20 ‘
10 le: SM —<— le: SM —=—
l.: SMER —=— l.: SMER —=—
10-10 ]
15 +
10-15 J
- W10
1020 ,
10-25 - 5+
1030 | s
0 n

10 104 1073 102
Tamanho do elemento de malha (h)

10 10 103 102
Tamanho do elemento de malha (h)
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Figura 82 — Resultados: CRE-I, Variavel [.,, Burgers 1D com solugao T'(x) =

Re = 1, Malha nao uniforme.

(a) loo

10
106
108
_ 10710 |
10712 |
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/,/% l.,m =1 ¢
10716 | ~# le,m=2 —— | |
4 l,m=3 —=—
1070 10 103 102 10"
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Figura 83 — Resultados: SER, Variavel [, Burgers 1D com solugao T'(x) =

Re = 1, Malha nao uniforme.
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C.2 MALHA UNIFORME 1D

C.2.1 Poisson

Figura 84 — Resultados: SMER, Malhas 7-8, Variavel [, Poisson 1D com solugao T =

1070

10710

10-15

1020

10-25

1030

10710

10715

1020

1025

1030

sen(mx), Malha uniforme.

(a) loo, Malha 7

1,:SM

l,: SMER — =

10 10 103
Tamanho do elemento de malha (h)

(c) I3, Malha 8

1,:SM

l,: SMER — =

10" 104
Tamanho do elemento de malha (h)
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0 &
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Tabela 17 — Resultados: SMER, Malha base 13, Variavel [, Poisson 1D com solucao

-1
T = ?6396 + 3x + 2, Malha uniforme.

Malha h loo: SM loo: SMER pg: SM Py SMER

13 2.44E-05 5.73062E-10 5.73062E-10
14 1.22E-05 1.43266E-10 3.84268E-20 2.00000E4-00 3.37959E+01
15 6.10E-06 3.58164E-11 3.66033E-28 2.00000E+00 2.66456E+01

Tabela 18 — Resultados: SMER, Malha base 14, Variavel [, Poisson 1D com solucao
-1
T= ?631 + 3z + 2, Malha uniforme.

Malha h l: SM  1:SMER  pi: SM p: SMER

14 1.22E-05 1.43266E-10 1.43266E-10
15 6.10E-06 3.58164E-11 2.40168E-21 2.00000E4-00 3.57959E4-01

Figura 85 — Resultados: SMER, Malhas ¢ = 1,2---,14, Variavel [, Poisson 1D com

—1
solucao T = ?63’” + 3x + 2, Malha uniforme.

g=1 ——
5 g=2
10™ L 9=3
g=4
g=5
10-10 L g=6 PN
g=7 —o
g=8 o
-15 g=9 —a—
- P
g:
g=12
1020 | g=13
g=14 —+—
10-25 L
10-30 i

10 105 10 103 102 107
Tamanho do elemento de malha (h)
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Figura 86 — Resultados: SMER INTERPOLADO (SMER-I), Poisson 1D, T' = ?63:5 +
3z + 2, Variavel [, Malha uniforme, conjunto (.
(a) loo (b) Pk
105 | ] 12 +
10 +
10710 :
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10-15 L | Lg_
* 6 L
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1020 | . 4l
102° | 4 e I e I
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Tamanho do elemento de malha (h) Tamanho do elemento de malha (h)

—1
Figura 87 — Resultados: CRE cléssico (CRE), Variavel l,, Poisson 1D, T = ?63z+33¢+2,

Malha uniforme.
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Figura 88 — Resultados: Normas I, e pj;, CRE com FRE (FRE), Poisson 1D, Malha

uniforme.
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C.2.2 Burgers

Figura 89 — Resultados: SMER, Malhas 1-2, Variavel .., Burgers 1D com solugao T'(z) =
TzRe __
‘ 1, Re = 1, Malha uniforme.
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Figura 90 — Resultados: CRE com interpolacao (CRE-I), Variavel [, Burgers 1D,Re = 1,

, Malha uniforme.

100
10 ¢
10710 |
10715 L
1020 ¢
1025
1030

10-35 L

10-40 L

*pE

8

8

8

§84388

3

QOB WN =~ O

SRAAN

Figura 91 — Resultados: SER, Variavel [, Burgers 1D,Re = 1, T' = R 1
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C.3 LAPLACE 2D

C.3.1 Malha uniforme

Figura 92 — Resultados: SMER, Malhas 1 e 6, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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Figura 93 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2,--- .9, Variavel [, Laplace 2D, Malha

uniforme.
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Figura 94 — Resultados: SMER-I, Conjunto (3, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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Figura 95 — Resultados: CRE, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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Figura 96 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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Figura 97 — Resultados: SER, Variavel [, Laplace 2D, Malha uniforme.
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C.3.2 Malha nao uniforme

Figura 98 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2,--- .9, Variavel [, Laplace 2D, Malha
nao uniforme.
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Figura 99 — Resultados: SMER, Malhas 1 e 4, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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Figura 100 — Resultados: SMER-I, Conjunto [, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao

uniforme.
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Figura 101 — Resultados: CRE, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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Figura 102 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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Figura 103 — Resultados: SER, Variavel [, Laplace 2D, Malha nao uniforme.
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C.4 BURGERS 2D

Figura 104 — Resultados: SMER, Malhas g = 1,2,--- |9, Burgers 2D, Variavel 1., Re = 1.
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Figura 105 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, veloci-

dade wu.
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Figura 106 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, veloci-
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Figura 107 — Resultados: SMER-I, Conjunto (85, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, veloci-
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Figura 108 — Resultados: SMER-I, Conjunto (5, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, veloci-
dade v.
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Figura 109 — Resultados: CRE, Variavel [,
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Figura 110 — Resultados: CRE, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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Figura 111 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade .
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Figura 112 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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Figura 113 — Resultados: SER, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade u.
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Figura 114 — Resultados: SER, Variavel [, Burgers 2D, Re = 1, velocidade v.
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C.5 NAVIER-STOKES

Figura 115 — Resultados: SMER, Variavel t,,, Malhas ¢ = 1,2, --- .8, Navier-Stokes 2D.
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Figura 116 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade
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Figura 117 — Resultados: SMER, Malha base 1, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade
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Figura 118 — Resultados: SMER-I, Conjunto s, Variavel .., Navier-Stokes 2D, velocidade
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Figura 119 — Resultados: SMER-I, Conjunto s, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade
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Figura 120 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade u.
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Figura 121 — Resultados: CRE-I, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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122 — Resultados: CRE, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade wu.

Figura 123 — Resultados: CRE, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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Figura 124 — Resultados: SER, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade u.
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Figura 125 — Resultados: SER, Variavel [, Navier-Stokes 2D, velocidade v.
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