
Documentação do código Mach-2D.

Escoamento bidimensional externo sobre a parte frontal de um

corpo de simetria plana ou axial.

Euler

Versão: 5.8.2.1

(Revisão - 001)

Eduardo Germer

Guilherme Bertoldo

Jonas Joacir Radtke

Julho de 2012

Conteúdo

1 Descrição conceitual 2

1.1 Características do �uido e do escoamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Condições iniciais e de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Modelagem matemática 3

2.1 Equações de conservação para simetria plana ou axial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Equações de conservação para coordenadas curvilíneas ξη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Condição inicial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.4 Codições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.4.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.4.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.5 Grandezas de interesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.6 Propriedades geométricas no sistema ξη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3 Modelagem numérica 7

3.1 Integração das equações de transporte em um volume elementar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.2 Geração da malha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.2.1 Geração dos nós do contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2.2 Geração dos nós do contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2.3 Geração dos nós intermediários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.3 Aproximações para os termos geométricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.3.1 Cálculo de x e y nos centroides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3.2 Cálculo de r = y nas faces e centroides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3.3 Cálculo das derivadas de x e y em relação a ξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3.4 Cálculo das derivadas de x e y em relação a η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3.5 Cálculo do jacobiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3.6 Cálculo das componentes do tensor métrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.4 Aproximações para as variáveis nas faces dos volumes reais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.5 Acoplamentos pressão-velocidade (SIMPLEC) e pressão-densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.6 Equação para a correção da pressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.7 Aproximações para as codições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.7.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.7.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.7.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1



3.7.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.7.5 Canto sudoeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.7.6 Canto sudeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.7.7 Canto noroeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.7.8 Canto nordeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.8 Extrapolações das velocidades nodais para os volumes �ctícios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.8.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.8.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.8.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.8.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.8.5 Cantos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.9 Extrapolação das temperaturas nodais para os volumes �ctícios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.9.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.9.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.9.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.9.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.9.5 Cantos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.10 Extrapolação das pressões nodais para os volumes �ctícios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.10.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.10.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.10.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.10.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.10.5 Cantos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.11 Coe�cientes do SIMPLEC para as faces dos contornos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.11.1 Contorno norte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.11.2 Contorno sul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.11.3 Contorno leste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.11.4 Contorno oeste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.12 Resolução dos sistemas lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.13 Resíduos dos sistemas lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.14 Estimativa do erro de iteração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.15 Aproximações para as grandezas de interesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.15.1 Distribuição de temperatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.15.2 Distribuição do coe�ciente de pressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.15.3 Coe�ciente CpDf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.16 Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

A Transformação das equações de transporte do sistema xy para o ξη 24

1 Descrição conceitual

1.1 Características do �uido e do escoamento

1. Compressível

2. Contínuo

3. Não-reativo

4. Invíscido

5. Gás termicamente perfeito, isto é, a entalpia h e a energia interna ε por unidade de massa são funções
apenas da temperatura

6. Sem radiação térmica

7. Propriedade constante: constante do gás (Rg)

8. Propriedades variáveis com a temperatura T :

• cp: calor especí�co a pressão constante

• cv: calor especí�co a volume constante

• γ: razão entre cp e cv
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9. Sem dissipação viscosa

10. Sem forças externas

11. Escoamento estacionário

12. Escoamento bidimensional plano ou axisimétrico

1.2 Condições iniciais e de contorno

1. Escoamento estacionário com transiente distorcido.

2. Escoamento não perturbado na entrada.

3. Escoamento localmente parabólico na saída.

4. Sem troca de calor com as paredes.

5. Com deslizamento do �uido sobre as paredes.

6. Gradiente de pressão, normal à parede, nulo.

7. Escoamento com simetria bidimensional plana ou axial.

2 Modelagem matemática

2.1 Equações de conservação para simetria plana ou axial

A dinâmica do escoamento é descrita através das equações de Euler com as hipóteses feitas acima. Estas
equações podem ser escritas de maneira concisa, tanto para a simetria plana quanto axial (detalhes sobre as
equações de Euler em diversos sistemas coordenados podem ser vistos no Apêndice B da Ref. [1]), como

Cφ
[
∂(ρφ)

∂t
+
∂(ρuφ)

∂x
+

1

r

∂(ρrvφ)

∂y

]
= Pφ, (1)

onde t é o tempo, x e y são as coordenadas cartesianas, no caso da simetria plana, ou as coordenadas cilíndricas
nas direções axial e radial, respectivamente, no caso da simetria axial, u e v são as componentes do vetor
velocidade nas direções de x e y, respectivamente, r = yf , onde f = 0 para a simetria plana e f = 1 para a
simetria axial e ρ é o campo de densidade. As expressões para φ, Cφ, e Pφ são dadas a seguir associadas aos
princípios de consevação da massa, quantidade de movimento e energia.

• Equação de conservação da massa

φ = 1 (2)

Cφ = 1 (3)

Pφ = 0 (4)

• Equação de conservação da quantidade de movimento em x

φ = u (5)

Cφ = 1 (6)

Pφ = −∂p
∂x

(7)

Na equação anterior, p é o campo de pressão.

• Equação de conservação da quantidade de movimento em y

φ = v (8)

Cφ = 1 (9)

Pφ = −∂p
∂y

(10)
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• Equação de conservação da energia térmica

φ = T (11)

Cφ = cp (12)

Pφ =
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ v

∂p

∂y
(13)

Nas equações anteriores, T é o campo de temperatura e cp é o calor especí�co à pressão constante.

O conjunto de equações obtidos da equação (1) para φ = 1, u, v e T deve ser complementado com a equação
de estado, que neste projeto é a equação de estado dos gases ideais

p = ρRgT, (14)

onde Rg é a constante do gás.

2.2 Equações de conservação para coordenadas curvilíneas ξη

Para realizar o cálculo numérico, é conveniente que as equações de transporte (1) sejam escritas em um sistema coordenado
curvilíneo que se adapte aos contornos do domínio de cálculo. Sejam ξ e η as coordenadas curvilíneas. Então, com base
na mudança de coordenadas

x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), (15)

as equações de conservação (1) �cam reescritas como

Cφ
[

1

J

∂(ρφ)

∂t
+

1

r

∂(ρrUφ)

∂ξ
+

1

r

∂(ρrV φ)

∂η

]
= Pφ, (16)

onde J é o jacobiano da transformação
J = [xξyη − xηyξ]−1 , (17)

U e V são as componentes contravariantes do vetor velocidade sem normalização métrica

U = uyη − vxη, V = vxξ − uyξ (18)

e α, β e γ são componentes do tensor métrico dadas por

α = x2
η + y2

η, β = xξxη + yξyη, e γ = x2
ξ + y2

ξ . (19)

As expressões para Pφ são dadas por

P 1 = 0, (20)

Pu =
∂(pyξ)

∂η
− ∂(pyη)

∂ξ
= yξ

∂p

∂η
− yη

∂p

∂ξ
, (21)

P v =
∂(pxη)

∂ξ
− ∂(pxξ)

∂η
= xη

∂p

∂ξ
− xξ

∂p

∂η
, (22)

PT =
1

J

∂p

∂t
− uPu − vP v. (23)

As transformações apresentadas acima são deduzidas no Apêndice A.

2.3 Condição inicial

p = p∞ (24)

T = T∞ (25)

u = u∞ (26)

v = 0 (27)

2.4 Codições de contorno

2.4.1 Contorno norte

p = p∞ (28)

T = T∞ (29)

u = u∞ (30)

v = 0 (31)
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Figura 1: Esquema dos contornos do domínio de cálculo.

2.4.2 Contorno sul

(n̂ · ∇)p = 0 (32)

(n̂ · ∇)T = 0 (33)

n̂ · u = 0 (34)

2.4.3 Contorno leste

Escoamento localmente parabólico:
(u · ∇)φ = 0, φ ∈ {p, T, u, v} (35)

2.4.4 Contorno oeste

(n̂ · ∇)φ = 0, φ ∈ {p, T, u} (36)

v = 0 (37)

2.5 Grandezas de interesse

As principais variáveis de interesse neste trabalho são a distribuição de pressão e temperatura sobre a superfície do corpo
(propriedades locais), bem como o coe�ciente de arrasto frontal (propriedade global).

A distribuição de pressão será dada em termos do coe�ciente de pressão Cp, de�nido por

Cp =
p− p∞
q∞

, (38)

onde q∞ é a pressão dinâmica,

q∞ =
ρ∞u

2
∞

2
. (39)

O coe�ciente Cp e a distribuição de temperatura podem ser obtidos facilmente após a solução das equações de transporte.
O coe�ciente de arrasto CD é de�nido como

CD =
Fx

Abq∞
, (40)

onde Fx é a componente da força do �uido sobre o corpo na direção do escoamento (neste caso axial) e Ab é a área da
base do corpo.

Nas coordenadas cartesianas, a componente Fi[2] da força do �uido (invíscido) sobre o corpo é dada por

Fi =

∮
S

pdAi, (41)

onde a integração deve ser feita sobre toda a superfície do corpo. Neste projeto, é de interesse apenas a força que age
sobre a superfície frontal. Levando-se em conta que a força é causada pela pressão apenas, o coe�ciente de arrasto
associado à força sobre a superfície frontal é escrito como

CDf = CpDf (42)

onde Cp
Df

é a componente do arrasto causado pela pressão na superfície frontal.

5



Utilizando as simpli�cações das simetrias plana e axial, Cp
Df

é escrito como

Cp
Df

=
2f

q∞r
f+1
b

∫ lr

0

(p− p∞) r
dy

dx
dx. (43)

Com base no sistema coordenado ξη e considerando que a parede do corpo esteja sobre uma linha η estendendo-se
de ξi a ξf , então é possível escrever

CpDf =
2f

q∞r
f+1
b

∫ ξf

ξi

(p− p∞) ryξ dξ. (44)

2.6 Propriedades geométricas no sistema ξη

Seja r o vetor posição de um ponto cujas coordenadas são (x, y). Em termos dos vetores unitários i e j, nas direções do
eixo x e y, respectivamente, e lembrando que x = x(ξ, η) e y = y(ξ, η), o vetor posição é dado por

r = x(ξ, η)i + y(ξ, η)j. (45)

Com base na eq. (45), os vetores Eξ e Eη, tangentes às linhas de η e ξ constantes, respectivamente, são dados por

Eξ =
∂r

∂ξ
= xξi + yξj, (46)

Eη =
∂r

∂η
= xηi + yηj. (47)

Por outro lado, os vetores Eξ e Eη, normais às linhas de ξ e η constantes, respectivamente, são dados por

Eξ = ∇ξ =
∂ξ

∂x
i +

∂ξ

∂y
j = J(yηi− xηj), (48)

Eη = ∇η =
∂η

∂x
i +

∂η

∂y
j = J(−yξi + xξj), (49)

onde foram usadas as relações de transformação[3]

∂ξ

∂x
= Jyη, (50)

∂ξ

∂y
= −Jxη, (51)

∂η

∂x
= −Jyξ, (52)

∂η

∂y
= Jxξ, (53)

lembrando que J é o jacobiano da transformação

J = [xξyη − xηyξ]−1 .

O produto interno entre os vetores das eqs. (46) e (49) satisfazem às seguintes propriedades

Ei ·Ej = δji , Ei ·Ej = gij , Ei ·Ej = gij , (54)

onde

gξξ = γ = x2
ξ + y2

ξ , (55)

gξη = β = gηξ = xξxη + yξyη, (56)

gηη = α = x2
η + y2

η (57)

e

gξξ = J2α = J2(x2
η + y2

η), (58)

gξη = −J2β = gηξ = −J2(xξxη + yξyη), (59)

gηη = J2γ = J2(x2
ξ + y2

ξ). (60)

No sistema coordenado ξη, o gradiente de uma função φ(ξ, η) �ca

∇φ = Eξ ∂φ

∂ξ
+ Eη ∂φ

∂η
. (61)
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(a) Sistema cartesiano (b) Sistema curvilíneo

Figura 2: Volume de controle genérico P no sistema coordenado cartesiano 2(a) e no sistema curvilíneo 2(b).

3 Modelagem numérica

3.1 Integração das equações de transporte em um volume elementar

No método dos volumes �nitos, as equações de transporte devem ser integradas em cada volume elementar do domínio
de cálculo e em um intervalo de tempo [t−∆t, t]. A Fig. 2 ilustra um volume elementar no sistema coordenado xy e o
correspondente volume no sistema transformado ξη. No sistema coordenado transformado, a integração sobre o volume
elementar e sobre o intervalo de tempo é dada pela expressão∫ t

t−∆t

∫ ηn

ηs

∫ ξe

ξw

2πr [· · ·]dξ dη dt′, (62)

onde [· · ·] representa o termo a ser integrado.
Com o auxílio da aproximação totalmente implícita para a integração temporal,

1

∆t

∫ t

t−∆t

ψ(t′)dt′ = ψ(t) +O(∆t), (63)

e da regra do retângulo para a integração espacial,

1

∆ξ∆η

∫ ηn

ηs

∫ ξe

ξw

ψ(ξ, η)dξdη = ψ(ξP, ηP) +O(∆ξ2) +O(∆η2) (64)

onde ψ é uma função genérica e
∆ξ = ξe − ξw, ∆η = ηn − ηs, (65)

as equações de transporte (16) �cam

Cφ
P

[
r

J

(ρφ)− (ρφ)◦

∆t
+
∂(ρrUφ)

∂ξ
+
∂(ρrV φ)

∂η

]
P

=
(
rPφ

)
P

+O(∆t) +O(∆ξ2) +O(∆η2). (66)

O índice ◦ na Eq. (66) indica o valor da variável no instante t −∆t e a ausência deste índice indica o valor da variável
no instante t.

Para levar em conta o balanço de cada propriedade φ no volume elementar, as derivadas em relação a ξ e η na
Eq. (66) são aproximadas em termos dos valores das funções nas faces, de modo que

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
P

=
ψe − ψw

∆ξ
+O(∆ξ2) (67)

e
∂ψ

∂η

∣∣∣∣
P

=
ψn − ψs

∆η
+O(∆η2), (68)

o que conduz a

CφP

[
(MPφP)− (MPφP)◦

∆t
+
Ṁeφe − Ṁwφw

∆ξ
+
Ṁnφn − Ṁsφs

∆η

]
= rPP

φ
P

+ O(∆t) +O(∆ξ2) +O(∆η2) (69)

onde
MP =

(ρr
J

)
P

, Ṁe = (ρrU)e , Ṁw = (ρrU)w , Ṁn = (ρrV )n , Ṁs = (ρrV )s . (70)
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As expressões para Pφ
P
são

P 1
P = 0 (71)

PuP =
(pyξ)n − (pyξ)s

∆η
−

(pyη)e − (pyη)w
∆ξ

(72)

P vP =
(pxη)e − (pxη)w

∆ξ
−

(pxξ)n − (pxξ)s
∆η

(73)

PTP =
1

JP

pP − p◦P
∆t

− uPPuP − vPP vP . (74)

3.2 Geração da malha

3.2.1 Geração dos nós do contorno norte

x(ξ) = la

(
ξ − ξi
ξf − ξi

)2

+ lr − la, ξi ≤ ξ ≤ ξf (75)

y(ξ) = lb

√
1−

(
x− lr
la

)2

. (76)

3.2.2 Geração dos nós do contorno sul

x(ξ) = lr

(
ξ − ξi
ξf − ξi

)αξ
, ξi ≤ ξ ≤ ξf (77)

y(ξ) = g(x), (78)

onde αξ é um parâmetro livre. Se αξ = 1, então há uma distribuição uniforme em x, se αξ > 1, há uma concentração de
nós próximos à origem.

3.2.3 Geração dos nós intermediários

Sejam (xi, yi) e (xf , yf ) pontos do contorno sul e norte, respectivamente. A distribuição de nós no segmento de reta que
une estes pontos é dada por

x(η) = (xf − xi)
(
η − ηi
ηf − ηi

)αη
+ xi, ηi ≤ η ≤ ηf , (79)

y(η) = (yf − yi)
(
η − ηi
ηf − ηi

)αη
+ yi, ηi ≤ η ≤ ηf , (80)

onde o coe�ciente αη é ajustado pela fórmula

αη =

log

(√
(xf−xi)

2
+(yf−yi)

2

a1

)
log (ηf − ηi)

(81)

de modo que a largura dos volumes contíguos ao contorno sul seja sempre a1.

3.3 Aproximações para os termos geométricos

As aproximações a seguir são baseadas nas coordenadas dos vértices de um volume de controle genérico do sistema
coordenado ξη, conforme a Fig. 3.

Figura 3: Volume de controle genérico P no sistema coordenado curvilíneo
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3.3.1 Cálculo de x e y nos centroides

Aproximação para as coordenadas dos centroides em todos os volumes de controle reais:

ψP =
ψne + ψnw + ψse + ψsw

4
+O(∆ξ2) +O(∆η2), ψ ∈ {x, y}. (82)

3.3.2 Cálculo de r = y nas faces e centroides

Aproximação para r nas faces leste de todos os volumes reais e dos volumes �ctícios do contorno oeste:

re =
yne + yse

2
+O(∆ξ2). (83)

Aproximação para r nas faces norte de todos os volumes reais e dos volumes �ctícios do contorno sul:

rn =
yne + ynw

2
+O(∆η2). (84)

A aproximação para r nas faces oeste e sul de todos os volumes reais é dada por:

(rw)
P

= (re)W , (rs)P = (rn)
S
. (85)

Nos centroides dos volumes reais, tem-se
rP = yP. (86)

3.3.3 Cálculo das derivadas de x e y em relação a ξ

Para as faces norte de todos os volumes reais e dos volumes �ctícios do contorno sul:

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
n

=
ψne − ψnw

∆ξ
+O(∆ξ2), ψ ∈ {x, y}. (87)

Para as faces sul de todos os volumes reais:(
∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
s

)
P

=

(
∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
n

)
S

, ψ ∈ {x, y}. (88)

Para as faces leste dos volumes reais, exceto as do contorno leste:

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
e

=
ψE − ψP

∆ξ
+O(∆ξ2), ψ ∈ {x, y}. (89)

Para as faces leste dos volumes reais do contorno leste:

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
e

=
ψw − 4ψP + 3ψe

∆ξ
+O(∆ξ2), ψ ∈ {x, y}, (90)

onde

ψw =
ψnw + ψsw

2
+O(∆η2), (91)

ψe =
ψne + ψse

2
+O(∆η2). (92)

Para as faces oeste dos volumes reais do contorno oeste:

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
w

=

(
∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
e

)
W

=
−3ψw + 4ψP − ψe

∆ξ
+O(∆ξ2), ψ ∈ {x, y}. (93)

Para as faces oeste de todos os volumes reais:(
∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
w

)
P

=

(
∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
e

)
W

, ψ ∈ {x, y}. (94)

Para os centroides de todos os volumes reais:

∂ψ

∂ξ

∣∣∣∣
P

=
ψe − ψw

∆ξ
+O(∆ξ2), ψ ∈ {x, y}. (95)
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3.3.4 Cálculo das derivadas de x e y em relação a η

Para as faces leste de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno oeste:

∂ψ

∂η

∣∣∣∣
e

=
ψne − ψse

∆η
+O(∆η2), ψ ∈ {x, y}. (96)

Para as faces norte de todos os volumes reais, exceto as do contorno norte:

∂ψ

∂η

∣∣∣∣
n

=
ψN − ψP

∆η
+O(∆η2), ψ ∈ {x, y}. (97)

Para as faces norte dos volumes reais do contorno norte:

∂ψ

∂η

∣∣∣∣
n

=
ψs − 4ψP + 3ψn

∆η
+O(∆η2), ψ ∈ {x, y}, (98)

onde

ψs =
ψse + ψsw

2
+O(∆ξ2), (99)

ψn =
ψne + ψnw

2
+O(∆ξ2). (100)

Para as faces sul dos volumes �ctícios do contorno sul:

∂ψ

∂η

∣∣∣∣
s

=

(
∂ψ

∂η

∣∣∣∣
n

)
S

=
−3ψs + 4ψP − ψn

∆η
+O(∆η2), ψ ∈ {x, y}. (101)

Para as faces sul de todos os volumes reais:(
∂ψ

∂η

∣∣∣∣
s

)
P

=

(
∂ψ

∂η

∣∣∣∣
n

)
S

, ψ ∈ {x, y}. (102)

Para os centroides de todos os volumes reais:

∂ψ

∂η

∣∣∣∣
P

=
ψn − ψs

∆η
+O(∆η2), ψ ∈ {x, y}. (103)

3.3.5 Cálculo do jacobiano

Para as faces leste de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno oeste:

Je = [xξyη − xηyξ]−1
e . (104)

Para as faces oeste de todos os volumes reais:
(Jw)

P
= (Je)W (105)

Para as faces norte de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno sul:

Jn = [xξyη − xηyξ]−1
n . (106)

Para as faces sul de todos os volumes reais:
(Js)P = (Jn)

S
. (107)

Para os centroides de todos os volumes reais:

JP = [xξyη − xηyξ]−1
P
. (108)

3.3.6 Cálculo das componentes do tensor métrico

Para a face leste de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno oeste:

αe =
(
x2
η + y2

η

)
e
. (109)

Para a face oeste de todos os volumes reais:
(αw)

P
= (αe)W . (110)

Para a face leste de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno oeste:

βe = (xξxη + yξyη)e . (111)

Para a face oeste de todos os volumes reais:
(βw)

P
= (βe)W . (112)

Para a face norte de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno sul:

βn = (xξxη + yξyη)n . (113)

Para a face sul de todos os volumes reais:
(βs)P = (βn)

S
. (114)

Para a face norte de todos os volumes reais e dos �ctícios do contorno sul:

γn =
(
x2
ξ + y2

ξ

)
n
. (115)

Para a face sul de todos os volumes reais:
(γs)P = (γn)

S
. (116)
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3.4 Aproximações para as variáveis nas faces dos volumes reais

No esquema co-localizado de variáveis, as funções e suas derivadas nas faces do volume elementar devem ser expressas
em termos das respectivas variáveis no centroide dos volume P e seus vizinhos.

Para garantir a estabilidade do esquema numérico, a aproximação para a função φ nos termos advectivos (os termos
do lado esquerdo da Eq. (69), exceto os da derivada temporal) sobre as faces será feita utilizando o esquema UDS com
correção adiada para o CDS, isto é,

φe =

(
1

2
+ α̂e

)
φP +

(
1

2
− α̂e

)
φE + β̂α̂e (φmE − φmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2) (117)

φw =

(
1

2
+ α̂w

)
φW +

(
1

2
− α̂w

)
φP + β̂α̂w (φmP − φmW) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2) (118)

φn =

(
1

2
+ α̂n

)
φP +

(
1

2
− α̂n

)
φN + β̂α̂n (φmN − φmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2) (119)

φs =

(
1

2
+ α̂s

)
φS +

(
1

2
− α̂s

)
φP + β̂α̂s (φmP − φmS ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2) (120)

onde

α̂e =
sgn Ue

2
, α̂w =

sgn Uw
2

, α̂n =
sgn Vn

2
, α̂s =

sgn Vs
2

, (121)

0 ≤ β̂ ≤ 1 é a constante de acoplamento entre os esquemas UDS e CDS e o índice m indica que a variável foi obtida do
último nível iterativo.

Para os demais termos, utiliza-se o esquema CDS puro, isto é, as funções nas faces �cam

φe =
φE + φP

2
+O(∆ξ2) (122)

φw =
φW + φP

2
+O(∆ξ2) (123)

φn =
φN + φP

2
+O(∆η2) (124)

φs =
φS + φP

2
+O(∆η2). (125)

Inserindo-se as aproximações (117)-(125) nas equações (69) e (71)-(74), obtém-se o sistema linear

AφsφS +AφwφW +AφPφP +AφeφE +AφnφN = bφP (126)

onde

Aφs = −C
φ
P
Ṁs

∆η

(
1

2
+ α̂s

)
(127)

Aφw = −C
φ
P
Ṁw

∆ξ

(
1

2
+ α̂w

)
(128)

Aφe =
Cφ
P
Ṁe

∆ξ

(
1

2
− α̂e

)
(129)

Aφn =
Cφ
P
Ṁn

∆η

(
1

2
− α̂n

)
(130)

AφP =
Cφ
P
M◦P

∆t
−
∑
nb

Aφnb (131)

bφ
P

=
Cφ
P
M◦Pφ

◦
P

∆t
+ ωφ

P
+ rPP

φ
P

+ O(∆t) +
(

1− β̂
)

[O(∆ξ) +O(∆η)] + β̂
[
O(∆ξ2) +O(∆η2)

]
(132)

Na Eq. (132), ωφ
P
é a contribuição da correção adiada:

ωφ
P

= Cφ
P
β̂

[
Ṁe

∆ξ
α̂e (φmP − φmE ) +

Ṁw

∆ξ
α̂w (φmP − φmW) +

Ṁn

∆η
α̂n (φmP − φmN ) +

Ṁs

∆η
α̂s (φmP − φmS )

]
. (133)

As novas expressões para Pφ
P
são

P 1
P = 0 (134)

PuP =
(yξ)n (pN + pP)− (yξ)s (pP + pS)

2∆η
−

(yη)e (pE + pP)− (yη)w (pP + pW)

2∆ξ
(135)

P vP =
(xη)e (pE + pP)− (xη)w (pP + pW)

2∆ξ
−

(xξ)n (pN + pP)− (xξ)s (pP + pS)

2∆η
(136)

PTP =
1

JP

pP − p◦P
∆t

− uPPuP − vPP vP . (137)
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3.5 Acoplamentos pressão-velocidade (SIMPLEC) e pressão-densidade

Considere os sistemas lineares (126) obtidos das equações do movimento para u e v, e.g.,

AφPφP +
∑
nb

Aφnb φNB =
M◦Pφ

◦
P

∆t
+ ωφP + rPP

φ
P , φ ∈ {u, v}. (138)

Dados os coe�cientes Aφ e termos fontes bφ dos sistemas lineares, caso um campo de pressão p correto seja prescrito,
então o campo de velocidades u e v, obtidos da eq. (138), bem como o campo de densidade ρ, obtido da equação de
estado

ρ =
p

RgT
, (139)

devem satisfazer a equação da continuidade

rP
JP

ρP − ρ◦P
∆t

+
(ρrU)e − (ρrU)w

∆ξ
+

(ρrV )n − (ρrV )s
∆η

= 0. (140)

Ocorre que o campo de pressão não é conhecido a priori. Deste modo, se um campo de pressão estimado p∗ for
prescrito, também serão obtidos das equações (138) e (139) campos de velocidade u∗ e v∗ e densidade ρ∗ estimados, isto
é,

AφPφ
∗
P +

∑
nb

Aφnb φ
∗
NB =

M◦Pφ
◦
P

∆t
+ ωφ

P
+ rP

(
Pφ
P

)∗
, φ ∈ {u, v} (141)

e

ρ∗ =
p∗

RgT
, (142)

que não necessariamente satisfarão a equação da continuidade. Como a equação a continuidade deve ser sempre satisfeita,
ela pode ser utilizada para determinar o desvio da pressão p′, isto é,

p′ = p− p∗. (143)

Mas para isto, é necessário encontrar uma relação entre os campos de densidade e de velocidade com o desvio da pressão,
ou seja,

ρ = ρ(p′), u = u(p′), v = v(p′). (144)

Nesta seção as relações (144) serão determinadas, para que na próxima seção sejam utilizadas para determinar, a partir
da equação da continuidadade, uma equação para a correção da pressão.

O acoplamento pressão-densidade é obtido diretamente da equação de estado (139)

ρ =
p

RgT
=
p∗ + p′

RgT
= ρ∗ +

p′

RgT
. (145)

Como a pressão será calculada no centroide dos volumes de controle, então

ρP = ρ∗P + gPp
′
P, (146)

onde

gP =
1

RgTP
. (147)

Por outro lado, na equação da continuidade são necessárias as densidades nas faces do volume de controle. Estas podem
ser obtidas da densidades nos nós (146) por interpolação. Neste trabalho será empregado o esquema UDS com correção
adiada para o CDS para realizar a interpolação, isto é,

ρe =

(
1

2
+ α̂e

)
ρP +

(
1

2
− α̂e

)
ρE + β̂α̂e (ρmE − ρmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (148)

ρw =

(
1

2
+ α̂w

)
ρW +

(
1

2
− α̂w

)
ρP + β̂α̂w (ρmP − ρmW) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (149)

ρn =

(
1

2
+ α̂n

)
ρP +

(
1

2
− α̂n

)
ρN + β̂α̂n (ρmN − ρmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2), (150)

ρs =

(
1

2
+ α̂s

)
ρS +

(
1

2
− α̂s

)
ρP + β̂α̂s (ρmP − ρmS ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2). (151)

Combinando a eq. (146) com as eqs. (148)-(151), obtém-se

ρe = ρ∗e +

(
1

2
+ α̂e

)
gPp
′
P +

(
1

2
− α̂e

)
gEp
′
E +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (152)

ρw = ρ∗w +

(
1

2
+ α̂w

)
gWp

′
W +

(
1

2
− α̂w

)
gPp
′
P +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (153)

ρn = ρ∗n +

(
1

2
+ α̂n

)
gPp
′
P +

(
1

2
− α̂n

)
gNp
′
N +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2), (154)
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ρs = ρ∗s +

(
1

2
+ α̂s

)
gSp
′
S +

(
1

2
− α̂s

)
gPp
′
P +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2), (155)

onde

ρ∗e =

(
1

2
+ α̂e

)
ρ∗P +

(
1

2
− α̂e

)
ρ∗E + β̂α̂e (ρmE − ρmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (156)

ρ∗w =

(
1

2
+ α̂w

)
ρ∗W +

(
1

2
− α̂w

)
ρ∗P + β̂α̂w (ρmP − ρmW) +

(
1− β̂

)
O(∆ξ) + β̂O(∆ξ2), (157)

ρ∗n =

(
1

2
+ α̂n

)
ρ∗P +

(
1

2
− α̂n

)
ρ∗N + β̂α̂n (ρmN − ρmP ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2), (158)

ρ∗s =

(
1

2
+ α̂s

)
ρ∗S +

(
1

2
− α̂s

)
ρ∗P + β̂α̂s (ρmP − ρmS ) +

(
1− β̂

)
O(∆η) + β̂O(∆η2). (159)

O acoplamento pressão-velocidade é obtido subtraindo-se a eq. (141) da (138), o que produz

AφPφ
′
P +

∑
nb

Aφnb φ
′
NB = rP

(
PφP

)′
, φ ∈ {u, v}. (160)

Na aproximação SIMPLEC, considera-se
φ′P = φ′NB, (161)

de modo que

uP = u∗P +
rP (PuP )′

Au
P

+
∑
nbA

u
nb

(162)

e

vP = v∗P +
rP (P vP )′

Av
P

+
∑
nbA

v
nb

. (163)

As eqs. (162) e (163) representam o acoplamento pressão-velocidade para as velocidades nodais. Na equação da con-
tinuidade, contudo, são necessárias as velocidades sobre as faces do volume elementar. Poderia-se obter a velocidade
nas faces através da interpolação das velocidades nodais (162) e (163), a exemplo do que foi feito para a densidade.
Entretanto, é recomendado[3] utilizar o seguinte procedimento.

Suponha que se deseja determinar a fórmula para o acoplamento pressão-velocidade para a velocidade na face leste
φe. Ao invés de se fazer a interpolação sobre as velocidades de volumes vizinhos φP e φE, faz-se a interpolação entre os
sistemas lineares das equações do movimento para os volumes vizinhos,(

AφP

)
P

φP +

(∑
nb

Aφnb φNB

)
P

=
M◦Pφ

◦
P

∆t
+ ωφP + rPP

φ
P , φ ∈ {u, v} (164)

e (
AφP

)
E

φE +

(∑
nb

Aφnb φNB

)
E

=
M◦Eφ

◦
E

∆t
+ ωφE + rEP

φ
E , φ ∈ {u, v}. (165)

Somando as eqs. (164) e (165) e aplicando as seguintes aproximações(
AφP

)
P

φP +
(
AφP

)
E

φE =
[(
AφP

)
P

+
(
AφP

)
E

]
φe +O(∆ξ2), (166)

M◦Pφ
◦
P +M◦Eφ

◦
E = [M◦P +M◦E ]φ◦e +O(∆ξ2), (167)

rPP
φ
P + rEP

φ
E = 2reP

φ
e +O(∆ξ2), (168)

obtém-se [(
AφP

)
P

+
(
AφP

)
E

]
φe +

(∑
nb

Aφnb φNB

)
P

+

(∑
nb

Aφnb φNB

)
E

=
M◦P +M◦E

∆t
φ◦e

+ ωφP + ωφE

+ 2reP
φ
e , φ ∈ {u, v}, (169)

onde Pφe representa a aproximação de Pφ na face leste. Para se obter o acoplamento pressão-velocidade, assume-se que
um campo de pressão p∗ tenha sido aplicado na equação do movimento (169), o que conduz a[(

Aφ
P

)
P

+
(
Aφ
P

)
E

]
φ∗e +

(∑
nb

Aφnb φ
∗
NB

)
P

+

(∑
nb

Aφnb φ
∗
NB

)
E

=
M◦P +M◦E

∆t
φ◦e

+ ωφP + ωφE

+ 2re
(
Pφe

)∗
, φ ∈ {u, v}. (170)

Subtraindo a eq. (170) da eq. (169) e utilizando a aproximação SIMPLEC

φ′NB = φ′e, (171)
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obtém-se [(
Aφ
P

+
∑
nb

Aφnb

)
P

+

(
Aφ
P

+
∑
nb

Aφnb

)
E

]
φ′e = 2re

(
Pφe

)′
, φ ∈ {u, v}. (172)

Ou, de maneira mais explícita,

φe = φ∗e +
2re
(
Pφe
)′[(

Aφ
P

+
∑
nbA

φ
nb

)
P

+
(
Aφ
P

+
∑
nbA

φ
nb

)
E

] , φ ∈ {u, v}. (173)

onde φ∗e é obtido da eq. (170)

φ∗e =

M◦
P

+M◦
E

∆t
φ◦e −

(∑
nbA

φ
nb φ

∗
NB

)
P

−
(∑

nbA
φ
nb φ

∗
NB

)
E

+ ωφ
P

+ ωφ
E

+ 2re
(
Pφe
)∗[(

Aφ
P

)
P

+
(
Aφ
P

)
E

] , φ ∈ {u, v}. (174)

Equações análogas às eqs. (173) e (174) são obtidas para as demais faces substituindo os índices e e E pelos índices das
faces correspondentes. Por conveniência, são repetidas as aproximações para a face norte

φn = φ∗n +
2rn

(
Pφn
)′[(

Aφ
P

+
∑
nbA

φ
nb

)
P

+
(
Aφ
P

+
∑
nbA

φ
nb

)
N

] , φ ∈ {u, v}. (175)

onde φ∗n é obtido de

φ∗n =

M◦
P

+M◦
N

∆t
φ◦n −

(∑
nbA

φ
nb φ

∗
NB

)
P

−
(∑

nbA
φ
nb φ

∗
NB

)
N

+ ωφ
P

+ ωφ
N

+ 2rn
(
Pφn
)∗[(

Aφ
P

)
P

+
(
Aφ
P

)
N

] , φ ∈ {u, v}. (176)

As aproximações para a face oeste podem ser obtidas lembrando-se que a face oeste do volume P é igual a face leste do
volume W, isto é,

[φw]
P

= [φe]W . (177)

Raciocínio análogo vale para a face sul,
[φs]P = [φn]

S
. (178)

As aproximações para Pφe e Pφn são dadas abaixo

Pue =

[
yξ
∂p

∂η
− yη

∂p

∂ξ

]
e

= (yξ)e
pNE + pN − pSE − pS

4∆η
− (yη)e

pE − pP
∆ξ

+O(∆ξ2) +O(∆η2), (179)

P ve =

[
xη
∂p

∂ξ
− xξ

∂p

∂η

]
e

= (xη)e
pE − pP

∆ξ
− (xξ)e

pNE + pN − pSE − pS
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2), (180)

Pun =

[
yξ
∂p

∂η
− yη

∂p

∂ξ

]
n

= (yξ)n
pN − pP

∆η
− (yη)n

pNE + pE − pNW − pW
4∆ξ

+O(∆ξ2) +O(∆η2), (181)

P vn =

[
xη
∂p

∂ξ
− xξ

∂p

∂η

]
n

= (xη)n
pNE + pE − pNW − pW

4∆ξ
− (xξ)n

pN − pP
∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (182)

Nas aproximações de Pφ envolvendo p′, as derivadas

∂p′

∂η

∣∣∣∣
e

e
∂p′

∂ξ

∣∣∣∣
n

(183)

são desprezadas, de modo que as desejadas equações para o acoplamento pressão-velocidade para as velocidades nas faces
�cam

ue = u∗e + due
(
p′P − p′E

)
, (184)

ve = v∗e + dve
(
p′E − p′P

)
, (185)

un = u∗n + dun
(
p′N − p′P

)
, (186)

vn = v∗n + dvn
(
p′P − p′N

)
, (187)

onde

due =
2re (yη)e /∆ξ(

Au
P

+
∑
nbA

u
nb

)
P

+
(
Au
P

+
∑
nbA

u
nb

)
E

, (188)

dve =
2re (xη)e /∆ξ(

Av
P

+
∑
nbA

v
nb

)
P

+
(
Av
P

+
∑
nbA

v
nb

)
E

, (189)

dun =
2rn (yξ)n /∆η(

Au
P

+
∑
nbA

u
nb

)
P

+
(
Au
P

+
∑
nbA

u
nb

)
N

, (190)
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dvn =
2rn (xξ)n /∆η(

Av
P

+
∑
nbA

v
nb

)
P

+
(
Av
P

+
∑
nbA

v
nb

)
N

. (191)

As velocidades contravariantes nas faces �cam

Ue = U∗e + dUe
(
p′P − p′E

)
, (192)

Uw = U∗w + dUw
(
p′W − p′P

)
, (193)

Vn = V ∗n + dVn
(
p′P − p′N

)
, (194)

Vs = V ∗s + dVs
(
p′S − p′P

)
, (195)

onde

dUe = due (yη)e + dve (xη)e , (196)

dUw = duw (yη)w + dvw (xη)w , (197)

dVn = dvn (xξ)n + dun (yξ)n , (198)

dVs = dvs (xξ)s + dus (yξ)s (199)

e

U∗e = u∗e (yη)e − v
∗
e (xη)e , (200)

U∗w = u∗w (yη)w − v
∗
w (xη)w , (201)

V ∗n = v∗n (xξ)n − u
∗
n (yξ)n , (202)

V ∗s = v∗s (xξ)s − u
∗
s (yξ)s . (203)

3.6 Equação para a correção da pressão

Como apontado na seção anterior, a equação da continuidade

rP
JP

ρP − ρ◦P
∆t

+
(ρrU)e − (ρrU)w

∆ξ
+

(ρrV )n − (ρrV )s
∆η

= 0, (204)

pode ser transformada em uma equação para a correção da pressão. Para realizar esta transformação é necessário conhecer
as fórmulas de acoplamento pressão-densidade e pressão-velocidade. Além disso, é necessário linearizar os termos que
envolvam produtos de densidade e da velocidade para que se possa obter um sistema linear. A linearização utilizada será
a seguinte, proposta por Maliska[3],

(ρrU)e = ρme reUe + ρereU
m
e − ρme reUme , (205)

(ρrU)w = ρmw rwUw + ρwrwU
m
w − ρmw rwUmw , (206)

(ρrV )n = ρmn rnVn + ρnrnV
m
n − ρmn rnV mn , (207)

(ρrV )s = ρms rsVs + ρsrsV
m
s − ρms rsV ms , (208)

onde o índice m indica o valor da variável obtido da última iteração.
Inserindo-se as aproximações (205)-(208) na equação da continuidade (204) e levando-se em conta o acoplamento

pressão-densidade (146) e (148)-(151), bem como o acoplamento pressão-velocidade (192)-(195), obtém-se o seguinte
sistema linear para a correção da pressão

Ap
′

P p
′
P +Ap

′
w p
′
W +Ap

′
e p
′
E +Ap

′
s p
′
S +Ap

′
n p
′
N = bp

′

P , (209)

onde

Ap
′

P
= gP

[
rP
JP∆t

+

(
1
2

+ α̂e
)
reU

m
e −

(
1
2
− α̂w

)
rwU

m
w

∆ξ
+

(
1
2

+ α̂n
)
rnV

m
n −

(
1
2
− α̂s

)
rsV

m
s

∆η

]
(210)

+
ρme red

U
e + ρmw rwd

U
w

∆ξ
+
ρmn rnd

V
n + ρms rsd

V
s

∆η
, (211)

Ap
′
w =

−ρmw rwdUw −
(

1
2

+ α̂w
)
rwU

m
w gW

∆ξ
, (212)

Ap
′
e =

−ρme redUe +
(

1
2
− α̂e

)
reU

m
e gE

∆ξ
, (213)

Ap
′
s =

−ρms rsdVs −
(

1
2

+ α̂s
)
rsV

m
s gS

∆η
, (214)

Ap
′
n =

−ρmn rndVn +
(

1
2
− α̂n

)
rnV

m
n gN

∆η
, (215)

bp
′

P = −
[
rP
JP

ρ∗P − ρ◦P
∆t

+
ρme reU

∗
e − ρmw rwU∗w

∆ξ
+
ρmn rnV

∗
n − ρms rsV ∗s

∆η

]
+

(ρme − ρ∗e) reUme − (ρmw − ρ∗w) rwU
m
w

∆ξ
+

(ρmn − ρ∗n) rnV
m
n − (ρms − ρ∗s) rsV ms

∆η
. (216)
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3.7 Aproximações para as codições de contorno

3.7.1 Contorno norte

Neste contorno é possível escrever
φs = φ∞, φ ∈ {p, T, u, v}, (217)

onde
v∞ = 0. (218)

Utilizando a discretização
φP + φS

2
= φ∞ +O(∆η2) (219)

e lembrando que p = p∞ + p′, obtém-se

• p′ = 0:

Ap
′

P
= 1, Ap

′

S
= 1, demais Ap

′
= 0, bp

′

P
= 0. (220)

• T = T∞:
ATP = 1, ATS = 1, demais AT = 0, bTP = 2T∞. (221)

• u = u∞:
AuP = 1, AuS = 1, demais Au = 0, buP = 2u∞. (222)

• v = 0:
AvP = 1, AvS = 1, demais Av = 0, bvP = 0. (223)

3.7.2 Contorno sul

• n̂ · ∇p = 0

Observando que o contorno sul é uma linha de η constante, tem-se que o vetor unitário n̂ normal ao contorno é
dado por

n̂ =
Eη

‖Eη‖ . (224)

Combinando a eq. (61), isto é,

∇φ = Eξ ∂φ

∂ξ
+ Eη ∂φ

∂η
,

com a eq. (224), obtém-se para a condição de contorno da pressão(
gξη

∂p

∂ξ
+ gηη

∂p

∂η

)
n

= 0 (225)

ou

−βn
(
∂p

∂ξ

)
n

+ γn

(
∂p

∂η

)
n

= 0. (226)

onde foram usadas as eqs. (59) e (60).

Aplicando as aproximações (
∂p

∂η

)
n

=
pN − pP

∆η
+O(∆η2), (227)(

∂p

∂ξ

)
n

=
pNE + pE − pNW − pW

4∆ξ
+O(∆ξ2), (228)

na eq. (226) e observando que p = p∗ + p′, obtém-se

Ap
′

P =
1

∆η
, Ap

′

N =
−1

∆η
, demais Ap

′
= 0, bp

′

P =
p∗N − p∗P

∆η
− βn
γn

pmNE + pmE − pmNW − pmW
4∆ξ

, (229)

onde o índice m indica o valor da variável obtido da última iteração.

• n̂ · ∇T = 0

Analogamente ao caso anterior, tem-se

ATP =
1

∆η
, ATN =

−1

∆η
, demais AT = 0, bTP = −βn

γn

TmNE + TmE − TmNW − TmW
4∆ξ

. (230)

• n̂ · u = 0

Em termos das componentes contravariantes, o vetor velocidade u pode ser escrito como

u =
UEξ + VEη

J
. (231)
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No contorno sul o vetor normal é dado pela eq. (224), logo, sobre este contorno vale

Vn = vn (xξ)n − un (yξ)n = 0. (232)

Aplicando a aproximação

φn =
φN + φP

2
+O(∆η2), (233)

à eq. (232), obtém-se para u

AuP = 1, AuN = 1, demais Au = 0, buP = 2
(xξ)n
(yξ)n

vmn (234)

e para v

AvP = 1, AvN = 1, demais Av = 0, bvP = 2
(yξ)n
(xξ)n

umn . (235)

3.7.3 Contorno leste

Escoamento localmente parabólico para todas as variáveis

u · ∇φ = 0, φ ∈ {p, T, u, v}. (236)

Utilizando as eqs. (231) e (61), obtém-se

(u · ∇φ)w =

(
U
∂φ

∂ξ
+ V

∂φ

∂η

)
w

= 0. (237)

Aplicando as aproximações (
∂φ

∂ξ

)
w

=
φP − φW

∆ξ
+O(∆ξ2), (238)(

∂φ

∂η

)
w

=
φNW + φN − φS − φSW

4∆η
+O(∆η2), (239)

à eq. (237), obtém-se para T , u e v

AφP =
1

∆ξ
, AφW =

−1

∆ξ
, demais Aφ = 0, bφP = − Vw

Uw

φmN + φmNW − φmS − φmSW
4∆η

, φ ∈ {T, u, v}, (240)

onde
Uw = uw (yη)w − vw (xη)w , Vw = vw (xξ)w − uw (yξ)w . (241)

No caso da pressão, deve-se levar em conta a relação p = p∗ + p′, o que produz

Ap
′

P
=

1

∆ξ
, Ap

′

W
=
−1

∆ξ
, demais Ap

′
= 0, bφ

P
= −p

∗
P − p∗W

∆ξ
− Vw
Uw

pmN + pmNW − pmS − pmSW
4∆η

. (242)

3.7.4 Contorno oeste

Para p, T e u a condição de simetria é
n̂ · ∇φ = 0, φ ∈ {p, T, u}, (243)

onde n̂ é o vetor normal ao contorno oeste. Uma vez que o contorno oeste é uma linha de ξ constante, tem-se

n̂ =
Eξ

‖Eξ‖
(244)

Combinando a eq. (61), isto é,

∇φ = Eξ ∂φ

∂ξ
+ Eη ∂φ

∂η
,

com a eq. (244), obtém-se para a condição de contorno (243)(
gξξ

∂φ

∂ξ
+ gξη

∂φ

∂η

)
e

= 0 (245)

ou

αe

(
∂φ

∂ξ

)
e

− βe
(
∂φ

∂η

)
e

= 0. (246)

onde foram usadas as eqs. (58) e (59).
Aplicando as aproximações (

∂φ

∂ξ

)
e

=
φE − φP

∆ξ
+O(∆ξ2) (247)
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(
∂φ

∂η

)
e

=
φNE + φN − φSE − φS

4∆η
+O(∆η2) (248)

à eq. (246), obtém-se para T e u

AφP =
1

∆ξ
, AφE =

−1

∆ξ
, demais Aφ = 0, bφP = −βe

αe

φmNE + φmN − φmSE − φmS
4∆η

, φ ∈ {T, u}. (249)

No caso da pressão, deve-se levar em conta a relação p = p∗ + p′, o que produz

Ap
′

P =
1

∆ξ
, Ap

′

E =
−1

∆ξ
, demais Ap

′
= 0, bp

′

P =
p∗E − p∗P

∆ξ
− βe
αe

pmNE + pmN − pmSE − pmS
4∆η

. (250)

A condição de contorno para v é aproximada por

ve =
vE + vP

2
+O(∆ξ2) = 0, (251)

de modo que
AvP = 1, AvE = 1, demais Av = 0, bvP = 0. (252)

3.7.5 Canto sudoeste

No volume �ctício do canto sudoeste é feita a extrapolação

φP =
φN + φE + φNE

3
+O(∆ξ) +O(∆η), φ ∈ {p, T, u, v}, (253)

de modo que os coe�cientes dos sistemas lineares de T , u e v são dados por

Aφ
P

= 1, demais Aφ = 0, bφ
P

=
φmN + φmE + φmNE

3
, φ ∈ {T, u, v}. (254)

No caso da pressão, levando-se em conta a relação p = p∗ + p′, tem-se

Ap
′

P = 1, demais Ap
′

= 0, bp
′

P =
pmN + pmE + pmNE

3
− p∗N + p∗E + p∗NE

3
. (255)

3.7.6 Canto sudeste

No volume �ctício do canto sudeste é feita a extrapolação

φP =
φN + φW + φNW

3
+O(∆ξ) +O(∆η), φ ∈ {p, T, u, v}, (256)

de modo que os coe�cientes dos sistemas lineares de T , u e v são dados por

AφP = 1, demais Aφ = 0, bφP =
φmN + φmW + φmNW

3
, φ ∈ {T, u, v}. (257)

No caso da pressão, levando-se em conta a relação p = p∗ + p′, tem-se

Ap
′

P = 1, demais Ap
′

= 0, bp
′

P =
pmN + pmW + pmNW

3
− p∗N + p∗W + p∗NW

3
. (258)

3.7.7 Canto noroeste

No volume �ctício do canto noroeste é feita a extrapolação

φP =
φS + φE + φSE

3
+O(∆ξ) +O(∆η), φ ∈ {p, T, u, v}, (259)

de modo que os coe�cientes dos sistemas lineares de T , u e v são dados por

Aφ
P

= 1, demais Aφ = 0, bφ
P

=
φmS + φmE + φmSE

3
, φ ∈ {T, u, v}. (260)

No caso da pressão, levando-se em conta a relação p = p∗ + p′, tem-se

Ap
′

P
= 1, demais Ap

′
= 0, bp

′

P
=
pmS + pmE + pmSE

3
− p∗S + p∗E + p∗SE

3
. (261)
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3.7.8 Canto nordeste

No volume �ctício do canto nordeste é feita a extrapolação

φP =
φS + φW + φSW

3
+O(∆ξ) +O(∆η), φ ∈ {p, T, u, v} (262)

de modo que os coe�cientes dos sistemas lineares de T , u e v são dados por

AφP = 1, demais Aφ = 0, bφP =
φmS + φmW + φmSW

3
, φ ∈ {T, u, v}. (263)

No caso da pressão, levando-se em conta a relação p = p∗ + p′, tem-se

Ap
′

P = 1, demais Ap
′

= 0, bp
′

P =
pmS + pmW + pmSW

3
− p∗S + p∗W + p∗SW

3
. (264)

3.8 Extrapolações das velocidades nodais para os volumes �ctícios

Após corrigir as velocidades nodais dos volumes reais p′, é necessário corrigir o campo de velocidade dos volumes �ctícios
com base nas condições de contorno.

3.8.1 Contorno norte

• u = u∞

Utilizando a aproximação (219), tem-se

uP = −uS + 2u∞ +O(∆η2). (265)

• v = 0

Utilizando a aproximação (219) e a eq. (218), tem-se

vP = −vS +O(∆η2). (266)

3.8.2 Contorno sul

• Com base nas eqs. (232) e (233), tem-se para u

uP = 2
(xξ)n
(yξ)n

vn − uN +O(∆η2) (267)

• Com base nas eqs. (232) e (233), tem-se para v

vP = 2
(yξ)n
(xξ)n

un − vN +O(∆η2) (268)

3.8.3 Contorno leste

Com base na eq. (237) e aproximações (238) e (239), tem-se para u e v

φP = φW −∆ξ
Vw
Uw

φN + φNW − φS − φSW
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2), φ ∈ {u, v}. (269)

3.8.4 Contorno oeste

• Com base na eq. (246) e aproximações (247) e (248), tem-se para u

uP = uE −∆ξ
βe
αe

uN + uNE − uS − uSE
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (270)

• Com base na eq. (251), tem-se para v

vP = −vE +O(∆ξ2). (271)

3.8.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolações (253), (256), (259) e
(262).

3.9 Extrapolação das temperaturas nodais para os volumes �ctícios

3.9.1 Contorno norte

Com base em (219), tem-se
TP = 2T∞ − TS +O(∆η2). (272)
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3.9.2 Contorno sul

Com base em (230), tem-se

TP = TN −∆η
βn
γn

TNE + TE − TNW − TW
4∆ξ

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (273)

3.9.3 Contorno leste

Com base em (240), tem-se

TP = TW −∆ξ
Vw
Uw

TNW + TN − TSW − TS
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (274)

3.9.4 Contorno oeste

Com base em (249), tem-se

TP = TE −∆ξ
βe
αe

TNE + TN − TSE − TS
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (275)

3.9.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolações (253), (256), (259) e
(262).

3.10 Extrapolação das pressões nodais para os volumes �ctícios

3.10.1 Contorno norte

Com base em (219), tem-se
pP = 2p∞ − pS +O(∆η2). (276)

3.10.2 Contorno sul

Com base em (229), tem-se

pP = pN −∆η
βn
γn

pNE + pE − pNW − pW
4∆ξ

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (277)

3.10.3 Contorno leste

Com base em (242), tem-se

pP = pW −∆ξ
Vw
Uw

pNW + pN − pSW − pS
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (278)

3.10.4 Contorno oeste

Com base em (250), tem-se

pP = pE −∆ξ
βe
αe

pNE + pN − pSE − pS
4∆η

+O(∆ξ2) +O(∆η2). (279)

3.10.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolações (253), (256), (259) e
(262).

3.11 Coe�cientes do SIMPLEC para as faces dos contornos

3.11.1 Contorno norte

No contorno norte, tanto u quanto v são prescritos, deste modo não deve haver correção das velocidades em termos de
p′, o que implica em

dun = dvn = dVn = 0. (280)
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3.11.2 Contorno sul

Como u e v não são prescritos na face, mas V o é, tem-se

dun = (duP)
N

+O(∆η), (281)

dvn = (dvP)
N

+O(∆η), (282)

dVn = 0. (283)

As aproximações (281) e (282) não interferem no resultado convergido, apenas na convergência.

3.11.3 Contorno leste

Como nenhuma componente do vetor velocidade é prescrita, utilizam-se as aproximações

due = duP +O(∆ξ), (284)

dve = dvP +O(∆ξ), (285)

dUe = due (yη)e + dve (xη)e . (286)

3.11.4 Contorno oeste

Neste contorno v e U são prescritos, deste modo, aproxima-se apenas due :

due = (duP)
E

+O(∆ξ), (287)

dve = 0, (288)

dUe = 0. (289)

3.12 Resolução dos sistemas lineares

Há quatro sistemas lineares a serem resolvidos, todos da forma

AφsφS +AφwφW +Aφ
P
φP +AφeφE +AφnφN = bφ

P
, φ ∈ {u, v, T, p′}. (126)

A resolução destes sistemas é feita através do método TDMA linha-a-linha[3] ou MSI[5].

3.13 Resíduos dos sistemas lineares

O resíduo dos sistemas lineares RL1 é dado por

RL1 = RuL1
+RvL1

+RTL1
+Rp

′

L1
, (290)

onde RφL1
é a norma L1 do resíduo de cada sistema linear

RφL1
=
∑
P

∣∣∣∣∣AφPφP +
∑
nb

Aφnbφnb − b
φ
P

∣∣∣∣∣ φ ∈ {p′, T, u, v}. (291)

A soma na eq. (291) deve ser feita sobre todos os volumes reais.

3.14 Estimativa do erro de iteração

Os erros de iteração εn decorrem da resolução iterativa de sistemas lineares obtidos de equações diferenciais e são de�nidos
através da expressão

εn (φn) = φn − φ, (292)

onde φ é a solução numérica convergida do sistema linear

Aφ = b (293)

e φn a solução numérica na n-ésima iteração.
Segundo Ferziger e Peric[6], a estimativa do erro (292) depende dos autovalores da matriz utilizada no procedimento

iterativo. Se o raio espectral λr (isto é, o maior autovalor) for real, essa estimativa é dada por

‖εn‖ ≈
‖δn‖
|1− λr|

, (294)

onde ‖ · ‖ indica uma norma,
δn = φn+1 − φn (295)

e

λr ≈
‖δn‖
‖δn−1‖

. (296)
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Caso o raio espectral seja complexo, a estimativa do erro de iteração é dada por

‖εn‖ ≈
‖δn‖√
λ2
c + 1

, (297)

onde

λc =

√
zn
zn−1

(298)

e
zn = δn−2 · δn − δn−1 · δn−1. (299)

O valor de λc usado na Eq. (297) deve ser promediado ao longo de algumas iterações (cerca de 1% do total de iterações).
Segundo os mesmos autores, o raio espectral provavelmente será real se a razão

rλ =
zn
‖δn‖2

(300)

satis�zer rλ < 0, 1 e complexo caso contrário.

3.15 Aproximações para as grandezas de interesse

3.15.1 Distribuição de temperatura

Para todas as faces norte dos volumes �ctícios do contorno sul a temperatura é aproximada na face por

Tn =
TP + TN

2
+O(∆η2). (301)

No canto sudoeste a aproximação é

Tne =
TP + TN + TE + TNE

4
+O(∆ξ2) +O(∆η2) (302)

e no canto sudeste

Tse =
TP + TN + TW + TNW

4
+O(∆ξ2) +O(∆η2). (303)

3.15.2 Distribuição do coe�ciente de pressão

No contorno sul o coe�ciente de pressão é dado por

(Cp)n =
pn − p∞
q∞

, (304)

onde pn é calculado do mesmo modo que a temperatura, como descrito na seção anterior.

3.15.3 Coe�ciente CpDf

O coe�ciente Cp
Df
, dado pela eq. (44), isto é,

Cp
Df

=
2f

q∞r
f+1
b

∫ ξf

ξi

(p− p∞) ryξ dξ, (44)

é aproximado por

Cp
Df

=
2f

q∞r
f+1
b

∑
(pn − p∞) rn (yξ)n ∆ξ +O(∆ξ2), (305)

onde

pn =
pP + pN

2
+O(∆η2) (306)

e a soma deve ser feita sobre as faces norte de todos os volumes �ctícios do contorno sul.

3.16 Algoritmo

A) De�nir os parâmetros numéricos e físicos.

B) Gerar os nós dos contornos.

C) Gerar a malha com base nos nós dos contornos.

D) Cálculo das propriedades geométricas da malha:

1 - Calcular os centroides de todos os volumes reais.

2 - Calcular r = y em todos os centroides e faces dos volumes reais.

3 - Calcular as métricas xξ, xη, yξ e yη em todas as faces dos volumes reais.

4 - Calcular J em todos os centroides e faces dos volumes reais.
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5 - Calcular α em todas as faces leste e oeste dos volumes reais.

6 - Calcular β em todas as faces dos volumes reais.

7 - Calcular γ em todas as faces norte e sul dos volumes reais.

E) Aplicar a condição inicial às variáveis {u, v, p, T, ρ} em todos os centroides dos volumes reais. Nos volumes �ctícios
as condições iniciais são aplicadas por extrapolação, respeitando-se as condições de contorno. Aplicar a condição
inicial a ρ, u, v, U e V em todas as faces reais, respeitando-se as condições de contorno.

F) Utilizar a condição inicial como estimativa inicial, isto é, {um, vm, pm, Tm, ρm} = {u◦, v◦, p◦, T ◦, ρ◦}.
G) Cálculo das propriedades termofísicas:

1 - Calcular cp e γ em todos os centroides dos volumes reais com base em T∞.

H) Iniciar o ciclo de evolução temporal:

1 - Incrementar o tempo em ∆t.

2 - Atualizar os campos {u, v, T, p, ρ} nos centroides e {ρ, u, v, U, V } nas faces.
3 - Cálculo das propriedades termofísicas (no caso de serem variáveis):

i - Calcular cp e γ em todos os centroides dos volumes reais com base no campo de temperatura.

4 - Calcular os coe�cientes Aφ e fontes bφ dos sistemas lineares para u e v em todos os volumes reais.

5 - Calcular os coe�cientes Aφ e fontes bφ dos sistemas lineares para u e v em todos os volumes �ctícios com base
nas condições de contorno.

6 - Calcular os coe�cientes do SIMPLEC para as interfaces dos volumes reais.

7 - Calcular os coe�cientes Ap
′
da equação da correção da pressão.

8 - Resolver os sistemas lineares para u e v para obter os campos estimados u∗ e v∗.

9 - Calcular os resíduos RuL1
e RvL1

dos sistemas lineares.

10 - Calcular as velocidades u∗e , u
∗
n, v

∗
e , v

∗
n, U

∗
e , V

∗
n nas interfaces dos volumes reais.

11 - Calcular as velocidades u∗e , u
∗
n, v

∗
e , v

∗
n, U

∗
e , V

∗
n nas faces dos contornos com base nas condições de contorno.

12 - Calcular o termo fonte bp
′
da equação da correção da pressão para os volumes reais.

13 - Iniciar o ciclo da correção da massa:

i - Calcular os coe�cientes Ap
′
e fontes bp

′
para os volumes �ctícios conforme as condições de contorno.

ii - Resolver a equação da correção da pressão para obter p′.

14 - Calcular o resíduo Rp
′

L1
do sistema linear para p′.

15 - Corrigir a pressão p e a densidade ρ com o desvio da pressão p′ no centroide de todos os volumes.

16 - Corrigir as velocidades uP e vP nos centroides dos volumes reais.

17 - Corrigir as velocidades u∗e , u
∗
n, v

∗
e , v

∗
n, U

∗
e , V

∗
n com o desvio da pressão p′.

18 - Extrapolar as velocidades corrigidas para os volumes �ctícios com base nas condições de contorno.

19 - Atualizar a densidade nas faces utilizando a densidade e velocidades nos nós e o esquema UDS com correção
adiada para o CDS.

20 - Calcular os coe�cientes AT e fontes bT da equação da energia para todos os volumes reais.

21 - Calcular os coe�cientes AT e fontes bT da equação da energia para todos os volumes �ctícios com base nas
condições de contorno.

22 - Resolver a equação da energia para se obter T .

23 - Calcular o resíduo RTL1 do sistema linear para T .

24 - Calcular a densidade nos centroides utilizando os últimos valores de p e T .

25 - Atualizar a densidade nas faces utilizando a densidade e velocidades nos nós e o esquema UDS com correção
adiada para o CDS.

26 - Calcular o resíduo total RL1 dos sistemas lineares para u, v, T e p′.

27 - Estimar o erro de iteração.

28 - Se o erro de iteração for menor que uma tolerância prescrita, encerrar o ciclo de evolução temporal.

I) Pós-processamento: calcular as grandezas de interesse e salvar os resultados.
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A Transformação das equações de transporte do sistema xy para o ξη
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