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RESUMO

O erro de discretizacdo &maior preocupacdo para um usuat® mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor computaciomalrante uma aplicacdioumérica E aquele erro que
ocorreda conversao das equacfes que regemamelos fisicos em um dominantiruo

para o dominiadiscreto do espacdEle é reduzido e a acurécia dos calculos € aumentada
quando o parametro de malhdaende ao continudevido asolugdonumeérica sesensivela

este espacamentoNo entanto, este procedimento de reducdo do erro de tthacém é
inversamente proporcional ao custo computacional, isto €, quanto menaior € a acuracia

e maior sera o custo computacional. Uma ferramenta capaz de melhorar a acuracia da solugéo
numérica sem aumentar o custo computacional € a mdultiplapekigio de Richardson

(MER). Esta ferramenta para ser empregada eficientemente na reducdo do erro de
discretizacéo precisa ser airalaliada, aperfeicoada e generalizada para o uso em problemas
em mecanica dos fldos e transferéncia de calor devido aeapntar problemas de
convergéncia em situagdes onde as solugcdes apresentam extremos locais e/ ou globais. Pare
avaliar, aperfeicoar e generalizar a ferramenta MER foram utilizados dois problemas classicos
em transferéncia de calor computacional governpdtzsequacéo de Laplace bidimensional e

pela equacéo de Poisson unidimensional. Para a equacao de Laplacenio de calculo
quadrado e discretizado com malhas uniform®80 obtidos resultadopara variaveis
principais e secundarias coetemperatus no centro do dominianédia do campo de
temperaturagstaxa de transferéncia de calor em dois contornos e norma do erro de
discretizacdoPara todas as variaveis desejadas deste experimento sdo conhecidos as suas
respectivas posicfeA equacdo de Poissoanidimensional é discretizada com malha
uniforme onde as variaveis desejadas sdo temperatura maxima e sua posicdo. E definido nesta
tese o erro de posicado que associadtderpolacdo e extrapolacdo de Richardson resulta em
resultados numéricos extremamte acurados.Mostrase portanto, que MER reduz
significativamente o erro de discretizagéms problemas numéricos de conducéo de calor
estimador de erro de Richardson funciona para resultados numéricos obtidos comoMER e
resultados mais efetivos coMER sao obtidos usando precisdo quadrupla nos calculos,
reduzindo o erro de posicdo por meio de interpolag@gr nimero de extrapolagdes, maior

numero de malhas e ordens corretas do erro.

Palavraschave: Erro de discretizacdoSolugdo numérica Mdltipla extrapolago de

RichardsonEstimador de erroErro de posicao



ABSTRACT

The discretization error is the biggest concern for a user of fluid mechanics and heat transfer
in a computational numerical application. Error that occurs is the conversibe efjuations
governing the physical models in a continuous domain to discrete domain space. It is reduced
and the accuracy of the calculations is increased when the mesh parhntetels to
continued due to the numerical solution is sensitive to spakiogever, this procedure of
reducing the discretization error is inversely proportional to the computational cost. A tool to
improve the accuracy of the numerical solution without increasing the computational cost is a
repeated Richardson extrapolatiRRE). This tool to be used effectively in reducing the
discretization error has to be evaluated, refined and generalized for use on problems in fluid
mechanics and heat transfer due to present convergence problems in situations where the
solutions have extrmee local and / or global o assess, improve and generalize the RRE tool
we used two classic problems in computational heat transfer governed by the Laplace
equation for twedimensional and ordimensional Poisson equatioftor the Laplace
equation calculion domain is discretized with square and uniform meshes. Results are
obtained for primary and secondary variables with temperature in the center of the field, the
average temperature fieldnd rateof heat transfer in two contours and standard error of
discretization. For all desired variables of this experiment are known to their respective
positions. For the ordimensional Poisson equation is discretized with uniform mesh where
the variables are desired maximum temperature and position. It is defitlgd thesis that

the position error associated with interpolation and Richardson extrapolation results in
extremely accurate numerical resultsshows therefore tha&RRE significantly reduces the
discretization error, the error estimator Richardsorks/éor numerical results obtained with

MER and the MER with more effective results are obtained using quadruple precision in the
calculations, reducing the position error by interpolation, extrapolation of many, many orders

of knitwear and correct the er

Keywords: Discretization errar Numerical solution RepeatedRichardsonExtrapolation.

Error estimation Error position.
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1 INTRODUCAO

A conducdo de calor é um fenbmeno natural querre no meio ambiente nos
organismosvivos o queest constantemente sendwestigadopor cientistas e engenheiros
para novas descobertad conducdo dealor € um modo de transferéncia ckdor em que a
troca de energia tem lugar da regido de alta temperatura piréaixa temperatura pelo
movimento cinético ou pelo impacto direto de moléculas, no caso de fluidos em repouso, e
pelo movimento de elétronso caso dos metaiidOLMAN, 1998) A aplicacdada conducéo
de caloré extremamente importante no projeto e desenvolvimento de aeronaves, foguetes
turbinas, motores para automaoveis, entre outros.

O desenvolvimentae teoriasde conducédo de calanasceda necessidade de resolver
problemasfisicos reais.Em principio, as teoriasja existem e sadaonsagradas no meio
cientificoe podenser utilizadas para resolver a maioria dos problemas préticos existentes no
nosso cotidiano.

Entretanto, ha necessidade de desenvolver ferramentas capatiégaieas teorias da
fisica com ferramentas matematicas e numéricas capazes de pramgpestas mais
acuradagom menor custo e em menor tempo.

Existem,basicamentetrés técnicas aplicadaa resolucaae problemagm engenharia
sendo eles o métodexperimental, o método analitico e numérico (TANNEHI&L al,

1997). Marchi (2001) apresentan fluxograma que exemplifica as formas si@ucédo de
problemas e seusétodos. Este fluxogramast detalhadona Fig. 1.1e mostra queodas as
formas de solugiide problemas iniciaree com o fenémeno fisidal comose observa na
naturezaApos a definicdo do problemaptase por resolvdo de forma experimental ou de
forma tedricadependendo dos recursos financeiros, equipamemid® de obra disponivel

Nede trabalho, ndo ha interesse em definirig@s melhores formas dmlucdode
problemas O interesse é ciids, organizdos de maneira objetivpara situaras multiplas
extrapolacdes de Richardson (MER) neste universo.

Quando o problema é resolvido ftama experimental, desenvolvese modelos em
tamanho real ou reduzido ou ampliadofim de que seja possivel instalar a instrumentacéo
paradefinir os parametros necessarios, com vistas ao entendimento e a geracéo da solucao do
problema e assim criar garametros de projeto. Os resultados experimentais podem auxiliar

0s meétodos teodricos na geracdo de constantes e promover a verificacdo e validagdo do
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equacionamento. E por esse motivo que na Fig. 1.1 existe uma seta de ligacdo entre os
resultados experientais e a seta que liga o fendmegoe se quer estudasos métodos
tedricos.

Quando resolvido da forma tedrica, é utilizado o equacionamento matematico por meio
de conjunto de fungBes para associar os dados de entrada as solugdes. Em algumas situagoes
0s métodos analiticos possuem ferramentas para resolver esses conjuntos de funcfes gerada
com o0 equacionamento matematico. Em outras situacdes, onde as dificuldades matematicas
aumentam com o numero de equacfes e incognitas, a saida mais adequadalgébeas s
aproximadas por meio dos métodos numéricos.

Na Fig. 1.1é demonstrada@ue os modelos mateméaticos podem ser resolvidos por
métodos analiticos e numéricéara um mesmo problema e mesmo modelo matemasico, a
solucbes obtidas por solucdo analiti@ snais precisaque as resolvidaselos métodos
numeéricos A diferenca est no fato de haver erros da solugdo numérica em virtude do
truncamento dos termos da equacédo diferencial ao aprdxipar série de Taylor chamado
de erro de truncamento, do erre iteracdocausado pelo processo iterativo das solucdes
numéricasdo errode arredondamentdevido a representacao finita dos nimeroserrode
programacagerado pela falha no desenvolvimento do programa computadraral corrigir
estes erros dos mramas numéricos utilizaise as solugdes analitioas solu¢cdes chamadas
fiBenchmark como par ©metro para efetivar as col
houver. A busca por erros em um programa ndo € uma tarefa simples. Quando o erro da
solucdo numécia € composto somente por erros de truncamento este pEsslhamar erro
de discretizagéo.

Um engenheirmu umcientistapossui diversas formas de solucionar seus probldmas

formanuméria utilizando:

1 Softwares comerciais: sdo programas prontos com@®HOENICS®, FLUENT®,
FLOW3D® e STARCD® que possibilitam solucionar os problemas desejadeste
casq ossoftwaressdo comerciai® possuem pouca flexibilidade quanto a melhora da
precisdo numérica o tempo de processamento.Aimativa de errmormalmeate ndo é
informada. As rigéncias de memoria e de armazenames@io impostas sendo

imprescindivel a configuragdo minimaluerdware

1 Softwaresmatematicos: sdo programas prontos como MATLAB® e MAPLE® sendo

ferramentas matematicas que possuem rotinabebstidas e auxiliam no calculo
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numérico. Embora ndo dedi@dexclusivamenta problemas deonducdode calor
essas ferramentas possibilitam, em alguns casos, sollefis#o flexiveis, entretanto,

demanden tempo para insercdo dos dadategidaexecugéa

1 Cddigos particulares e ndo comerciado programagerados em FORTRAN®, C®
ou C++ ® ou outrosoftwarede desenvolvimento. Os programas sao exclusivamente
para um determinado problema desejado. E possivel-lusniexiveis, rapidos e
precisos eigindo baixa capacidade de memoria e armazenamento com base no método

numerico empregado para o desenvolvimento.

Fendmenoque sequer Estudar Métodos Tedricos
O que se observa na Natureza 1 g Equacdes
A 4
Métodos Experimentais Modelos Matematicos

Utilizam equipamentos de medics Representacdo matematica do fendbme

para avaliar os parametros deseje

\ 4

Discretizacdo de Modelos
\ 4 h 4 Ly .
E - : Métodos Analit Matematicos:
Xperimento étodos Analiticos INCLUSAO DO ERRO DE
E executadora campo a em Papel e lapis DISCRETIZACAO
laboratério
¢ v
v Computador + Métodos
Resultados Solucoes Numéricospara Solugdes
Experimentais Analiticas utilizando:
MDF, MVF, ...

'

Solugdes Numéricas Pés
Processamento corMER
Correcéo por meio da
REDUCAO DO ERRO DE
DISCRETIZACAO

Figura 1. 1 - Métodos de Solucéo de Problemas @faptado de Marchi, 2001)

Os métodos numéricosas utilizados para problemas independentemente da

complexidade, da geometria e dos parametros fisicos. N&o hé restricdo de linearidade e pode
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ser considerada a evolugdo temporal durante o processo.insggs desvantagens dos
métodos numéricos estdo na determinag¢do do erro computaciapagscricdoapropriada
das condi¢cdes de contornosnes custos computacionais (TANNEHILEt al.1997). Sdo

empregados diversos métodos como:

1 Método diferencas finsisou Finite Difference Metho@DM).
1 Método elementos finitosu Finite Element Metho(FEM).
1 Método volumes finitosu Finite Volume Metho@VM).

1 Método elementos de contorna Boundary Element Methd@BEM).

As respostas obtidagelos métodos analitie sdo adequadagjuando os problemas
possuengeometrias simples. As idealizagcbes em problemas complexos tornam os resultados
analiticosdistantes dos reais, em virtude da dificuldade de o analista resolver as equacfes sem
fazer consideracBes simplificadsrdo modelo estudado. Uma alternativa para problemas
complexos é utilizar as técnicas numéricas. Essas técnicas tém avancado bastante com o
avanco da tecnologieibernética Os custos computacionais tém diminuido em funcéo dos
avancos das tecnologide hadwaree software(DEITEL et al, 200)

As crescentes inovacées tecnoldgicas hdedware alavanca tambéno avanco dos
softwares pois hardwaresnecessitantde novos programas que sao gerados poétodos e
algoritmos computacionaisielhorados em termos deiliabgdo de memodria e precisdo e
velocidade de execucéo possibilitando que o usuério resolva seus de forma mais eficiente.
Acompanhando esta tendéncia dos avancos tecnolégecostansferénciade calor
computacional tambémé beneficiadadevido a acessibdade destas tecnologias para
desenvolvimentos de novas técnicas computacionais que possibilitam resolver problemas
nesta area mais rapidamente, com menor esforgco computacional e com maior precisao.

Os métodos numéricasio capazes desolver problemas caplexosnas areas das
engenharias mecanica, elétrica, naval, eletrdnica, espacial e. dtmsplicados para
promover solucbes aproximadagos equacionamentamatematicosPara este assunto, ha
umavasta literaturasobre agécnicas numericasomo por exemplos os livros dé&régoire
(2007), Collins (2003), Chapra e Canale (1968lsaacson e Keller (1994)ue discutem
métodoscapaesde resolvenumericament@roblemas em engenharia escolhado método

numerico a utilizar deve levam consideracéo a exigcia do problema estudadeegundo
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Broadie e Detemple (1996), escolha dométodo numérico deve partir do equilibrio das

seguintegjuestoes

1 Precisdo numérica

1 Tempo necessario para a execugao
9 Estimativa de erro

1 Flexibilidade

1 Exigéncias de memodria & drmazenamento

No entanto, rasmos com 0s avang¢os tecnolégicos leandwarese dos métodos
numéricos para equilibrartodos os quesitos citados por Broadie e Detemple (19863a
necessidade de simplificacbesn muitosmodelos matematicosedproblemasfisicos da
atualidade O motivo pelo qual isto ocorred® haver limitacbes deardwareem termos de
memodria, armazenamento de dadadocidade de processamento e dos métodos numeéricos
relativos principalmentea acuraciae ao erro do método Além disso, acusto computacional
esta diretamente relacionado camaumento de precisdo dos calculos em funcdo da
tecnologia atual dehardwares. Consequentemente, para a obtencdo de respostas mais
acurada® necessériexecutamais calculoem computadores com is®, gasta mais tempo
de processamenfiara alcancar os objetivos desejados

Novos algoritmos e métodos numeéricos mais avancados estdo em constante
desenvolvimentdMELO Jr., 2005) visandomelhorara precisdo numérica @& reducdo do
tempode processamemt Os métodos uméricosem engenharia, mais especificamente em
engenharia mecanica nas areasmeéricas tétm uma grande importancia devido estas
ferramentaserema Unica forma de resolver as equacfes que regeitos dos fendbmenos

fisicos estudados

1.1.0 PROBLEMA

Esta pesquisa concentsa no estudoaltécnica de multipteextrapoladesde Richardson
(MER) utilizada para reduzir e estimar o erro de discretizacdo. Vesd#igue a aplicacéo de
MER para reduzir o erro de discretizagéas variaveis denteressetem demonstrado
ineficiénciaem problemagmque ha maximos e/ou minimesnao tem produzido resultados
mais acuradoxomo esperadoA aplicabilidade do método exige solucbes suaves. Para
solugcbes condescontinuidades ou singularidades a efecalw método € reduzida (R,
2005). AlteracOes oscilatorias na solucdo nao poder detectadadRANKE et al, 2007).
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Para compreender, aperfeicoar e generalizar o uso de MISRs situacfes ®rnalo
eficiente na reducdo do erro de discretizag@@m utilizados dois modelosque sé&o

representams pebs seguintegquacdes

1 Equacéo de Laplace bidimensional.

1 Equagéo de Poisson unidimensional.

Estas equacdediferenciais parciais de segunda ordemadelamnesta tese conducaale
calor e geram apos dis@tizadasem seu dominio de célcyloesultadosdas variaveis de
interesse com caracteristicas diferergasre si.Por meiodestesresultados sera possivel
compreender os efeitode MER e assim sistematizar o seu aperfeicoamento e sua

generalizacapara ste tipo de problema

1.2.DEFINICOES

1.2.1 Erros Numéricos

Para resolver um problema computacionalmente, o dominio matenadies corihuo,

é transformao em um dominio discreto no mesmo intervalo. O conjunto de pontos do
dominio discreto € chamado de nalle seus pontos, de nds. A distancia entre dois noés
consecutivos é definida como tamanho da mhlleo seuefino significa que o niamero de
nds aumenta e o tamanhaliminui. Quandad é constante em todo o dominio, chaseade
malhas uniformes; quandal hdo ocorre, térse as chamadas malhas Hudformes.

As diferenciais das equacdes dos modebasematicosao aproximadas por série de
Taylor originando uma equacéao discretizadas numeros de pontos da malha considerados
nestas aproximacoe®er sériede Taylordefinem o esquema de aproximacdo podendo este ser
de primeira, segunda, terceoa de mais alta orte Esperase que ganto maior a ordem do
esquema de aproximacdo, maior sera o custo computacional e mais acurado sera o resultado.

As equacOedliscretizadas sao aproximacdes das equacOes diferenciais do modelo
matematico. A medida que o tamanho da malha é reduzido, o erro de discretizagdo diminui.
As equacdes discretizadas com as devidas condigbes de contorno formam um sistema de

equacdes difenciais que séo resolvidas por métodos iterativos.
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Portanto, podse afirmar quee intrinseco dosnétodos numéricogerarem respostas
aproximadas dos problemas resolvidos devido a introducdo de erros motivados pela sua
concepcao basica diferenca entr a solucdo analitica exaty e a sua solucdo numeérica
%o € definido como erro numérié6in (FERZIGER e PERIC, 1999) definido por

'O %o B %o. (1_ 1)

Os principais tipos de erros numéricoaracterizados pela Eq. (1.8fo0 eros de

discretizacapiteracéo, arredondamento e programagéopodem ser representados por

0% "QOHOROHO B . (1.2)

O erro de discretizacaoEy{) é devido ao truncaento das derivadas durante a
aproximacao pela série de Taylor. Este erro € reduzido aumentando a ordem da discretizacéo
ou diminuindo o parametrb da malha. Isso tem um custo que esta relacionado com o
aumento do tempo de processamerfara Oberkampf eBlottner (1997) o erro de
discretizacdoé aquele causadpela discrtizacdo das equacdes diferenciais parcidiss
modelosfisicos. Para Marchi e Silva (1999)evro de discretizacdo € a diferenca entre a
solucdo analitica do modelo matematico e a solucdo numérica exata das equacdes

discretizads, sem qualquer outro tipo de erro nesta soldefnida por

O % B %o . (L 3)

Quando o erro é causado por apenas erro de discretizagée tem

0% #Q #0Q #'Q #7 .., (1. 4)

onde G, C; C;, Cs... sdo coeficientes que dependemfglee suas derivadas, bem como das
variaveis independentes, mas independenin.d®s indicepo, p1, P2, Ps,... SA0 as ordens
verdadeiras d® %o cujo conjunto é representado pmy (MARCHI et al, 2008).Maiores

detalhes sobre as equacdes do erro serdo apresentados nos proximos capitulos.
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O erro de iteracade() € a diferenca entre a solucdo exataatpmcoes discretizadas e a
solucdo numérica em uma determinada iteracdo (FERZIGER e PERIC, 2001) numa mesma
malha, sem erros de arredondamento e enganos nestas solugdes.

O erro de arredondamentd] € o erro que ocorre principalmente devido a
representadp finita dos numeros reais. Este erro aumenta com a redugdo do tamanho da
malha (MARCHI, 20Q).

O erro de programacaBd,y consiste principalmente em erro de logica. E dificil de
diagnosticar, pois contém codigos sintatica e semanticamente coE®merro faz com que
a resposta numérica do programa se distancie da resposta analitica. E uma falha do

programador e pode ser corrigida com o trabalho de analise do codigo computacional.

1.2.2 Areducao doErro de Discretizagdocom MER

Os métodos numériso aplicadosa transferéncia de calor computacionalafo
desenvolvids predominantemente por cientistas interessados na fisica do fend@dsemms
demonstrados na Eq. (1.@)amfrequentemente identificados como fenénweparticulaes.
Entretanto, tém oefeito forte de alterar o resultado desejdelara Sterret al (2001) com a
complexidade e a responsabilidade das simulagdes numéricas em engenharia nas Ultimas
décadas € necessario que as simulacfes efetuadas possuam credibHidesia, omo
aumentaa credibilidade das simulac6es numéricas?

Aumentar a credibilidade da simulacdo numérica ndo € uma atividade simples. A
finalidade basicados métodos numéricos € resolver problemas fisicos de maneira iterativa.
Devido a evolucdo das tecnologiastdgdwares e softwares estes métodos em engenharia
tornaramse ferramentas fundamentais no desenvolvimento de projetos e motivaram as
implementacfes de modelos mais completos onde a complexidade dos problemasetornou
crescente.Além disso, asociedad@ressona a mudanca de filosofia da engenharia em busca
da sustentabilidade do plane@.foco ndo € mais resolver um problema de engenhéria
executar calculos confidveisacuradoscom modelos fisicos mais completos que promovam
a reducdo efetiva do consarde energia, mais espec#finenteem sistemas mecanicos

Uma maneira capaz de aumentar a credibilidade das simulagdes nuésaazndo o
erro’O % com a reducaexclusivado erro de discretizacdd %o.
Em geraloserros de discretizacdo ndo podem ser evitadis reduzidos. A forma mais

comum de reduzir o erro de discretizagdo € selecionar cuidadosamente os esquemas de
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discretizagd@ue possuem um menor erro conhe@dwriori. Entretanto, com o aumento da
ordem do esquema de discretizagdo o custo computacional também é elevado.

Outra forma de obter a reducdo do erro de discretizagdmr éneio do método de
extrapolacdo de RichardscEssa técnica utiliza uma série de solucbes numeéricas geradas a
partir dos método$-DM, FEM, FVM e BEM. As solugfes obtidas numericamente sem MER
sdo em diversos pontos do dominio discreto e em diversas miitas solucbesdo
utilizadasa posterioi como dadosde entradgara o método da extrapolacdER ¢é um
posprocessamento queleve produir resultados melhores do que os obtidbs sem
extrapolagda@uando estabilizado

Para Burden e Faires (2003), extrapolacdo de Richardsoou Richardson
Extrapolation (RE) é utilizada para gerar resultados com alta precisdo, aindacamue
aproximacoes de baixa ordem. Para Grasselli e Pelinovsky (2008) é um algoritmo capaz de
melhorar a precisdo numérica por meio do cancelamento do erro de truncamento. Moin
(2010) define a extrapolagdo de Richardson com uma técnica poderosa capaz de obter
solucBes mais precisas. éficaciadesta técnica pode ser melhoraBta deve seaplicada
repetidas vezessto €, extrapolacdo sobre extrapolacdo. Isto é conhecido comidiplas
extrapolagcdes de Richardson (MER) mpeatedRichardsonextrapolation(RRB. Alguns
trabalhoscomo de Benjamin e Denny1979, Schreiber e Kelle{1983 e Erturk et al,
(2005)obtiveram resultadaswielhoradosio empregar MER

1.3. DEFINICAO DOS OBJETIVOS

A Transferéncia de Calor Computaciooal Computational Heat TransfdCHT) é a
analise de sistemasnvolvenddransferéncia de calgnor meio de simula¢cadem computador
(VERSTEEG eMALALASEKRA, 2007). E a area da computacéo cientifica que estuda
métodos computaciongmara simulacdo de fendbmenos de transferénciealier reluzindoo
namero de experimentos praticexplorandofenébmenos que nao podem ser estudados em
laboratorio de forma pratiqd@ORTUNA, 2000) CHT possui importancia inquestiové no
desenvolvimentindustrial e na pesquisgela possibilidade de reduzir o tempo e o cust d

projetcs.

1.3.1 Objetivo Geral
O objetivo geral desta tese € avaliar, aperfeicoar e generalizar o uso de mdultiplas
extrapolacdes de Richardson (MERdpa de reduzir e estimar o erro de discretizacdo em

conducdo de calor Buscase, com isso, diminuir a meni@rcomputacional, tempo da
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unidade central de processamento @entral Processing Uni{CPU) necesséarios para

solucéo deroblemas d€HT e fazer esmativas do erro numeérico

1.6.1 1.3.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificateste trabalho séo:

1 Desenvolver a teoria de MER, melhorando o desempenho de MER em variaveis de
campo como temperatura médigemperatura no centro do dominio.

1 Desenwlver a teoria de MER, melhorando o desempenho de MER em variaveis de
campo que tém extremos locais ou globais e suas coordenadas.

1 Desenvolver um estimador de erro para solucdes obtidas com MER. Apesar de ser uma
necessidade estimar o erro, poucos proatena literatura comprovam seus resultados

com estimadores de erros.

1.4.MOTIVACAO

MER é uma grande alternativa para acelerar a convergéncia da solu¢cdo numeérica para
variaveisde interesseO custo computacional ainda € um fator de avaliacdo nos processos em
CFD e consegentemente enCHT. MER € uma alternativa para reducdo de custos
computacionais. Além disso, € um método robusto que se traduz numa 6étima ferramenta para
a reducéo de erro de discretizagao.

Para variavel locatipo maximo e minimo, MER ineficiente.Segundo Marchet al
(2009), o uso de extrapola¢gBes mdultiplas Richardson né&o foi tdo eficaz para as variaveis
velocidade maxima e velocidade minima para o problema de fluxo no interior de uma
cavidade quadrada

Como qualquer ferramenta, elaondode ser utilizada para toda tarefa desejsdata
tese, utilizam-se problema& que possuemas caracteristicas daaximo €/ou minimo e se
desenvolve equacionamento fisico e matemagmraMER tornar-se eficiente

MER é uma ferramenta muito poderosapaz de gerar resultadomis acurados. E
uma ferramenta apropriada para gerar solugéashmarks

Justificase portanto, a importancia e relevancia do tratestetema, tendese em vista
gue os resultados deste trabalho poderéo trazer benefsmomdadea industria ea ciéncia.

Com relacédo a sociedade, @& que os resultados do trabalho poderdo servir como
ferramenta para outras areas oddomputational Fluid Dynamic&CFD) e financeira.

Ja com relacd@ industria, podese afirmar que os rebados do trabalho poderéo

impactar positivamente na relacdo custo x benefio® projetoeem mecanica dos fluidos e
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transferéncia de caloem decorréncia de se obter respostas mais rapidas e mais pegisas
menor tempo de processamento

Por fim, quanto a ciéncia, dise que os resultadoseste trabalho acrescentardo ao
estagio atual do conhecimento um acréscimo no desenvolvimento dos métodos numericos

aplicadosaengenharia.

1.5.LIMITES DA PESQUISA

O presente trabalho esta delimitado a é&rea da ciénaiaEngenharia, mais
especificamente no ramo da Engenharia Mecanicat&staaborda questods transferéncia
de calor computaciohaOs conceitos aplicados neste texto estdo definidos dentro de fontes de
pesquisa que vao desdelD%té 2010. Sdo abordados temas principais como funcgdes,
dindmica das solucdes, aceleracdo de convergéncia e extrapolacédo de Richardson. O tema é de
trato universal visto que os resultados sé@o validos para todo o universo da ciéncia.

Este trabalho limitase no objetivo geral Bos objetivos especificos. Para tanto, aborda
as equacdes de Laplace 2D e Poiddonsendo queos fendmenos fisicos traduzidos por
estas equacfes simulam todos os efeitos necess&idicientes para avaliar, aperfeicoar e

generalizar o uso de multgd extrapolacdes de Richardson.
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2 FUNDAMENTOS

As técnicas de aceleracdo de convergéporameio de extrapolacéesmo ominimum
polynomial extrapolatiore a extrapolacdo de Richardsséio importante$erramentasem
transferéncia de calmomputacionk Possibilitamreduzir o tempo computacionpbr meio
da convergéncia rgpida ao resultado. Drika&kial (1998), Shimanet al. (2006, Marchiet
al. (2008) e Bertelet al.(2010)sao exemplos de sucessoutiéizacdode diferentes métodos
de aceleragéide convergénciaplicadosnas equacdes de Nawvigtokes, Laplace 2D e fluido
incompressivel com transferéncia de calor.

Este capitulo desenvolve os fundamentos gerais de extrapolacdo como acelerador de
convergéncia das solugcbes numéricdambém chamadasolu¢cdes numéricas sem
extrapolacdok, no contexto, introduzir e definir o conceito especifico de extrapolacdo de
Richardson. Outros métodos de extrapolagcdo, ndo menos interessantes;Algorirgo, e
Algoritmo, G-Transformacgéaoextrapolagdo rotacionafransformagdes deevin, processo de
Overholt e outros ndo serdo tratados nesta revisdo, por ndo serem o foco do trabalho.
Assinalese, porémgue esses assuntos estao disponiveis em Sidi (2003) e Brezinski e Zaglia

(1991).
2.1.ASPECTOS PRELIMINARES

A ferramenta béasica do calculo é o conceito de funcéo. Kline (1972) apresenta um

histérico do conceito de funcdmtroduzido inicialmentecom os trabalhos de Newtbde

1665 que usow termofluentpara representar alg@arelacdo entr@aridveis. No manusdito
Methodus tangentium inversa seu de functionibesLeibniZ 1673 é utilizada apalavra
function para representaqualquer quantidaderariando de ponto para outroda curva.
Leibniz, em Mathematische Schriften, Abth. 2 Ban@1B58, p. 266269), apresnta uma
colecdo de termos técnicos com as palawr@snata, evolutio, differentiare, parameter,
differentiabilis, functio, ordinata e abscis¢apud STRUIK, 1969) Em 1697, trabalhando

com funcdes, Bernouflifalou sobre quantidade formada de varidveisonstantes. Ele

adaptou aexpressaade Leibnizfunction of xpara essa quantidade, em 1698. Em 1714,

! 1saac Newton (1643727)
% Gottfried Wilhelm Leibniz (1646.716)
% John Bernoull{1667-1748)
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Leibniz usou a palavriunctionsignificando quantidades que dependem de uma varid@vel.
respeito da notacéo, Bernoulli escreveu Xagara uma funcéoegal de x, embora em 1718

mudasseara« x. A notacad (x) foi introduzida por Eulérem 1734.

2.1.1 Funcoes de umaJnica Variavel

Sejam A e B subconjuntos dea. Uma funcdo "@ © 6 é uma regra ou
correspondéncia que a cada elementtAdaz corresponder um ioo elemento deB. O
conjuntoA é chamado de dominioBz de imagem KLEMMING e GONCALVES, 2006)

Munem e Foulisl982)definema funcéo de uma uUnica variavélcom uma regra ou
uma correspondéncia que faz associar um e somente um valor da vgrips@ cada valor
de variavel x, sendox a variavel independente e tornars#o qualquer valor num certo
conjunto de numero#\ denominadoslominio def. Para cada valor deno dominio dd , o

valor correspondente geé denotado pdi(x) tal que

W Qw . (2.1

A variavel y é denominada variavel dependente, visto que seu valor deperd® de
conjuntode numerosdB assumidos poy, a medida que& varia no dominio, é denominado
imagem dd. Uma equacao que fornegem termo de determina uma fun¢éq e dizse que
a funcad é definida pela equacéo.

Se a funcéo é definida por uma equacéo, compresndgue o dominio de consiste
naqueles valores depara os quais a equacao farreponder um e somente WymA imagem
def é automaticamente determinada pelos valores de y que correspondem, pela Eq. (2.1), aos
valores dex no dominio.

Uma funcéo de uma Unica varel € um conjunto de pares ordenados definido por
(x,y) . Se &,y) € um par ordenado neste conjunto, diz yjaerresponde & pela funcao.
O gréfico de uma fungdoé o conjunto de todos os pontag) no planoxy tal quex

pertence ao dominio deey aimagem dd.

2.1.2 Funcgbes deVarias Variaveis
Gongalves e Flemmin@007) definem a fungéo de varias variaveis como sendo

conjunto A de n-uplas ordenadas«( ..., %) de numeros reais do espagalimensional

* Leonhard Paul Euler (17017783)
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O Pa .Seacadapon®do conjuntoA se associanm Unico elemento d@N s , temos

uma funcao’@p P s q

a "Qu (2.2)

2.1.3 FuncdesAnaliticas eSériede Taylor

As funcbes analiticasie aquelas qupodem ser localmente expandislam séries de
poténcias O estudo de séries teve inicio em 1668 ddercator que publicou um livro
intitulado Logarithmoechnia que detalha a série para o logaritmo pela primeira vez. No

mesmo anoBrounckef mostrou que a &area abaixo da hipérbale p @ phem que
w TmAU p édadaporuma série infinip - - - 8 (MAOR, 2006). Em 1671,

Gregory descobriu as séries de expans&o, porém a mesma série foi publicada por Taylor em
1715 (TANTON, 2005)
Sejaa série definida (RUDIN, BD)

® wh (2.3)

® N a h queconverge pared 'Y, funcdoAf ih © s definida por

"Qw Owhow ih (2. 4)

onde® MAT & phllot8 sio os coeficientes da séri® 1 é o raio de convergéncia da
série. Entéo a Eq. (2.3) converge uniformemenpte ¢fi & para qualqueéx A funcdo

da Eqg. (2.4) é continua e derivavel emi h

Q6 EOo h 1 6 18 (2.5)

®> Nicholaus Mercator (1620.687).
® William Brouncker (16201684)
" James Gregory (163B575).


http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9ries_de_Taylor
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9ries_de_Taylor
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Definindo E como o conjunto d& para os quais a série converge tal gu@ s ha Eq. (2.5)
estabelece que a funcao analitica da Eq. (2.4¢rié¢ddel e sua derivada também é analitica
em ih . A conclusdo disso é que toda a funcéo analftiéade classe e todas as suas
derivadas séo obtidas derivando sucessivamente termo a teséde de poténcias fle A
demonstracadas Eqs(2.3), (2.4) e (2.5¢sté disponiveémRudin (1980).

As funcbBes analiticapossuem uma Unica e convergente série de poténcia que as
representaobre um intervalo de raio positivo. Seja a Eq. (2.6) uma funcéo analitica definida
(TABOAS, 2008)

Qw W 0w Ohod i ® o in (2.6)

podese obter uma expressdo para cadeficiente deA da expressdoem termos das

derivadas déno ponto® com o mesmo procedimento aplicaddgta (2.5), resultando em

"0 & EHw © h 2.7)

QN w tEt p8e& VMpdh o @ h (2.9)

parawN @ ihd 1 temse

VO OFQO OB O QO ; (2.9

se'® E emumintervalozi GH &, a série é definida consériede Taylor d& em

torno de

w O 8 (2. 10)
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Portanto, a func&bé analitica em um interval@d ihd 1 sef é a soma dsuasérie de

Taylor em torno dej ou seja,

N w
eA

Qo w & ko ds i8 (2. 11)

Para escrevaxrsérie deTaylor de uma funcabem torno de um pont@é preciso que existam
as suas derivadas de todas as ordensies ordemn da série de Taylor de uma funcéb,

em torno de unpontochresulta no polinémide Taylor

.. QN w0 ., i
0 ® A W 0 (2.12)
considerando quef seja da classe em & 1RO 1, sendo O 1 um namero fixo se

aproximarfem @& ihd 1 pelo polindmio de TayloP,, o erro absoluto é

0, e & R 2.13)

onde, @ , ® & houseja,

Q0O Mow O wh < d¢8 i8 (2. 14)

A demonstracdo da Eq. (2.14) &sdisponivel emTéaboas (2008). A¢érie deTaylor é uma

expansao parax) quando

| B Qo Ow T8 (2.15)
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A respeito da Eq. (2.15) pode observar:

(i) Para cadan, B @ w tornase uma melhor aproximacdo quand@© Tt
Quandow® m, B  ® w , aproximasedef(x) mais rapido do qued © TL

(i) A definicdo ndo diz nada a respeito do que acontece quafdéb. Nao é
garantido que, para caddixado,B & @ tende pard(x) quandce © Hb.

(i)  Toda funcao derivavel infinitesimal possui uma assintética expansao, embora essa

expansao possa convergir ou nao.
A respeito daérie de Taylor podse afirmar:

Condicdo 1:se o raio de convergéncia 0 e | Ed O w Tmparatodoi @ ida
série de Taylor converge pafé) para todooM ih 8Portanto, af(x) € uma funcéo

analitica sobre i1h 8

Condicdo 2: se o raio de convergéncia 0 da série de Taylor converge para algum outro
f(x)8

2.2.DINAMI CA DAS SOLUCOES E SUAS CARACTERISTICAS

As funcbes expressam as caracteristicas essenciais dos sistemas fisicos em termos de
constantes e variaveis que os descrevem (REDDY, 2006). O conjunto dessas equacfes
modela o problema fisic@ resolucédo dessas eqbdagpode ser feita de varias formas, que
dependemda complexidade d@roblema e da afinidade do analista quanto ao uso das
ferramentas matematicas disponiveis no universo do conhecimento. Neste trdalizbrse
métodos numéricos para a resolucaogistemas de equacdes, com enfoque em extrapolacao
de Richardson.

Seja a Eg. (2.16) a representacdo matricial do sistema de equacdes do modelo

matematico que define o problema:

5 _ 6h (2.16)

ondeas matrizesA, a-e B representam o sistema original seequacdes em incognitas
(ANTON E RORRES, 2001), sendoa matriz de coeficientesya matriz de solucdeska
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matriz dos termos fonteg\s soluggesnumérica a serem obtidas com base na Ed.6j2em
mecéanica dos fluidos, transferéndia calore outros process@ssociads, comecan quando

as leis governantes desses processos estdo definidas na forma matematica, em um
determinado sistema de coordenadas, geralmente em termos de equacdesaidiferenc
(PATANKAR, 1980).

As equacdes diferenciais sdo exclusivamente aproximadas por métodos numéricos que
podem ser diferencas finitas, elementos finitos ou volumes finitos e discretizados ao longo de
um dominio discreto chamado de malha; representam st@msl de equacdes lineares
aproximadagDICKSTEIN, 1995)

0 _ 6 h (2.17)

ondeh>0 e " 5° , sendch um parametro de tamanho de mafha. é a transfrmacéo
linear ondeg = O , 1, 2repreSentado as diferebtes malhas,_  s&o as solucdes

numéricas definidas matematicamente por
_ _h_ h_ h_ Bh DAOA Q 10O 8 Q h (2.18)

e0 € a matriz dos termos fontes. A razdo de refino, para malhas uniformes, é a relacao

entre a malha mais grossge finahg.1, Ou seja,

. Q
Lo 8 (2.19

Quando os termos do sistema formado pela Eq. (2.17) sao totalmente independentes, a
solucdo éda forma direta e, por exemplo, pode ser resolvida pelo método TRIA
diagonal matrix algorithm). QuandoA é funcdo da propria variavel, a solucdo ¢é iterativa e,
portanto, contém erros numéricos que estdo relacionados principalmente pela discretizagcédo
das equagOes. Esse tipo de erro é reduzido lentamente, porém proporcionalmente, com a
diminuicdo do @amanhada malhaaté atingir o erro de maquina.

Nas Figs. 2.1, 2.2 e 2.3 a seguir sdo representados o dominio unidimeinsmral

com diferentes tamanhos de malhakefinidas poig, h; e h,.
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i=1 i=2 =3
g=0 —©o + +—> X
Le=1

Figura 2.1 - Malha unidimensionalcom 3 nés e comprimentd., = 1.

Para a Fig. 2.1, o dominlg possui uma malha com trés riés o tamanhd da malha
igual a— ou -.
A representacd® = O indica o indice de que define a malha de estudo. € o

conjunto formado pelas solu¢gées numeéricas em cada no:

%oh %o h%o h (2.20)

onde %o sdo as solu¢cdes numéricas em cadacomi= 1, 2e 3.

Para a Fig. 2.2, o dominlg possui uma malha de cinco nés o tamanhd da malha

iguala— ou -:
\ :
i=1 =2 =3 =4 1=5
g=1 @ + + +_> X

i= 5 nos ‘ x=0 ‘ x=1
I |

Figura 2.2 - Malha unidimensional com 5 nés e comprimentd., = 1.
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A Fig. 2.2 representa a segunda malha de estudggecom O conjunto formado pelas

solu¢Bes numéricas em cada no é dado por
%oﬁ%o F]%oﬁ%o F%o F] (2_21)

onde %o sdo as solugbes numéricas em cada aqoimi= 1, 2 3, 4e 5. A razdo de refino

para os exemplos das Fig. 2.1 e 2.2 é calculadaiagmiq. (2.19) resultando em
. Q 8
) C (2.22)

Para a Fig. 2.3, o dominlg possui nove néscom tamanhd da malha igual a—

. _.i:1+i:2 +i:3 +i:4 +i:5+i:6 +|:7 +i=8i+:: X

Figura 2.3 - Malha unidimensional com 9 nés e comprimentd., = 1.

A Fig. 2.3 representa a terceira malha de estudogcer@ formado pelo conjunto de

solu¢des numéricas em cada n6 definido por

%oﬁ%oﬁ%oﬁ%o F%o F]%oﬁ%o F%o F%o h (2_ 23)
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onde %o sdo as solu¢des numéricas em cada comi= 1, 2 3,4, 5,6, 7, & 9. Arazao de

refino para ogexemplos das Fig. 2.2 e 2.3 é calculada por
. Q 8
L5 ¢ (2.29)

As Egs. (2.20), (2.21) e (2.23) podem ser representadas, de forma geral, para o caso

unidimensional

_ % Q pllofs (2. 25)

ET AADPARAA B Qo8
A expansao da Eq. (2.25) paraistema bidimensionagsulta

Jor,

"Q plgfofs

0 phcof (2. 26)
"ARCET A A DARAQA Aphcis

%o, representa as solu¢cdes numéricaswdagveis de interesse do probleera funcéo de
uma determinada malha. E incomum obter as solu¢ées numéricas em todos omalis da
conforme descrito naEq. (2.18); buscae obter a solucdo para um determinado ponto
especifico conforma Eq. (2.26)que traduz a solucdo em um determinado ponto no espaco
desejado

Um efeito qualitativo que ocorre com o refino da malha é a reddgaderro de
discretizagdo quando o problema é observado para um ponto especifico do dominio. Similar a
série de Taylor, as solu¢gdes numeéricas obtidas para um determinado ponto convergem para o

resultadcanalitico, se houvecom o refino da malha, como denstrado na Fig. 2.4.
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Log
malha h

Tamanho ds

Figura 2.4 - Efeito qualitativo da redugdo do tamanho da manhd em fun¢éo do mddulo do erro
para um determinado ponto no dominio de calculo

E importante destacar nest®mento que, para obter solu¢bes numéricas em diversas

malhas e em um determinado ponto especifico do dominio, a razdo de refino deve ser

precisamente escolhida. Como exemplo, um sistema bidimensional com malha 5x5, formado

pelos dominiody e Ly, foi representado na Fig. 2.5, onde sera avaliada a solugéo numérica

no centro do dominio, isto é, em e — :

y= Ly A 5 Q2,5 Q3,5 Q4,5 Q5.5
,1,4 q 24 ’3,4 Q 4,4 .5,4
L . N q
g L13 q 2,3 L 3,3 .L 43 5,3
! 1,2 @ 2.2 t32 ®: 4,2 ! 5.2
y=0 1 ° o o o x
11 2.1 L31 L41 L51
\ :

- -

Xx=0 X = Ly

Figura 2.5 - Malha com 25n6s.
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A razdode refino dge ser compativel com o ponto de interesse. A escollmazdaerrada
acarretarq na falta de um no central para avaliacdo da informacdo. As malhas 5x5 e 9x9
representadas nas Figs. 2.5 e 2.6 sdo compativeis, pois nos dois exeisEos ndEm

%o, Q%o que carregam as informacdes da posicdo espacial adequada do interesse, isto é,

em — e — . Nesses exemplos, a razao de refingué@l a2 e verifica-se que havera, em

qualguer malha 5x5, 9x9, 17x17, 33x33, um no central .

Figura 2.6 - Malha com 81nés, r =2

Em um segundo exemplo, representado na Fig. 2.7, a malha é 6x6, com razdo de refino

1,25 em relagdo a malha 5x5, represemtad Fig. 2.5. Neste caso, a taxa de refino ndo é
compativel com o ponto de interedsealizadoem — e — e nd&o haverd solugéo

numérica no centro do dominio devido a inexisténcia de um né central.
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Como um dos interessenesta tese, é obter as solugbes numéricas em uma posicao

especifica do dominio de célculo e ndo em todaatha, definese como%. a solucéo

numérica da variavel de interesse em um determinado dominio de céémday o indice de
malha da solucdo numérica definida gn= 1 2, 3, 4., ..., b

numericas em uma posicao definidadwooninio de calculo é representado por

%o %o h %o h %o BP0 Q pFﬂ; o8 h) (227)

onde M é a malha mais fina que se quer alcancar.

y
= |_ T
y y A 361
35 |
Ly gns
331
32!
y=0 _1V : X

w
il

—
x

Figura 2.7- Malha com 36n0s er =1,25.

2.3. ACELERACAO DE CONVERGENCIA

Na Fig. 2.4, observae que a taxa de convergéncia é constante. Existem métodos que
podemfaze acelerar a taxa de convergéndtaexemplo distas métodos deextrapolaéio,
entre eles a extrapolacée Richardson.
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A extrapolacdo é um processo de fazer uma estimativa de unf(xglgue esta fora do
intervalo dos pontos bases conhecidGsIAPRA e CANALE, 1998) Em matematica, a

extrapolacdo é @rocesso de construcdo de novos pontos de dados fora de um conjunto

discreto de pontos de dados conheciddsextrapolacap neste casoproporcionabons

resultados quando usa@ara ampliaros dados ndo muito distantes dos dados conhecidos.

Em calculo numéricop conjunto discreto é formado pela solucdo numérica da variavel de

interesse em diversas masheomh; > h, > hz> ... >h, em um ponto especifico no dominio

A func@ode extrapolacdtem como objetivo obter um conjunto de resultados melhores do

que os obtidos pela solugdo numérica nas diversasasadlhqualidadedo método de

extrapolacdo € limitada pelas hipoteses sobre a futgaatrapolacdo

As vantagens do método de extrapolacdo séo:

()

(i)
(iii)

Baixa complexidade na implementacéomputacional, se comparado com outros
métodos.
N&o interfere na programacao original, sendo @st@osprocessamento.

Os requisitos computacionais e financeiros sao baixos.

As desvantagens do método de extrapola@o

()
(ii)

(iii)

(iv)

Utiliza apenas dados agregados.

Assume que as tendéncias observadas no conjunto de dados de base irdo prever 0s
dados futuros.

Deve possuir uma quantidade adequada de dados que permita verificar
adeguadamente o local de convergéncia da solu¢cao numérica.

A aplicacdo da extrapolacdo ndo é direta. E necesséario calibrar os dados de

entrada.

Matematicamente a extrapolacéo é definida pela seguinte conotacéo

Yo © %o

Q pltiot8 M (2.28)
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e %o é a solugcdo numérica sem extrapolacddss, € a solucdo numérica extrapolada. A
sequéncia%. converge muito lelamente e custosamente para o limgt(, 2003).A nova
sequéncia formada pdkor,  obtida por transformagédo, com base €@, converge mais

rapidamente pafd do que a sequéncia formada p%s 8

2.4. TOPICOS PARA EXTRAPOLACAO DE RI CHARDSON

A extrapolacdade Richardson (ER) RICHARDSON e GAUNT, 192y é um poés
processamento e poder aplicada a posteriodas solu¢des obtidas pebM, FEM e FVM.
Do ponto de vista danalise da complexidade de algoritmos € importante conceatnassa
observacdppoisataxa de crescimento do tempo de execu¢do como uma funcdo do tamanho
de entrada & praticamente nula. Com a utilizacdo da extrapolacdo de Richahdsama
reducdo do erro de discretizagdo, do custo computacmurahdo levad@m consideracéo a
mesmaacuracia das respostas sem acréscimo de complexibilidade na programacao ou custo.

O erro dediscretizacdo € funcadas aproxima@es do modelo mateméatice das
aproximacdes dasondi¢cdes deontorno O parametro de mallaesta insedo nas equacdes
discretizadas que sao resolvidas por meio de métodos iterativos. N28~&.mostrado
qualitativamenteque, quanddh tendea zero, a solugdo numérica tendesolucdo exata.
Entretanto, existe um limite de refinamento lkleseja ele ecamico ou de limitacdo
tecnolégica de hardware e/ou software Na mesma figura, obserga que existe a
possibilidade de ajustar uma curva com base nos pontos existentes e obter outros pontos
extrapolados fora desse dominio. Esses pontos extrapolados godiema solucao exata. A
extrapolacdo de Richards@sta baseada nesse conceitantprocessale extrapolacéo que
utiliza os resultados obtidos por meite FDM, FEM e FVM. Estes pontos satenominados

pontosbase existentgzara obter solugbes maisuralas
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[} Solugdo numérica :

Solugdo exat | «—— °

h =C Tamanho da malhah

Figura 2.8 - Efeito qualitativo da redugcéo do tamanho da malh& em fungéo da solucéo
numeérica para um determinado ponto nadominio de célculo.

Ha necessidade de conhecer resutados aproximadogara o mesmo ponto de
interesseyariandese o parametrb e o tipo da funcaalo erro(linear ou quadraticajuandoh
tendendo a zerdntéo, poderseinterpolar os resultados obtidos com a funcéo apropriada e
avaliar a interpolacdo para= 0, isto €, extrapolar o limitpara obter uma aproximacao de
ordemcom mais elevada precisd®ortanto, a extrapolacdo de Richardgountilizada para
gerar resultaos com altaacuraciautilizando equacdes de baixa ordeBURDEN e FAIRES,
2003)

Umadas bases deste trabakhasérie de Taylorcuja finalidade é representar a funcéo
do erro de discretizacdo. &érie de Tayloré uma expansao assintética que, fazendo a

expansao da Eq. (2.12), resulta em

. o~ o w Qw . Q .
U W Q QW 0w — 0 ® - W W 8
CA oA
. (2.29)
Q <R
—_ 0 W
LA

ondePn(x) representa o valor analitico exato dbtem qualquer coordenadaA notagdo de
Landau ou assintética éma notacdo matemética utilizada para analisar o comportamento
assintotico dsfungdes O comportament@ssintotico ébservadama funcdoP(x), quandoM

tende ao infinitoPara uma dada fgaoP(x), denotaseO(P(x)) tal que,
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Qwdh OE A AT O OB OREBHA O

2 o b Q
060 o T Qo OO o . (2. 30)

o N Oiow Qé v

w w0 13

Uma funcad(x) pertence ao conjuntd(P(x))se existe uma catante positiva que a limita
por c.P(¥ para um valor d& grande. Sé&i(x) da Eq. 2.29 € um polindmio de grau M,
entdo) ®Sé U

Demonstracao:
- o 0O o o Q w Qw0
VD WS O 0 W A W W oA W 0
2.31
TR (2.30
oA © @
Q w Q w
.. Q Qw CA oA
D w3 z z 8
W W W W W W W W
(2.32
0 w o .
i
5 "0 "0 ¢ Q ® Qo g Q ® .
VD w3 ® A oA 5A W 0w (233
é aplicadgpara ® &  p. Fazendo
% "0 "0 ¢ 0w Qo g Q ® ;
@ @ A oA OA (2.34)
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e W O =1, temse

D ws Ow @, (2. 35

aplicado paratodan W W.
Portanto, sejam%.0Y , aberto, limitado, &hH@%° Y funcdes reais. Definge a

relacdo binéria de equivaléncia, indicada Ppno espaco das funcdes reipor (PINTO e
SOARES, 2006)

~ ~ ~ - ~

60 " ofQN mé B M Qe 0w 6 Qaf ovn. (239

Diz-se que as funcdese f sdo de ordens de grandeza equivalentes. Esseeve

6 0 Q (2.37)

e dizse que a notacdd as selecionam classes de equivaléncias de fasco
Demonstracdo(PINTO e SOARES, 2006)

Assumindo ge existed fv T,

- NOAY s e - 2.38
6Q AOODL 6Qh lawN %h (2.38)
escrevese 0 erro da Eq. (2.13) da seguinte forma:

Qiiéd 0 Qh (2. 39

ondep é a ordem de convergéncia, isto é, equivalent®amh e a funcédo do erro
convergindoa zero da mesma forma qb& A aplicacdo da notacdo de Landauséde de
Taylor se da quandp é fixado, umasequéncia deefinamento de h da discretizagdo do

conjunto % M M com™QP T é gerada e dise que € umaonvergénciah da solucéo
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aproximada. Quandb é fixado e uma sequéncia definamentos dep da discretizacdo
% P B comn) O Hb é construida, dise consistir de umeonvergénciap da solucéo
aproximada. Se as variacfes na discretizacdo sao simultaneamenepprdiz-se de uma
convergénciah®.

A notacdo de Landaé util, pois pemite compararaproximacoegliferentespara um
mesmo problema e d& indicios de comaova aproximacdse comporta emelacdo a
problemas conhecidoA notacaoB (6micron)é usada para expressar o limite superior do
tempo deexecucao de um algoritmo paraesk/er um dado problema.

A estratégia de refinsegundoNovatny e Fancello (1998)aramalhas de elementos
finitos sdo geralmentbaseadas na mudanca de locgBrados nés mediante a reducdo do
parametroh, sem alteracdo dos limites do modelo, aumelatcordem polinomiap dos
resultados obtidos ou a combinacdo dos dois métdd@s métodosdescritogmplicam em
melhorar localmente erro de discretizam, fornecendo umaolucdo mais acurada

No refinoh da malhap tamanho da malha reduz cadenciaelat®. Aordem polinomial
das funcdes de interpolacdo dos elemeatoenstante. Esta modalidaéledequada para os
casos em que as solucdes possuem um comportamento estéeebe domninio.

No refino p procurase criar uma sequéncia de malhas aumentad@ssivamente a
ordem polinomial das funcdes de interpolacdo em cada elemento. A técnica € adequada para
problemas em quesolucdo analitica ngmossui pontos deingularidades

A estratégid® € o método maigficiente no controle do err&xistem vdias formas de
desencadear um refinb®’, uma delas é fazer o refinlg, identificar as singularidades
adaptandeas ao métodp.

2.4.1 Aproximacdes Numéricas e Ordem do Erro a Priori

As aproximacfes numéricasio um meétodale resolucdo dasquacfes diferenciais
Podem basarse em diversas filosofias, como descrito no capituldA laproximacao
numeérica sera obtida a partia Série de Taylodefinido pela Eq. (2.12)Caracterizandse

adequadamentesarie de Taylortemos:

MM QO QD @ — -
CA oA

(2. 40)
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onde™Qé a variavel de interesse no modelo matem&i @ € o valor analitico exato da
variavel de interesse, obtido por meio da expansaria de Taylor a partir do né Sao
conhecidos os valores exat@A e suas respectivas derivadas representada® ponden é
o indice da derivada. A E{R.40 é vélida para uma funcdo continua>eem um intervalo

fechado, bem como suas derivadas. A Eigmostra os respectivos nds da malha para a Eq.
(2.40).

I

Y

\

Y

\
.

)
Y

j-2 -1 ] j+1 j+2

Q

Figura 2.9 - Malha unidimensional com cinco nés.

A aproximacdo numéricelDS por meio dasérie de Taylor para a derivada primeira

utiliza um ponto a montante. Come ® Qe ® ,temse

Q0 "Qm MAQ QOA— QA— QA— QA —
. (2.4
E
Isolandese a derivada primeira da EB,41) e dividindese porh resulta
QA v QA- aEa— QA — QA —
Q C 0] T p QT (242
E

Como
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“Q o -« U o -« (2 43)

onde n é a ordem da derivadh, é a aproximacdo numéricareé o erro de truncamentBara
UDS, a Eq. R.42) é reduzida a

Q0 00 h 2.44
> S (2.44)
e 0 seu erro de truncamento
-1 QA- QA= QA= QA —8 (2. 45)
G (0] CT PpGgTr

Portanto, na aproximacddDS, o erro de truncamento é de primeira ordem. A generalizacéo
da Eq. 2.45) é

- n &0 60 s0 870 E (2.4

O conjunto formado por  n M M M B é denominado por ordens verdadeirgs
que saaas respectivas ordens M definidzes Eq. 2.29) dos termos daérie de Taylor. Em

especialfy recebe o nome de ordem assintéticaysecoeficientes sdo representados por

® MQA-® MMA-, 0 QA—® "Q A —, ... paraoUDS
2.4.2 Erro de Discretizacdo e sua Estimativa

Quando o erro de discretizacdo € composto por somente erro de truncamesto, tem

- % 'O %o e a Eq. 2.46) tornase a equacao geral do erro de truncamento

oOn 6 6Q 67 6Q E, (2. 47)

onde 6 M M I B sdo constantes originarias da Série de Taylor que representam soma
ou subtracdo da razdo das derivad@iQHQ B  pelos seus respectivos fatoriais das
aproximacdes numéricague podenser iguais a0 g . O termo & & dasérie

deTaylor é representadmor h.
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Marchi (2001) demonstra, para as solu¢gdes numéricas UDS, CDS, DD, Bb&yra
do trapézio, as ordens verdadeiras e assintéticas do erro de truncamento, como segue na Tab
2.1.

Tabela2.17 Valores previstos para as ordens verdadeiras e assintoticas (MARCHI, 2001).

Solucéo . .
L i i 5 Ordens Verdadeiras | Ordens Assintéticas
Tipo de Variavel Numérica [TIPO de Apfoximagac ! et
4 umerica Pm pL
um ponto a
uDS 1,2,3,... 1
montante
. CDs diferenca central 2,4,6,... 2
varidvel dependente
DDS um ponto a jusant 1,2,3,... 1
DDS-2 dois pontos gusantt 2,34,... 2
Der i v @ordem dg CDS diferenca central 2,46,... 2
variavel dependente
Megleapgﬁdv:rzivel m regra do trapézio 2,4,6,... 2

Podese observar na TaB.1 que existem ordens assintétices pe n ¢; paa o

erroda e r i v algrdemdi@variavel dependemscrevese

O %o | 0 Qh (2. 48)

0 % 5 Q8 (2. 49)

A caracteristica desta notacdo é o tempo de execucdo e 0 consumo de memodria em
funcdo da quantidade de dadosudea maneiranais intuitiva e menos trabalhogafuncéo
que representa o algoritntta Eq. 2.48 cresce de formassintotica mais lentamengee o
algoritmoda Eq. 2.49.

A Eq. (1.1) e a Eq.2(47) podem ser calculadas quando se conhece a solucdo analitica
do modelo matematico. Quando a solucdo analitica € desconhecida;sestrsau valor. A
estimativa é chamada de incerteza da solugcdo mane@ré assim definiddMARCHI e
SILVA, 2005):
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5% %o  %dh (2. 50)

onde%o. € a solucaestimada de .

2.5. EXTRAPOLAQAO DE RICHARDSON
A solucdo exata € composta pela solugdo numeérica, com dmasem tipo da

aproximacdo numeérica, e o erro de truncamento, associado ao tipo de aproximacdo feita,
definida pela Eq.2.51)

B % & s ks ©O% 7 & rgh (2.51)
sendo o errale truncamento dependente da ordem da aproximacao
O% r ® rg 0UQ 8 (2.52)

A extrapolacdo de Richardson é uma ferramenta matematica gséilta obter uma

solucédo mais préxima dalucdo exata, demonstrada por

% € OOl ORIy, [ rgh (2.53)

onde%o. € a extrapolacdo de Richardsoniautk.
A extrapolacdo de Richardson é também conhecida por extrapbfagiiequacéo de

Richardson (1927) na forma original é representada por

o Q%  "Q %o 0% F
00 IS 00 (2. 54)
onde %o Q%o significam as solugbes numéricas maahas fina e grossa. Sabersdo

quei — e simplificando a Eq2(51) conforme Roache (1994), tese a aproximacgéo
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%o %o .
%o %o (2.55)

% e B, (2. 56)

sendol a solucad@nalitica Ou ainda,

% B O% h (2.57)

6 N0 . (2.59)

Portanto a ordem do erro é caractergpdr j  N%p € a convergéncia da extrapolacéo de

Richardson é do tipb®, isto & depende do refinamento dalivah e da aceleraca .
Demonstracdo:Extrapolagdo de RichardsoBHAPRA e CANALE, 1998)

A incerteza da solucéo foi representada na E§QY e é transformada para malhas
%0 ‘0%o hdefinindo

~ ~
g

Y %0 %o h (2. 59)

Y %o %08 (2. 60)
Considerando que a incerteza U de wiei@rminada solucdo numériéaseja dada por

Y 07Q, (2. 61)

e que U é composto pela aproximacdo numérica e sua derivada, sendo ele constante e
independente em todo o refinamentohdé&azendo a E®(61) em duas malhas diferentes e

identificadas pofina e grossa, te-se



Fazendese a relacéentre as Eqs2(62 e 2.63), resulta em

Y

0 F]
&Y € Q

Reorganizando a ER.64), temse

Yey 2ag
& o)

Reorganiando as Eqs2(59 e .60

o«

n %o Y

~
g

e igualandeas, temse:

~.

% Y % Y 8
Substituindo a Eq(69 na Eq. 2.6
% Y % Y 8

Isolando’Y |, temse

. %o %o .
Yy = f

(2.62)

(2.63)

(2. 64)

(2. 65)

(2. 66)

(2. 67)

(2. 68)

(2. 69)

(2.70)

56
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e substituindeo na Eq. 2.66) resulta

%0 %08

(2. 71)

2.6. GENERALIZACAO DA EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Roache (1994) generaliza a extrapolacdo de Richardson para qualquer aproximacao
numérica substituindo o expoente da razdo de refino phorresultandoa equacédo
generalizada de Richardson(RE) definida por

% %o
in %0 ﬁh (2.72

sendo cestimador de erro de Richardsordefinido por

. %o %o
Y —38
' P (2. 73
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3 METODOLOGIA PARA  APLICACAO DE MULTIPLAS
EXTRAPOLACOES DE RICHARDSON - MER

Sao complexos os problemas relacionadosransferéncia de calor que exigem
simulacbes numéricas. As necessidades dos clientes e o0s custos envolvidos no
desenvolvimento de produtogsia area também sdo grandes, bem como as incertezas dos
modelos utilizados. Frequentemente tem que se trabalhar com resultados aproximados,
obtidos por métodos iterativos ou procedimentos computacionais dependentes de alguns
parametros como tempo, tempeara, presdo e velocidade. A convergéncia dos sistemas
numericos € lenta, principalmente quando se trabalha com malhas finas que resultam
milhdes de nds. A simplificacdo dos modelos, a reducao dos niumeros de nés das malhas, as
simplificagbes unidimemsnais para problemas bi ou tridimensionais podem acarretar um
grave entrave para a sua utilizacdo na pratica. Por esse motivo, técnicas de aceleracédo, como &
extrapolacdo de Richardson, tém sido estudadas e aplicadas.

No capitulo2 foi abordado o concel de extrapolacdo de Richardsoonforme se
apresenta na literatuddo presente capitulo serdo apresentadas as equacdes e fundamentacdes
da metodologia de multiplas extrapolacdes de Richardson (M&R)rma generalizada o
desenvolvimento da metodolagique torna aplicavel MER em problemas que possuem
mMaximos e minimas

A aplicabilidadepara MER neste caipulo € dividicaem duas partes:

(i) aplica@o direta de MER por meio da Eq. (3.1) e suas correlagéggacao de
Laplace 2D a aplicacdo desta noelologia esta detalhad@ cajtulo 4;
(i) aplicacdo de MER apd@s aplicacdo da metodologia para correcdo dos dados para
MER - equacédo de Poisson = aplicacdo desta metodologia ed¢dalhad no
capitulo 5.
Para ambos os casa} € (i) houve sucesso nglecacdo de MER por meio da metodologia

desenvolvida neste capitulo.

3.1.SOLUCOES NUMERICAS COM MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE
RICHARDSON

No Cap. 2 foram definidos os pontos base para a aplicacdo da extrapolacdo de

RichardsonEstes pontossao definidos como aolugbes numéricas sem extrapolacéo, e sua
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obtencaoé feita diretament@or meio dos resultados das simulagées com diferéntiis

Tab.3.1 é feita a representacao esquematica dessas solu¢des, onde g € o conjunto das malhas
representado em um intervalosdieto de passo 1, definido pophHO. Essa sequéncia é
crescente como 1, 2, 3,..., G e esta representada como a malha mais grossa pelo indice 1 e ¢

malha mais fina pelo indice G.

Tabela3.17 indices das solu¢bes numéricas sem extrapgo.

Solugao Numérica sem
Malhas Qualquer Etrapolagéo
o=1 Ly
g=2 Ly
g=3 L 3
g=...
0=G s

A Eg. 3.1) representa a equacédo para a extrapolacao repetida de Richardséa,;onde

€ a solu¢do numérica em uma determinada nadioan m extrapola@es

%o f %o 1
%or  Yhor °°hi Z %o ph N (3.1

A Eq. (3.1) é valida para g=[2,g9] e m=[1;1} O diagrama da Tal3.2 exemplifica os
indices da Eqg.31) e indica seus limites de operacdo. As setas na3lalepresentam 0s
resultados das extrapolacdes; por exemplo, o calculo extrapolé&dg d& obtido a partidas
solugcbeFbo ‘Q %o ; 0 calculo extrapolado d&oj, € obtido a partir das solucd&se; Q %o, ; €
assimo meétodo se repetéds extrapolacdes sdo possiveis @iextrapolacdes, questao
relacionadascom o numero de solugbes numéridas, . Com MER, a corre¢do do
resultado é diagonal cofiie h%or %o h %o B D %o,

A representacdan=0 indica a representacdo de solucdo numérica sem qualquer
extrapolacdo. As ordens verdadeiras representadgs,poonstituemse de uma progressao

aritmética e depalem da ordem assintotica da equatidoretizada e séo definidas por
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nh n an n 3.2

sendo a Eg. (3.2) valida para g=[1,G] e m=[Q]g

Tabela3.27 indices das Multiplas Extrapolacdes de Richardson.

m=0 m=1 m=2 m= ... m=G-1
Solugdo Numérica|  Primeira Segunda
Malhas semQualquer Extrapolacdo | Extrapolacéo

Extrapolagéo

g=1 L (g=1,m=0)\

-

g=2 L (g=2m=0—" (g=2.m=1) N

9=3 ; (£31=3vm=0)—l§‘>L (g=3,m=1) it (@=3,m=2)

g=...

9=G " (g=6,m=0) b (g=G.m=1) L (g=Gm=2) L (g=G:m=G-1)
PL P1 P2 Pe-1

Na Tab.3.2 dois mecanismos para melhorar a precisao sao aplicadésme descrito
no item 3.3 0 primeio é a reducdo do tamanho da mdihdo que resulta um maior nimero
de malhag). O outro mecanismo é extrapotarvezes. Entretanto, os dois mecanismos estéo
relacionados devido a dependénciardem funcéo de. Ao utilizar MER ha a possibilidade
de contolar a ordem da solucdo numérica extrapolada. As sequéncias comumente
empregadas para o refino da malha devem ser cuidadosamente esaihidazdo das
oscilacdes de frequéncia dos resultados numéricos, as gdai® pomprometer o resultado

extrapolado.

3.2.0RDEM DO ERRO

Segundo Marchi (2001), a incerteza calculada a partir da2E4f) 6omente fornece o

valor correto do erro de discretizacdo se

~

5Q O%Hh (3.3)

onded ¢é dependentdeh e definido por
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6 6 061 5 Q 5 Q E. (3. 4)

A Eq. 3.3) é valida se o tamanho da malha& muito pequeno, isto €, quand® Tt .
Mesmo que a Eq3(4) tenha varios termos, o valor do erro tende ao valor do primeiro termo

desta equacao, isto é
6 6 i B Qaé i n (3.5)

A ordem efetiva fg) € definida, portanto, como a inclinacdo local da curva do erro de
discretizacdol) da solugdo numeéricéo versuso tamanho da malhd)(dos elementos da
malha em um grafico logaritmo (MARCHI, 2001). Esse calaulposterioridas solucbes
numéricas perré confirmar a ordem assintética do erro de discretizacdo. A medidaéque
reduzido, os valores representados em grafico logatiémiem a ordenassintética do erro

de truncamento.

Demonstracdo:Ordem efetiva baseada em duas solu¢cdes numéricas (MAR@T)

Seja aplicada a EqB.8) em duas malh&&s Q%o definidas por

6'Q 0% (3.6)

0Q  O%o (3.7)

onde o erro de discretizacd %o e o tamaho da malhah sédo conhecidos nas duas malhas.

Resolvendo o sistema de equac¢des formado pelas3i)se (3.7), obtérmse

| Rk
_ Gk (3.8)
I TiC

sendar a razéo de rdfio. A Eg. 8.8) generalizada para MERsulta em
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i | %0 h
%%oa (3.9

N T TiC d

aEq.(3.9) é valida para =[2,G] em=[0, ¢-2] . De acordo com as Eq.8) e 3.9), &
necessario conhecer a solucao analitica exata da variavel para que seja possivel o seu calculo
Nos casos em que nado ha esta opcdo utibza conceito de ordem aparente.

A ordem aparentg() € definida com a inclinagdo da curva de iresat{J) da solugéo
numérica %o versuso tamanho da malhah) dos elementos da malha em um grafico
logaritmo (MARCHI, 2001). Esse calcul® posteriori das solu¢cdes numéricas permite
confirmar a ordem assintética do erro de discretizacdo. A medidaéresiuzido, os valores

repregntados em grafico logaritmo tendem a ordem assint6tica do erro de truncamento.
0Q Y% h (3.10)
onde K, ¢é dependente de e definido por

O 0 0Q 0 Q 0 Q E. (3.11)

Admite-se queK, € um coeficiente constante e independente, d® entanto ndo o é&sse
fato é equivalente ao discutido no item 4.3.1 sendg® @ valor deK, tende ao valor do
primeiro termo quand&X Tt Isso implica que, s& ndo € suficientemente pequeno, a

estimativa do erro & da Eq. 2.71) sera diferente do erro de discretizacao.

Demonstracdo:Ordem aparente baseesem duas solu¢cdesimeéricas (MARCHI, 2001
Substituindo na Eq2(50) aEg. 3.10) obtémse

0Q %  %h (3.12)

e escrevendo a E@.12) para trés malh& s Q %o
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0 Q %o %o, (3.13)
0Q %  %h (3. 14)

0 Q %0 %o , (3 ]_5)

Resolvendo o sistema de equagbes formado pelas ER), (3.14) e 8.15), onde as
solugdes numéricas das variaveis de interéssdo Q% e o tamanho da malha
"OHQ 'QQ sdo conhecidos, resuka

A %o
| T e
o %o o (3. 16)

1 Tic
A Eqg. 3.16) generalizada para MER resulta em

i ?‘Lhﬁ — h
. R R (3.17)
N h TTiC

¢

sendo a EQ.3(17) validaparag = [3,G], m = [0,Int((g-3)/2)] e a razao de refino constante
representacatmt () significa a que o valor a ser considerado é a parte inteira do valor calculado
no interior do colcheteA medida queh A 0, os valores dep()ym deven tendera ordem
verdadeirg, do respectivo nivel de extrapolacéo (A)Eq. (3.1) admite que os valore plgséo
corhecidos. Para se obtgy a posteriorj sem interferéncias, em vez ggar %o usase a nova

variavel—

—h { — h (3.18)

A Eq. (3.18) é valida pag = [3,G], m = [1,Int.((g-3)/2)]. Param=0 a Eq. (3.18) ndo se
aplica, pois tense %o, —p . Para estimar adequadamepteé necessario conhecer

pelo menos as trés primeiras ordgnsp: € p. . Caso isto ndo seja possiy@bdese estimar
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as outras ordens antiade ppep; devido os valores den,, serem umarogressao aritmética.
Quando os valores deg,sao determinados arbitrariamenteimpacto desta escolha pode
afetar negativamente o resultado esperado (MAREHdI, 2008). Os valores dp, séo

obtidosde 1 , . Eles sdo numeros inteiros e positivos que sao extrpédtasada nivel de

extrapolacdor(). QuanddA 0 a tendéncia vale 17 A pm.

3.3.ESTIMADOR DE ERRO DE RICHAR DSON

A estimativa do erro de discretizacdo da solugdo numérigadblEq. 2.73) pode ser
empregada para qualquer variavel de intereBsga g malhas em extrapolacbes de

Richardson o estimador de Richardson € dado por

%op, Z %o i (3.19)

Y %o 5

onde a equacdao é valida para g=[2,G] e m={2)}. g

3.4. METODOLOGIA PARA CORRECAO DOS DADOS PARA MER

Esta partedo presentecapitulo se concentrana fundamentacéo teérica metende
demonstrar a metodologia utilizada para a correcdo dos gadms aplicacdo de MER em
problemas de maximos e minimesn que estes pontos sdesconhecidos ao longo do
dominio.

A efetividade da multipla extrapolacdo de Richardson esta assddii@tiamentea
qualidade dos dados de entrada no métBdaindese do prircipio que a variavel de
interesse esta localizada em ponto indefinido do domicoocluise que ndo ha uma
sequéncia de nés em malhas diferenteshgh hs,...) que carregue a informacéo necessaria
sem haver outros tipos de erros conforme desent 3.4.5.

Chapra e Canale (1998) descreveque, para atécnica de extrapolacdo de

Richardson funcionansdados de entrada devem

(i) ser uniformemente espagado®

(i) ser uniformemente gerados em forma sucessiva

A afirmacéo (a) esta corretapessui relacédo direta com a razdo de refimo) (da
malha na qual deve ser constante. Entretanto, quanto a afirmacao (b),-serifjua esta
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incompleta. Os dados devem ser uniformemente gerados em forma sucessieaneser
exclusivamente pontuaiscom a mesma posi¢cacao longo das diversas malhas a serem
extrapoladas

A dificuldade de problemasom MERque possuem maximos e/ou minimos esta no
ponto de inflexdo. Os dados de entrada para MER oscilam em torno destedpuitio a

funcdo numeérica ser distae

3.4.1 Funcéo Continua e Funcéo Discreta

Define-se una funcad qualquer que representard uma func¢éo continua ao longo de um
intervalo especifico, sendo essa funtéima correspondéncia que faz associar um e somente
um valor da variavel dependenyepara cada valor da variavel independextdal que
W "Qw (MUNEM e FOULIS, 1982). Sejam A e &njuntosuma funcédd de A em B é um
subconjunto de 8" AA AN O~ N 6 , ondecada elemento de A aparece uma
Gnica vez como primeiro elemento de um par ordenado. A € o dominio e B é o contradominio
da funcaof. O grafico def sdo todos os pontos (a,b) no plang tal quea pertence ao
dominio def e b a imagem ou contradominio e associacdo definida pab ™Qw
(GERSTING, 1995).

Figura 3.17 Funcéo continua e pontos de inflexdo
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A funcéof é continua em um pontoqualquer do dominio de se, esomente seas

seguintes condic¢des forerdidas:

(i) f(a) é definido, (3.20)
(i) 1 Ed Q@ existe,e (3.21)
i1 Ed Q@ "QA. (3.22

Analogamente, uma funcéo é continua em umvaterfechado [a,d] se for contia
em todos os numeros do intervalo (MUNEM e FOULIS, 1982).

A funcédo de A em B é um subconjunto de A X B. As associa¢fes funcionais serdo
relacionadas por uma equacdo que desces/eassociagcdes. Techicamente é comum a
utilizacdo de parte do dominio de A para representar, em pares ordenadlagiliBacdo da
funcaof , que relaciona A em B em apenas alguns pontos do dominio de A, acaba por gerar
outra funcéo, denominadpque n® representéielmentea funcad . A funcédog consiste em
pontos discretog possui 0 dominio diferente da fundapoporémrepresentd ao longo do
intervalo fechado [a,d}]A funcdog(x) é definida como uma funcado discreta que representa a
funcaof(x).

A funcaof(x), representada na Fig.1, possui pontos de picos definidos pof\

M, e depressdo definida pon®;. A letra M mailscula significa ponto de méaximo, o
superindice C significa que a funcéo € continua, e os subindices 1,2,3,... significaer® nu

do pico. A letra m minuscula significa ponto de minimo. Os super e subindices possuem o
mesmo significado.

Uma determinada funcdo pode conter varios pontos de maximo e minimo. Por
exemplo, a funcaf(x), definida no intervalo fechado [a,d] R&g. 3.1, possui dois maximos
locais definidos por ML e M2 e um minimo local definido pan©l, que demonstram os
picos e a depressédo dessa funcao. Entretanto, olsenaFig3.1 que um pico é maior que
0 outro, isto &, M1 < M®2; neste caso dige que M2 é o maximo absoluto ou global da
funcéof(x) definida no intervalo [a,d5endo o valoc a coordenada da variavel independente
x que faz a associac@ "Qw assumir o maior valoy, tal qued () "Q® , pode

se definir que
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(3.23
onde M é o maior valor da func&x) , isto &, 0 maximo absoluto ou global da funf{&ih
Analogamente, podse definir que

OF

(3.24)
onde nf é o menor valor da funcé(x), isto é, o minimo absoluto ou global da funcéo
f(x). Observase que os subindices 1,2,3... nas.HE823 e (3.24) deixaram de existir,

caracterizando as letras M e m como maximo ou minimo absolgioloal. O superindice C
nas Eqs(3.23) e (3.24)caracteriaque é o maximo ominimo de uma funcéo continua.

O ponto criticaV©ou nf” é determinado pamemafuncaof, fazendo

0w
Qo

(3.25)

podendo assumir a derivada primeira um ponto de maximo ou minimo no intervalo de
interesse. O ponto critico € maximo ou miniquando (JACQUES006):

¢ D"Q w0 . (3.26)
) Qw
.. 00 (3.27)
EE D—— 18
Qw
O ponto critico discreto € maximo ou miniopeando:
E -

DO®E G OQO HABMWO-E& Q0 E €QE & BE

(3.28)
sendo que os valores anterior e posterioesa menores queeci ae ci d.

EE DOi¢Gd Q¢ DIOARAMOEPQD ¢ Q¢ F BE

(3.29)
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sendo que os valores anterior e posterioesi maiores queeci ae ci d.

3.4.2 Discretizacdo do Dominio de Célculo

Uma variavel é discretguandopossui um numero finito de ks dentro de um
intervalo fechado (MONTGOMERY e RUNGER, 200Bp item anterior, a funcdo continua
foi definida porf(x) e a funcéo discreta, pgfx).

As técnicas numeéricas e@HT trabalham com dominio discreto e obtendo os
correspondentes pontos naaigem. A associacao é feita a partir de uma fug@@odiscreta.

A funcaog(x) representa a funcd(x) continua. Neste momento néo esta sendo considerado
nenhum tipo de erro numeérico, istogé?) =f(P), onde P € um ponto qualquer do dominio de
[0,L]. O processo de dividir o dominio continuo [0,L] em finifmntos discretoé chamado

de discretizacdo, que consigen definir em quais pontos se deseja conhecer a variavel
dependentg, construindo sobre o domimtouma malha que contera um conjunto de pgnt
denominados nos (SUERO, 2006). O tamanho de cada elemento déhrpathaum sistema

unidimensional e uniforme é definido por (TANNEHIIlet al, 1997):

V. (3.30)

ondeh é a distancia entre dois nds consecutivos, L é o tamanho do dominio e N é o niumero de

elementos da malha.

no N-2 N-1 N

0 h L

Figura 3.2 - Discretiza¢do do dominio [0,L] em N elementos.

< 1
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O dominio discretizado ndo é continumonforme é detalhado na Fig.2, e a
informacdo da variavex limita-se aos pontos estabelecidus dominio Observase que,
qguanto maior for o nimero de nds dominio, maior sera a quantidade de informacéo e maior

sera o tempo computacional paracessar as informacoes

3.4.3 Efeito daDiscretizagcdo noPonto deMaximo ou Minimo
O dominio discretizado possui um namero finito deaas informacdes das variaveis

de interesse est@mntidasnestes pontoA Fig. 3.3compara a fungéo discregéx) e a funcéo
continuaf(x). Observase que os pontos de maximo da funf@p e g(x) sdo diferentes. O
dominio da funcaa(x) ndo contempla o ponto onde a fun¢&g é maxina, recaindo na

desigualdade

] -~ h (3.31)
ondeMP é o méaximo da funcéo discrajé).
T |
MC
Legenda
LG @ g(x) - funcao discreta
5 — f(x) - fungédo corinua
Tpa

Xp.1 Xp XP+1D

Figura 3.3 - Diferenciacéo entre a funcad (x) e funcaog(x).

Quardo a malhah A 0, o modulo da diferenca entre os maximosf(dg e g(x) se
aproxima de zero:
- - o n (3.32
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quando a malhe A 0, o modulo da diferenca entre os minimod(gee g(x) se aproxima de
zero:
i i o 8 (333

3.4.4 Metodologia para Corre¢ao dos Dados de Entradpara MER

No item 3.4.1, foi definido que a imagem e o dominio da fungcédo de assoa&cho
estdo contids na imagem e dominio da funcdo de associfgdoJa no item3.4.3, foi
demonstrado que o ponto de maximd’jMe uma funcéo discreg{x) é diferente do ponto
de maximo (M) de uma funcdo contindéx). A mesma afirmacéo vale para o ponto de
minimao. O ponto de maximo da funca@gx) representada pekq. (3.28 que € o maior valor
de todos os valores representados pela assoda@cad-oi considerad@ue havia umay(x)
discreta geradora de pontos nodais ¢ogualquer sobre a curva continuaffle e a solucéo
discreta era igual a solucao analitica nodasesepontos, ndo havendo, portanto, nenhum tipo
de erro, inclusive erro de discretizacdo. Neste trabalho, seprecura minimizar € o erro de
discretizacdpno entanto, ao se utilizar do valor déximo da funcag(x), esta incluindese

na solucdo numérica um novo tipo de egue serd definido a seguir.

3.4.5 Erro de Posicdoda Informacao

O err o dP@édpfinidomatematicathentgor

0 - - 8 (3.34)

E a diferenca entre o ponto de maximo da furg@iinuae o ponto de méaximo da funcéo
discreta Vale para o ponto de minimog caso deve substituir M por @s valores de M € a

forma geral de representar todas variaveis de interesse do problema como, por exemplo,
temperatura maximaimma e posi¢cdo maxima/minim&a Fig 3.4 € mostrado este tipo de

err o, Dydp drm® detbsicdona coordenadi! e (D, é o erro de posicéua coordenada

x (de forma geral, podendo ser y,z)
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Legenda

maximo ¢k g(x)

ma&ximo def(x)

Figura 3.4 - Diferenciacao entre a funcad (x) e funcaog (x).

O erro @& posicao é reduzido quando € aumemtadumero de nés da funcgfx) ou
reduzido o tamanho da malhapara o mesmo intervalo [0,L]. N&g. 3.5 sdo mostradas
para o mesmo intervalo [0,L], quatro curymsao mesmo pontale maximo da funcafx).
Sobrea fungadf(x) representoise sem erro de discretizac@funcao discretg(x) que, nos
pontos discretos, possui 0 mesmo valor da fui@ggoQuando a fungég(x) possui menos
nos, definiv-se como malha mais grosga quandoa funcdog(x) possui maisnés, como
malha mais fina. Obsenge que a medida que a malha se torna mais, fimgponto de
maximo da funcag(x) se aproxima do maximo da funcfg). Portanto, concluse que o
erro de posicdo tende a zero quando a malha é refinada. O erro de pdsigimiado pela

Eq.(3.35)

o«

RO - - (3.39)
onde(D¢ é o erro de posicdo da malha mais grossag valor do pontode méaximoda
variavel de interesse rmaalha grossa dauncaof(x) e- € valor do pontode maximo da

variavel de interesse maalha grossa daincaodiscretag(x). Para a malha mais fina tese
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¢

RO - - (3.36)

ondelDr € o erro de posicdo da malha mais fina,é valor dopontode méaximoda variavel
de interesse nmalhafina dafuncéof(x) e- € valor do pontode maximoda variavel de
interesse nanalhafina dafuncéodiscretag(x). Comparandese as=qgs. 8.35 e (3.36 com a

Fig. 3.5 resultaem

B -$ 8 (337
Yp-l : Yp
Yo
’/.~><.\.\ malha mais grossa
Legenda m\‘\
> méximo da funcad(x)
— funciof M| Mg -
uncaof(x) ! malha mais fina
@ funciog(x) |
— —
« X
0 . L

Figura 3.5 - Solucao analitica em diversas malhas para geracao da fungg().

Em problemas praticos, normalmemtesolugcdo andlta édesconhecida, portanta,
funcéof(x) € desconhecida e a funcg(x) é a solucdo numéric@bservase que a funcéo
g(x) ndo é baseada na funcid®) e simnasolugdo numérica dproblema Admitindo-se a

premissa de que para a fungfw) as fontespi nci pai s de errodD)es «o
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(2) o erro de di 36defiectessesaros grafitielted) curvaAracéjaday .
é a funcaof(x) desconhecida que possui um ponto de maximo .ld@alriangulo preto,
definido por M, isto é,0 ponto de méxime suas coordenadas Séimbjetivo central deste
capitulo. Oscirculos pretosdoa solugdo numérica conhecida.losango Mé o ponto de

méaximo formado pela curva continwéx).

|
T(x)
D ”
Tp g
’
‘ D
’
D ’ M
Tp1 pad
/ o
, Wb
‘ "
L R S— A |
XP—lD XPD Xp+1D X
Legenda
—_——— - funcaof(x)
o fungaog(x)
funcéo w(x)
A méaximo dafuncaof(x)
O méaximo da funcaev(x)
P4 maximo da funcag(x)

Figura 3.6 - Solucdo analitica, numérica e ponto critico.

Sabese que MER ¢ efetivo para reducdo dos erros de discretizacdo, no entanto para
problemas de maximo e minimo demonstra ser ineficiente. A eficiéncia de MER esta
relacionada com ospos de erros envolvidos nas solugbes numéricas. MER é eficiente se o
erro predominante for ale discretizacdoNa Fig. 3.6 observase que existe um erro de

posicao relativo ao deslocamento do n6 da malha em relacdo ao ponto de interesse. Portanto,
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MER é ineficiente quando h& outros erros que contaminam o resultado da solu¢cdo numérica.
Para minimizar o erro de posi¢éo, € obtida a curva continua interpet@dam funcéo dos
pontos discretog(x). O erro numeérico € representado conforme a Eq. (1.1).

A funcdo w(x) € uma funcdo inexistente, entretanto pode ser gerada a partir de
interpolada polinomial utilizando os dados da funcéo disg(eleem torno do pontd/® da
solucdo numéricaA funcdow(x) é continua e derivavel; a partir da derivada primeira da
funcdow(x), posicionase o ponto de maximo 'Mnais préximo do méaximo da funcix),

definido por M. O resultado da interpolacao é a reducéo do erro de posicéo.

3.4.6 Minimizacao do Erro de Posi¢cao com nterpolacaoPolinomial

A interpolacdo polinomial é atarnativa adotada para minimizar o erro de posi¢éo
definido na Eq(3.34). Consiste em determinar o Unico polinémio de graue passa pelos
n+1 pontos dados (CHAPRA e CANALE, 1998). Ha diversas ferease obter e expressar
esse polinbmio. Optese poradotar dois métodos, isto €, a interpolagcdo quadratica para
polindbmio de segundo grau e o polinébmio de Newton para grau 4 e grau 10. A equacao geral

do polinémio para+1 pontos €
0O W OO W Dw 8 0w (3.38)

Considerase a hip6tese de que, quanto maior o grau do polindmio, menor € o erro de

posicdo em virtude deaurva dopolinbmio estar ligada a mais noés.

3.4.6.1 Interpolagéo Polinomial Quadrética

A Eq. 3.39) é a forma conveniente para o polinbmio quadratico, que € definido por
(CHAPRA e CANALE, 1998)

0 ® @ W W W O O ® @ & h (3.39

onde os pares ordenados conhecidog(xesdo K p1, Tp1) , Xp, T p) € K p+1, T p+1); @ EQ.

(3.39) parax = xp.; resulta
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&) Y N (3.40)
substituindmaEg. (3.39 o parametrox = xp e fazendom Y , obtémse
= Y Y (341)
© v B

Substituindese as Eq93.40 e 3.41) em 3.39 ,

y y
)

Y (3.42)
® ®

8

y
- W
W : :
W W
Quando B 0 e a precisdo dos célculoemputacions € quadrupla &orma dainterpolagéo
apresentada por Chapra e Canale (1998 a que produz melhores resultadosna
interpolacaoA solucéo trivial que resolve trés equacgdes e trés incoégnitas produz resultados
divergentes do esperado devido havertasudivisdes e multiplicagdes durante os célculos

dos coeficientes para geracdo da equacéo de interpolacao.

3.4.6.2 Interpolacdo Polinomial de Ordem n > 2

A forma geral de Newton para um polinbmx) que interpolap. () até Xpjn-2)2
para os pares oedados conhecidos @éx) s&o K p.2) T p-(2),..- » K p, T p) € K payneayzy T

p+[(n+2)/3) dados por

(3.43)

[Th

0 ® @ @ W W

sendo

& Y (3.44)
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Y Y (3.45)

€

— 0w 0w
Y Yy (3.46)
w L L w
&
até
® _ Qo _h _ he _ Mmgh _ ho (347)

onde a funcdo com colchetssresponde as diferengdisididas de Newton.

A escolha pela interpolag&o polinomial consisbefato queo polinGmiointerpolado
gera uma funcdoontiua, isto €, en Pbh ® (MUNEM e FOULIS, 1982)A funcéo
w(Xx), por ser continua em todo o dominioxde derivavel e possibilitabter o resultado de

maximo deM'.

3.5.CONCLUSAO

A multipla extrapolacdo de Richardson é o aperfeicoamento da técnica da extrapolacéo
de Richardson (RE) emue é aplicada, repetidas vezes, a equacdo da extrapolacdo. E uma
ferramenta matematica usada para melhorar a precisao dos valores estimados por qualquer
método numérico baseado em discretizacdo (CAMARGO, 2007).

MER pode semaplicada a solucdo numéricee um sistema de equacdes diferenciais
parcial, mas € vulneravel a certas anomalias que fazem a metodologia falhar e divergir do

objetivo citado por Camargo (2007). Segundo Burg e Erwin (286883s anomalias incluem

o0 efeito da base de dados pobres csados pelo refinamento da malha, resultando em

uma sequéncia de dados que ndo sdo geometricamente semelhantes entre si

Outra vulnerabilidade esta associada as oscilagdes das solugdes numéricas em pontos de
descontinuidades em razdas oscilagcbes das fgeiéncias das velocidades das ondas na

resolucdo da malha. A localizacdo das descontinuidades, a frequéncia da obtencdo dos dados
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deve ser avaliadapois a extrapolacdo de Richardson ou as mdultiplas extrapolacbes de
Richardson aplicadas diretamente sobrkicgees numéricas improprias ndo melhoram o
resultado e ndo permitem o sucesso da metodologia.

Portanto, a extrapolacdo de Richardson e, consequentemente MER, deve ser aplicada

cautelosamente para atingir o objetivo desejado.
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4 EQUACAO DE LAPLACE BIDIMENS IONAL

Neste capitulo, é testada a metodologia de MER em um problema de conducéo de
calor, modelado pela equacdo de Laplace bidimensional casrdicbes de contorno de
Dirichlet, conforme Fig4.1. Sera utilizado um dominlax=1 eLy=1, isto €, uma placdgna
quadrada de condutividade térmica do matéril (W/m.K). As variaveis de interesse sao a
temperaturd = T(X, y) em uma regiddo dominio, anédia do campo de temperatyrataxa
de transferéncia de calor em dois contornas@ma do erro de disetizacéo

Resolver a equacdo de Laplace bidimensional tanto analitica quanto numericamente é
um processo trivial. Mas o objetivo é este: utilizar um equacionamento estavel e confiavel
para testar outra ferramentmais especificamente MERnNtroduziuse na programacao
numeérica omultigrid como meio de acelerar a convergéncia das solugcdes numéricas e
possibilitar a obtencdo de resultados em mathaito finas para alcancar o objetivo: testar
MER em maior nimero de malhas e observar e apreender omspartamento. As solucdes
numeéricas obtidas commultigrid s&o expressas no texto como solu¢cdes numéricas sem

extrapolacédo; as extrapoladas com MER, como solu¢des numéricas extrapoladas

Lx=1

T x, 1) =

Ly=1 T(O,y) =0 Tly)=C

(0,0)
T(x,0) = C

Figura 4.1 - Grade quadrada representando uma placa
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Saoconsideradspropositalmentaeste trabalh@aridveis priméarias e secundérias. ER
€ sensivel a qualidade dos dados dos pontos base; a verificacdo em diferentes tipos de
variaveis possibilita verifiar a ordem do erro por meio dos resultados com MER. Além disso,
é utilizadaprecisédo dupla e quadruptas calculos com MER paemalisaro comportamento
delas com aariacao deprecisao Seraoapresentados resultado®strandoque MER, paraa
equacao déaplace bidimensionahossuium comportamento estupendo na reducédo do erro
de discretizacdo, alcancando até o nivel do erro de maquina. Serdo definidos pontos

importantes a serem considerados na aplicacédo da ER e, consequentemente, MER.

4.1. MODELO MATEMATICO

Os processs fisicos relacionade a difusdo referemse as atividades atbmica e
moleculaes do meioem que est@&correndoo fendmeno. A difusdo, no caso especifico da
conducao de calpé vista como #&ransferéncia de energia de particulas mais eneaggisara
particulas de menor energia devido as interacdes entre MGRQPERA eDeWITT, 199).

O modelo matematico empregado é a equacao da difid@eensional com condi¢cdes de
contorno deDirichlet, como detalhado na Fig.1, e assim definido:

Yadmn YmiU o YphiU  mh (4.1
4agqp OAADS (4.2
A equacédo de Laplac2D (LOMAX et al, 2003 é definida pela equacéo

1y 1Y (4.3)

paraTmT @ p e 7T w p,ondexey sao as coordenadasleé a temperatura. Para a
Eq. @.3) existem diversos métodos matematieosumeéricogjue possibilitam a solugéo do
problema. Dentre os mais utilizados encontsamo meétodo de separacdo de variaveis
(OZISIK, 1994e BOYCE, 1995) e a andlise por diferencas finitas.

As variaveis de interesse para este problema séo:
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(@) Variavel primaria localtemperaturdc definida pda solucao da Eq4(3) no ponto

p (4.4)

(b) Variavel primaria localtemperaturd’, definida pela solucéo da Eg. (5.3) no ponto

o
o 2 on (45)
C T
(c) Variavel seandaria globaltemperaturanédiaT,, definida por
(4.6)
v £ vawome
00
sendolLx=Ly=1.
(d) Variavel secundaria local: taxa de transferéncia de Qalatefinida por
) 'y 4.7
0 N —. a8
T
(e) Variavel secundaria local: taxa de transferéncia de Qalatefinida por
v 4.8)
. Y (
0 Q T— [oX3]
T w

Para verificacdo das solu¢cdes numéricas sem extrapolacdo e a evolucdo da reducgéo do
erro de discretizacdo, por meio da utilizacdo de MER, seré utilizada a solucdo analitica da Eq.
(4.3) que é

i Q" w 4.9
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4.2. MODELO NUMERICO

O modelamentanumeérico proposto € resolvido por meio do método de diferencas
finitas. Os elementos da malha sdo quadraglamiformemente ditribuidosao longo do
dominia A forma quadradalos elementos possibilita gerar uma série de resultados com
ordem de precisdo e eficiéncia computacional adeguyaaa resolver este problensam
extrapolacao

Para a discretizagcdo da Ed.3) utilizouse para as diradas de segunda ordem o
esquemaCDS que € uma aproximacao de segunda ordem de acurdcia, conforme descrito a

[ A S

e e

B Y

R S S
N

Figura 4.2 - Malha bidimensional com 25 nés

A aproximacdo uméricada derivada segunda pdZDS utilizando asérie de Taylor,

para o ponto anontante:
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Y Y YQ Y? Y— Y— Y— _Eh (4.10
e outro ponto gusante:

Y Y YQ Y? Y— Y= Y— ENn (4.11)
fazendo a soma das Eg4.10) e 4.11), resuia

q .
YOY  ¢Y YQ Y S BN (4.12)

isolando a derivada de segunda ordem daZ&tR);

. Y ¢’Y Y U R O B ¢ .
Y ™ Y— Y—_"Y E (4.13
Q pPC oem CmpPpOT
Utilizando o procedimento para a coordenada vy,
. Y ¢’Y Y RO R O N Q -
Y m Y— Y—_TY E8 (4.149)
Q (LS coem Cmp@T
Substituindo as Eqs4.(L3) e @.14) na Eq.4.13) e fazendo
Y o T Y,
— Y Q —/— “Yh
Tw Tw
resulta a equacéo discretizada
y YooY y YTy . "
= = (4.15)

A Eq. 4.15) tem acuracia de segunda ordem. As ordens verdadeiras do erro de
discretizagéo, obtidas priori, tém valor 2,%4,8.... sendo a ordem assintética 2 observada nas
Egs. @.14) e 8.15). As variaveis locaiFC e T2 s&o obtidas por meio da Egl.15) em
diferentes pontos da malha. Apesar de o procedimento descrito nad. Hijsat¢ 4.15) ser

conhecido na literaturaspecializada, neste momento € importante delalpara evidenciar
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as ordens verdadeiras e assintéticas do erro de discretizacdo. Por meio da metodologia de
MER, sera possivel demonsteaposteriori esses mesmos valores obtidgsriori.

A temperaturanédia(T,,) € obtida por meio da integracdo numérica pela regra do
trapézio (KRAYSZIG, 1999). As ordens do erro pdia a priori séo 2,4,6,...

As solucdes para taxa de calorQ. e Q, séaoobtidss por meio de integracao
numeérica pela regra do trap@zntecedida pelo uso ésquemaJDS-2 (TANNEHILL et al.,
1997).Asordensdo erro séo 3,4,..

A média da normé do erro de discretizacéo é definida pela Bd.6)

0 - h (4.16)

ondep representa cada um dgnos da malha é\ representa todos os nos da make.
ordens do erro séo 2,4,6,...

4.3.METODOLOGIA

Para as solucbes dmodelamento matematic@ numérico foi utilizado um
microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e com
16GB memoria RAM e sistema operacional Windows® XP 64 bitof@vareutilizado para
a olucdo analitica foi o Maple® 7.00. Para os calculos efetuados comsefteare
utilizaramse precisdes de 50 casdscimais; os valoresnaliticosde cada variavel de
interesse estdo apresentadosapéndice A

Para as solucdemiméricas programasofam elaborados em Fortran® 95, verséo 9.1
da Intel®, usando preciséo dupla (Real*8) e precisdo quadrupla (Real*16).

As solucbes numéricasem extrapolacddo sistema de equacdes resultante da Eq.
(4.15) foram obtidascom MSI (Modified Strongly ImplicitMethod) com tolerancia de
1,000000000601 e multigrid, esquema-AS (Full Aproximation Schemeggiclo V, restricdo
por injecdo, prolongacao por interpolacéo bilinear e razdo de engrossamento dois como
acelerador de convergéncia. O numero de vezes ga®oo/cdo métodamultigrid é repetido
€ denominado iteragBes externas. O numero de iteragbes externas utilizadas foi 50. O numero
de iteragOes internas utilizado foi, no maximoC8mo estimativa inicial foadotad o valor
zero para cada problema. O psso iterativo foi levado até atingir o erro de arredondamento
de maquina para solugdo das variavegs interesseO programa desenvolvido para as

solugdes numéricas sem extrapolacdo é denominado LP_2008_ 64 BITS. As solucdes
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numéricas com extrapolacao domobtidaspor meiodo pésprocessamento utilizando MER.
O programa atualizado que calcula os resultados numéricos com MER desemina

Richardson_3p0.

4.4, RESULTADOS

Os resultados das solu¢cdes numéraasprecisdo dupla e quadrupdem extrapolacgo

das vaiaveis de interesse estdo representados nas Zabe 4.2. Para precisdo duplas

malhasutilizadasforam3x3, 5x5, 9x9, ... at8193x8193

Tabela4.17 Valores numéricos obtidos para as variavei$c, T,, T, Qe.€ Q,com precisédo dupla.

g Malha T. (°C) T.(°C) Tn(°C)

1 3x3 2, 500000000000000e - 01 NA 1, 875000000000000e - 01
2 5x5 2, 133883476483184e - 01 NA 1, 908986628323782e - 01
3 9x9 2, 029152235218276e - 01 NA 1, 874672742674199¢ - 01
4 17x17 2, 00188022964051 5e- 01 | 4, 537806753127554e  -01 | 1, 862806579876910e - 01
5 33x33 1, 994988165854051e -01 | 4, 529617145016377e - 01 1, 859620913975416e - 01
6 65x65 1, 993260416376187e -01 | 4, 527562318260793e - 01 1, 858810564917647e - 01
7 129x129 | 1, 992828181477035e -01 | 4, 527048144582445e - 01 1, 858607103053255e - 01
8 257x257 | 1,992720104130047e - 01 | 4, 526919571929576e - 01 1, 858556182864602¢ - 01
9 513x513 | 1, 992693083629209e - 01 | 4, 526887426938874e - 01 1, 858543449396471e - 01
10 | 1025x1025 | 1, 992686328430914e -01 | 4, 526879390576574e - 01 1, 858540265815529¢ - 01
11 | 2049x2049 | 1, 992684639627249E -01 | 4, 526877381479156E - 01 1, 858539469907025E - 01
12 | 4097x4097 | 1, 992684217426638E - 01 | 4, 526876879205233E - 01 1, 858539270929320E - 01
13 | 8193x8193 | 1, 992684111877090E -01 | 4, 526876753639588E - 01 1, 858539221185398E - 01

Malha Qe Qn
3x3 7, 500000000000000e - 01 - 7, 500000000000000e - 01
5X5 8, 946067811865477e - 01 -1, 281336321356054e+00
9x9 9, 132861795885330e - 01 -1, 623963668394075e+00
17x17 9, 163086360410141e -01 -1, 812452925714116e+00
33x33 9, 169492978576036e - 01 -1, 909498675897294e+00
65x65 9, 171020725172452e -01 -1, 958425170640899e+00
129x129 9, 171398009514844e -01 -1, 982944860186459e+00
257x257 9, 171492039311143e -01 -1, 995212797918688e+00
513x513 9, 171515528546949% - 01 -2, 001348009462359e+00
1025x1025 9, 171521399717018e - 01 - 2, 00441 5826577430e+00
2049x2049 9, 171522867439658E - 01 - 2, 005949775445733E+00
4097x4097 9, 171523234369036E - 01 -2, 006716758385445E+00
8193x8193 9, 171523326099151E - 01 -2, 007100251783917E+00

NA: valor inexistente

Para precisdo quadrupla atingie até amalha 4097x4097, portanto g= 12 e m=11.
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g Malha T. (°C) T, (°C)
1 3x3 2, 5000000000000000000 0000000000000e - 01 NA
2 5x5 2,13388347648318440550105545263106e - 01 NC
3 9x9 2, 02915223521827643544500372420873e - 01 NC
4 17x17 2, 00188022964051459940078588838138e - 01 | 4, 53780675312755246196160896311431e - 01
5 33x33 1, 99498816585405126953842022419956e - 01 | 4, 52961714501638078682713059299108e - 01
6 65X65 1, 99326041637617006794169496115016e - 01 | 4, 52756231826077278275747459203198e - 01
7 129x129 1, 99282818147703110992801706628851e - 01 | 4, 52704814458246236256701526388922e - 01
8 257x257 1, 992720104130131832255366868164 14e-01 | 4, 52691957192968525175571247902661e - 01
9 513x513 1, 99269308362910985036797119708079¢ -01 | 4, 52688742693869017749432531678484e - 01
10 1025x1025 1, 99268632843107929474872530584075e -01 | 4, 52687939057669251249462870091549e - 01
11 2049x2049 1, 9926846396270 2311320566995441332e -01 | 4, 52687738147905236290429055258675e - 01
12 4097x4097 1, 99268421742572478232092181079543e - 01 | 4, 52687687920419602690232490198047e - 01
Malha Tm (°C) Q
3x3 1, 87500000000000000000000000000000 e-01 7, 50000000000000000000000000000000e - 01
5x5 1, 90898662832378148153250334999939% - 01 8, 9460678118654752440084436210484%¢ - 01
9x9 1, 87467274267419889821235462351880e - 01 9, 13286179588532776020437417774354e - 01
17x17 1, 86280657987690843810642980680824e - 01 9, 1630863604101366438090559932128%¢ - 01
33x33 1, 85962091397541372037734685245441e  -01 9, 16949297857603415749161632959661e - 01
65x65 1, 85881056491764510355759359929910e - 01 9, 17102072517242345869368807882440e - 01
129x129 1, 85860710305325364361040548078565e - 01 9, 17139800951482541796456812464513e - 01
257x257 1, 85855618286464271474330886831590e - 01 9, 17149203931135244626681255091502¢ - 01
513x513 1, 85854344939639347055099527439316e - 01 9, 17151552854678044615446901217790e - 01
1025x1025 1, 85854026581549794204613010736512e - 01 9, 1715213997171537744305320915233 9e- 01
2049x2049 1, 85853946990690925434269521543532e - 01 9, 17152286743858988952254447864673e - 01
4097x4097 1, 85853927092892677848243781297467e - 01 9, 17152323436450156117907385210727e - 01

Malha Q
3x3 - 7, 50000000000000000000000000000000e - 01
5x5 -1, 2813363 2135605431360096498526268e+00
9x9 -1, 62396366839407444925242031102055e+00
17x17 -1, 81245292571411632714934172813516e+00
33x33 -1, 90949867589729247765051116870470e+00
65x65 -1, 95842517064090358783909263092239e+00
129x129 -1, 9829448601864563510143803927 1584e+00
257x257 -1, 99521279791865055226098400665065e+00
513x513 - 2, 00134800946238532541068546185166e+00
1025x1025 - 2, 00441582657743037259630213000425e+00
2049x2049 - 2, 00594977544582935162245432141130e+00
4097x4097 - 2, 00671675838533232578612532810146e  +00

Para atingir o erro de arredondamento de maquina, o tempo maximo de CPU, para a
malha mais fina 8193x8193, em precisdo dupla e 50 iteracbes externas, foi de 3h23min22s; ja
para a malha mais fina 4097x4097, em precisdo quadrupla e 20 iteracGessertéempo foi
de 1h57min54¢As iteracbeexternadoramsuficientes para atingir o erro de arredondamento
de maquina. Na Tab. 5.3 & mostrado que os erros de arredondamento acontecem antes das 2
iteracOes para precisdo dupla, istoaéontecem em 5Seitacbes externas para precisao

quadruplaacontecem com 11 iteracdes externas.



Tabela4.37 Iteracdes Externas para atingir o erro de arredondamento de maquina.

Iteracdes Tc  Numérico Tc  Numérico
Externas Rea®8 A4 13® Mal h Real*16 A4 12 Mal ha
1 0,000000000000000e+00 4,02924217877668953826603464619858e - 336
2 1,990890852271615e -01 1,99089097172425334487598593159582¢e -01
3 1,992682292048621e - 01 1,99268239762687582418254845059863e - 01
4 1,9926841102492 86e-01 1,99268421580109260231643005665022e -01
5 1,99268411187 7541le-01 1,99268421742429006172913394218150e -01
6 1,99268411187 561le-01 1,99268421742572353197178902152227e  -01
7 1,99268411187 5612e-01 1,99268421742572478123356337765286e -01
8 1,99268411187 3360e- 01 1,99268421742572478231997710708793e  -01
9 1,99268411187 6094 e-01 1,99268421742572478232092098973490e - 01
10 1,99268411187 7078e-01 1,99268421742572478232092181008299% -01
11 1,99268411187 7144e-01 1,99268421742572478232092181079  552e-01
12 1,9926841118 77820e-01 1,99268421742572478232092181079  544e-01
13 1,99268411187 6669e-01 1,99268421742572478232092181079  645e-01
14 1,99268411187 3125e-01 1,99268421742572478232092181079  602e- 01
15 1,99268411187 2915e-01 1,99268421742572478232092181079 604 e-01
16 1,992684 11187 3638e-01 1,99268421742572478232092181079  671e-01
17 1,99268411187 7645e- 01 1,99268421742572478232092181079  533e-01
18 1,99268411187 4294e-01 1,99268421742572478232092181079  698e- 01
19 1,992684111875337e - 01 1,99268421742572478232092181079644e  -01
20 1,99 2684111875969 - 01 1,99268421742572478232092181079543e -01
21 1,992684111875833e -01 NA
22 1,992684111874422e -01 NA
23 1,992684111873862e - 01 NA
24 1,992684111878018e - 01 NA
25 1,992684111876600e - 01 NA
26 1,992684111876467e -01 NA
27 1,992684111876663e -01 NA
28 1,992684111874714e -01 NA
29 1,992684111874343e - 01 NA
30 1,992684111876510e - 01 NA
31 1,992684111878230e - 01 NA
32 1,992684111875913e - 01 NA
33 1,992684111874938e - 01 NA
34 1,992684111877033e - 01 NA
35 1,992684111875016e -01 NA
36 1,99268411187534 9e- 01 NA
37 1,992684111875784e -01 NA
38 1,992684111874276e -01 NA
39 1,992684111875217e -01 NA
40 1,992684111876448e -01 NA
41 1,992684111876495e -01 NA
42 1,992684111875841e -01 NA
43 1,992684111875619e -01 NA
44 1,992684111873080e - 01 NA
45 1,992684111 875115e - 01 NA
46 1,992684111876102e -01 NA
47 1,992684111876973e  -01 NA
48 1,992684111873085e -01 NA
49 1,992684111873302e -01 NA
50 1,99268411187 7090e- 01 NA

NA: valor inexistente
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Para medir o erro com a Eq. (1.1), a solucdo analitgicadas variaveigc, Tz, Tm, Qe
e Q, foi obtidacom12 e 30 algarismos para precisdo dupla e quadrupla por mesoftivare
Maple.

Os resultados deste capitmmstram,com base nas variaveis de interegsea MER e

parao estimador de Richardson:

(@) O efeito da precisdo dos calculos das solucbes numéricas como aperfeicoamento para
utilizar MER.

(b) A efetiva reducéo do erro de discretizacdo com MERaestimativacom Richardson

(c) Verificacdo de ordens de erro e as consequéncias para MER ao adotanseoetias

do erro

Observacéao: para os graficos mostrados neste capitulo estdo disponiveis no apéndice B as
suas respectivas tabelas de dados.
4.4.1 Efeito da Precisdo dos Calculos das Solu¢cdes Numéricas como Aperfeicoamento
para MER

A precisdo dos caltes paravariaveisTc, T, Tm, L, Qe € Q, afeta significativamente
MER. A Tab. 4.4 mostra paraTc as diferencas entre osesultados numéricos sem
extrapolacdoobtidos em precisdo dupla e quadrufla.valores foram extraidos da a.1
e 4.2 da variel Tc especificamente nmalha 513x513.Na Tab. 4.4, 0os nimeros em negrito
e grifados representam os algarisnoosle se iniciase o erro de arredondament@. efeito
destaprecisdoé mostrado na Fig. 4.FEstegrafico mostrapara as variaveis de interese
tamanho da malhh versus 0 mddulo do erro numérico com e sem extrapolacdo e com
diferentes precisdef erro de arredondamerd@oumulativocontido nos resultados numéricos
antecipa a dissipacdo dos resultados com MERomove 0 aumento do erruméico a
medida quéh é reduzidoNeste pontpo erro de arredondamerge tornaa principal fonte de
erroda solucéo apresentada.

Portanto,a precisdo simples, dupla e quadrupla dos céalculos para obtencdo da solucéo

numerica promove dissipacao dos resatiosda solu¢cdo numérica com MER
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Tabela4.47 Calculo da diferenca entre precisao dupla e quadrupla para a variavdl..

(a) Tc em precisao dupla: 1,9926930836220%-01
(b) Tc em preciséo quédrupla: 1,99269308362809850367971197@F %-01
Modul o da d-i(fher +0,9914963202880291921¢

O erro de arredondamento de maquina ocorre na 132 casa decimal para precisdo dupla e
302 casa decimal para precisdo quadrupla. O modulo da diferenca entre os resultados é da
ordem dees-14.

A Fig. 4.3 mostra para as variaveis de interesselz, Tm, L, Qe € Q,, 0 modulo do
erro numeéricokEh é o erro da solugdo numérica sem extrapolagiulac diretamente pela
Eq. (1.1) Emeré o erro da solugao numérica extrapolada, calculada pel8.Epe(Eq.(1.1)
em precisdo dupla (real*8) e quadrupla (real’d&ijaos limitesg=[2,13] e m=[1,12].

O erro da solugdo numéri&h (real*8)obtido para Laplace 2Dé da ordem de 1ba
10® parao tamanho de malha de aproximadament&. 1Dbservase que os erros de
arredondamentoéo interferenmestes resultads e este errdecai monotonicamentguando
hA 0.

Paraobtencéo d erro numérico com extrapolacdo Emer (real*8) o resultado com MER
é mais eficientelo queEh (real*8). OEmeré da ordem de ¢ a 10" para um tamanho de
malha de aproximadamente 4 0Representa uma reducdo no emamérico na ordem
(Eh(real*8) /Eme(real*8)) de aproximadamentd00.000 vezegom uma malha 100 vezes
maior. O esforco computaciong&menor.Observase tambéngue a solu¢cdo numérica, para
as diversas variaveis de interesse, em certo ponto nos graficos mostrados na Eig. 4.3,
contaminada por erros de arredondamento. O efeito é caracterizado quando o médulo do erro
numérico muda de direcdo aumentando o seu valor mesm A 0.

No caso deEmer (real*16) o resultado € mais eficiente que Emer (real*8) e Eh
(real*8). O Emer(real*16) é da ordem de 1 a 10® para um tamanho de malha de
aproximadamente 10 Representa uma reducéo no erro numérico na ordefnedEs)
/Emexreal*16) de aproximadamentéx10” vezes com uma malhem torno delO vezes
maior. O esforco computacional menor que Eh(real*8) e maior que Emer(real*®)
resultadonumérico € igualmente contaminado como Emer (real*8), poréste caso é

alcancado o errde maquina.
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Figura 4.3 - Comparativo entre 0 modulo do erro em preciséo dupla e quadrupla para as
variaveis T¢, Ty, T, L, Q, Q, versustamanho da malha (h).
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A perda de acuracia devido ao erro de arredondamento como mostrado na Tab. 4.4
representa em média (Emer (real*8) /Emer(real*1&))0Y vezes. No entanto, ha um custo
computacional adicional ao se usar real*16.

4.4.2 A Efetiva Reducéo do Ero de Discretizagdocom MER e sua Estimativacom
Richardson

A Figs. 4.4e 4.5 mostran o médulo do erro numéricoom ou sem extrapolacam
funcdo deh em precisdo duplé&eal*8) e quadrupla (real*16paraas variaveis de interesse.
Uh é aestimativa do o numérico Ehcalculado pel&q. (3.19)para os limites g=[2,13] e
m=[0, 11]. Umer ¢é a estimativa dorode Emercalculadatambém por meio d&q. (3.19.

O numerador da Eq. (3.19) ¢ definido p&. calculado por

'Q %o %oy Z%o F,F] (4.17)

para os seguintes limitgs[2,13] e m=[0, 11].

E possivel verificar nas seis variaveis de interesse que o erro de discretizacdo €
reduzido efetivamente com o uso de MER. O erro de discratizadgdEh € reduzido
monotonicamente quand@, 0. Entretanto, este erro é reduzido mais rapidamente com o uso
de MER. E possivel verificar o fato apresentads curvas daFig. 4.4e 4.5 onde Emer
reduz drasticamente o erro de discretizagduedida queh”A 0. O erro de discretizacédo
somente deixa de ser reduzido quando o err@ardedondament@ontamina o resultado
fazendo com que Emer aumente com a diminuicdo de

Para precisdo dupla e quadrupldER redue o esforco computacional devideste
método atingi, com malhas mais grosseiragcuracia mais elevada do qselucdes
numeéricasem extrapolacéo

A associacdo de solugdo numérica sem extrapolacdo com MERséointeressante
devidoao tempo de processamenRara atingir erro numéricalesejado sem ME é
necessario gastar muito mais tempo na simulacdo numé#éiicandouma malha refinada.
Entretanto, MER exige vérias solugbes numéricas em diferentes rddérastemente das
solugcdes sem MERporém estas malhas sdo muito mais grosseiras compasadm

necessidadsem MER.
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O estimador definid pela Eq. (3.19) é extremamente eficiente. Nos graficos
apresentados B#&igs. 4.4 e 4.58o00bservadosde forma geral, que as curvas de Ul@st
praticamente sobre a Eh e Umeidesiobre Emer. A estimativa do erro numérico, tanto para
Eh quanto pararger, funciona bem. O estimador deixa de ser eficiente quando os erros de
arredondamento também contaminam Umer. O efeito disso € o aumento do erro numeérico
estimado quandd é reduzido.

A reducdo do custo computacional para a varideetome semMER € mostrad na
Tab. 4.5. Para esta analise é entéo fixada a ordem do erro numéri¢h éPam atingir esta
ordem de erro por meio de solugcdo numérica sem extrapolacdo € naaegssamalha de
4097x4097 que corresponde a um temp@rocessamento dél34s ou 1h58minGs

Entretantopara atingir a mesma ordem de erro numeérico por meio de solugdo numérica
extrapoladaforam necessariass malhas: 3x3, 5x5, 9x9, 17x1733x33 e MER. Isto
correspondu a gastar um tempo de CPU de 0,45 s. Comparativamentapo feercentual
com e sem MER ¢é da ordem de5 &6, isto é, insignificante comparado com a necessidade
de tempo para a solugdo sem MER

Ficaevidenciado que o uso de MER reduz o tempo de processamento mesmo que haja
tempos improdutivos dénput de dados Para o caso sem MER, memodria RAM foi

extremamente exigiddevido a trabalhar com os calculos em umadha 4097x4907

Tabela4.57 Andlise do Custo Computacional para a variaver..

Método Ordem do Malha Tempo de CPU
erro numerico
Sem MER e-9 4097x4097 7134
3x3
5x5
Com MER e-9 9x9 0,45
17x17 (E dos tempos parciais
33x33 dados)
MER




93

Médulo do erro

T T T 100_ T T
/% 10—2_
] st ] %
2 g A : ot
B VS A ]
:ﬁ/ A// b 10

/ 1 10% ]
/ i 12 ]
A 1 10

10™ 5

o
Médulo do erro

=

ON O..

1 —%—Eh b 2 10%]]
" // —@— E mer 1 1071
) A —A-dg 10"
) 7 —v—Uh 1 102 ]
7 1 // —A— U mer 1 10%]
¥ {@—0— 1 10%]

Médulo do erro

\
N\
N
\\\ 1
A\

) ]
) ]
A h S b b
/ T, 1 2 0] / e Lo
A 1 3 10% ] A ]
/ —¥%—Eh h g 1022: A/ —¥%—Eh ]
—@— E mer 4 10% 4 —@— E mer -
] A —A-dg ] 10%] —A-dg ]
" ~v—Uh 1 10521 —v—Uh 1
0] —A— U mer ] 10%] —A—Umer ]
o2 | .’<‘/ ] 32 ] ]
7 7 10% 4 7
T T T 10* T T T ]
10° 10° 10" 10° 10° 10*
h h

Médulo do erro

\»
Ple]
Médulo do erro
»
N
O\
pe)

_w_Eh ; S 02 1a —%—Eh 1
_e—E mer ] 10% —o—E mer ]
A 26 —A—dg i

j26 —A—dg ] 10 b
25 —v—Uh 7 10 —v—Uh h

] A ] 10% —A—Umer ]
E :A/;‘/ — fUmer: . .

Figura 4.5 - Médulo do erro da solugao numérica davariaveis T¢, T,, T, L, Qe Qn
versustamanho da malhah Real*16.



94

As curvas de Emermostra@dsnas Fig.4.5 (a), (b), (c), (d), (e) e (f) s&obtidas por
meio da uniaalos primeiros pontode cada extrapacdo mrepresentadonaFig. 4.6 Esta

figura mostra quea cadaextrapolagcédpa ordenda solucdo numéricamenta e assim reduz o

erro dediscretizacdoO mesmo raciocinio equivale para a Fig. 4.4
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4.4.3 Verificacdo de Ordens de Erro e as Consequéncias para MER ao Adotar Ordens
Erradas do Erro

A Fig. 47 mostra as ordens efetivas para a varidwg|Pz) em funcdo do tamanho da
malhah calculada a partir da Eq. (3.9).medida que A 0, as ordens efetivas devem temd
as ordens verdadesaPortanto para a variavélc, as ordens verdadeirashgervadas no
gréfico sao 2,4,6,8,10,12,14,d6de:

p0=2;
pl=4;
p2=6;
p3=8;
p4=10;
p5=12;
p6=14 e
p7=16.

E confirmadoque as ordens verdadeiras formama progressao arititica conforme
Eq.(3.2).

—o—m=1
—v—m=3
—<4—m=5
—B—m=7
—X—m=9

Ordem efetiva

Figura 4.7 - Ordem efetiva (pg) para Tc versuso tamanho da Malha (h) e numero de
extrapolagdes (m).

A Fig. 4.8 mostra em funcéo dea ordem aparentef)ym sendo este calculado por
meio da Eq. (3.17) para m=[0, 2] e pa& [3,13. Para as varidveis dateresse sao
confirmadhs aposteriori as ordenglos erros obtias a priori. Teoricamente, quando a malha é
refinada a ordem aparentep() tendea ordem verdadeirapf). Este efeito € claramente
verificado nos graficos da Fig. 4.8 ondenedida que A 0 a ordem aparente terdeordem

verdadeira.
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No entanto, é verificamlque ha diferencas entre os resultaglgwiori e a posteriori As
ordens obtidasa posteriori estdo destacadas na Tab. 4.5 bemaceoa comparacdo com as

ordens obtidaa priori.

Tabela4.67 Comparacédo etre as ordensdo erro de dicretizac@oobtidas a priori e a posteriori

Variavel Ordens a priori Ordens a posteriori
Tc 2,4,6,... 2,4,6,...
T, 2,46,... 2,46,...
Tm 2,46,... 2,46,...
L 2,4,6,... 2,34,..
Q 2,34,... 2,46,...
Q 2,34,... 234 ,

A utilizacdo de MER com ordens verdadeiras erradas promove um efeito negativo nas
solucdes numéricas. A Fig.9mostra este efeitdPortanto,ndo had umaefetiva reducdo do
erro de discretizacdo se as ordens verdadeiras aplicadas na Eqa@flem as ordens

corretas.
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Figura 4.9 - Efeito da utilizacdo da ordem errada de p.

4.5.CONCLUSAO

MER, para aequacdo de Laplace bidimensionalostrou ser umaferramenta

extremamente eficiente na reducdo dm ete discretizacdd~oi possivel obter resultados
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muito precisos chegando ao erro de arredondamento de maquobgeti@o de testar MER
em maior nimero de malhas e observar e apreender o seu comportéohatendido, sendo
conclusivo que MER é nmédetivo em precisdo quadrupla.

O estimador de erro de Richardson funciona para resultados numéricos obtidos com
MER.

Os procedimentos propostos nos capitulos anteriores desta tese funcionam bem.

MER é sensivel a qualquer tipo de erro inclusive o de @ndeomento
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5 EQUACAO DE POISSONUNIDIMENSIONAL

No Cap. 4 foi desenvolvido, aperfeicoado e generalizado o uso de MER utilizando a
equacdao de Laplace 2@svariaveis de interesferama temperatura no centro do dominio,
x=y=Y, a temperatura e~z e y=% a média do campo de temperagjras taxas de
transferéncia de calor nos contornod.del eLy=1, concluindese que MER éficientepara
a reducado do erro de discretizacAs malhas utilizadas, para o problema de Laplace 2D,
foram as malhas B 9x9, 17x17, 33x33,..., 8193x8193. No entanto, todas essas malhas
numeéricas possuiam algo em comum: havia solu¢des numéricas no ponto de interesse das
variaveis estudadas. Por exemplo, para o caso da temperaturdeey=% as Figs5.1 e
5.2 mostram das malhas distintas, a 5x5 e a 9x9, sendo o ponto branco as coordetadas
y=%, 0 qual € o ponto de interesse. Obsawajue, com o refino da malha, 5x5 para 9x9, o
ponto branco sempre serd um no existente da malha e sempre havera a solucao rawenérica p
esse ponto. Esse raciocinio é valido para outras malhas do cdpisito €, para as malhas
17x17, 33x33 até 8193x8193.

ylcooo

®
®
N
\

D o ®

9o o o

oo —9o o o

9o o o o .

X

Figura 5.17 Malha 5x5 - Laplace 2D
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Figura 5.2 - Malha 9x9 - Laplace 2D

Marchi et al (2009) aborda o escoamento dentro de uma cavidade quadrada cuja
tampa tem velocidade constante, modelpela equacdo de Nawvigtokes. @ resultads
obtidos com 10 malhas, utilizando MEBRravelocidade maxima para e v entre outras
varidveis mostran seremnelas ineficientes na reducéo erro de discretizacao.

O capitulo5 procura investigar &ornar MER eficiente pargroblemas de maximo e
minimoem queestes pontos sdo indefinidos no dominio estudado.

Portanto, aiferenca entr& metodologia aplicada paas equacdes de Laplace e de
Poisson nesta tese consiete haver nas malh&mnque é aplicagla equacgéo de Laplace um
né sempre no ponto de maximo devido esteconhecido. Para as malhas que é aplicada a
equacao de Poisspa ponto de maximo é desconhecielado havera um n6é na malha que
coincidird com este ponto

Observase que no estudo deMarchiet al (2009)as variaveis da velocidaderam
incognitas do problema, g@or issQ as coordenadas destes pontos de intene&seeram
conhecidas priori, como ro caso de Laplace 2D.

As hipétess consideradas no estudm groblema de Poisson Hdao

Hipotese 1 as malhaxom diferentes utilizadas para formar o banco de dados de
entrada para MER foram obtidas aleatoriamente, respeitando uma razao de refino definida

pelo analista.
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Hipdtese 2 a frequénciacom que sdo obtidass dados ndooincidecom o ponto de
maximo € portante pode haver um deslocamento entre o né e o real ponto de méximo como

ja tratado no item 3.5 desta tese.

No capitulo anterior foi constataddemonstrade analisadoqgue MERé€ sensiel a
qualquer outro tipo de erregja @& arredondamento, de programac¢éo ou de usuidbamdo
sua eficiéncia. MER é exclusivamente eficiente para erros de discretizacao

Neste capitulpos dadodasesédo aquelas informacdes que estdo nos nds de interesse
obtidospor meio da solugdo numéricans extrapolacad?ara resolver o problema de Poisson
1D com alta acuracié introduzidopor esta tese erro de posi¢cao da variavel de interesse.
Esse erro é maior que o erro de discretizag@otaminando os dados basomandoMER
ineficientepara a rducéo do erro de discretizacao.

Justificaseo estudade MERassociado a uma equacgao unidimensional em vidasi&

equacader ponto de maximo indefinidpossibilitandcavaliar, aperfeicoar e generalizaro

uso MER em variaveis de campo.

A equacaoutilizada é ade transferéncia de calor unidimensiopal meiode uma
parede plana com geracdo interna de calosa Esjuacdo € conhecida como equacao de
Poisson 1D. A geracdioterna de energia dtroduzida na equacdo como um termo fonte,
sendo esta uma fgéo senoidal e assimétridastaformulacdo com o termo fontd#eslocao
ponto de temperatura maxim@o centro do dominio, iSto, & max € Xnaxem xi 1/2 no
dominiodefinido por[0,L]. Este ponto de maior temperaturpasicionalo em um local onde
nem senpre haveraum né definido A equacdo de Poissoé numericamentsimples e

possibilitagrande nimero de testeara avaliaMER.

5.1. MODELO MATEMATICO

O modelo mateméticatilizado é a equacédo de Poisson tBfinida no intervalo de
[0,1] com condicbes de aotorno de Dirichlet , desenvolvida a partir da equacdo da

conservacao da energlafinida por

(5.1)
Yn  mA"Yp

S/
~ |3
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—— Y (5.2)

onde T é a temperaturam °G x € a coordenadaespacial parat @ p em metose

S é otermofontedefinido por

o
v 0%y
- I Qg - w N (5.3)

portanto, resolvendo a equacéo diferenaiablucéo analitica se resume a

a
e i os ¢
w 1 Q8— wh (5.4)

Seja T(x) uma funcdo coimua limitada e derivavel no intervalde interesse e

possuindo undinico ponto de maximoeste intervalpdefinido pela equacao

a"y
oo M (5.5

o valor da coordenada de maximo definidgsx no intervalode [0,1]é

@ —eopooooRomm (5.6)

alnN

substituindo xa Eq. (%4) resultaem
Yy P8 (5.7

O campo de temperatura resultante da &) com alguns pontos destacadés

mostradona Fig. 5.3 Observase que o0 ponto de maximo estd deslocado do centro do

dominio.
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Figura 5.3 -Temperatura T em funcdo dox.

5.2. MODELO NUMERICO

A Eq. (5.2 é aproximadgpelo método de diferencas finitaslizando esquem&DS
(Central Difference Schemanalha uniforme, a partir d&rie de Taylor.
Expandindo esérie de Taylor parasonésp-1 ep+1 da Fig.6.7, sendop o n6 eh o

tamanho da malha, obtése

ny ry QY o QY 1Q QY 1Q QY Q QY Q 3

Qw Qw ¢ Qw o Qw ¢1 Qw pqgTm (5.8)
y y Qry Q QY Q QY Q QY 10 QY Q g

Qw Qw ¢ Qw o Qw ¢1 Qw pgrm d (5.9
somando as Eqé5.8) e (5.9), resulta
v v vy QY 0 QY Q QY Q QY Q &

G Qw Qw p¢ Qw ocoem Qw crrpq)rrn (5.10

isolandoo termo —
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QY Y Y Y QY Q QY Q QY Q .
— - ~ T == — 8 h (5.12)
Qw Q Qw p¢ Qw oem Qw CmpoeT :

a aproximacao da E@5.11) pode ser reescrita ha forma de aproximacdo numérica e erro de

truncamento, represe ntada por

00 =50 = H0OY (5.12
sendo_  aaproximacao numeéric@DSe- _ o erro de truncamento.
no p-1 p p+1
X
h h

Figura 5.4 - Malha unidimensional uniforme.

Igualandese as Eg (5.12) e (5.11), obtémse a aproximagdo numérica para o esquUeD@

Yo % Y
f 5.13
- s (5.13)
e o erro de truncamento
ay Q@ Fy qQ Fy @ g
= Qb . pc Qb 0@ ’Q&bhcnp(pnn (5.14)

substituindese a Eq(5.13 na Eq.(5.2) resulta a equacao discretizada para Poisson 1D
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Y mh (5.15)

sendootermofonteY “ i Q& w ,prepresenta cada nd da malha, distancia entre

dois nos

5.3.METODOLOGIA

Para as solucdes dmodelamento matematice numeérico foi utilizado um
microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e com
16GB memoria RAM e sistenaperacional Windows® XP 64 bits. $dftwareutilizado para
a solucdo analitica foi o Maple® 7.00. Para os célculos efetuados consofsgare
utilizaramse precisbes de 50 casdscimais; os valoresnaliticos de cada variavel de
interesse estdo apresatda no apéndice A.

Para as solu¢des numéricam diferencas finitagpram elaborados em Fortran® 95,
versdo 9.1 da Intel®, usando precisdo quadrupla (Real*16).

As solugBes numéricasem extrapolacaddo sistema de equacgfes resultante da Eq.
(5.15) foram obtidascom TDMA (Tridiagonal Matrix Algorithm). O programa desenvolvido
para as solu¢cées numéricas sem extrapolacdo € denominado de Poisson_1DP1 64BITS. As
solugdes numéricas com extrapolacdo foram obtidas por meio dprgo&Essamento
utiizando MER O programa atualizado que calcula os resultados numéricos com MER
denominase Richardson_3p0.

As interpolagbes polinomiais foram implementadas em Fortran® 95, versao 9.1 da
Intel®, usando precisdo quadrupla (Real*16gm diferencas divididasO programa

DDivididas.f90 esta disponivel no apéndice D.

5.4.RESULTADOS OBTIDOS

Para todos oresultados numéricasem e com extrapolagédo foram utilizados precisao
quadruplanos célculos. &a os resultados numéricos sem extrapolagaotemperatura
maxima e dasuacoordenada xXoram calculass paraaté 19 malhas com h variando de
2,500x10™ até1,90%10°, ou seja:
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com razao de refino 2 do dominio de [0,0.padréo de refino escolhido foi aleatério, devi
desconhecer os pontos de interesse que sdo a maxima temperatsga ecoordenada
espacial.

Para os resultados numéricos com extrapolagaartir daEq. 3.1) utilizou-seG=19 e
M=18e p,=2,4,6, ...

MER utiliza solucdamuméri@a em diferentes malhgsra o célculo das extrapolacdes.
Estas solu¢cdes numéricas que MER utiliza sdo obtidas da malha maisatgassalhamais
fina para satisfazea Eq. (3.1)

Os noés que carregam as informacdes da temperatura méx@drmaaecoordenada séo
desconhecidos as temperaturas maximas numéricaS ditidas em diversas malhas sdo
calculadagor meio da Eq.(3.28Rortanto, existe uma oscilacdo entre o ponto de maximo da
funcdo contindaM® definida pela Eq.(3.26) e o maximo discret8 Mostrado na Fig. 5.5.
Nestafigura, mostren-se os nds entrés malhas com h=0,5; h=6,2 0,125definidos por
circulos cheios. ronto de maximo continuo, obtido pela derivada da fungdo continua da

equacdao de Poisson, estastradacomo triangulos

N=0 N=1

h=12 @

N=

Figura 557 Oscila¢do da localizaco do ponto de maximo discrekd” em diversas malhas em
funcéo do ponto de maximo continuo M.

As solugdes numéricgmara a temperatura maxireen diversas malhas necessarias para a Eq.
(3.1) sdoobtidas para a malha h=0,5 no né N=1, para h=0,25 n¢=86e para h=0,125 no

&a solugéo analitica para Poisson 1D é conhecida, porém nesta tese tatao se ndo fossks informacgdes
obtidas daEg. (5.4)saobasicamentetilizadas ra Eq. (1.1) e para fazer analises no experimento numérico
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né N=5. H4 uma oscilagdo na posigamomo ja comentado, entre 08s que carregam a
informacdo de temperatura maxima numésgca ponto de maximo ¥ A coordenada do
ponto de mximo € consequéncia do resultado da temperatura maxima. O valggd®e X
obtido pela medicdo da distancia entre os n6s N=1, N=2, N=3,... até a origem do sistema
coordenado

A Figs. 5.6 e 5.7mostran para a variavas Tmax € Xnax O resultado de MER adilizar
as informac6es em diversas malhas com o procedinagluttado e explicitadoa Fig. 5.5.
Nas Figs. 5.6 e 5.7 mostram a variavehsk € Xnax €m funcdo do tamanho da maltig ¢
modulo do erro Neste gréafico,Eh € o erro da solucdo numérica fle(sem qualquer
extrapolacay definido pela Eq(1.1). d- é definido pela Eq. (4.17)h é a estimativa dEh,
definido pelaEqg. (3.19). Emer é o erro da solu¢cdo numéricafdmm extrapolacao, definido
pelas Egs. (1.1) e (31). E, Umer é a estimativa de Em&mer decai assintoticamente quando
hA 0. As ordens d errode discretizacaa priori calculada pel&qg. (5.15) séao 2,4,6,....

Para a&Fig. 5.6 fixando umtamanhode malhade aproximadamente 1 verifica-se
queo ganho na reducéo do erro de discretizag@ia ordende 10° para 10%. Comparado
estes esultadosos obtidosno Cap. 4para precisdo quadrupla verifisa que MER aplicado
nestas condi¢des resulta em reducgdes do erro de discretizagdo muito abaixo do seu potencial
A estimativa do errdUmer) ndo funciona para EmeA estimativaapresentada sem
confianca e inacurada.

Para Thax € Xnax comportamento deéJ, coincide com o comportamento dh,
mostrando que o estimador de erro de Richardson funciongumamlo associado com o erro
de discretizacdo dsolucdo numérica sem extrapolagdesmocom ero de posicao definido
na Eq(3.36)e Fig. 5.5

Foram utilizadas asrdens verdadeira$o erro de discretizacgmra a Eq.(3.1), com
base no estuda priori, como send@ ordem assintoticg =2 e a sua variap dp. = 2, isto €
Pm= 2,4,6,..tanto para fax € Xnax
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Figura 5.6 - M6dulo do erro versush para a variavel T.xSem interpolagdop, =2 e dp =2.

Na Fig. 5.7 fixando um tamanho de malha de aproximadamerife \iificase que
ndo hao ganhoalgumna reducéo do erro de discretizacA@&m disso,ndo ha parametro

para afirmar qu&mer funciore para as condi¢des aplicadas.
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Figura 5.7 - Mdédulo do erro versush para a variavel Xm.x Sem interpolagédo p=2 e dp =2.
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As tendéncias dasrdensefetivaspara a varidvel f.x sdo mostradasa Tab. 5.1.
Observase que paran=0a ordemefetivatende claramente & comprovand@ posterioria
ordam assintoticadeduzidaa priori. Param=1 a tendéncia da ordesietiva € 3 mostrando
ser diferente da ordem obtidariori. Esta ordem deveria ser 4.

Apo6s a primeira extrapolacdo em=1, ndo se podafirmar maissobre atendéncia
dasordens efetivasapresenta@s na Tab. 5.1 Portanto, gartir de m>1o0s resultads sao
incoerents e inconsistentecom base na Eq. (3.2).

Para a tendéncias das ordems$etivaspara a variavel x.x S80 mostradas na Tab. 5.2.
Observase que para m=0 a ordem efetiva tende clarameftefarespeito das outras ordens
efetivas m>0 &o se pode afirmarada a respeito dmias tendéncias.

Os resultados obtidos na Tab. 5.1 sugerem que as ordens efetivas para a vawavel T
sdo para m=@, Pz=2 e para m=JA P:=3. Poderia se pensar que as ordens verdadeiras
fossemp.=2 com dp.=1. Rara coffirmar estanovasituacae foi obtido para a variavelT max
novo resultadatilizandoasordens do erreom sendo 2,3,4.Entretanto, observee que o
novoresultado apresentag@ra Emer e mostrado néig. 5.8 € pior que o mostrado na Fig.

5.6.As orcensusadasom dp=1 apresentam sémncoerentesiesta simulacdo numérica
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Figura 5.8 - Médulo do erro versush para a variavel T . Sem interpolacéo p=2 e dp=1.



Tabela5.11 Tendéncia da Ordem efetiva (P) para a variavel T, de Eh e Emer em funcéo de .h

h m=0 m=1 m=2 m=3 m=4
5,000000@-01
2,500000@-01 1,656026%-01
1,250000@-01 2,8998912+00 2,743768&+00
6,250000@-02 1,527275@+00 3,159200&+00 3,023700&+00
3,125000@-02 2,228845&+00 2,929619@+00 3,0077422+00 3,009533E+00
1,562500@-02 1,883962%+00 3,037306@+00 3,001682@+00 3,0023582+00 3,002576%+00
7,812500@-03 2,057585@+00 2,981898@+00 3,0004502+00 3,000587&+00 3,000641@+00
3,906250@-03 1,971102@+00 3,009185&+00 3,000108&+00 3,0001462+00 3,000160E+00
1,953125@-03 2,014421%+00 2,9954412+00 3,0000272+00 3,000036%2+00 3,000040@+00
9,765625@-04 1,9927828+00 3,002287@+00 3,000006@+00 3,0000092+00 3,000010@+00
4,882812%-04 2,003607&+00 2,9988582+00 3,0000012+00 3,0000022+00 3,000002%+00
2,44140628-04 1,998196@+00 3,0005714+00 3,0000004+00 3,000000€+00 3,000000&+00
1,220703&-04 2,0009012+00 2,9997144+00 3,000000E+00 3,000000E+00 3,0000002+00

Tendéncia de Eh

MpA 2

Tendéncia de Emer

miA 3

Tendéncia de Emer

moA 3

incoerente

Tendéncia de Emer

msA 3

incoerente

Tendéncia de Emer

msA 3

incoerente
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Tabela5.21 Tendéncia ch Ordem efetiva (R ) para a variavel x,.x de Eh e Emer em fungéo de h.

h m=0 m=1 m=2 m=3 m=4
5,000000@-01
2,500000@-01 1,000000000000&+00
1,250000@-01 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00
6,250000@-02 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00 1,000000000000&+00
3,125000@-02 9,999999999999801 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+00 1,0000000000008+-00
1,562500@-02 1,000000000000&+00 9,999999999999801 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00 9,999999999999801
7,812500@-03 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00 1,000000000000&+-00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+-00
3,906250@-03 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+-00
1,953125@-03 1,000000000000e+00 1,0000000000008+-00 1,000000000000&+-00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+-00
9,765625@-04 1,000000000000&+00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+00 1,0000000000008+-00 9,999999999999801
4,882812%-04 9,999999999999801 1,0000000000008+-00 1,000000000000&+-00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+-00
2,44140628-04 1,000000000000&+-00 9,999999999999901 1,0000000000008+00 1,0000000000008+-00 1,0000000000006+00
1,220703&-04 1,000000000000&+-00 1,0000000000008+-00 1,0000000000008+00 9,9999999999996-01 9,999999999999801

Tendéncia de Eh

mpA 1

Tendéncia de Emer

miA 1

incoerente

Tendéncia de Emer

moA 1

incoerente

Tendéncia de Emer

msA 1

incoerente

Tendéncia de Emer

msA 1

incoerente

111
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O problema da ineficiéncia de MERoi verificado nos ensaios numeéricos
desenvolvidos e mostrado nas Figs. 5.6, 5.7 e 5.8.

Para confirmar a teoria do erro de posicdo definido pela Eq.(3.34) é desenvolvido um
experimento que fixa em h=248m no6. E planejado um refino de malha que possibilita
sempre haer um no neste ponto quandg B. As malhas utilizadas nesta analise séo 3, 6, 12,
24, 48, 96, 192, 384, 768, 1536, 3072 e 6144. A razao de refino € 2. O ponto h=2/3 coincide
com o ponto de temperatura maxima’ tiefinida pela Eq.(3.26), portanto a coardéa de
MC é iguala coordenada de R

Na Fig. 5.9, gponto de maximo continudobtido pela derivada da funcao continua da
equacao de Poissera sua localizacdesta mostraalpor triangulos A localizacdo dos pontos
de maximo numérico em diversas malaepresentaalpor ndés negros nas posic@edl=2
para amalha h=1/3, N=4para amalha h=1/6 e N=&ara amalha h=1/12 O ponto de
maximq nas trégnalhas foi representado cowrirculo menompara diferenciar deestantedos
nds Esta diferenciacdo é peenfatizarque agora M=MP nastrés malhas esquematizadts
Fig. 5.9 ediferenciando da Fig. 5.5.

MC
N=0 N=1 N=2 N=3
h:1/3 ‘ ] ] 1 | 1 1 4‘ 1 1 1
A A ! ! ! ! i i ! ! !
oo : | : | : ! ! : : :
1 ] 1 1 1 1 1 1 I | 1 ] ]
Lo ! ! A ; ! ! !
N2O § N1 1 Ns2 ! N3 1 N=4a 1 Ns5 o N6
— | | | | |
"t e ————@— : . @—@®
T ! ! ! ! i i ! ! !
: b : | | | : ! ! : : :
1 ] 1 1 1 ] 1 1 I I 1 ] ]
N:::O Na:—-l N:iz N:‘dl N:¢:1 \E N:ie N=¢ N28 N=9 N=10 N=11 N=12

h=1/12 . . . . . . . . ‘ . . . .

Figura 5.97 Planejamento para coincidir o ponto de maximo M com um n6MP® em diversas
malhas

Na Fig. 5.90bservase que ndba oscilacdo na posicdo como havia na Fig. 5.5.
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Na Fig. 5.10 é apresentado o resultado para o experimento conforme descrito na Fig.
5.9. Observase quea eficiéncia de MEResta relacionada a haveomente erro de
discretizacdo nas solucdes numéricas sem extrapolacans€macia do erro de posicadmer
cai até atingir o erro de arredondamento. Umer se comporta muito bem. A solucdo obtida para
Tmax@ partir das malhas 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768, 1536, 3122 eserdlefinida

comosolucéo ideak impossivel de se obter

U T T T T T

. .
1§% ﬁ‘__57ﬁ'/*
1 il
WS

R o4

A max

Modulo do erro

107 4 y —%—Eh
—@— E mer

10% —A-dg
107 3 —v—Uh
20 8 d —A—U mer

10 T T T T A
10" 10° 10° 10" 10

h

Figura 5.107 Mddulo do erro versush para a variavel T.Sem interpolagcéo p=2 e dp =2 sem
erro de posicao

As ordens efetivapg paraa variavel T,ax Sem erro de posicé&#o apresentadas na Fig.
5.11 e comprovara posterioras ordens do erro calculadagriori. Os valores obtidos para a
solucéo da Fig. 5.10 sao claramente identificados nesta figura como sendo

p0=2;
pl=4;
p2=6;
p3=8;
p4=10 e
p5=12.

As demais ordens nasao identificadas devidoa interferéncia do erro de

arredondamento.
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Figura 5.117 Ordem efetiva (p:) para Tmax Versuso tamanho da Malha (h) e niumero de
extrapolacdes (.

5.4.1 Interpolagdo polinomialem Poisson 1D conrMER
A partir das solugbes numéricas obtidas pelo prograPmasson_1Dp 3pB4BITS
associadas a MER conforme Fig. 3dam investigadastrés situacdespara aumentar a

eficiéncia de MER para as variaveigsle Xnax:

(i) Aplicacdo de MERa partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de segunda ordem dos nés da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl 64BITS.

(i) Aplicacdo de MERa partir do tratamento da base de dados por meio de
interpobcdo de quarta ordem dos ndés da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl 64BITS

(i) Aplicacdo de MERa partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de décima ordem dos n6s da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl_64BITS.

E conclusivo que MER néo é eficiente devido ao erro de posimdiido nas solucdes
numéricase comprovado nos resultados mostrasasigs. 5.6 e 5.70 resultadabservado

na Fig. 5.10 deixa evidentpie MER € extremamente eficiente quando a fonte praidie
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erro da solugcdo numérica é o erro de discretizacdo. Para minimizar o erro de posi¢do sera
interpolado nos nés da malha um polinédmio.

Na Fig. 512 é mostrado o esquema de interpolacédo para quais os tQpida} e
(iii) estdo definidos. O ptm de Thax € indefinidocomo ja explicado neste capitulo. Os
circulos negros na Fig. 5.12 s&do as solugbes numéricas ohielas programa
Poisson_1Dp_3pl_64BITSO losango representa o ponto de temperatura maxima da funcéo

w(T) interpolada a partir dasds pl, p e p+1.

T(x)

Tmax

p+1

. D
Xp-l Xp Xp+1 X

Legenda

. nés da malha gerados por meio Eeisson_1Dp_3pl_64BITS.

fung&ointerpoladaw(T)

<> méximo da funcaa(T)

Figura 5.12 - Esquema de interpolacdo dos dados obtidos pBbisson_1Dp_3pl_64BITS

Para determinarTnhsx € executada a interpolacdo polinomial a partir dos pafdos
malha. Neste caspara a interpolacdo de segunda ordem utza3 pontos da malha. Para
interpolacdo de quarta e décima ordens utilizand e 11 nds da malha. Os pontos a serem
interpolados s&o escolhidos a partir do ponto de maximo discretaddefiar MP. O né
central € o ponto de méaximo discreto definidomoilComo a interpolacawestes casadiliza
nameros impares de nés, o né central € o ponto de maximo discreto.

A geracao da funcdo continua™y(é obtida por meio da interpolacdo de segund
ordem do ponto principal p° = MP e seus pontos secundérios definidos nesta ordem por
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Tp-lD eTp+1D; para interpolacdo de quarta ordem foram utilizados o ponto princhBat NP
e seus pontos secundarios nesta ordem paP, Tp1°, Tp+i® € Tpi2 ; para interpolacdo de
décima ordem foram utilizados o ponto principé? F MP e seus pontos secundério&sElj
Tod”, Tpa”, Tp2”, Tpa®, TpeiDs Tpse2”, Tpea Tpeds Tpss -

Foram desenvolvidodrés programas computacionaigie fazem interpolacdo de
segunda, quarta e décima ordens nos pontos discretos da solugdo numérica.

Para interpolacdo de segunda ordem foi utilizada interpolacdo polinomial quadratica,
definida pelas Eq$3.39), (3.40), (3.41) e (3.42)

Para interpolagdo de quarta e décima ordenstilizada interpolagédo polinomial de
Newton, definida pelas Eg8.43), (3.44), (3.45), (3.46) e (3.47).

Para a interpolacdo de quarta ordem sdo necessarios 5 pontos; pbriaitia-se
"Q - sendo as malhas anteriore$=0,125 descartadas. Para a interpolacdo de décima

ordem sdo necessarios 11 pontos; sendo descartadas as malhas anteflg0é26.
Para localizar o ponto de temperatura maxima: € Xnax da funcao interpolade/(T)

foi seguido o seguinte procedimento:
Obter os coeficientes dos palimios:

(a) Polinbmio de segundo graés Eqgs (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42).

(b) Polinbmio de quarto e décimo gra@§s Egs. (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) e (3.47)

programa numeérico dismivel no apéndice D.

Derivar a funcéo interpolada Wy
Utilizar o método de Newton Raponpara obter as raizes do polinémio derivadoncao
wW/(T). O critério de parada utilizado foi diferenca da solucdo atual e antesaor que
1.0x10™%,
Verificar se o zero da funcad(), que corresponde asl;, esta no intervalo desejado, sendo:

(@) [p-1,p+1]A interpolacdo de segundo grau.

(b) [p-2,p+2]A interpolacdo de quarto grau.

(c) [p-5,p+5]A interpolagédo de décimo grau.
Utilizar Tmaxna funcédo w(T) e callar Xnax
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5.4.2 Aplicacdo de MER por meio de interpolacdo de segunda ordem

A solucdo numeérica foi interpolada com um polinbmio de grau 2. Foi utilizado o
procedimento descrito em 5.4.1 para obtgs.TOs resultados obtidos com esta interpolacao
saomelhor que os obtidos sem qualquer interpolagdgolindbmio interpolado de gra2
limita a reducdo do erro numérico devido a ordem do polinémio interpolador. -sBode
observar que nos trés primeiros pontos do grafico Emer coincide com Umer divergindo logo

apos. Foram utilizados nos célculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6...
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Figura 5.13- Modulo do erro versush para a variavel Ts para interpolacdo de ordem Zom
pL:Z e dp_=2

Como @ valoresde xnax S&oobtidcs diretamente a partir da equagao interpolada da
soluggesnumérica em diversas malhag previsivel que os valores da variavel de interesse
Xmax associados com MER também apresentem melhora na reducéo do erro numérico. E
verificado este fato na Fig. 5.14 onde é mostrado que houve realmente a reducdo do erro
numérico com A 0 como esperado.

Foram utilizados nos célculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6...
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As ordens efetivas da variavelk sdo mostradas na Fig.15 (a) onde fica claro que
as ordengfetivassédo 2 e 4 para solu¢cdo numérica @extrapolacdo apresentada. A partir

da extrapolacdo m>1 ndo se pode afirmar a ordem efetiva da solucao.

Modulo do erro
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Figura 5.14 - M6dulo do erro versush para a variavel xns para interpolacdo de ordem Zom

p.=2 e dp=2.

As ordens efetivas da variave)x sdo mostradas na Fig. 5.15 (b) oadénica ordem

claramente definida ép2 param=0. A partir da extrapolacdo m@néo se podafirmar a

ordem efetiva da solucéo.
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Figura 5.15- Ordem efetiva (p:) para Tmax (&) € Xnax (D) versuso tamanho da Malha () e nUmero
de extrapolac¢des (m) para interpolacdo de ordem 2.
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5.4.3 Aplicacdode MER por meio de interpolacdo dequarta ordem

Para este item, solucdo numérica foi interpolada com um polinbmiadarta ordem
Foi utilizado o procedimento descrito em 5.4.1 para obtgx Ds resultados obtidgsara
MER associado asta interpolgdo sddons O erro numéricalecai significativamente para
Emer. O polinbmio interpolado de gratiaindalimita a reducdo do erro numeérico devido a
ordem do polinbmio interpoladoEntretanto, mostrae claramente que a interpolacdo de
ordem 4 na solucamumérica sem extrapolacéo torna MER mais efetivo do que o apresentado
no item 5.4.2.

Na Fig. 5.16, observee que a estimativa de MER (Umer) néo é efetiva a partir do
guarto né. Isto acontece quando sua estimativa (Umer) do erro de discretizacao réaimferio
erro de discretizac@o alcangado por Enfesram utilizados nos célculos, Eq.(3.1), as ordens

verdadeira com sendo 2,4,6...
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Figura 5.16 - M6dulo do erro versush para a variavel Tsx para interpolacéo de ordem4 com
p.=2 e dp=2.

Comono item 5.4.20s valores de pux S80 obtidos diretamente a partir da equagéo

interpolada das solugbes numéricas em diversas malhas, € previsivel que os valores da
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variavel de interess&max associados com MER tdr@m apresentem melhora na reducao do

erro numérico. E verificado este fato na Fig.750hde é mostrado que houve realmente a

reducao do erro numerico cor B como esperado.

As ordens efetivas da variavelk sdo mostradas na Fig. B.(a) onde fica clargue

as ordens efetivas sdp&Le 6para solugdo numeérica camextrapolacdo apresentada. A partir

da extrapolacéo nZnéo se pode afirmar a ordem efetiva da solucao.
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Figura 5.17 - M6dulo do erro versush para a variavel xms para interpolacédo de ordem 4om

pL:Z e dp_=2

As ordens efetivas da varidvehx sdo mostradas na Fig. B.{b) ondeas ordens

definides sdope=2 para m=0 p=4 para m=1A partir da extrapolacdo mP>néo se pode

afirmar a ordm efetiva da solucgéo.
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Figura 5.18 - Ordem efetiva (p:) para Tmax (a) € Xuax (D) versuso tamanho da Malha (h) e nimero
de extrapolagdes (m) para interpolagéo de orderh

5.4.4 Aplicacdo de MER por meio de interpolacédo delécimaordem

A Fig. 5.19 mostra o modulo do erda solucdo numéricanterpolada com um
polinbmio dedécimaordem. Foi utilizado o procedimento descrito em 5.4.1 para obter T
Os resultados obtidos para MER associado a egerpolacdo sadtimos Emer decai
significativamente quando B 0. O polinGmio interpolado de grdlD ndo limitaa reducao
do erro, mostrandee que Emer atinge o erro de maquina. Neste ponto, o erro de
arredondamento torree a principal fonte de err Verificase que ao atingir o erro de
maquina, 0 erro numerico aumenta com a reducao do tamanho daEmathtanto, mostra
se claramente qUMER associado com interpolacdo de ordef) € muito mais efetivo.

A estimativa de MER (Umer) é efetiva

Foramutilizados nos calculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6
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Figura 5.19- Modulo do erro versush para a variavel Tsx para interpolacao de ordem 1@om
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Como no item 5.4.20s valores de pax S80 obtidos diretamente a partir da equacéo
interpolada das solu¢cdes numéricas em diversas mélhaslucdo do erro de discretizacéo
davariavel de interesse Ik associados com MER apresanta melhor na reducao do erro
numéricodosexperimentos efetuados verificado este fato na Fig. 5.20de € mostrado que
houve realmente a reducéo do erro numérico crd bomo esperado.

As ordens efetivas da variavehgk sdo mostradas na Fig. 5.18 (a) onde fica dim®
as ordens efetivas sap4, 6e 8 para solucao numérica com a extrapolacédo apresentada.

Nas Figs. 5.19 e 5.20 obsers@a que existem descontinuidades nas curvas discretas de
Umer devido ao zeramento dos valores promovidos peliware de MER. O software

identificaque estesalores sagequeno$azendeosassumi como zero.
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Para a variavel nax € Xmax Fig. 5.21, s@® apresentadagm funcdo do tamanho da
malha ), as ordengfetives (pg) paracada numero de extrapolacdAs ordens efetivasdo
respectivamente 2, 4,68, tanto para x quanto paraisto é:

p0=2;
pl=4;
p2=6 e
p3=8.

Séo confirmadaa posteriorias ordens calculadaspriori.

As inclina¢cbes das curvas Benere Umeraproximamse uma da outra a medida que o

grau do polinbmio aumenta.
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Figura 5.21 - Ordem efetiva (p:) para Tmax (a) € Xuax (D) versuso tamanho da Malha (h) e nimero
de extrapolacdes (m) para interpolacéo de ordem 10.

5.4.5 Comparagéo dos resultados

Nas Figs. 5.22 e 5.23 mostresm a eficiéncia de MERara as variaveis de interesse
Tmax € Xnax @ medida que a ordem do polindmiderpoladorda solugdo numeérica sem
extrapolacdoé aumentada. A interpolacdo de segundo ordem assaxiBtEER € a mais
simples e a que menos € eficiente. M@oesentayanhos significativosia reducdo do erro

kdem. d e

numérico. MER se torna eficiente utilizandb ie r p o | l1a(
Portanto, a partir das solucbes numéricas obtidas pelo programa
Poisson_1Dp_3pb4BITS associadas a MER com e sem interpolacdo conforme Figs. 5.22 e

5.23 foram investigadas quatro situacpasaumentar a eficiéncia de MER paas variaveis

Tmax € Xmax:

(0O) Aplicacdo de MERa partir do tratamento da base de dados sem qualquer
interpolacao obtida pelo programBoisson_1Dp 3pl 64BITS.

(i) Aplicagdo de MERa partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de segda ordem dos n6s da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl 64BITS.

(i) Aplicacdo de MERa partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de quarta ordem dos nos da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl _64BITS
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(iii) Aplicacdo de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de décima ordem dos nés da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp_3pl_ 64BITS.
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Figura 5.22 - Modulo do erro versush para a variavel T4 para diversas interpolacéesom
p.=2 e dp=2.
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Concluise que quanto maior a ordem dnipdmio interpolado maior € a estabilidade

das solucdes obtidas com MER e maieficiéncia na reducao do erro de discretizacao.

5.4.6 Reducéo e estimativa do erro

Com base nos dados da F®l19, as Tabs54 e 55 foram desenvolvidas para
mostrar 0 ganho deficiéncia na utilizacdo de MER. Na Tdh4 foram fixadas trés malhas
com 64, 256 e 1024 nos. A razdo lElee Emermostra a eficiéncia de MER em relacdo a
solugcdo numérica sem extrapolacdo. Para uma nuElZb6 nés, a eficiéncia de MER é
1.624&10" vezes maior que a solucdo numérimem extrapolacdd medida que a malha é
refinada, a eficiéncia é cada vez maior. Esse comportamento é demonstrado para as duas

variaveis de interesse estudadas neste capitulo.

Tabela 5.37 Reducao do erro para malhas fixas para a variavely, com interpolagéo de 10 2@

ordem.
Malha 64 256 1024
h 1.562%-2 | 3.9062-3 9.765@-4
Eh 1.438%-5 | 8.9913%7 5.61%e 8
Emer 2.5994-9 | 3.533&-20 1.797@-26
m paraEme 2 4 6
Eh/Eme 5533.96 | 1.6248e13| 3.1261e18

A Tabb.5 mostra para umivel fixo de erropara a variavel xsx com interpolacdo de
102 ordem Observase queo erro numéricona ordem de8x10*! precisa ser calculado com

uma malha de 15 nés. PakER sdonecessariesamente 3 nos.

Tabela5.41 Reducgéo de nés de malha para erros fixgsara a variavel x,.x com interpolacéo de

10 @ ordem.
Nivel do erro -2e5 -3e9 -8e-11
Eh 1.438®5| 3.512e9 8.574-13
Emer 5.75345 | 2.5994£-9 1.848-14
m paraEmer 2 2 3
Numero de 6s pareEh 3 9 15
NUmero de as paréEmer 2 2 4
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7

Para diminuir o efeitodo erro deprogramacgao sobre os resultados é relevante
executar testes iniciais de sua eficiéné&iatestestes iniciais com resp@s de polinbmios

conhecidos e com malhéas= p, —e sdo necessariqsgra analisaa efetividade do

polindbmio gerado com interpolaca¥erifica-se ainterceptgdo dos pontos dos polinGmios
teste.Devan-se fazer testes na programacao atata com um polinbmio conhecido para
aferir o resultado antes da homologacégrbgrama computacioha)s resultados dos testes

de polinGbmio e os respectivos polindmios de teste estdo descritos no agéndice

5.5.CONCLUSAO

Para a equagéo de PoissBIER funcionamuito bem associado com interpolagéo de
102 ordem enelhora significativamentes resultados.

A ordem do polinbmiointerpolador afeta os resultados dBIER. Polinbmio
interpolado degraul0 produz resultadomelhoesdo que sde gras2 e 4

A técnica de multiplas extrapolacGes de Ricisan (MER) tornotse eficiente para
os pontos de maximaeduzindo o erro de discretizacao.

Umer mostrese adequado na estimativa do erro de discretizacdo com MER.

Mostrase queo aumento de eficiéncia de ME#ta elacionado com @umento da
ordem do polindbmio interpolado, podendo se concluir:

Interpolacéo de Interpolacéo de Interpolacéo de

grau 10. melhor que grau 4. melhor que grau 2.
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6 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Neste capitulo apresemse as conclusdes referentes ao desenvolvimento da tese a
respeito de MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE RICHARDSON PARA REDUZIR E
ESTIMAR O ERRO DE DISCRETIZA(}AO EI\,CONDUC;AO DE CALOR tendo em vista
0S objetivos descritos no capitulo 1 e as recomendacoefipaces trabalhos relacionados ao

tema tratado.

6.1. METODOLOGIA DA PESQUISA

A metodologia apresentada neste trabalho engloba as etapas de revisao bibliografica,
avaliccdq aperfeicomento e generalizgdo das mudltiplas extrapolacbes de Richardson
aplicadaareducdo do erro de discretizag@studade dois problemas préaticos sendo eles com
a equacao de Laplace bidimensional e Poisson unidimensiapaésentacdo de conclusdes e
recomendacdes.

O capitulo 2 apresenta uma reviséo bibliografica salirase tedca das solucbes de
problema em engenharia e os fundamedésta tese

O capitulo3 concentrase basicamente no desenvolvimento da metodolpgia
aplicacdo do MER o desenvolvimento do erro de posicao

Nos capituls 4 e 5 foram desenvolvidos os estos de casparatestara metodologia

desenvolvida. Para isso foi preciso avaliar, aperfeicoar e generalizar o uso de MER.

6.2. CONCLUSAO GERAL

Comprovouse que ouso de mdultiplas extrapolacbes de Richardson para estimar e
reduzir o erro de discretizagcdo emaftrsferéncia de calor computacional durante uma
aplicacdo numérica éficiente Foi mostradmestatese que este errumeéricoé reduzidee a
acuracia dos calculos é aumentada quando o parametro dehnetiolga um valor pequeno
com a aplicacéo ddER.

Portanto MER é unaferramenta capaz de melhorar a acuracsssdlug@@esnumerics
diminuindo o0 seu custo computacionaEsta ferramentdoi empregada eficientemente na
reducdo do erro de discretizacdas equacOes de Laplace bidimensional e Poisson
unidimensional. O método faivaliad, aperfeicoad e generalizaolpara o uso em problemas
de conducéode calor Foramresolvides, por meio do entendimento do erro de posigao,
problemas de convergéncia de MER situacdes onde as solucbes apresentam esgrem

locais e/ou globaisOs resultados obtidogara variaveis principais e secundarias @cam
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temperatura no centro do dominio, média do campo de temperaturas, taxa de transferéncia de
calor em dois contornos e norma do erro de discretizigam todos s&fatérios e que
aprovam o método

Foi definido nesta tese o erro de posicédo que assoaigderpolacéo e extrapolacédo de
Richardson resulta em resultados numeéricos extremamente acyradogproblemas de
méaximos e minimasMostrase, portanto, que MEReduz significativamente o erro de
discretizacéo, o estimador de erro de Richardson funciona para resultados numérioss obtid
com MER As respostas apresentaram serem mais efetivas quando os calculos utilizaram
precisdo quadrupla

Em relacdo aos objetig firmados no capitulo 1 conchse que:

O objetivo geral:

O objetivo geral foi cumprido, pois MER faivaliado, aperfeicodo e generalizdo.
Verificou-se que MER é capaz deduzir e estimar o erro de discretizagioconducédo de
calore que MER é cgaz de diminuir o consumo d memdéria computacional e o tempo de

CPU necessarios para resolver problemasSHie

Os objetivosespecificos

MER foi desenvolvidomelhorandoo entendimento do método numérico para as
variaveis deeampo que possuem maxima@sminimos e suas coordenadas.

Foi desenvolido um estimador de errpara solu¢des obtidas com MERodas as
respostas de problemas apresentados nesta téemsssiciadaa estimativa de seu erro.

A ferramenta MER esta disponivel nssftwaresutilizados para o desenvolvimento
desta tese bem comsaa metodologidetalhaaneste trabalho.

Portanto, confirmae a justificativa deste trabalho, demonstrado pelos resultados desta
tese, na qual o tema tem relevancia, tesglem vista que este matermdera trazer

beneficios a sociedadeindustria eaciéncia.

6.3. RECOMENDAC OES PARA TRABALHOS FUTUROS

As recomendacdes para os trabalhos futuros bassam:
1 Aplicar a mesma metodologia pastuacdes de maximo e minimo bi e

tridimensionés.

1 Implementaum estimador de erro associado a sistemas 2D e 3D.
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Analisar a relacdo entistovesugempo de processamento para sistemas 2D e
3D.

Desenvolvera mesma teoria para outras equacdes utdizath engenharia
mecanica.
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VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIA VEIS DE INTERESSE
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VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIAVEIS DE INT ERESSE DA
EQUACAO DE LAPLACE 2D

As variaveis de interessgostradoneste apéndice fam calculadas por meio do Maple
com 50 casas decimais. Estes valores sdo a base da Eq. (1.1).

As variaveis de interesse para este problema sao:

(@) Variavel primaria  local, temperatura TC definidla no  ponto
w 0 -€

Tc=0,19926840766919334021681127064217158485299165190291

(b) Variavel priméria local, &mperaturd, definida no ponto

w - Qw -é

T,=0,45268767117792042438520668109180785113614015381703

(c) Variavel secundaria globa temperaturanédiaTm o valorcalculado é

Tm =0,18585392046028583705427884380360863978099867236075

(d) Variavel secundaria local, taxa de transferéncia de @alorvalorcalculado é

Q= 0,91715233566727434637309292144261877536792714860104

(e) Variavel seandaria local, taxa de transferéncia de c@ipo valorcalculado é

Qn=-2,0074837463946425764031053823896000349249048459918
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VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIA VEIS DE INTERESSE DA
EQUACAO DE POISSON 1D

As variaveis de interesse pasteeproblema séo:
(@) Variavel primaria localtemperaturd max

Tmax= 1,0000000000000000000000000000000000000000000000000

(b) Variavel primaria %nax €

T,=0,66666666666666666666666666666666666666666666666666
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APENDICE B

TABELAS DOS GRAFICOS DOSCAPITULOS4E5




139

As tabelas do apéndice B sdo apresentadas de forma qgeras &parecem no texto.
Estas tabelasdonecesséariapara o leitor quéd verificar mais profundamenteinformacdes
apresentadas nesta tgsessaestabeleceuma analisequantitativa As tabelasque mostram
extrapolacdes de Richardson sao identificantas a existéncia de m=1,2,3,Estes valores
séo representados com um namero razoavel de algarismos significapeossso, a tabela é
extensa e representada em duas partes. Para o método de Richardson, como explicado no
Cap. 2, é observado que ha uma reducdo do numero de solu¢cdes numéricas a medida que ¢
namero de extrapolacdo aumenta.

Os valores numéricogpresentados neste apéndiée obidos por meio das equacdes

dos Caps. 2 e 3.
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TABELAS DOS GRAFICOS DOS CAPITULOS 4
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TabelaB.17 Ordem aparente (py) de T versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (rf)g. 4.3 (a)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
5,000000000€L NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l 1,8056110250981952 NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 1,94119915674493553,5994340496390837 NA NA NA NA NA
3,125000000e2 1,98441284068900463,87837765537820914,7003530111876361 NA NA NA NA
1,56250000e2 1,99604201066971233,96775238917588045,6437406075764191 7,393281191550354§ NA NA NA
7,81250000e3 1,999006576327330713,99181140987329755,4627412463042552 7,81745346687807869,3477845537872818 NA NA
3,90629000e3 1,999751397051383( 3,997944731184517¢5,83860629739788427,95169191296055869,803395216179646611,316788628599571] NA
1,95312900e3 1,99993783379770513,99948567193799925,9573152921548611|7,98773872792142159,947934438228859411,793599807553198 13,294307698841774
9,76562%00e4 1,999984457482452(3,999871386004241(15,98916786067718437,99692286178093619,986782373135312311,945297893243887 13,786368634858328
4,88281290e4 1,9999961143101709 3,999967844501485¢5,99728164195051717,99922997166057199,996682557457405411,986068802059325 13,942101641408940
2,44140629e-4 1,99999902857376493,99999196100038545,9993197610442222 7,99980745486923079,999189107851411512,054468656195478 -

NA: valor inexistente
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TabelaB.1 - Ordem aparente () de Tc versus tamanho da malha (h) e numero de extrapola¢des (m) Fig.3 (a) (continuagao)

Malha m=7 m= m=
h

5,000000000€L NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€1 NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA
3,125000000€2 NA NA NA
1,56250000e2 NA NA NA
7,81250000e3 NA NA NA
3,9062H000e3 NA NA NA
1,95312900e3 NA NA NA
9,76562H00e4 15,27729012539251C NA NA
4,882812H0e4  |15,75354648454099216,40999515684809 NA
2,44140629e-4 - - -

NA: valor inexistente



143

TabelaB.27 Ordem aparente (py) de T, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolactes (m) Fig.3(b)

Maﬂha m=0 m=1 m=; m= m=4 m= m=
5,00000000e1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e2 NA NA NA NA NA NA NA
1,56250000e2 1,9947776536800584 NA NA NA NA NA NA
7,81230000e3 1,99868901627934813,990876404483439( NA NA NA NA NA
3,90629000e3 1,99967194122287443,997710186657728]15,9886680365885204 NA NA NA NA
1,95312®00e3 1,99991796438460893,999426985899849(15,997156182880637(7,9874128375706054 NA NA NA
9,76562%00e4 1,99997948978804113,999856711370308¢5,99928836461925017,996841038847940¢9,9865622130131674 NA NA
4,88281290e4 1,999994872365244¢3,999964175647646(5,99982204851576147,999209493924668(9,996627304495537511.98593283256108¢ NA
2,44140629e-4 1,99999871808620073,99999104377471445,99995550946287547,99980232621991359,999077293933928311.850257883618304 8,6257088430644652

NA: valor inexistente
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TabelaB.37 Ordem aparente (py) de T, versus tananho da malha (h) e nUmero de extrapola¢des (m) Figh.3(c)

Marllha m=0 m=1 m=; m= m=4 m=! m=l
5,0000000004 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l 1,8971866045819673 NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 1,97497958818609723.702819340495438¢ NA NA NA NA NA
3,125000000e2 1.99378507243910633.90724755262891975.487217739064634¢ NA NA NA NA
1,56250000e2 1.99844874199503843.97522083165470755.84572249691572377.406187609664 7987 NA NA NA
7,81250000e3 1.9996123395435381 3,99369561027411175,959173946424182¢7,82105311368216519,3533409328226002 NA NA
3,90629000e3 1,999903094504757¢3,99841687394932745,989637910537157%7,95262613782933059,805067764632633511,320196689418684 NA
1,95312%00e3 1,999975774227229¢3,99960377631598845,997399498323666 7,98797468163698139,948377254084868311,79463671580020713,29646029014403¢
9,76562%00e4 1,9999939435943704 3,99990091639788545,99934924674902647,996982004496713¢9,986894784039641411,94557377905426413,78704199477223%
4,88281290e4 1,53193902259079233,99997522736869095,9998372723827947,99924476717895999,996710864775514111,98617718934034313,94378138197732(
2,44140629e4 1,89718660458196733,999993806733987¢5,99995931563803177,99981113811392699,9991347007348564 -

11,991360793257245

NA: valor inexistente
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TabelaB.3 - Ordem aparente (py) de T, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagGes (m) Fig.3(c)
(continuacéo)

Malha m=7 m= m=9
h

5,000000000€L NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€1 NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA
3,125000000€2 NA NA NA
1,56250000e2 NA NA NA
7,81250000e3 NA NA NA
3,9062%000e3 NA NA NA
1,95312%00e3 NA NA NA
9,76562H00e4 15,27877173231536( NA NA
4,882812H0e4  [15,816666511886890/17,470829637514723 NA
2,44140629e-4 - - -

NA: valor inexistente
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TabelaB.47 Ordem aparente (p,) de L versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m)gFi4.3(d)

Marllha m=0 m=1 m=; m= m=4 m=! m=l
5,000000000€L NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000el  |-0,2620172273610644 NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 1,34613321610851492,465134731553895¢ NA NA NA NA NA
3,125000000e2 1,73684860574927242,864922006134891¢4,6581372032493531 NA NA NA NA
1,56250000e2 1,882170646972328712,970302153573128€5,103475973309225¢4,1127022329308724 NA NA NA
7,81250000e3 1,944309861883164712,99475684492061255,4844053705870254 4,8380220432074059 6,95089210371530771 NA NA
3,90629000e3 1,97293608871563912,999742909378835¢ 7,3473370012162851 4,9956149696998286 10,124642493311818 5,9852241623594721 NA
1,95312%00e3 1,9866602594827846 3,000453938219167¢ - 5,018661160808377 - 6,8236079966808334 8,957440847247400%
9,76562H00e4 1,99337780106496163,00037125081311313,29051437136921355,014412504647254§5,3581917810393513 7,00005514 70095834 -
4,88281200e4 1,996700770639440( 3,0002215121458394 3,7453047636905029|5,0085467335544247 5,765359529708529¢ 7,0237534121732549-1,73874841563154 1+
2,44140629e-4 1,9983533468852694 3,00011970377936473,888087712327610¢5,0046110887599949 5,8968461168099571 7,0180389896580661 7,417919332215952¢

NA: valor inexistente
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TabelaB.4 - Ordem aparente (p)) de L versus tamanho da malha (h) e nUmerde extrapolagbes (m) Fig. 4.8)

(continuacéo)

Malha m=7 m= m=
h

5,000000000€ NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€el NA NA NA
6,250000000e2 NA NA NA
3,125000000e2 NA NA NA
1,56250000e2 NA NA NA
7,81250000e3 NA NA NA
3,9062H000e3 NA NA NA
1,95312900e3 NA NA NA
9,76562H00e4  |7,912629928635569¢ NA NA
4,882812H0e4  |8,819844116144998710,992813199929069 NA
2,44140628e-4 9,006973266956338( - 9,871691157578283¢

NA: valor inexistente
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TabelaB.57 Ordem aparente (py) de Q. versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig.3(e)

Marllha m=0 m=1 m=; m= m=4 m=! m=l
5,0000000004 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l 2,9526153108253045 NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 2,6276545332376566 3,4068124779255107 NA NA NA NA NA
3,125000000e2 2,23808663966074433,84107769947165045,5335305664608277 NA NA NA NA
1,56250000e2 2,06815774161549543,95916201639587955,86113909230704347,4511989050757031 NA NA NA
7,81250000e3 2,01768113338114143,989711349790529¢5,963339701625496¢ 7,8341075088173401 9,3765812801405018 NA NA
3,90629000e3 2,00446232724834643,99742271644886855,99070044740432127,95604170558301419,811854801081276611,332758097953554 NA
1,95312%00e3 2,00111824149505153,99935535625051575,9976664 795468397 7,988839000798016719,950161781819817511,79848084327214113,304575077544295
9,76562%00e4 2,0002797271098657%3,9998388188396985 5,99941607669956177,99719875241708449,987347035610259( 11,946598584606343 13,789597147244628
4,88281290e4 2,000069942206405( 3,99995970344530155,99985398516791527,999298996157209§ 9,996824333726427411,98643607748162( 13,943544775502610
2,44140629e4 2,00001748620353393,999989925782275€ 5,999963494165697¢ 7,999824708226084( 9,999225100202716512,022053345223729 -

NA: valor inexistend
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TabelaB.5 - Ordem aparente (py) de Q. versus tamanho da malha (h) e niGmero de extrapolacdes (m) Fig.3(e)

(continuacao)

Makllha m=7 m=8 m=9
5,000000000€. NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€el NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA
3,125000000e2 NA NA NA
1,56250000e2 NA NA NA
7,81250000e3 NA NA NA
3,90629000e3 NA NA NA
1,95312%00e3 NA NA NA
9,76562H00e4 6.352971687134705% NA NA
4,88281200e4 7.638109867485700¢9.2555142151029421 NA
2,44140629e4 |7.910148205889371§9.7876088466360162 7.881499375640221¢

NA: valor inexistente
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TabelaB.67 Ordem aparente () de Q, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fig.3(f)

Marllha m=0 m=1 m=; m= m=4 m=! m=l
5,0000000004 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€1 0,6329850309393754 NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 0,86215800425382862,7874598850427137 NA NA NA NA NA
3,125000000e2 0,95774536037119592,163734409173256|0 ,467595521826870¢ NA NA NA NA
1,56250000e2 0,98804910896495672,61628265792463112,3311103124641369 3,4878028386418361 NA NA NA
7,81250000e3 0,9966752144593254 2,79493624898078342,7381452212456027 3,898548097587854716,0363504654 785455 NA NA
3,90629000e3 0,99904796343986342,8381509638269464 2,885340547383036( 4,004754623003459( NR 4,9383675069782641 NA
1,95312%00e3 0,99970775474619512,802034285062310%2,946598844367172§4,01867943978194162,03765927814991845,73647451809018737,3780911476513165
9,76562%00e4  (0,999900608724100212,70321526489182082,97426694603638024,0137444080858814/4,4588229555189404(5,9374505754684156(7,9137286572277616
4,88281200e4  [0,9999620866986398(2,555792649393670512,9873736259124564 4,0080170903955537|4,7885784798505080/5,98683699672094558,2107596941819032
2,44140629e4  (0,999984001433978412,39034648538105712,993746639667269614,0043004519396711/4,90475055222772405,99803283085138598,7347355795809586

NA: valor inexstente
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TabelaB.6 - Ordem aparente (p,) de Q, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolages (m) Fig3(f)

(continuacéo)

Marllha m=7 m=8 m=9
5,000000000&. NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€el NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA
3,125000000e2 NA NA NA
1,56250000e2 NA NA NA
7,81250000e3 NA NA NA
3,90629000e3 NA NA NA
1,95312%00e3 NA NA NA
9,76562%H00e4  |15,284488714214894 NA NA
4,88281200e4  [15,766567267018132|17,219224661894211 NA
2,44140629e-4 - - -

NA: valor inexistente
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TabelaB.77 Médulo do erro da solugdo numéricada Variavel Tc versus tamanho da malhd Fig. 4.4(a)

Maﬂha Eh Emer dt Uh Umer
5,0000000004L| 5,0731592330808¥e2 NA NA NA NA
2,50000000Ce-1| 1,411993997912510e-2 1,411993997912510e-2 3,66116523516816@22 | 1,22038841172270E-2 | 1,220388411722T0DE-2
1,25000000@-1| 3,64681585263424@43 1,55774477137299@4 1,76028138476055983 | 3,49104137549693¥B 3 | 1,17352092317362%34
6,25000000@-2| 9,19615294858149%84 8,66706608038114&@-7 3,75556782118980@45 | 9,09066852592039K14 |5,96121876389466@k-7
3,12500000@-2| 2,30408916211761@24 1,6071097785896%0e-9 2,68977621870059@27 | 2,297354595487900e-4 | 1,0548142082011%0e-9
1,562%000@-2| 5,76339684253413@45 8,49736947472478%913 5,51445833441021%510| 5,75916492621398H5 | 5,39041034031129@313
7,8125000@-3| 1,44104785101407@25 1,38777878078145@416 3,108346913194280e-13| 1,4407829971724Be-5 | 8,32667268468867 1517
3,90629000=-3| 3,60274381136505@&16 1,24344978758018@114 1,2212453270876¥0e-14| 3,60257823292519%56 NA
1,95312H00e3| 9,00693727545753%47 1,84574577843932@214 3,089195566019%0e 14 | 9,00683361282350%27 NA
9,76562%00e4| 2,25173898055208%77 2,908784324571910%-14 4,75453010295722%114 | 2,25173276496848e 7 NA
4,88281200e4| 5,62935315584490@&18 4,11337630623619%914 7,02216063075412@214 | 5,62934555081718@18 NA
2,44140629e4| 1,4073470444575%-8 1,21153087562220@113 8,00193244998581%614 | 1,407335370462460e8 NA
1,220703128-4| 3,51851564550643@19 2,04530836711569@313 8,33777491493492%414 | 3,51831827560822@29 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.87 Mddulo do erro da solugdo numérica da Variavell2 veraus tamanho da malhah Fig. 4.4(b)

Ma;l]ha Eh Emer d: Uh Umer
5,000000000€L NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA
1,250000000€l NA NA NA NA NA
6,250000000€2| 1,0930041348349%e 3 1,0930041348349%00e3 NA NA NA
3,125000000€2| 2,740433231727702-4 1,0563866780222100e6 8,18960811117708@34 | 2,72986937039255@24 | 2,72986937039255@24
1,56250000e2| 6,85606481589107@65 4,25392443492711@210 9,89963705233521@57 | 6,84942251861219%95 | 6,59975803452006@68
7,81250000e3| 1,714328032894502-5 4,91828799908943%714 4,18697299053861@210| 1,71391226115868%95 | 6,64596155885988)e12
3,90629000e3| 4,28601503715819%96 1,50435219836708%614 6,39488462184090@414 | 4,28575509564543%9%6 |2,77555756156288%916
1,95312H00e3| 1,07151596010489@-6 3,20299342604358@414 4,70179450928753%814 | 1,07149969003073@46 | 5,55111512312578@217
9,76562%00e4| 2,67879737003706%77 2,64788191373100@214 5,85087533977456%914 | 2,67878743354099%97 NA
4,88281200e4| 6,69699951605374@58 2,131628207280300214 4,77951012101129%514 | 6,69699139477231@48 NA
2,44140629e4| 1,67426028596650%98 1,45217171620970@213 1,23900889548167@213| 1,67424640817869%83 NA
1,220703128-4| 4,18603840479648@59 5,50559597911614%313 4,05342426290645@113 | 4,185521484956249 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.97 Mddulo do erro da solugdo numérica da Variavelrm versus tamanho da malha Fig. 4.4(c)

Ma;l]ha Eh Emer d: Uh Umer
5,000000000€L| 1,64607953971415%83 1,646079539714159%e-3 NA NA NA
2,500000000€L| 5,04474237209235@53 6,17762998288506%%-3 3,39866283237819@53 | 1,132887610792710e-3 | 1,13288761079271e-3
1,250000000€1| 1,61335380713407@23 8,90194612099549@&-5 5,70807236407041%43 | 1,143796183194D0e-3 | 3,8053815760469Be-4
6,250000000€2| 4,26737527405158@24 5,93183484776104%e-7 8,70446171357120E55 | 3,95538759909636@54 | 1,381660589466 A@e-6
3,125000000e2| 1,08170937255764@4 1,17940446298093@k-9 5,89691564384375%e-7 | 1,06188863831219%-4 | 2,31251592874848@39
1,56250000e2| 2,71360314788582@25 6,51395604123194%713 1,17760193263371e-9 | 2,70116352589777%95 | 1,15113474308258%912
7,81250000e3| 6,78984503965641@16 1,94289029309402@216 6,51034781640190e-13| 6,78206214809860%k-6 | 1,66533453693772%316
3,90629000e3| 1,69782617434610%96 5,99520433297585@115 6,18949336228525@915| 1,69733962177009%86 NA
1,95312000e3| 4,24479361244012@57 1,32394095686550@414 1,92346139016308@214 | 4,24448937691445%97 NA
9,76562900e4| 1,0612126705167Be7 6,1062266354383H0-16 1,2628786905111-14 | 1,06119364740032@17 NA
4,88281200e4| 2,65304166691127@18 1,55708779203678@214 1,49602552568220e-14 | 2,65302834701053@28 NA
2,44140629e4| 6,63264615452519@29 5,156859493838502 14 3,59989815734707@114 | 6,63259017152917@9 NA
1,220703128-4| 1,65825395082030%89 1,29313226793215@813 7,77433672993765%914| 1,6581307438201@e-9 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.107 Médulo do erro da solucdo numérica da Variavel versus tamanho da malhah Fig. 4.4(d)

Makllha Eh Emer dt Uh Umer
5,0000000004| 5,6368435923118®e3 5,6368435923118Me 3 NA NA NA
2,500000000€l| 3,66874972024862@13 3,01271842956087@43 1,968093872082500e-3| 6,56031290687749%74 | 6,56031290687749%74
1,250000000€1| 1,30870162277543%93 1,66204708482985%H4 2,49069950594314%&-3 | 7,86682699157724@44 | 3,55814215134734%84
6,250000000€2| 3,80388739471675@34 4,133270849372900e 6 1,5969185562408020e-4 | 3,09437627767923@44 | 1,0646123708272300e5
3,125000000e2| 1,0187229044399He4 1,0775572167600000e7 3,899717779957349&-6 | 9,283881634256011.45 | 1,25797347740560@27
1,56250000e2| 2,63176700765448@45 8,32012192251049@310 1,06891050525849%0e-7 | 2,51848734558168@45 | 1,69668334167579%99
7,81250000e3| 6,68562970448321%36 6,59413245982682@112 8,18969481199103@410| 6,54401345735386%66 | 6,4485785921189We 12
3,9062%000e3| 1,68467988725978@16 1,91233031558270%914 6,58742273268490&-12| 1,66698327240780%96 | 2,58330303241509%814
1,95312900e3| 4,228286323029210e7 1,15612526930503@>-14 | 3,06246250757350%614 | 4,20617084985620%67 | 5,99307731423391@417
9,76562%00e4| 1,05914455545030e7 1,04129158047988%%>14 2,195270848925®e-14 | 1,0563805891929We 7 | 2,14591489236816@217
4,88281200e4| 2,65045370729465@38 2,3704403849651e 14 3,41006608069626@214 | 2,64699728240301@28 | 1,66588474875252%917
2,44140629e4| 6,62942091441572@29 7,74198955338965%214 5,3702375505330e-14 | 6,62503871951027@49 | 1,31141337119731@217
1,220703128-4| 1,65782756126521@19 9,6575716701715%e 14 1,91534828107430e 14| 1,657197784383800e9 | 2,3383570761551@e 18

NA: valor inexistente
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TabelaB.117 Maodulo do erro da solucdo numérica da VariaveQeversus tamanho da malhah Fig. 4.4(e)

Makllha Eh Emer dt Uh Umer
5,000000000€L| 1,67152335667270el 1,67152335667270De 1 NA NA NA
2,500000000€l| 2,2545554480726¥0e2 2,56567059147892@42 1,44606781186547%91 | 4,82022603955159@22 | 4,82022603955159@22
1,250000000€l| 3,866156078741410e3 8,0721699795138824 2,32963958595354%92 | 6,2264661339951Be3 | 1,55309305730233@23
6,250000000€2| 8,43699626260296%34 4,81335448065945@26 7,89866086541524@24 | 1,00748548416040993 | 1,25375569292040%95
3,125000000e2| 2,03037809670792@24 8,70030247845932@89 4,78588599783780@46 | 2,13553938863130%H4 | 1,87681803431872@28
1,56250000e2| 5,02631500292061@85 4,59599025504075%712 8,68721461433353059 | 5,09248865472323@85 | 8,49187387075290@612
7,81250000e3| 1,2534715789991e5 1,88737914186277@15 4,59299265287427@212| 1,25761447463679@S35 | 1,11022302462516@115
3,90629000e3| 3,13173616006690@86 3,10862446895044@214 3,297362383136709914| 3,1343265433081C-6 NA
1,95312900e3| 7,82812579536163@&7 3,46389583683049@314 6,57252030578093@514 | 7,82974526880586%87 NA
9,76562%00e4| 1,956955726356510e7 2,85327317328664%814 6,31716901011713%514| 1,9570566900384Be 7 NA
4,882812090e4| 4,892330862649100e8 1,62092561595272%813 1,9062529332813We 13| 4,89240880030530e8 NA
2,44140629e4| 1,22303708272040e8 6,06292793747797%913 4,44200232152525@813| 1,223097922942100e 8 NA
1,220703128-4| 3,05735925465456@29 2,84994250421277%913 3,212985433265200e13| 3,05767056119066@29 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.127 Médulo do erro da solucdo numérica da VariaveQn versus tamanho da malhah Fig. 4.4(f)

Makllha Eh Emer dt Uh Umer
5,000000000€L| 1,64607953971415%83 1,64607953971415%83 NA NA NA
2,500000000€l| 5,04474237209235@53 6,17762998288506283 3,39866283237819@53 | 1,1328876107927M0e3 | 1,13288761079271e 3
1,250000000€l| 1,61335380713407@43 8,90194120995490&5 5,70807236407041943 | 1,1437961883194Me 3 | 3,8053815760469Ke4
6,250000000€2| 4,26737527405158@24 5,93183484776104%67 8,70446171357120E55 | 3,95538759909636@4 | 1,381660589466@e6
3,125000000e2| 1,08170937255764@4 1,17940446280930E-9 5,89691564384375%77 | 1,06188863383121%H4 | 2,31251592874848@29
1,56250000e2| 2,71360314788582@25 6,51395604123194%713 1,17760193263371e 9 | 2,70116352589777%95 | 1,15113474308258%912
7,81250000e3| 6,78984503965641@16 1,942890293080202-16 6,5103478164019%-13 | 6,78206214640986@16 | 1,66533453693772%916
3,90629000e3| 1,69782617434610%/6 5,99520433297585@415 6,18949336228525@915| 1,69733962177009%86 NA
1,95312900e3| 4,24479361244012@57 1,32394095686550@t14 1,923461301630802-14| 4,24448937691445%97 NA
9,76562%00e4| 1,061212670516748e7 6,1062266354383®e 16 1,26287869051112=>-14 | 1,06119364740032@17 NA
4,882812090e4| 2,65304166691127@18 1,55708779203678@214 1,49602552568240e 14 | 2,65302834701053@28 NA
2,44140629e4| 6,63264615452519@29 5,15698594938385@214 3,59989815734707@114| 6,63259017152917@29 NA
1,220703128-4| 1,65825395082030%89 1,29313226793215@813 7,77433672993765%914| 1,6581307438201=9 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.137 Médulo do erro da solu¢cdo numérica da Variavellc versus tamanho da malh& Fig. 4.5(a)

Ma;l]ha Eh Emer d: Uh Umer
5,0000000004.| 5,0731592330808¥e2 NA NA NA NA
2,500000000€L| 1,411993997912510e2 1,4119939979125100e2 3,66116523516816@2 | 1,22038841172210e2 | 1,2203884117227 e 2
1,250000000€l| 3,64681585263430@¥3 1,55774477137371@%-4 1,76028138476053983 | 3,49104137549693@33 | 1,17352092317370@&14
6,250000000€2| 9,19615294858120k54 8,6670660797102200e7 3,75556782120304@25 | 9,09066852592061@14 | 5,96121876381435%37
3,125000000e2| 2,30408916211787@s4 1,60710981373757@k-9 2,68977@17758510&-7 | 2,29735459548778@4 | 1,05481420304255@49
1,56250000e2| 5,76339684236666E55 8,47281137132459K313 5,51448329557882@910| 5,75916492627067@65 |5,39050175520902@613
7,81250000e3| 1,44104785097708@45 1,20819077014713De 16 3,0811014253454298-13| 1,44078299712986@25 | 7,524057204750731E317
3,90629000e3| 3,60274381984301e6 4,53693119689240&721 4,55739680360103@317| 3,60257822997591%76 | 2,78178404663433@121
1,95312H00e3| 9,00693717644820@L7 4,41964453790409@226 1,7551(®9538126996-21| 9,00683367399395%77 | 2,67811544030707@826
9,76562%00e4| 2,25173914589257%97 9,83427977852731%832 1,74151926331723e 26| 2,25173267685187@27 | 6,64445830813596@432
4,88281200e4| 5,62935089711038@28 1,01809471685170@431 1,337076863890840231| 5,62934685393848&L3 NA
2,44140629e4| 1,40733791380153@33 7,04890359645728432 3,13204357205974@432| 1,40733766110295@33 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.147 Modulo do erro da solugdo numéca da Variavel T2 versus tamanho da malhd Fig. 4.4 (b)

Ma;l]ha Eh Emer d: Uh Umer
5,000000000€L NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA
1,250000000€l NA NA NA NA NA
6,250000000e2 1,093004134834823 NA NA NA NA
3,125000000e2| 2,74043323717654@54 2,74043323717654@4 8,18960811117167%84 | 2,72986937039056@14 | 2,72986937039056@14
1,56250000e2| 6,85606481568539@75 6,64229699204216@83 9,89963708678037%27 | 6,84942251869335H15 | 6,59975805785358%68
7,81250000e3| 1,71432803258119@55 6,69850080583024@212 4,18690841079846@210|1,713912261034 805 | 6,64588636634675%812
3,90629000e3| 4,28601504810078%86 2,07320829669333%716 5,24071186538094@414 | 4,28575509257035%66 |2,05518112367879%816
1,95312H00e3| 1,071515948593380e6 1,776928161395319821 1,8009403732924®e 18| 1,07149969983580%%6 | 1,760450022768800e21
9,76562%00e4| 2,67879748826864Mk7 4,06233451681960@227 1,64740762920067%923| 2,67878733255500@27 | 4,02297346802593@527
4,88281200e4| 6,69699848119051%98 1,06503925924614@131 3,94675527195929@129 | 6,6969921338319¥e-8 | 2,40741243048404@433
2,44140629e4| 1,674249917830800e8 1,65004047985376@231 5,6092709630278232 | 1,67424952112000%38 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.157 Médulo do erro da solucdo numérica da Vari&el Tm versus tamanho da malha Fig. 4.5(c)

Maﬂha Eh Emer dt Uh Umer
5,000000000€L| 1,64607953971415%83 NA NA NA NA
2,500000000€L| 5,04474237209231@63 5,04474237209231@63 3,39866283237815@43 | 1,132887610792700e3| 1,1328876107927%-3
1,250000000€1| 1,61335380713404%83 4,6955761881463Be4 5,7080723640703We 3 | 1,1437961883194M0e3 | 3,8053815760469Be4
6,250000000€2| 4,26737527405007@44 1,974844074037509&-6 8,70446171359029@25 | 3,95538759909682@24 | 1,38166058945878@16
3,125000000€2| 1,0817093725553Me4 3,4919201094649100e9 5,89691564469273%87 | 1,06188863383157@14 | 2,3125159390951%e9
1,562%0000e2| 2,71360314786733@15 1,80238667174739%712 1,17760178369797@49 | 2,70116352589538995 | 1,15112588826780%812
7,812500000e3| 6,78984503952730%66 2,54676319577422%916 6,51006107160016@513| 6,78206214638199%56 | 1,58975850344326@116
3,9062%000e3| 1,69782617843441%9%6 9,51192112333947%21 9,56909573119732%817| 1,69733962036429%76 | 5,84086902960222&821
1,95312900e3| 4,24479353510001@L7 9,23461236065194%526 3,67095974761363%821 | 4,24448941641472%#7 | 5,60152551797803@326
9,76562%00e4| 1,061212639571@00e7 2,14356002810299@431 3,63306540707363%826| 1,06119363184282%87 | 1,3859473362296631
4,88281200e4| 2,653040508838000e8 2,53500528929970@332 1,01111322080330@431| 2,65302862895901@43 NA
2,44140629e4| 6,63260684079396@59 5,35649265782700@832 2,821487368527/30e 32 | 6,63259941586200%9 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.167 Maodulo do erro da solugdo numérica da Variavel versus tamanho da malhah Fig. 4.5(d)

Marllha Eh Emer dt Uh Umer
5,0000000004.| 5,63684359231185@53 NA NA NA NA
2,500000000€l| 3,66874972024861@&3 3,66874972024861@43 1,96809387206325@43 | 6,5603129068774We4 | 6,5603129068774We 4
1,250000000€el| 1,30870162277546@&3 5,22018923617743@44 2,49069%059431098-3 | 7,86682699157715@44 | 3,55814215134730@4
6,250000000€2| 3,8038873947166He4 6,51285285887594%66 1,5969185562413¥4 | 3,09437627767931@24 | 1,06461237082758@25
3,125000000€2| 1,01872290444064@14 2,33553069294825%87 3,89971778010809%-6 | 9,28388163425337145 | 1,25797347745322%97
1,56250000e2| 2,63176700758840@85 8,64672313798543@610 1,068910492357047 | 2,51848734560601@25 | 6,96683321201649%510
7,812590000e3| 6,68562970440928%96 1,3043139611380Me 11 8,1896786779172910 | 6,54401345715823%76 | 6,4485658881238Me 12
3,90629000e3| 1,68467989107691e6 1,3238863334119®e 14 6,58133485992222%412| 1,6669832711107M0e6 | 2,580915631342042914
1,95312000e3| 4,22828627499788@&7 5,20673744239594%917 1,2518225604881:14 | 4,20617087859058%57 | 2,44975060760882@217
9,76562H00e4| 1,05914458851753%97 1,35213484299488)0e20 2,75563469994418317 | 1,05638056216010987 | 2,693680058596410e 20
4,88281200e4| 2,65045254485720%83 1,431222655922500e23 |1,3401139929456(e-20| 2,64699778010608@18 | 6,54672199778019%124
2,44140629e4| 6,62937007385863%9 9,390967386988410e 28 7,76456546470625&424| 6,62505179157114%9 | 1,89610878259005@227

NA: valor inexistente
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TabelaB.177 Maodulo do erro da solucdo numérica da VariaveQeversus tamanho da malhah Fig. 4.5(e)

Makllha Eh Emer dt Uh Umer
1,250000000€l| 3,86615607874157@3 2,36031005525351@43 2,32963958595354%92 | 6,22646613399508@63 | 1,55309305730237@13
6,250000000€2| 8,43699626260682@44 1,73509114093542@-5 7,89866086541792@24 | 1,007485484160300e3 | 1,25375569293479%-5
3,125000000e2| 2,03037809670931@4 2,746848277237189%8 4,78588599734699%96 | 2,13553938863250@14 | 1,87681803817529@S8
1,56250000e2| 5,02631500320005@55 1,308374117754309%-11 8,68721864944138%59 | 5,09248865463100@E5 | 8,491904838163195%-12
7,81250000e3| 1,25347157918046@15 1,7800812462235®e 15 4,59005625813323%412| 1,25761447467320@25 | 1,120892859129000e15
3,90629000e3| 3,13173613910175@26 6,51510042245948@220 6,59123236090338%516| 3,1343265509009De 6 | 4,023214527685279&-20
1,95312900e3| 7,82812596301758@87 6,24360481656820@425 2,49182345860602%620| 7,82974514266663@67 | 3,80227887154568@425
9,76562M00e4| 1,95695558968930@7 1,52976615482677%730 2,44131064736097@425| 1,95705679110942%97 | 9,312834246084480¢-31
4,88281200e4| 4,89234153574208@38 1,67459608664470@331 7,659423388828041431 | 4,89240478705031@68 NA
2,44140629e4| 1,22308241902552@48 2,744450170751810e 32 1,94904110371988@831| 1,22308637223886@18 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.187 Maodulo do erro da solugdo numérica da VariaveQn versus tamanho da malhah Fig. 4.5(f)
Maﬂha Eh Emer dt Uh Umer

5,000000000€L| 1,6715233566727M0el NA NA NA

2,500000000€l| 2,25455544807268@&12 2,25455544807268@12 1,44606781186547%91 | 4,82022603955157 %72 2,04382794332680@31
1,250000000€l| 3,86615607874157@3 2,36031005525351 @43 2,32963958595354%92 | 6,22646613399508@63 | 2,22085235026235@32
6,250000000€2| 8,43699626260682@44 1,73509114093542@25 7,89866086541792@24 | 1,007485484160300e3 | 7,76374985225583@44
3,125000000€2| 2,03037809670931@4 2,74684827723718%93 4,78588599734699%96 | 2,13553938863250@44 | 3,82633816985012%¥6
1,562%0000e2| 5,02631500320005@55 1,308374117754309911 8,68721864944138%:9 | 5,09248865463100@65 | 2,35743459270979@47
7,81250000e3| 1,25347157918046@15 1,7800812462235®e 15 4,59005625813323%412 | 1,25761447467320@25 | 6,94688428637991%510
3,90629000e3| 3,13173613910175@26 6,515100422459480220 6,59123236090338%516| 3,13432655090099e6 | 2,3446846766806%e12
1,95312H00e3| 7,82812596301758@37 6,24360481656820@425 2,49182345860602%620| 7,82974514266663@67 | 3,97786483574543%915
9,76562%00e4| 1,95695558968930@&17 1,52976615482677%/30 2,44131064736097@425| 1,95705679110942%97 | 1,22106035509139@418
4,88281200e4| 4,89234153574208@S8 1,67459608664470@331 7,659423388828041431 | 4,89240478705031@68 | 1,022649779828719821
2,44140629e4| 1,22308241902552@&18 2,744450170751810e32 1,94904110371988@831| 1,22308637223886@18 | 4,58542696010613%426

NA: valor inexistente



164

TabelaB.197 Erro (E) das variaveis Tc versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) eReal*16 Fig. 4.6(a)

Maﬂha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11
5,0000000004. | 5,073=-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l | 1,412e-02 1,916e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€el | 3,647e-03 1,5582-04 | 8,422=-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 | 9,196e-04 1,055e-05 8,667e-07 2,706e-07 NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e2 | 2,304e-04 | 6,73%-07 1,512=-08 1,607e-09 552310 NA NA NA NA NA NA NA
1,562%0000e2 | 5,763=-05 4,232e-08 243310 7,122%-12 472814 3,082=-13 NA NA NA NA NA NA
7,812%0000e3 | 1,441e-05 2,64%-09 3,830e-12 2,876e-14 9,481e-16 1,208e-16 455817 NA NA NA NA NA
3,90629000e3 | 3,603=-06 1,656e-10 | 5,996e-14 1,1332-16 | 5,990e-20 3403220 | 453721 1,755-21 NA NA NA NA
1,95312000e3 | 9,007e-07 1,035%-11 9,373-16 4,436e-19 9,460e-22 8,630e-24 3,211e-25 4,420e-26 1,742e-26 NA NA NA
9,76562%00e4 | 2,252-07 | 6,46%-13 1,465-17 1,734e-21 9,260e-25 2,127e-27 2,037e-29 7,727e-31 9,834e-32 3,190e-32 NA NA
4,882812%0e4 | 5,62%-08 4,043%-14 2,28%-19 6,773e-24 9,047e-28 4,188-31 1,00%-31 1,018-31 1,018-31 1,018-31 1,018-31 NA
2,44140629e4 | 1,407e-08 2,527e-15 3,576e-21 2,646e-26 8,132-31 7,037e-32 7,04%e-32 7,04%-32 7,04%-32 7,049-32 7,04%-32 7,04%-32

NA: valor inexistente
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TabelaB.207 erro (e) das variaveis T versus tamanho da malha (h) e nUmero de extrapolacdes (m) em Real*Egy. 4.6 (b)

Marllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11 m=12
5,0000000004 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 | 1,0932-03 |NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e2 | 2,740e-04 1,056e-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56290000e2 | 6,856e-05 | 6,6422-08 | 4,254e-10 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
7,812%0000e3 | 1,714e-05 4,1582-09 6,69%-12 5,261e-14 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,90629000e3 | 4,286e-06 | 2,600e-10 | 1,04%-13 2,073-16 1,803e-18 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,95312M00e3 | 1,072e-06 1,625-11 1,63%-15 8,116e-19 1,777e-21 1,648-23 NA NA NA NA NA NA NA
9,76562%00e4 | 2,67%-07 1,016e-12 256217 317221 1,73%-24 4,062e-27 3,936e-29 NA NA NA NA NA NA
4,88281200e4 | 6,697e-08 6,347e-14 4,003-19 1,239e-23 1,69%-27 8,853-31 1,065%-31 1,08%-31 NA NA NA NA NA
2,44140629e4 | 1,674e-08 | 3,967e-15 | 6,255-21 4,841e-26 1,495%-30 1,648-31 1,650e-31 1,650e-31 1,650e-31 NA NA NA NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.217 erro (e) das variaveis T, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagfes (m) em Real*E&). 4.6(c)

Marllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11 m=12
5,0000000004. | 1,646e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l | 5,045%-03 6,178-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000el | 1,613=-03 | 4,696e-04 | 8,902=-05 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 | 4,267e-04 3,120e-05 1,975-06 5,932-07 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,12500000e2 | 1,082=-04 198206 | 3,42%-08 | 3,492-09 1,17%-09 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56250000e2 | 2,714e-05 1,244e-07 5,510e-10 1,544e-11 1,802=-12 6,513-13 NA NA NA NA NA NA NA
7,812%0000e3 | 6,790e-06 7,783-09 8,671e-12 6,230e-14 2,015%-15 2,547e-16 9,570e-17 NA NA NA NA NA NA
3,90629000e3 | 1,698-06 | 4,866e-10 | 1,357e-13 2,454e-16 | 2,03%-18 7,16%-20 | 951221 3,671e-21 NA NA NA NA NA
1,95312000e3 | 4,24%-07 3,041e-11 2,122e-15 9,606e-19 2,00%-21 1,817e-23 6,72%-25 9,235-26 3,633-26 NA NA NA NA
9,76562%00e4 | 1,061e-07 1,901e-12 3,316e-17 3,754e-21 1,967e-24 4,480e-27 4,26%-29 1,6232-30 2,144e-31 7,576e-32 NA NA NA
4,88281200e4 | 2,653-08 1,188-13 5181e-19 1,467e-23 1,922e-27 1,071e-30 2,273-32 2,533e-32 2,535-32 2,535-32 2,535-32 NA NA
2,44140629e4 | 6,6332-09 | 7,425-15 | 8,09%-21 5,72%-26 1,8232-30 | 5,330e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.227 erro (e) das variaveisL versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapa;6es (m) em Real*16Fig. 4.6(d)

Marllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11 m=12
5,0000000004. | 5,637e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l | 3,66%-03 3,013-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000el | 1,309-03 | 5,220e-04 | 1,662=-04 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 | 3,804e-04 7,095%-05 6,513-06 4,133-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000€2 | 1,01%-04 | 9,033e-06 1,881e-07 2,336e-07 1,078e-07 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56250000e2 | 2,632=-05 1,133e-06 | 4,128:-09 8,1362-09 8,647e-10 | 8,320=-10 NA NA NA NA NA NA NA
7,812%0000e3 | 6,686e-06 1,416e-07 1,905%-11 2,54%-10 6,712-13 1,304e-11 6,595-12 NA NA NA NA NA NA
3,90629000e3 | 1,68%-06 1,770e-08 | 6,184e-12 7,866e-12 1,0282-13 1,150e-13 1,324e-14 1,257e-14 NA NA NA NA NA
1,95312000e3 | 4,228-07 2,212e-09 6,147e-13 2,434e-13 2,490e-15 8,986e-16 1,497e-19 5207e-17 2,757e-17 NA NA NA NA
9,76562%00e4 | 1,05%-07 | 2,764e-10 | 4,551e-14 756215 | 4570e-17 6,906e-18 1,153e-19 1,152-19 1,3522-20 1,342e-20 NA NA NA
4,88281200e4 | 2,650e-08 345511 3,065-15 2,356e-16 7,666e-19 5,328:-20 6,735e-22 2,23%-22 1,094e-24 1,431e-23 7,766e-24 NA NA
2,44140629e4 | 6,62%-09 | 4,318-12 1,985-16 7,350e-18 1,2382-20 | 4,132%-22 3,057e-24 | 4,283=-25 | 8,987e-27 7,927e-27 9,391e-28 9,570e-28 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.237 erro (e) das variaveisQ, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapola¢des (m) em Real*Efy. 4.6(e)

Mar:ha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11 m=12
5,0000000004 | 1,672e-01 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l | 2,255%-02 2,566e-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€el | 3,866e-03 2,360e-03 8,072-04 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 | 8,437e-04 1,638-04 | 1,735%-05 | 4,813-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,12500000e2 | 2,030=-04 1,052-05 | 2,981e-07 2,747e-08 | 8,700=-09 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56290000e2 | 5,026e-05 6,617e-07 4,777e-09 1,203e-10 1,308e-11 459212 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e3 | 1,2532-05 4,1432-08 751211 4,84%-13 1,456e-14 1,780e-15 6,592=-16 NA NA NA NA NA NA
3,9062%000e3 | 3,132-06 2,590e-09 1,176e-12 1,907e-15 1,471e-17 4,997e-19 6,515-20 2,492-20 NA NA NA NA NA
1,95312900e3 | 7,828-07 1,61%-10 1,838-14 7,465-18 1,450e-20 1,266e-22 4,601e-24 6,244e-25 2,441e-25 NA NA NA NA
9,76562%00e4 | 1,957e-07 1,012e-11 2,872-16 2,9182-20 1,419%-23 3,120e-26 2,91%-28 1,106e-29 1,530e-30 5,985-31 NA NA NA
4,882812090e4 | 4,8922-08 | 6,32%=-13 | 4,487e-18 1,140e-22 1,386e-26 7,4682-30 1,495%-31 1673231 1,675%-31 167531 1,67%-31 NA NA
2,44140629e4 | 1,2232-08 395314 7,011e-20 4,452e-25 1,357e-29 2,927e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.247 erro (e) das variaveisQ, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacbes (m) em Real*E&. 4.6(f)

Marllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11 m=12
5,0000000004 | 1,257e+00 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l | 7,261e-01 1,948:-01 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000el | 3,83%-01 | 4,089%-02 1,041e-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e2 | 1,950e-01 6,542e-03 4,90%-03 4,122e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,1259000000e2 | 9,79%-02 | 9,393e-04 | 9,281e-04 | 3,594e-04 1,085%-04 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56250000e2 | 4,906e-02 1,321e-04 | 1,370e-04 2,39%-05 1,623e-06 1,826e-06 NA NA NA NA NA NA NA
7,812%0000e3 | 2,454e-02 1,920e-05 1,843-05 1,493e-06 6,1922-09 5,874e-08 3,06%-08 NA NA NA NA NA NA
3,90629000e3 | 1,227e-02 | 3,011e-06 | 2,385-06 | 9,21%-08 1,2582-09 1,09%-09 1,841e-10 5,606e-11 NA NA NA NA NA
1,95312000e3 | 6,136e-03 5,254e-07 3,031e-07 5,706e-09 5,66%-11 1,793-11 7,630e-13 6,80%-13 4,637e-13 NA NA NA NA
9,76562%00e4 | 3,0682-03 1,027e-07 | 3,81%-08 | 354710 | 2,04%-12 2,826e-13 | 257315 341515 7,583-16 1,477e-16 NA NA NA
4,88281200e4 | 1,534e-03 2,2082-08 4,794e-09 2,211e-11 6,820e-14 4,422e-15 6,016e-18 1,419%-17 8,57%-19 6,244e-19 4,807e-19 NA NA
2,44140629e4 | 7,670e-04 | 5,070e-09 | 6,004e-10 1,380e-12 2,198-15 6,908=-17 8,86%-21 5,631e-20 | 8,63%-22 8,137e-22 2,041e-22 | 3,060e-23 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.257 Ordem efetiva (p.) versus o tamanho da Méa (h) e nimero de extrapolagGes (mFig. 4.7
Ma;l]ha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7 m=8 m=9 m=10 m=11
5,000000000€L NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000€l 1,845:0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000€l 1,9530 3,6206e0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000€2 1,987e0 3,884e0 5,469%0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,12500000e2 1,996e0 3,96%0 5,840e0 7,3950 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,56250000e2 1,999%0 3,992:0 5,957e0 7,8180 9,34%0 NA NA NA NA NA NA NA
7,81230000e3 1,999%0 3,9980 5,98%0 7,951e0 9,800e0 1,131 NA NA NA NA NA NA
3,90629000e3 1,999%0 3,99%0 5,997e0 7,987e0 9,940 1,17%1 1,32%1 NA NA NA NA NA
1,95312H00e3 1,999%0 3,99%0 5,99%0 7,99620 9,987e0 1,194el 1,3781 1,527el NA NA NA NA
9,76562%00e4 1,999%0 3,999%0 5,99%0 7,99%0 9,996e0 1,198&1 1,394el 1,580e1 1,7431 NA NA NA
4,8828120D0e4 1,99%0 3,99%0 5,999 7,999%0 9,99%0 1,231l 7,662:0 2,924e0 -4,998e-2 -1,674e0 NA NA
2,44140629e-4 1,999%0 3,999%0 5,99%0 7,99%0 1,011%1 257320 51221 5,300%-1 5,304e-1 5,304e-1 5,304e-1 NA

NA: valor inexistente



NA: valor inexistente
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TabelaB.267 Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niUmero de extrapolacdes (nfig. 48 (a)
Malha m=0 m=1 m=2
h

5,00000000e1 NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€1 1,8056110250982000e0 NA NA
6,250000000€2 1,94119915674493000 NA NA
3,125000000e2 1,9844128406890000 3,7466019264687103e0 NA
1,56250000e2 1,9960420106697101e0 3,9244478348690199e0 NA
7,812500000e3 1,9990065763273299e0 3,9801000821079198e0 | 5,7353871104177294e
3,90629000e3 1,9997513970513801e0 3,9949560053352497e0 | 5,9256823468083697e
1,95312H00e3 1,9999378337977101e0 3,9987345863306198e0 | 5,9806531025192298e
9,76562%00e4 1,999984474824501e0 3,9996833690075997e0 | 5,9951094110423702e
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TabelaB.277 Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e nimero de extrapolacdes (nfjig. 48 (b)

Ma;l]ha m=0 m=1 m=2
5,00000000el NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA
1,250000000€el NA NA NA
6,250000000€2 NA NA NA
3,125000000e2 NA NA NA
1,56250000e2 1,99477765368006@D NA NA
7,812%0000e3 1,99868910162792%8 NA NA
3,90629000e3 1,99967194122287@0 3,995447162803801e0 NA
1,95312%00e3 1,99991796438460%9 3,99885811933310%9 NA
9,76562%00e4 1,99997948978804@D 3,99971429899638@D 5,99549999999999%8

NA: valor inexistente



NA: valor inexistente
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TabelaB.287 Ordem Aparente (p,) versus ctamanho da Malha (h) e nimero de extrapolagdes (mfig. 48 (c)
Malha m=0 m=1 m=2
h

5,0000000004 1,53193902259079@D NA NA
2,500000000€l 1,89718660458196%0 NA NA
1,250000000€1 1,97497958361861@D 4,54229422217052@8 NA
6,250000000€2 1,99378507243911@D 4,10581836989125@8 NA
3,125000000€2 1,99844874199503%0 4,02506561720962%D 6,258663098044100€0
1,56250000e2 1,99961233954353%0 4,00618473568840@D 6,06563745700765@D
7,812530000e3 1,999903094504 5 4,00154115405103%9 6,01649542400736%6
3,90629000e3 1,99997577422722%9 4,00038497528719%8 6,00412966459763@D
1,95312H00e3 1,99999394359437@D 4,00009622426294%6 6,00103278606237@D
9,76562%00e4 1,53193902259079@D NA NA




NA: valor inexistente

TabelaB.297
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Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e nimero de extrapolag8es (nf}ig. 48 (d)
Malha m=0 m=1 m=2
h

5,000000000«4 NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA
1,250000000€l 9,82123284565964281 NA NA
6,250000000e2 1,83000434395767%0D NA NA
3,125000000€2 1,96180488193421%8 5,61565612627680%9 NA
1,56250000e2 1,99071908384043%8 4,28946708856471@0 NA
7,81230000e3 1,99769654325674%0 4,07188333828096@8 6,11558533921772%0D
3,90629000e3 1,99942518476018%8 4,01802933468551%6 5,93570709560678@D
1,95312®00e3 1,99985636176052%8 4,00451250446780%8 5,97435223063897%0
9,76562%00e4 1,99996409453847@D 4,00112847367203%8 5,99289050546412@&0
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TabelaB.307 Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niUmero de extrapolacdes (nfig. 48 (e)

NA: valor inexistente

Malha m=0 m=1 m=
h

5,000000000€L NA NA NA
2,500000000€l NA NA NA
1,250000000€el 9,82123284565964 %81 NA NA
6,250000000€2 1,83000434395767%D NA NA
3,125000000e2 1,96180488193421%8 5,61565612627680%0 NA
1,56250000e2 1,99071908384043%8 4,28946708856471@0 NA
7,81230000e3 1,99769654325674%9 4,07188333828096@8 6,11558533921772%D
3,9062H000e3 1,99942518476018%8 4,01802933468551%6 5,93570709560678@&D
1,95312%00e3 1,99985636176052%8 4,00451250446780%8 5,97435223063897%0
9,76562H00e4 1,99996409453847@D 4,00112847367203%8 5,99289050546412@&0




NA: valor inexistente
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TabelaB.317 Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e nimero de extrapolacdes (nfjig. 48 (f)
Ma;l]ha m=0 m=1 m=2
5,0000000004 NA NA NA
2,500000000€L NA NA NA
1,250000000€1 1,183908325822610€0 NA NA
6,250000000€2 1,58935318162888e) NA NA
3,125000000e2 1,80855699718613%0 3,14422809490891@D NA
1,56250000e2 1,91003076153327@D 3,21760540161159%8 NA
7,81250000e3 1,95675018756198%0 3,15857317954570@D NA
3,90629000e3 1,978845818291 D0 3,09563084249806@D 2,99000000000000@2
1,95312®00e3 1,989545152742410€0 3,05269457325871%8 3,58066492887683%D
9,76562%00e4 1,9948037126530D0O 3,02769757001916@D 3,78996015368723%0
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TabelaB.327 EEfeito da utilizacdo da ordem errada de p. Fig. 49
Marllha Eh Emer dt Uh Umer

2,5200el 3,66874972024862&L3 3,66874972024862@&13 NA NA NA

1,2500e1 1,30870162277543%93 5,22018923617724 2,36004809747317@23 | 7,86682699157724@44 | 7,86682699157724@44
6,2500e2 3,80388739471675@34 | 4,08799242428210@25 | 4,510681191396908-4 | 3,09437627767923@&14 | 3,00711874609313@85
3,1290e2 1,0187229044399e4 | 4,33461107638849%26 | 3,59742926482070@35 | 9,28388163425601H45 | 5,71020518225507%27
1,562%-2 2,63176700765448@45 5,22948707856486@27 | 3,79677306240493%56 | 2,51848734558168@45 | 1,48893061270781@28
7,812%-3 6,68562970448321286 | 6,48228143233466@&-8 | 4,57678504965235%57 | 6,54401345735386%66 | 4,47388567903452@410
3,9062-3 1,68467988725978@46 | 8,08606773308826@9 | 5,67228948454853@38 | 1,66698322407809@-6 | 1,3851744773011811
1,953%-3 4,228286323029210e7 | 1,0102456719941000e9 | 7,07539018718899@E9 | 4,20617084985620%67 | 4,31873905096122@413
9,7656e-4 1,05914455545030e7 | 1,26256048010756@210 |8,83976135372208%710| 1,0563805891929%-7 | 1,348861120580212814
4,8828-4 2,65045370729465@38 | 1,58010433885979%811 (1,1045458326975Me 10| 2,64699728240301@28 | 4,21352404106023@316
2,4414e-4 6,62942091441572@29 | 2,04088613697767@212 | 1,3760144128911@=>11 | 6,62503871951027@49 | 1,31227086056790&-17
1,2207%-4 1,65782756126521@&19 | 3,38857968624389%913 |1,70202776255813%812| 1,65719778438359 4,05795137482983@319

NA: valor inexistente
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TABELAS DOS GRAFICOS DOS CAPITULOS 5
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TabelaB.337 Mddulo do erro versus h para a variavel T,.x Sem interpolagaop, 2 e dp =2, Fig.5.6

Makllha Eh Emer d: Uh Umer
2,5000-01 5,9608-03 NA NA NA NA
1,250Ce-01 7,9863-04 7,9863-04 5162103 1,7207%-03 1,7207-03
6,25002-02 2,7707e-04 1,0322-04 1,0253-03 1,738%-04 6,8353-05
3,12502-02 5,9107-05 2,1331e-05 1,9290:-04 7,265%-05 3,0619:-06
1,5625%-02 1,6014e-05 3,0442-06 2,7438-05 1,4364-05 1,076(-07
7,8125%-03 3,8470-06 3,9380=-07 3,54562-06 4,0558-06 3,465%-09
3,9062-03 9,8120=-07 4,9652-08 4,4692-07 9,552%-07 1,0914e-10
1,9531-03 2,4286-07 6,2200-09 5,5982-08 2,4611e-07 3,4171e-12
9,7656-04 6,1019%-08 7,7792-10 7,0014e-09 6,0613-08 1,0683%-13
4,8828-04 1,5217-08 9,7254e-11 8,752%-10 1,5268-08 3,339(e-15
2,4414-04 3,808%-09 1,215%-11 1,0941e-10 3,80262-09 1,043%-16
1,2207-04 9,5164e-10 1,5197%-12 1,3677%-11 9,5244e-10 3,2608-18
6,103%-05 2,3798-10 1,8996-13 1,7096e-12 2,378%-10 1,019C:-19
3,0518-05 5,9487-11 2,374%-14 2,137(-13 5,949%-11 3,1844-21
1,525%-05 1,4873F-11 2,968%-15 2,6713%-14 1487111 9,9513-23

NA: valor inexistente



TabelaB.347 Mddulo do erro versus h para a variavelxnyax sSem interpolagéop, 2 e dp =2, Fig.5.7
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Makllha Eh Emer d: Uh Umer
5,0000el 1,6667e-01 NA NA NA NA
2,5000el 8,3333-02 8,3333%-02 2,500Ce-01 8,3333%-02 8,3333%-02
1,2500e1 4,1667e-02 8,3333%-02 2,5000-01 4,1667e-02 1,6667%-02
6,2500e 2 2,0833-02 5,0000e-02 1,5000-01 2,0833-02 2,3810=-03
3,1290e2 1,0417-02 2,61902-02 7,8571e-02 1,0417%-02 3,0812-04
1,5625%-2 5,2083-03 1,324%-02 3,9748-02 5,2083-03 3,8854-05
7,812%-3 2,6042-03 6,6441e-03 1,9932-02 2,6042-03 4,867%-06
3,9062-3 1,3021-03 3,324%-03 9,9734-03 1,3021e-03 6,0877-07
1,9531e-3 6,5104e-04 1,662%-03 4,9876-03 6,5104e-04 7,6106:-08
9,7656e-4 3,2552-04 8,3131e-04 2,493%-03 3,2552-04 9,5136e-09
4,8828-4 1,6276-04 4,15662-04 1,2470-03 1,6276:-04 1,1892-09
2,4414e-4 8,138(-05 2,0783-04 6,234%-04 8,138Ce-05 1,486%-10
1,2207%-4 4,06902-05 1,0392-04 3,117%-04 4,0690(-05 1,858%-11
6,103%-5 2,034%-05 5,1958>-05 1,5587%-04 2,034%-05 2,3227%-12
3,0518-5 1,0173:-05 2,597%-05 7,7936-05 1,0173:-05 2,9034-13
1,525%-5 5,0863-06 1,298%-05 3,8968-05 5,0863-06 3,6292-14

NA: valor inexistente
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TabelaB.357 Modulo do erro versus h para a variavel T ., Sem interpolagéop, 2 e dp =1, Fig. 5.8

Makllha Eh Emer d: Uh Umer
2,5000e1 8,3333%-02 8,3333%-02 2,5000=-01 8,3333-02 8,3333-02
1,2500e 1 4,1667-02 5,9524e-02 2,500Ce-01 4,1667&-02 3,5714-02
6,2500e2 2,0833-02 3,5714-02 1,7857-01 2,0833-02 1,190%-02
3,1290e2 1,0417-02 3,5714-02 1,0714e-01 1,0417e-02 3,4562-03
1,5625%-2 5,2083-03 1,9585%-02 5,8756-02 5,2083-03 9,3263-04
7,812%-3 2,6042-03 1,025%-02 3,0777-02 2,6042-03 2,4234-04
3,9062-3 1,3021e-03 5,25062-03 1,5752-02 1,3021e-03 6,1772-05
1,953%-3 6,5104-04 2,6562-03 7,9686-03 6,5104-04 1,55942-05
9,7656-4 3,2552-04 1,335%-03 4,0077e-03 3,2552-04 3,9176:-06
4,8828-4 1,6276e-04 6,6991e-04 2,0097%-03 1,6276-04 9,817%-07
244144 8,13802-05 3,354%-04 1,0063-03 8,13802-05 2,457%-07
1,2207%-4 4,06902-05 1,678%-04 5,0354e-04 4,0690(-05 6,1474e-08
6,103%-5 2,034%-05 8,3954e-05 2,5186-04 2,034%-05 1,5373:-08
3,05185 1,0173-05 4,1984e-05 1,2595%-04 1,0173-05 3,843%-09
1,525%-5 5,0863-06 2,0994e-05 6,2982-05 5,0863-06 9,610%-10

NA: valor inexistente
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TabelaB.367 Maodulo do erro versus h para a variavel T o Sem interpolagdop, 2 e dp =2, Fig. 5.10

Makllha Eh Emer d: Uh Umer
3,3333-01 2,8031e-02 NA NA NA NA
1,6667%-01 6,8457-03 6,8457-03 2,118%-02 7,0618-03 7,0618:-03
8,3333-02 1,701%-03 1,319%-05 2,0288-04 1,7147-03 1,352%-05
4,1667e-02 4,2477e-04 5,04402-09 3,2477-07 4,255%-04 5,1550e-09
2,0833-02 1,061%-04 4,2520e-13 1,1064e-10 1,0620:-04 4,3388-13
1,0417-02 2,65362-05 8,3137%-18 8,6702-15 2,653%-05 8,4753%-18
5,2083-03 6,6338-06 3,872%-23 1,6156:-19 6,63402-06 3,9453-23
2,6042-03 1,658%-06 4,3867-29 7,2793-25 1,658%-06 4,4432-29
1,3021e-03 4,1461e-07 2,3882-32 5,8856-31 4,1461e-07 0,00002+00
6,5104e-04 1,036%-07 1,214%-30 1,1906e-30 1,036%-07 0,000Ge+00
3,2552-04 2,5913-08 4,198%-31 7,9464%-31 2,5913=:-08 0,00002+00
1,6276-04 6,4783-09 3,238%-30 2,8186-30 6,4783-09 0,000Ge+00

NA: valor inexistente
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TabelaB.377 Ordem aparente () de Tyax Versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fig.11

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
3,3333@-01 2,8031@-02 NA NA NA NA NA NA
1,6667@-01 6,8457%-03 2,16072-04 NA NA NA NA NA
8,3333@-02 1,70153-03 1,31953-05 3,29812-07 NA NA NA NA
4,1667@-02 4,24768-04 8,1997%-07 5,0439&-09 1,11064-10 NA NA NA
2,0833@-02 1,06154-04 5,11752-08 7,8393@-11 4,2519%-13 8,6785%-15 NA NA
1,0417G-02 2,6536@-05 3,1973@-09 1,2232%-12 1,6526%-15 8,3136&-18 1,61598-19 NA
5,2083@-03 6,63384-06 1,99813-10 19107314 6,44762-18 8,08013-21 3,8724%-23 7,27972-25
2,6042@-03 1,6584%-06 1,2488%-11 2,9852%-16 2,51782-20 7,8813%-24 9,41046-27 4,38673%-29
1,3021(-03 4,14612-07 7,8050@-13 4,66438-18 9,8344%-23 7,69436@-27 2,27086-30 2,65778-32
6,5104@-04 1,03653-07 4,87812-14 7,2880@-20 3,8415@-25 8,7265&-30 1,21372-30 1,2144%-30
3,2552@-04 2,59133:-08 3,04882-15 1,13876-21 1,50016-27 4,28134-31 4,2004%-31 4,19853-31
1,6276-04 6,4783%-09 1,9055%-16 1,7793%-23 2,6378%-30 3,2347%-30 3,2374%-30 3,23826-30

NA: valor inexistente
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TabelaB.387 Ordem aparente () de Tyax Versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fi§.11
(continuacéo)

Maﬂha m=7 m= m=9 m=10 m=11
3,3333@-01 NA NA NA NA NA
1,6667@-01 NA NA NA NA NA
8,3333(@-02 NA NA NA NA NA
4,1667@-02 NA NA NA NA NA
2,0833@-02 NA NA NA NA NA
1,0417@-02 NA NA NA NA NA
5,2083@-03 NA NA NA NA NA
2,6042@-03 5,64683-31 NA NA NA NA
1,3021@-03 2,3881%-32 2,3881%-32 NA NA NA
6,5104@-04 1,2144%-30 1,2144%-30 1,2144%-30 NA NA
3,2552@-04 4,19853-31 4,19853-31 4,19853-31 4,19853-31 NA
1,6276@-04 3,2384%-30 3,2384%-30 3,2384%-30 3,2384%-30 3,2384%-30

NA: valor inexistente
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TabelaB.397 Mddulo do erro versus h para a variavel T, com interpolagdo de segunda @lem com p2 e dp =2, Fig. 5.13
Makllha Eh Emer d: Uh Umer

2,5000e-01 1,407%-02 NA NA NA NA

1,2500e-01 3,7480=-03 3,748(=-03 1,0327-02 3,4424-03 3,4424-03
6,2500=-02 9,5062-04 1,8156-05 2,874%-04 9,32462-04 1,9166e-05
3,1250=-02 2,3853-04 3,2955-08 1,0430e-06 2,3736-04 1,655%-08
1,562%-02 5,96862-05 1,532%-09 5,1042=-08 5,9614e-05 2,0016-10
7,8125%-03 1,492%-05 5,3966=-11 1,7866-09 1,4920e-05 1,746%-12
3,9062-03 3,7314-06 1,7394e-12 57452-11 3,7312-06 1,4030e-14
1,9531e-03 9,3287%-07 5478314 1,8082-12 9,3286-07 1,1037%-16
9,7656-04 2,3322-07 1,7153-15 5,660%-14 2,3322-07 8,637%-19
4,8828:-04 5,830%-08 5,3630-17 1,7698-15 5,830%-08 6,7513-21
2,4414-04 1,4576e-08 1676118 5531317 1,4576e-08 5,2750e-23
1,2207-04 3,6441e-09 5,2381e-20 1,7286-18 3,6441e-09 4,1212-25
6,103%-05 9,1102e-10 1,636%-21 5,4018-20 9,110%-10 3,2197%-27
3,0518-05 2,277%-10 5,1154e-23 1,6881e-21 2,277%-10 2,5154e-29
1,525%-05 5,6938-11 1,5984e-24 5,2752-23 5,693&-11 1,9654e-31
7,6294e-06 1,423%-11 4,999%-26 1,6484-24 1,423%-11 1,5407%-33
3,8147%-06 3,55862-12 3,3963-27 5,339%-26 3,5586=-12 NA

1,9073-06 8,8966-13 3,284%-28 3,0678-27 8,8966e-13 NA

NA: valor inexistente
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TabelaB.407 Mddulo do erro versus h para a variavelxyax com interpolagéo de segunda ordem com @ e dp =2, Fig.5.14
Makllha Eh Emer d: Uh Umer

2,5000e-01 2,453%-03 NA NA NA NA

1,2500e-01 1,0974e-03 1,0974e-03 1,3561e-03 4520304 4,5203-04
6,2500=-02 2,0976-04 8,6123-05 7,3151e-04 2,9588-04 4,8768-05
3,1250=-02 6,0193=-05 1,6767e-05 1,5166-04 4,98562-05 2,4073-06
1,562%-02 1,4061e-05 2,392(-06 2,1567-05 1,5377-05 8,457%-08
7,8125%-03 3,637%-06 3,0941e-07 2,7860=-06 3,47462-06 2,7234-09
3,9062-03 8,9403=-07 3,9011e-08 3,5114e-07 9,144%-07 8,574%-11
1,9531e-03 2,2542-07 4,886%-09 4,3984-08 2,2287-07 2,6847%-12
9,7656-04 5,6116:-08 6,112Ce-10 5,5008-09 5,643%-08 8,3937%-14
4,8828:-04 1,405%-08 7,6410-11 6,876%-10 1,4019e-08 2,6233%-15
2,4414-04 3,5110e-09 9,551%-12 8,5964e-11 3,5160e-09 8,1982-17
1,2207-04 8,7822-10 1,1940e-12 1,0746-11 8,775%-10 2,561%-18
6,103%-05 2,195(-10 1,4924e-13 1,343%2-12 2,1957%-10 8,0061-20
3,0518-05 5,4881e-11 1,8656-14 1,6790e-13 5487111 2,501%-21
1,525%-05 1,371%-11 2,331%-15 2,0988-14 1,372%-11 7,818%-23
7,6294e-06 3,4300e-12 2,914%-16 2,6234e-15 3,4298-12 2,4433-24
3,8147%-06 8,5748-13 3,6437%-17 3,2793-16 8,574%-13 7,63522-26
1,9073-06 2,1437-13 4,5546e-18 4,0991e-17 2,1437%-13 2,3860e-27

NA: valor inexistente
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TabelaB.417 Ordem aparente () de Tyax versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagbes (m) Fi§.15 (a)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,50000=-01 1,9089%+00 NA NA NA NA NA NA
1,25000-01 1,9791%+00 4,07334+00 NA NA NA NA NA
6,2500@-02 1,9947@+00 3,9612%+00 4,93773%+00 NA NA NA NA
3,1250@-02 1,9987@+00 4,0185%+00 5,0515%+00 5,01373+00 NA NA NA
1,5625@-02 1,9996&+00 3,9905%+00 4,9794%+00 5,0037@+00 5,00482+00 NA NA
7,8125@-03 1,99988+00 4,0046@+00 5,01146+00 5,0007%+00 5,0011%+00 5,00122+00 NA
3,9062@-03 1,99998+00 3,9976%+00 4,9945%+00 5,00023+00 5,0003@+00 5,00033+00 5,00033+00
1,9531@=-03 2,00002+00 4,00123+00 5,0028&+00 5,00013+00 5,0001%+00 5,00016+00 5,00016+00
9,7656@-04 2,0000@+00 3,9994%+00 4,99862+00 5,0000%+00 5,00002+00 5,00002+00 5,00002+00
4,8828@-04 2,00006:+00 4,0002%+00 5,0007@+00 5,00006:+00 5,00006:+00 5,00002+00 5,00001e+00
2,4414(-04 2,00000:+00 3,9998%+00 4,9996%+00 5,0000@+00 5,0000@+00 5,0000@+00 5,0000@+00
1,22076-04 2,00006:+00 4,0000&+00 5,0001&+00 5,00006:+00 5,00006:+00 5,0000@+00 5,0000@+00
6,1035@-05 2,0000%+00 4,00006+00 5,00003+00 5,00012=+00 5,00012+00 5,00012+00 5,00012+00
3,0518@-05 2,0000@+00 4,00002+00 5,00022+00 5,0001%+00 5,0001G:+00 5,0001@+00 5,0001@+00
1,5259@-05 1,99996:+00 3,99992+00 4,99736+00 4,9982&+00 4,9984#+00 4,99852+00 4,99853+00
7,6294(-06 2,00000e+00 4,00002+00 3,38596+00 3,7518@+00 3,84756@+00 3,8717%#+00 3,87784+00
3,8147@-06 1,99992+00 3,9998&+00 2,81146:+00 3,1972#&+00 3,3239@+00 3,35822+00 3,3669&+00

NA: valor inexistente
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TabelaB.427 Ordem aparente (p:) de Xnax vVersus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fi§.15 (b)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,50000@-01 1,16072°&+00 NA NA NA NA NA NA
1,25000@-01 2,38728&+00 2,90569@+00 NA NA NA NA NA
6,25000@-02 1,80108@+00 3,05863%+00 3,00806%+00 NA NA NA NA
3,12500@-02 2,09785%+00 2,973714+00 3,002234+00 3,002884+00 NA NA NA
1,56250@-02 1,95070%+00 3,01387&+00 3,00052&+00 3,00071&+00 3,000784+00 NA NA
7,81250@-03 2,024513%+00 2,993192+00 3,00008@&+00 3,000124+00 3,00014@+00 3,00014%+00 NA
3,90620@-03 1,987702+00 3,003422+00 3,00003%+00 3,00004%+00 3,00004%+00 3,00005@+00 3,00005@+00
1,95310@-03 2,00617%+00 2,99834%+00 3,00005%+00 3,00005@+00 3,00005&+00 3,00005&+00 3,00005&+00
9,7656002-04 1,99692%+00 3,00085&+00 3,000002+00 3,00000%+00 3,00000%+00 3,000003%+00 3,000003%+00
4,88280@-04 2,00153@&+00 2,999574+00 3,00000E+00 3,00000E+00 3,00000E+00 3,00000&+00 3,00000&+00
2,44140@-04 1,999232+00 3,00021%+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00
1,22070@-04 2,000384+00 2,999894+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00
6,10350@-05 1,99985%+00 3,000124+00 3,000072+00 3,00007&+00 3,00007&+00 3,000072+00 3,000071e+00
3,05180@-05 2,00009@+00 2,999972+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00
1,52590@-05 1,999914+00 2,99995¢&+00 2,999943+00 2,999943+00 2,999943+00 2,999942+00 2,999942+00
7,62940@-06 2,000024+00 2,999993%+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00 3,00000@+00
2,50000@-01 1,16072°&+00

NA: valor inexistente
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TabelaB.437 Mddulo do erro versus h para a variavel T ., com interpolagdo de quarta ordem com g2 e dp =2, Fig. 5.16
Makllha Eh Emer d: Uh Umer
1,250Ce-01 3,8383-03 NA NA NA NA
6,2500=-02 9,5642-04 9,5642-04 2,881%-03 9,6064e-04 9,6064e-04
3,1250-02 2,388%-04 2,8747%-07 3,9283-06 2,3918-04 2,618%-07
1,562%-02 5,970%-05 4,1337%-10 2,51732-08 5,9727-05 3,9958-10
7,812%-03 1,4926-05 8,214(=-14 1,387%-11 1,4927-05 54412-14
3,9062-03 3,731%-06 1,069Ce-15 1,3762-13 3,7316=-06 1,3453-16
1,9531e-03 9,3288-07 9,409(=-18 1,212%-15 9,3288-07 2,961%-19
9,76562-04 2,3322-07 7,58362-20 9,7810=-18 2,3322-07 5,9702-22
4,8828-04 5,830%-08 5971622 7,703(=-20 5,830%-08 1,1754e-24
2,4414-04 1,4576-08 4,67462-24 6,0301e-22 1,4576e-08 2,3003-27
1,2207-04 3,6441e-09 3,6537%-26 4,7134e-24 3,6441e-09 4,4951e-30
6,103%-05 9,1101e-10 3,1784e-28 3,685%-26 9,1102e-10 8,7630=-33
3,0518-05 2,277%-10 3,3457%-29 2,843%-28 2,277%-10 NA
1,525%-05 5,6938-11 1,0831e-28 1,4177-28 5,693&-11 NA
7,6294-06 1,423%-11 4,4034-29 6,427%-29 1,423%-11 NA
3,8147-06 3,5586-12 1,8352-27 1,8792-27 3,5586-12 NA
1,9073-06 8,8966=-13 7,3143-24 7,312%-24 8,8966=-13 1,7333-33
9,5367-07 2,2242-13 2,415%e-24 9,7294e-24 2,2242%-13 57778-34

NA: valor inexistente
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TabelaB.447 Maodulo do erro versus h para a variavel x,a, com interpolagdo de quarta ordem com @2 e dp =2, Fig. 5.17
Makllha Eh Emer dt Uh Umer

1,2500=:-01 9,2191e-04 NA NA NA NA
6,2500=-02 2,2990=-04 2,299(=-04 6,9201e-04 2,3067-04 2,3067%-04
3,1250-02 5,7538-05 8,396%-08 8,5484e-07 5,7454e-05 5,698%-08
1,562%-02 1,438%-05 4,288%-09 1,452%-07 1,4384-05 2,305%-09
7,812%-03 3,596%-06 2,0677-10 6,8012-09 3,5963-06 2,6672-11
3,9062-03 8,9913-07 7,303%-12 2,407%-10 8,9912-07 2,3534-13
1,9532e-03 2,2478-07 2,356%-13 7,7741-12 2,2478-07 1,8984-15
9,7656-04 5,6196:-08 7,423%-15 2,4497e-13 5,6196e-08 1,4953-17
4,8828-04 1,404%-08 2,3247e-16 7,6713-15 1,404%-08 1,1706e-19
2,4414e-04 3,5122-09 7,2683-18 2,398%-16 3,5122-09 9,1497e-22
1,2207%-04 8,7806e-10 2271619 7,4964-18 8,7806e-10 7,149%e-24
6,103%-05 2,1952e-10 7,099%e-21 2,3427-19 2,195%-10 5,585%-26
3,0518:-05 5487%-11 2,218%-22 7,321C-21 5487%-11 4,3637-28
1,525%-05 1,372Ce-11 6,932%-24 2,2878-22 1,372C=-11 3,4092e-30
7,6294e-06 3,429%-12 2,1676-25 7,1496e-24 3,429%-12 2,6674e-32
3,8147-06 8,5748-13 6,8833%-27 2,236%-25 8,5748-13 1,925%-34
1,9073-06 2,1437-13 5,2514e-27 1,213%-26 2,1437%-13

NA: valor inexistente
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TabelaB.457 Ordem aparente () de Tyax versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagbes (m) Fi§.18 (a)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,5000e-01 2,0048+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 2,0013+00 3,8743+00 NA NA NA NA NA
6,2500=-02 2,0008e+00 3,9692+00 5,9518+00 NA NA NA NA
3,1250=-02 2,0001e+00 3,992%+00 6,0182+00 7,3916=+00 NA NA NA
1,562%-02 2,0000=+00 3,998(+00 5,9893+00 6,78662+00 6,996%+00 NA NA
7,8125%-03 2,0000=+00 3,999%+00 6,004%+00 7,1015%+00 6,9992:+00 7,00e+00 NA
3,9062-03 2,0000=+00 3,999%+00 5,997%+00 6,9482:+00 6,999%+00 7,00e+00 7,00e+00
1,9531e-03 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0013+00 7,0257%+00 7,0000e+00 7,00e+00 7,00e+00
9,7656e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 5,9994:+00 6,9871e+00 7,000Ce+00 7,00e+00 7,00e+00
4,8828-04 2,0000e+00 4,0000=+00 6,0003+00 7,006%+00 7,0001e+00 7,00e+00 7,00e+00
2,4414-04 2,0000e+00 4,0000e+00 5,9998:+00 6,7347+00 6,8200+00 6,84e+00 6,84e+00
1,2207-04 2,0000e+00 4,0001e+00 5,9980+00 2,4941e+00 3,028@+00 3,19%+00 3,23e+00
6,103%-05 2,0000e+00 4,0000e+00 6,50862+00 1,6444+00 1,6783+00 1,69e+00 1,69e+00
3,0518-05 2,0000=+00 3,999%+00 2,6556e+00 1,2777+00 1,2933+00 1,30e+00 1,30e+00
1,525%-05 2,0000e+00 4,0000=+00 5,4977%+00 5,3627%+00 5,376%+00 5,38e+00 5,38e+00
7,6294e-06 1,999%:+00 2,6014+00 1,1961e+01 1,1960:+01 1,1960:+01 1,20e+01 1,20e+01
3,8147-06 2,0002e+00 2,949Ce+00 1,6927+00 1,62162+00 1,60442+00 1,60013+00 1,60e+00

NA: valor inexistente
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TabelaB.467 Ordem aparente(pg) de Xnax versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fi§.18 (b)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,5000e-01 2,0036e+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 1,9984e+00 3,198%+00 NA NA NA NA NA
6,2500=-02 1,999%+00 6,0964e+00 5,038%e+00 NA NA NA NA
3,1250=-02 1,999%+00 2,5838+00 4,9734+00 4,9951e+00 NA NA NA
1,562%-02 2,0000+00 4,5357%+00 5,011%+00 4,9988+00 4,9984e+00 NA NA
7,8125%-03 2,0000=+00 3,7062+00 4,9937%+00 4,99962+00 4,999%+00 4,999%+00 NA
3,9062-03 2,0000=+00 4,1391e+00 5,003@=+00 4,999%:+00 4,999%:+00 4,999%+00 4,999%+00
1,9531e-03 2,0000=+00 3,9288:+00 4,998%+00 5,0001e+00 5,0000+00 5,0000e+00 5,0000e+00
9,7656=-04 2,0000=+00 4,0352+00 5,0008+00 5,0000=+00 5,0000=+00 5,0000e+00 5,0000e+00
4,8828-04 2,0000e+00 3,9823+00 4,99962+00 5,0000+00 5,0000+00 5,0000e+00 5,0000e+00
2,4414-04 2,0000e+00 4,0088+00 5,0002+00 5,000C+00 5,000C+00 5,0000e+00 5,0000e+00
1,2207-04 2,0000e+00 3,9956e+00 4,999%:+00 5,0000+00 5,0000+00 5,0000e+00 5,000@+00
6,103%-05 2,0000e+00 4,0023+00 5,0002e+00 5,0002e+00 5,0002e+00 5,0001e+00 5,0001e+00
3,0518-05 2,0000=+00 3,998%+00 4,9987%+00 4,9991e+00 4,9992+00 4,9993+00 4,9993+00
1,525%-05 2,0000e+00 4,000%+00 4,9604:+00 4,9730=+00 4,975%+00 4,9766+00 4,9767+00
7,62942-06 2,0000e+00 3,9882+00 3,8094-01 1,737%-01 3,3437%-01 3,7626e-01 3,868%-01
3,8147-06 1,999%:+00 4,2877%+00 4,7421e-01 4,7314-01 4,708%-01 4,700%-01 4,698%-01

NA: valor inexistente
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TabelaB.477 Modulo do erro versus h para a variavel T o, com interpolagdo de décima ordem com 2 e dp =2, Fig.5.19
Makllha Eh Emer d: Uh Umer
6,2500e-02 9,564%-04 NA NA NA NA
3,1250-02 2,388%-04 2,388%-04 7,1756e-04 2,391%-04 2,391%-04
1,562%-02 5,970%=-05 1,8487e-08 2,7753-07 5,9727-05 1,8502-08
7,812%-03 1,4926e-05 2,3066e-13 1454311 1,4927-05 2,3084-13
3,9062-03 3,731%-06 7,087%-19 1,798%-16 3,7316-06 7,0514e-19
1,9531e-03 9,3288-07 5,179%-25 3,608(=-21 9,3288-07 3,526%-24
9,7656-04 2,3322-07 7,2764e-28 3,0082-24 2,3322-07 7,3460e-28
4,8828-04 5,830%-08 1,0492e-30 8,007(=-30 5,830%-08 5777834
2,4414e-04 1,4576e-08 4,018%-30 2,9688-30 1,4576e-08 0,000@+00
1,2207-04 3,6441e-09 1,5473=-30 5,565%-30 3,6441e-09 0,000Ce+00
6,103%-05 9,110%-10 3,0163=-29 2,8616-29 9,1101e-10 0,000Ce+00
3,0518-05 2,277%-10 2,6426e-27 2,6124e-27 2,277%-10 5777834
1,525%-05 5,6938-11 9,2537%-26 8,9894-26 5,6938-11 5,3926-33
7,6294e-06 1,423%-11 2,604%-20 2,604%-20 1,423%-11 3,8816-28
3,8147-06 3,5586e-12 1,3417%-18 1,315%-18 3,5586e-12 4,9013-27
1,9073-06 8,7094-13 2,7187%-14 2,7188-14 8,959(e-13 2,5321e-23
9,5367%-07 3,6664e-12 5,638%-12 56117%12 1512412 1,3066-21

NA: valor inexistente
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Tabela B.487 Maodulo do erro versus h para a variavelxm., com interpolagédo de décima ordem com 2 e dp =2, Fig. 5.20
Makllha Eh Emer d: Uh Umer
6,2500=-02 2,3001e-04 NA NA NA NA
3,1250-02 5,7534e-05 5,7534e-05 1,7248:-04 5,7493-05 5,7493-05
1,562%-02 1,438%-05 2,599%-09 3,8974-08 1,4383-05 2,5983-09
7,812%-03 3,596%-06 1,8483%-14 1,163%-12 3,5963-06 1,8468-14
3,9062-03 8,9913-07 3,534C-20 1,5230-17 8,9912-07 5,9726-20
1,9531e-03 2,2478-07 1,2337%-23 2,4398-20 2,2478-07 2,385(=-23
9,7656-04 5,6196:-08 1,7977-26 3,620%-23 5,6196e-08 8,8413-27
4,8828-04 1,404%-08 1,4094e-29 2,6832-26 1,404%-08 1,6378-30
2,4414e-04 3,5122-09 1,355%-31 1,5867%-29 3,5122-09 2,888%-34
1,2207-04 8,7806e-10 6,2558-30 6,3917%-30 8,7806e-10 NA
6,103%-05 2,195%-10 7,7148-30 1,3971e-29 2,1951e-10 NA
3,0518-05 5487%-11 1,1942%-26 1,1934=-26 5487%-11 2,888%-33
1,525%-05 1,3720=-11 4,9351e-25 4,8157e-25 1372011 2,8696e-32
7,6294e-06 3,429%-12 1,9186-20 1,9186-20 3,429%-12 2,858%-28
3,8147-06 8,5748-13 5,869%-18 5,8503-18 8,5748-13 2,1794-26
1,9073-06 2,322%-13 2,597%-14 2,598(e-14 2,084%-13 2,4196e-23
9,5367%-07 4,9282%2-12 7071012 7,0450-12 1565312 1,6403-21

NA: valorinexistente
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TabelaB.497 Ordem aparente () de Tpax Versus tamanho da malha (h) e niumero de extrapola¢des (m) Fi§.21 (a)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,5000e-01 2,0013+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 2,00032+00 4,0011e+00 NA NA NA NA NA
6,2500=-02 2,0001e+00 4,0003=+00 6,0011e+00 NA NA NA NA
3,1250=-02 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0002+00 7,9925%+00 NA NA NA
1,562%-02 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0001e+00 7,9997+00 1,2766+01 NA NA
7,8125%-03 2,0000=+00 4,0001e+00 6,0001e+00 8,0001e+00 1,1194e+01 1,20139@+01 NA
3,9062-03 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0000e+00 8,0000=+00 7,2614e+00 9,21261&+00 2,7296:+00
1,9531e-03 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0000e+00 8,0354e+00 1,4782+00 1,71182%+00 1,937%+00
9,7656=-04 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0000e+00 6,2184e+00 1,3827e+00 1,37852%+00 1,377%+00
4,8828:-04 2,0000=+00 4,0000=+00 6,0008:+00 3,7948+00 4,2902+00 4,28650&+00 4,28562+00
2,4414-04 2,000Ge+00 4,0001e+00 4,8886:+00 6,4527e+00 6,4531e+00 6,45314%+00 6,4532+00
1,2207-04 2,0000=+00 4,0000=+00 5,6793+00 5,1301e+00 5,1300+00 5,13001¢+00 5,1300e+00
6,103%-05 2,0000Ge+00 4,437%-01 1,8102+01 1,8102+01 1,8102+01 1,81024E+01 1,8102+01
3,0518-05 2,0000=+00 5,7538+00 5,6873+00 5,686%+00 5,6868+00 5,68673e+00 5,6867+00
1,525%-05 2,03062+00 1,4304e+01 1,430%+01 1,4306+01 1,4306+01 1,43059&+01 1,4306e+01
7,6294e-06 2,0738+00 7,6972+00 7,6967+00 7,6966+00 7,6966+00 7,69658%E+00 7,6966e+00

NA: valor inexistente
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TabelaB.507 Ordem aparente () de Xnax versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagdes (m) Fi§.21 (b)

Makllha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
2,500e-01 1,99%+00 NA NA NA NA NA NA
1,250e-01 2,000=+00 3,99%+00 NA NA NA NA NA
6,250e-02 2,000e+00 4,000e+00 5,99%+00 NA NA NA NA
3,125-02 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,755+00 NA NA NA
1,563=-02 2,000e+00 4,000e+00 6,000=+00 7,877e+00 1,095%+01 NA NA
7,8132-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,014e+00 1,103=+01 1,097e+01 NA
3,906e-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 7,9982+00 1,056e+01 1,086e+01 1,08%+01
1,953-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,021e+00 4,933e+00 6,196e+00 6,70%+00
9,766e-04 2,000=+00 4,000e+00 6,000e+00 4,851e-01 5,605%+00 5,563e+00 5,537e+00
4,883-04 2,000e+00 4,000e+00 6,0032+00 2,884e-01 3,00%-01 3,021e-01 3,0232-01
2,441e-04 2,000e+00 4,000e+00 1,471e+00 1,060e+01 1,060e+01 1,060e+01 1,060e+01
1,221e-04 2,000=+00 4,000e+00 5,378e+00 5,369%+00 5,369%+00 5,36%+00 5,36%+00
6,104e-05 2,000e+00 2,885+00 1,525+01 1,525%+01 1,525%+01 1,525+01 1,525+01
3,052e-05 2,000e+00 8,270e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00
1,526e-05 1,884e+00 1,211e+01 1,211e+01 1,211e+01 1,211e+01 1,211e+01 1,211e+01
7,62%-06 4,407e+00 8,08%+00 8,08%+00 8,08%+00 8,08%+00 8,08%+00 8,08%+00

NA: valor inexistente
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APENDICE C

TESTE DE POLINOMIOS
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Para verificar a validade dosétodos erogramagde interpolacdalo Cap 5, estes

foram submetidos a&seguints procediments:

Procedimento 1- Obtencdo dos pares ordenados (x,T) por meio por meio de um
polindmio analitico teste.
Caso 1: plinGmio testede grate:
P

Y P . .
w cw Xw 08 (C1)

Caso 2: polinébmio teste de grau 1:
Yo X®w 08
(C2
Caso 3: polinbmio e de grau O:

Yo 08
(C3)

Para o caso 14e escolhidos dentro de intervalo de interesgex>)e x3 e calculados
por meioda Eq. (C1) os valores de ] T, e T3. Sdo obtidos trés paresdenados (%T1),
(X2, T2) e (%, T3) quesdo denominadass dados de entrada.

Para o caso 2, sdo escolhidos dentro de intervalo de intereese exs e calculados
por meio da Eg. (C2) os valores de, T, e T;. S0 obtidos trés pares ordenadasTg,
(X2, T2) e (%, T3). Observase que os trés pares orddns formam um reta.

Para o caso 3, sdo escolhidos dentro de intervalo de interegese exs; e calculados
por meio da Eg. (C3) os valores de, T, e T;. S0 obtidos trés pares ordenadasTg,

(X2, T2) e (%, T3). Observase que os trés pares orddns resultam em ;¥T,=T5.

Procedimento2 - Obtencado dos coeficientes A, B, Cdo. polinémio interpoladoO
programa numeérico, por meio dos dados de entredigula para os casos 1, 2 es3valores

dos coeficientesA, B e C da equacgao

(C4)

Para os trés casa0 observadas trés situacdes distintas
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a) O teste de interpolagéo obtido pepases ordenados (x,@p caso devem resultar
emcoeficientes A, B e diferentes.

b) O teste de interpolacao obtido pelosgsanrdenados (x,T) do caso 2 devem resultar
em coeficientes A =0, B ediferentes de zero.

c) O teste de interpolagao obtido pelos pares ordenados (x,T) do caso 3 devem resultar

em coeficientes A=0, B=0 e diferente de zero.

Procedimento3 - Obten@o de ¥ax€e Tmax pOr meio do polindmio interpolado.
Para todos os polinbmios de graus maiores que 1, o0s resultados oRtid® ¥ax
por meio do polindmio interpolado devem convergir parafe Tmaxobtido analiticamente.

Procedimento4 - Para os casos 1, 2 e yramexecutads em diferentegppassosie x
sendo eds h=1, Q001 e QOO00001

Por exemplo, para os casos estudados foram obtidos dados de g@aradhferentes
passos de x como exemplificado e esquematizado a seguir:

para h = 1,0s pontos de x foram determinadoda seguinte maneira

X1= inteiro qualquer no intervalo de interesse.

Xo= inteiro qualquer no intervalo de interesse + h.

X3= inteiro qualquer no intervalo de interesse + 2h.

Os valores de T séo obtidos diretamente gx)=Tf(x).

para h =0,001, os pontos de x foram determinados da seguinte maneira:

x1= decimal qualquer no intervalo de interesse.

Xo= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ h.

x3= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ 2h.

Os valores de T sadtidos diretamente em T(xf€x).

para h =0,000Q, os pontos de x foram determinados da seguinte maneira:

x1= decimal qualquer no intervalo de interesse.

Xo= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ h.

X3= decimal qualquer no intervalo de interessth+

Os valores de T sao obtidos diretamente em Ti(x)=

Procedimento 5 - Testar o comportamento dos programasificando 0s

procedimentos de 1 a 4
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Os procedimentos descritos valem para testar a interpolacéo polinomial de graus 4 e
10.

Os procedinentcs adotads para teste de polinbmi@e séo necessario devido os
nameros seremamaioria representados com precisdo quadreipisarem malhas corlo.

Observouseque as respostas obtidaarguma interpolacdo simples de segundo grau
podem serrradas devido a problemas no equacionamento matemadtlesta teseforam
obtidasinicialmenterespostas erradagé mesmopara interpolacdo de segunda ordé&stas
respostapromoverancustes desnecessarios tlmpodevido osretrabalhos de programacéao
e entendnento deste tipo de erro

Entretanto, aprendese que existe um erro pouco considerads programacoes
numeéricagjue éintrinsecodo equacionamento matematidéste errcé dificil de ser detectado
devidoum determinadgrograma funciommabem paramalhasgrosss e erroneamente para
malhas finasA medida que a malha ¢ refirmadds errosde arredondamento comecam a
aparecem @terferemsubstancialmenteos resultads.

Este erro definido comsendo oerro de equacionamento mateméatico € dewvso
rotinas pratas do FORTRAN como € o caso da utilizacdo de rotina de poténcia. Esta rotina é
uma composi¢cade multiplicagbes com@or exemploQ (X2 Esteserrosséointernosdo
software de programacdoe muitas vezes nao saeconsiderados.Devemse utilizar
multiplicacbes em vez de potencidsvido esta operacaser funcdo primariaPortanto,a
forma deminimizar este erré utilizando derotinasprimarias

O erro de arredondamentmasrotinas dossoftwaresde programacgae inevitavel

Este erro ficanais evidentguando utilizadeem programas com grande nimero de célculos
como é o casdo apresentadoo apéndice D

Paraas solu¢Besanalticas dos polinbmics e paraa interpolacdo numéridai utilizado
um microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e
com 16GB memadria RAM e sistema operacional Windows® XP 64 bisft@areutilizado
para a solucdo analiticfoi o Maple® 7.00. Para os célculos efetuados com sxftsare
utilizaramseprecisdes dd0 casaslecimais

Para as solucbes numéricas programas foram elaborados em Fortran® 95, verséo

9.1 da Intel®, usando precisédo quadrupla (Real*16).
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C1.Polindmio numérico na forma: = e || ° F

Yo

Xmax ‘ Tmax

Resultado

ANALITICO 7.0000000000000000000000000000000000000000E -2,7500000000000000000000000000000000EB2

Teste 1: os pontos (x,T) sdo baseados em um polindmio de ord&rtiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h=1

DADOS DE ENTRADA

x1= -8.0000002499999999999999999999999995560000E+00
x2= -7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3= -6,0000002500000000000000000000000003260000E+00

T1= -2,6999999749999968750000000000000000360000E+01
T2= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,7000000249999968749999999999999999470000E+01

Ponto critico e coordenada:

xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Concluséo: O polinémio interpolado se comporta como esperado.

Teste2: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ord@nutiliza-se h=,00L.

TESTE DE POLINOMIO
h=0,001

DADOS DE ENTRADA

x1= -7,0010002500000000000000000000000003080000E+0
x2= -7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3= -6,9990002500000000000000000000000003450000E+00

T1= -2,7499999499749968750000000000000000820000E+01
T2= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,74999995002499687500000000000000790000E+01

DADOS DESAIDA
Ponto critico e coordenada:
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Xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
-2,750000000000000000000000000000000000&3@1

Concluséo: O polinbmio interpolado se comporta como esperado.

Teste 3. os pontos (X,T) sdo baseados em um polinbmio de ordeth Utiliza-se
h=0,00000.

TESTE DE POLINOMIO
h=0,000001

DADOS DE ENTRADA

x1= -7,0000012500000000000000000000000000910000E+00
x2= -7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3= -6,9999992499999999999999999999999997910000E+00

T1= -2,7499999999999218750000000000000001050000E+01
T2= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,7499999999999718749999999999999999270000E+01

DADOS DESAIDA
Xmax
-7,0000000000000000000000000007068193710000E+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Concluséo: O polinbmio interpolado se comporta como esperado.
C2. Polindmio numérico de quarta ordem naforma:=e |e Fe r® I
O polinbmio testado é de quarto graDs pares ordenados (X, T) sdo obtidos em polinémio de
terceiro e segundo graus com precisao de:

@ 1

(b) 0,00%

(c) 0,000001
1 - Testes com pares ordenados obtidos de uma fulwcéerceiro grau.

P .

oy n p . .
Yw -0 - T
o C w

xmax ‘ Tmax

Resultado
ANALITICO | 8:00000000000000000000000000000000000000008) 1 65,0000000000000000000000000000000000000E+(

Teste 1: os pontos (x,T) sdo baseados em um polindbmio ddean 3. Utiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h=1,0000000000000000000000000000000000000000E+00
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Fungéo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:
x(0)=400000025000000000000000@WMO0003260000E+00
x(1)= 50000002500000000000000000000000003260000E+00
x(2)= 60000002500000000000000000000000003260000E+00
X(3)= 7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x(4)= 8,0000002499999999999999999999999995560000E+00

T(0)= 13866667216666638541666145833333333400000E+02
T(1)= 15583333633333298958332812500000000290000E+02
T(2)= 161999999999999593749994791666666678390000E+02
T(3)= 15516666316666619791666145833333333720000E+02
T(4)= 13333332583333280208332812500000000260000E+02

DADOS DESAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

E= 4,9303806576313237838233038R.7413935000082

D= 4,1999999999999999999999999999999975350000E+01
C= -4,999999999999999999999999999999961481060DE
B= -3,333333333333333333333333333333333173000DE
A= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Ponto critico e coordenada:

Xmax
6,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclusédo: O polindmio interpolado se comporta come&resip O zeramento de A é
confirmado Os valores para fx € Xnax Sa0 acurados

Teste2: os pontos (x,T) sédo baseados em um polindmio de ordemJ3iliza-se h=0,001

TESTE DE POLINOMIO
h="99999999999999999999999999999999994280000E
Funcéo : POINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= 59980002500000000000000000000000003630000E+00
x(1)= 59990002500000000000000000000000003450000E+00
X(2)= 600000025000000@MOO00000000000003260000E+00
X(3)= 60010002500000000000000000000000003080000E+00
x(4)= §0020002500000000000000000000000002890000E+00

T(0)= 161999974009165260541665833333333460000E+02

T(1)= 16199999350358267714582812500000000210000E+02
T(2)= 16199999999999959374999479166666667890000E+02
T(3)= 16199999349641601035416145833333334050000E+02
T(4)= 16199997399083192695832812500000001170000E+02

DADOS DESAIDA
coeficientes A, B, C, D, E:
E= -1,32987659824139917144018617718683054200DDE
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D= 4,2000000000000000000886805388921525330000E+01
C= -5,00000000000000000221 7561515563604 70000&1

B= -3,333333333333333333086875708586747439060DE
A= -1,02716263700652578829652156937862801206®DE

Ponto critico e coordenada:

Xmax
6,000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclusédo: O polinémio interpolado se comporta como espe€@dreramento de A é

confirmado Os valores para hx € Xnax Sa0 acurados

Teste 3. os pontos (X, sdo baseados em um polinbmio de ordem, Jtiliza-se
h=0,000001

TESTE DE POLINOMIO
h="999999999999999999999999999999999929600UDE
Funcéo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= 59999982500000000000000000000000000260000E+00
X(1)= 59999992499999999999999999999999997910000E+00
X(2)= 60000002500000000000000000000000003260000E+00
X(3)= §0000012500000000000000000000000000910000E+00
X(4)= §000M22499999999999999999999999998560000E+00

T(0)= 16199999999998009375178645833333334040000E+02
T(1)= 16199999999999634375014062500000000200000E+02
T(2)= 1619999999999959374999479166666667890000E+02

T(3)= 16199999999998984374934895833333333850000E+02
T(4)= 16199999999996709374620312499999999760000E+02

DADOS DESAIDA

CoeficientesA, B, C, D, E:

E= 2,82485134491870148945284895351490770900DBE
D= 4,1999999999999858757460748747730468720000E+01
C= -4,999999999999764595814572406052850993060DE
B= -3,333333333333346411341042763645435883060DE
A= 0,00000000000000@®OO00000000000000000000E+00

Ponto critico e coordenada:

xmax
6,0000000000000000000000000009087677630000E+00

Tmax
1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclwsdo: O polinémio interpolado se comporta como esper@deeramento de A é
confirmado Os valores para fx € Xnax S0 acuradod/erificou-se que a precisdo néo afeta

os calculos de fax € Xnax
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2 - Testes com pares ordenados obtidos de uma func@&mgdodo grau

Yo W XW O

allel

Xmax ‘ Tmax

Resultado
ANALITICO | -7,00000000000000000000000000000000000E{ -2,75000000000000000000000000000000000E+(

Teste 1: os pontos (x,T) sdo baseados em um polindbmio de ord&rtiliza-se h=1

TESTE DE POLINOMIO
h=1,0000000000000000000000000000000000000000E+00
Funcéo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -9,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(1)= -8,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(2)= -7,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(3)= -6,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(4)= -5,0000000000000000000000000000000000000000E+00

T(0)= -2,5500000000000000000000000000000000000000E+01
T(1)= -2,7000000000000000000000000000000000000000E+01
T(2)= -2,7500000000000000000000000000000000000000E+01
T(3)= -2,70000000000000000000000000000000000000E+01

T(4)= -2,5500000000000000000000000000000000000000E+01

DADOS DESAIDA

coeficientes A, B, C, D, E:

E= -3,0000000000000000000000000000000000000000E+00
D= 7,0000000000000000000000000000000000000000E+00
C= 5,000000000000000000000000000000000000060DE

B= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00
A= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Concluséo: O polindmio interpolado se comporta como espefaderamentae A e B sdo

confirmadosOs valores para 1fx€e Xnax S&0 acurados

Teste2: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ord@nUtiliza-se h=,00L.

TESTE DE POLINOMIO

h=999999999999999999999999999999999942800MDE
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Fungéo : POLINOMIO GRAW

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -7,0020002500000000000000000000000002890000E+00
x(1)= -7,0010002500000000000000000000000003080000E+00
x(2)= -7,0000002500000000000000000000008260000E+00
X(3)= -6,9990002500000000000000000000000003450000E+00
x(4)= -6,9980002500000000000000000000000003630000E+00

T(0)= -2,7499997999499968750000000000000000ME+01

T(1)= -2,7499999499749968750000000000000000820000E+01
T(2)= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T(3)= -2,7499999500249968750000000000000000790000E+01
T(4)= -2,7499998000499968750000000000000000360000E+01

DADOS DESAIDA

coeficientes A, B, C, D, E:

E= -2,9999999999999999990754327595915160410000E+00
D= 7,0000000000000000005283619277075674170000E+00
C= 5,00000000000000000113228506652227946DE01

B= 1,07844377017767547602194246984941475300P0E
A= 3,8518598887744717061119558851698546370@DE

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-6,99999999999999999999988999977019800000E+00

Tmax
-2,7499999999999999999999999999999993840000E+01

Conclusédo: O polinbmio interpolado se comporta como espeNdlm ha o zeramento
completo de A e B devido aos erros de arredondam@stealores para hx € Xnax ainda

sdoacurados

Teste 3. os pontos (x,T) sdo baseados em um polindbmio de ordeg Utiliza-se
h=0,00000.

TESTE DE POLINOMIO
h="999999999999999999999999999999999929606WDE
Funcéo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -7,0000022499999999999999999999999998560000E+00
x(1)= -7,0000012500000000000000000000000000910000E+00
x(2)= -7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
X(3)= -6,9999992499999999999999999899997910000E+00
x(4)= -6,9999982500000000000000000000000000260000E+00

T(0)= -2,7499999999997468749999999999999999580000E+01
T(1)= -2,749999999999921875000000000000D0H0000E+01

T(2)= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T(3)= -2,7499999999999718749999999999999999270000E+01
T(4)= -2,7499999999998468749999999999999999100000E+01

DADOS DESAIDA
Coeficientes A, B, C, D, E:
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E= -2,9999990751683966657597905499176894550000E+00
D= 7,0000005284751956139399705486319076830000E+00
C= 5,00000113244683426269175835868898799600UDE

B= 1,07852078169638504029292000155407 9Q0DE08

A= 3,8518598887744717061119558851698546370000DE

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-6,9999999999999999999999999984993793280000E+00
Tmax

-2,75000000000000000000000000000000000000E+01
Conclusédo: O polinbmio interpolado se comporta como espeNdlm ha o zeramento
completo de A e B devido aos erros de arredondamEsteserros crescema medida que
hA 0 devido a quantidade de calculosxecutadosno método dealiferencas divididasO
programaDDivididasf90 que esta disponivel no apéndicg@ra consultaOs valores para

Tmax € Xmax @inda sdo acurados

C3, Polinbmio numérico de quarta ordem na forma:

=@ ”. |=. n-. [F. =|. -". ﬂ.

O polinémio testado é de décimo graDs pares ordenados (x,T) sado obtidos em polinbmio
de décimo com precisao de:

(@) 1,

(b) 0,002

(c) 0,000001

Os testes executados pasgpolinbmics de terceiro e seguodyraws valem aqui devido ser
utilizado a mesma programacao para obtencdo do polinbmio interpolado pelo método de
diferencas divididas Portanto,o teste somentéoi executado para o polinbmio de décimo

grau

Xmax Tmax

Resultado
ANALITICO -3,7773922774304365840709668282908229946&849 5,4975593647818534632186337584272058794208e+



Testel: os pontos (x,T) sédo baseados em um polindmio de ordéd® Utiliza-se h=l.

TESTE DE POLINOMIO
h=10000000000000000000000000000000000000000E+00
Funcéo : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -5,3777000250000000000000000000000002910000E+00
x(1)= -4,3777000250000000000000000000000002910000E+00
X(2=) -3,3777000249999999999999999999999999060000E+00
X(3)= -2,3777000249999999999999999999999999060000E+00
X(4)= -1,3777000249999999999999999999999999060000E+00
x(5)= -3,777000250000000000000000000000000020060GDE
X(6)=  6,222999749999999999999999999999999980060DE
x(7=)  1,62229997500000@®M0O000000000000000940000E+00
X(8)= 26222999750000000000000000000000000940000E+00
x(9)= 36222999750000000000000000000000000940000E+00
X(10)= 46222999749999999999999999999999997090000E+00

T(0)= 67766958703331816038772968949507134400000E+08
T(1)= 16750326982117945739622506582169842180000E+09
T(2)= 29593337188859776949980406165304590780000E+09
T(3)= 42306917509428313045593935138890955320000E+09
T(4)= 5,1590306389388761332021681565054626550000E+09
T(5)= 54975593642520181420066634024431672820000E+09
T(6)= 51628654287700623513589543574246564710000E+09
T(7)= 42582404696228441870906013808047635000000E+09
T(8)= 303493612968845336845287111599758060000E+09

T(9)= 18047718296782884172657895209434485550000E+09
T(10)= 83325574653066292245471420965574731680000E+08

DADOS DESAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

K= 5,4486432000000000000000000000000090990000E+09
JF  -2,5782623999999999999999999999998650660000E+08
= -3,3548557799999999999999999999999307240000E+08
H= 1,4251447000000000000000000000003478360000E+07
G= 7,8931030000000000000000000008483740000E+06
F= -2,8293299999999999999999999999975629880000E+05
E= -8,8640999999999999999999999999974529260000E+04
D= 2,3730000000000000000000000000169194890000E+03
C= 4,7700000000000000000000000000325626990000E+02
B= -7,000000000000GB0000000000002006803590000E+00
A= -1,0000000000000000000000000000573291570000E+00

Ponto critico e coordenada:
Xmax
-3,777392277430436584070966828290685559060DE
-3,7773922774304365840709668283229946899E1 Resultado analitico
Tmax
5,4975593647818534632186337584272104960000E+09
5,497559364781853463218633758403279420&+09 Resultado analitico

208

Concluséo: O polinbmio interpolado se comporta como espe@xicalores para Jax €

Xmax @inda sdo acurados

Teste2: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ordé® Utiliza-se h=0,001
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TESTE DE POLINOMIO
h=99999999999999999999999999999999994280cDHE
Funcéo : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -3,82700025000000000000000000000000005806BDE
X(1)= -3,81700024999999999999999999999999976200UDE
x(2)= -3,807000249999999999999999999999999947000DE
x(3)= -3,79700025000000000000000000000000013200MDE
x(4)= -3,787000249999999999999999999999999835000DE
x(5)= -3,77700025000000000000000000000000002000@DE
X(6)= -3,76700025000000000000000000000000020506BDE
X(7)= -3,75700024999999999999999999999999080000&1
X(8)= -3,74700025000000000000000000000000009306€UDE
X(9)= -3,73700024999999999999999999999999979606UDE
X(10)= -3,727000249999999999999999999999999981000DE

T(0)= 54975508803374025746180588361957083250000E+09
T(1)= 54975539562022130685316432278703212260000E+09
T(2)= 54975563425145531962223959001993560450000E+09
T(3)= 54975580392858508135602163778558403210000E+09
T(4)= 5,4975590465277314184851527277427052660000E+09
T(5)= 54975593642520181420066634024431672820000E+09
T(6)= 54975589924707317391359228247228640120000E+09
T(7)= 54975579311960905797511752303350960040000E+09
T(8)= 549755618044051063939614K3148887620000E+09

T(9)= 54975537402166054900114821818808519110000E+09
T(10)= 54975506105371862905993253489958151270000E+09

DADOS DESAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

K= 5,4486431999961022480428449352193367290000E+09
J -2,5782624010320910967869407551721900980000E+08
I= -3,3548557922978719614971647756681153780000E+08
H= 1,4251438316521735197190059667852757130000E+07
G= 7,8930627632953594013458445440285960000E+06

F= -2,8306084681424616806125265239942961100000E+05
E= -8,8923091863771214254900846011584821990000E+04
D= 1,9461944529317658041961084102750474420000E+03
C= 5,3225787054776227746321376235014193610000E+01
B= -2,563393861009306G7959297974493819050000E+02
A= -6,7016947776286964399303944959372018300000E+01

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-3,777392277430436584070966828192987466060DE
-3,7773227743043658407096682808229946899H1 Resultado analitico

Tmax
5,4975593647818534632186337584272038780000E+09
5,4975593647818534632186337584272@BBDE+09 Resultado analitico

Concluséo: O polinémio interpolado se comporta como espe@xlealores para Jax €

Xmax @ainda sdo acurados

Teste 3. os pontos (x,T) sdo baseados em um polindmio de ordeib®. Utiliza-se
h=0,000001
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TESTE DE POLINOMIO
h=999999999999999999999999999999999929606UDE
Funcéo : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -3,7770502499999999999999999999999998260600DE
X(1)= -3,7770402499999999999999999999999997690600DE
x(2)= -3,777030250000000000000000000000000193060DE
X(3)= -3,7770202500000000000000000000000001350600DE
x(4)= -3,77701025000000000000000000000000007706@DE
x(5)= -3,777000250000000000000000000000000020060@DE
x(6)= -3,776990249999999999999999999999999962000DE
x(7)= -3,77698024999999999999999999999999050000H
X(8)= -3,7769702499999999999999999999999998470600DE
X(9)= -3,776960249999999999999999999999999789060DE
X(10)=-3,7769502500000000000000000000000002130600DE

T(0)= 54975593643785519207195205703330911370000E+09
T(1)= 54975593643546241762288531132593583010000E+09
T(2)= 54975593643300069261001146960414388270000E+09
T(3)= 54975593643047001703454241917639420410000E+09
T(4)= 54975593642787039089769006711263806200000E+09
T(5)= 54975593642520181420066634024431672820000E+09
T(6)= 54975593642246428694468318516435982410000E+09
T(7)= 54975593641965780913095256822718507270000E+09
T(8)= 5497559364167823F6068647554869705810000E+09
T(9)= 54975593641383800183509691300628623220000E+09
T(10)= 54975593641082467235539590623882825340000E+09

DADOS DESAIDA

Coeficientes A, BC, D, E:

K= -1,3467467817197845044718905641016714570000E+27
J= -3,5656694762438132295752467862150295260000E+28
I= -4,2482369688941394403073594030279113770000E+29
H= -2,9993876783082159405708277012966708980000E+30
G= -1,38971513882852509888991200508705080000E+31
F= -4,4153198660520847776912142055233820310000E+31
E= -9,7417294047364091117219253225259062500000E+31
D= -1,4738495394796788774546285285470301560000E+32
C= -1,4633208292415139550555152415609662500000E+32
B= -8,609%841934812718381523072433252953120000E+31
A= -2,2794880196015974285477532299106132810000E+31

Ponto critico e coordenada:
Xmax
-3,777392277385714482152265956972243878000DE
-3,777392274304365840709668282908229946899HResultado analitico
Tmax
5,4975593647816121578216552734375000000000E+09
5,497559364783534632186337584272058794206E-RR8ultado analitico

Concluséo: O polinbmio interpolado se comporta coesperado Os erros de
arredondamento crescenmedida que A 0 devidoa quantidade de calculagie ométodo de
diferencas divididagxecuta O programaDivididasf90 esta disponivel no apéndicep@ra

consulta.
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APENDICE D

PROGRAMA DDIVIDIDAS .F90
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O programa DDvididas.f90 tem a finalidade de mostrar a extensdo e a quantidade de
calculos envolvidos para fazer a interpolacdo de décimo grau por diferencadadiviél
programacao é complexaeve que seplanejada destadavarias vezepara evitar todos os
erros de programacao bem como minimizar os erros de arredondamento.

Para a interpolagdo numérica foi utilizado um microcomputador com processador
Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e com 16GB memodria RAM e sistema
operanal Windows® XP 64 bitsPara a interpolacdo numeérica, o programa foi elaborado

em Fortran® 95, versdo 9.1 da Intel®, usando precisdo quadrupla (Real*16).
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! DDivididas .f90
I
FUNCTIONS:

! DDivididas - Entry point of console application.
!

I

ULTIMA VERSAO 01.06.10 - APROVADA E TESTADA

1l

O programa interpola onze pontos pelo método de Diferencas Divididas.

! Para localizar os zeros das fungdes utiliza - se 0 matodo da bissecédo

! Objetivo: testar o polinomio de Diferenc¢as Divididas para o décimo grau
1l

program DDivididas

USE PORTLIB

I variaveis auxiliares

real*16  :: EO, E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES, E9, E10

real*16 - 0, fx1, fx2, £x3, fx4, fx5, X6, fx7, fx8, fx9, fx10

real*16 ;- fXAO, fXAL, fXA2, fXA3, fxA4, fXAL, fxXAB, fxXA7, fxA8, fxA9, fxA10
real*16 - IX0A, fX0B, fX0C, fX0D, fxOE, fxOF, fx0G, fxOH, fx0I, fx0J, fxOK
real*16 - fX1B, fX1C, fx1D, fx1E, fx1F, fx1G, fx1H, fx1l, fx1J, fx1K
real*16 1 fX2C, fx2D, fX2E, fx2F, fx2G, fx2H, fx2I, fx2J, fx2K
real*16 - Tx3D, fX3E, fx3F, fx3G, fx3H, fx3l, fx3J, fx3K

real*16 1 fX4E, TX4F, tx4G, fx4H, fx4l, fx4J, fx4K

real*16 - fX5F, fx5G, fx5H, fx5I, fx5J, fx5K

real*16 1 fX6G, fx6H, fx61, fx6J, X6K

real*16 1 IXTH, X71, fx73, fX7K

rea I*16 :: fx8I, fx8J, x8K

real*16 0 £x9J, fx9K

real*16 o fX10K

real*16 = h

real*16 TR, X

integer P

real*16 , dimension (0:10):: T I'incégnita
real*16 , dimension (0:10) ::x lincognita

! variaveis da interpolacao

real*16 1 wa, wb, we, DELTAX, ERRO
real*16 nZ

IDados

P=5 ! Ponto central

I Dados de T

h=9.53674316406250q - 07



214

x(0) =6.6666221618652343750000000000000000000000q -01
X(1) =6.6666316986083984375000000000000000000000q -01
X(2) =6.6666412353515625000000000000000000000000q -01
X(3) =6.666650772094 7265625000000000000000000000q - 01
X(4) =6.6666603088378906250000000000000000000000q -01
x(5) =6.6666698455810546875000000000000000000000q -01
X(6) =6.6666793823242187500000000000000000000000q -01
x(7) =6.6666889190673828125000000000000000000000q -01
X(8) =6.666  6984558105468750000000000000000000000g - 01
X(9) =6.6667079925537109375000000000000000000000q -01
x(10) =6.6667175292968750000000000000000000000000q -01
T(0) =9.9999999994524225503466650313981018130000q -01
T(1) =9.9999999996628058188667969458105564690000q -01
T(2) =9.9999999998226971022620989532794383840000q -01
T(3) =9.9999999999320964005317637309601157780000q -01
T(4) =9.9999999999910037136752389000641502450000q -01
T(5) =9.9999999999994190416922270258593092770000q -01
T(6) =9.9999999999573423845826856176695595220000q -01
T(7) =9.9999999998647737423468271288750677450000q -01
T(8) =9.9999999997217131149851189569122027540000q -01
T(9) =9.9999999995281605024982834432735325150000q -01
T(10) =9.99999999928411590488729787350781644 30000q - 01

IINTERPOLACAO

IMétodo de Newton - Gregory
IGeracao do polindmio de 10 ordem
IDefinigéo:

IP10(x) = f(x)+ (A(1))f(x)/h)(x

lh=h2 - hl (tamanho da malha)

IEscrevendo os termos A(b)*f(x)/b! * h**(b) onde b é a poténci
fXA0 = (T(P -5))

XAl=( -T(P-5)+TMP -4))h

xA2 =(T(P -5) 2T(P -4)+T(P -3))/(2*(h**2))
XA3=( -T(P-5)+3*T(P -4) - FTP -3)+T(P
xXAd=(T(P -5) - &TP -4)+6*T(P -3) - 4TP -2)+T(P
XA5=(( -T(P-5)+5T(P -4) - 10*T(P - 3) + 10*T(P
fxA6 = (T(P -5) - 6*T(P -4)+15*T(P -3) -
XA7=( -T(P-5)+7*T(P -4) - 21*T(P -3) + 35*T(P
fxA8=(T(P -5) - 8T/ -4)+28TFP -3) -
/(40320*(h**8))

xXA9=( -T(P-5)+9*T(P -4) - 36*T(P -3)+84*T(P

1¥T(P+4)) /
(362880*(h**9))

- x0)+ (AQ)f(x)/2!h2)(x

20*T(P - 2) + 15*T(P

56*T(P - 2) + 70*T(P

-X0)(x -x1)...

a ou expoente : 1,2,3,...,10

-2)) 1 (6*(h*3))

-1D) (0 24%(h4))
- BT(P - 1) + 1*T(P) ) /(120%(h**5))
-1) - 6°T(P) + I*T(P+1) ) /(720%(h*6))
- 35 T(P - 1)+ 21*T(P) - T*T(P+1) + 1*T(P+2) ) /(5040%(h**7))
-1) - B6*T(P) + 28*T(P+1) - 8*T(P+2) + 1*T(P+3))

_2)

-2)

-2) -126*T(P - 1)+ 126*T(P) - 84*T(P+1) + 36*T(P+2) - OFT(P+3) +



fXA10= (T(P -5) - 10*T(P -4)+45*T(P -3) - 120*T(P -2) +210*T(P -1) -

10*T(P+4) + 1* T

(P+5)) /(3628800*(h**10))

10 - Escrevendo termo independente
fx0A=1

11 - Escrevendo (x - x0)

fx0B= - x(P -5)

fx1B=1

12 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)
XOC =+(x(P -5)*x(P -4))

fx1C= -(XX(P -5+x(P -4))

fx2C=+1
I3 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)(x -x2)
fxOD= - (X(P -5*x(P -4)*x(P -3))

fx1D = + ((x (P-5)*((P -4))+ (P -5)*(P -3)) &

+(X(P -4)y*(P -3)))

x2D= - (X(P -5)+x(P -4)+x(P -3))

x3D=+1

14 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)(x -x2)(x -x3)

fXOE = + (x(P -5 x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)

XIE= - (X(P -5*/P -4)*x(P -3)+(x(P -5*x((P -4)y*)(P -2))&
+(X(P -5)*(P -3)**(P -2))&

+(x(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)))

fx2E = + (x(P -5)*x(P - 4)) + x(P -5)*(P -3)) + x(P -5)*x(P -2)) &
+(X(P -4)y*x(P -3))+ (x(P -4)*x(P -2))&

+X(P -3)*(P -2)))

X3E= - (X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2))

fx4E=+ 1

I5 - Escrevendo (x -x0)(x -Xx1)(x -x2)(X -x3)(x -x4)

XOF= - (x(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1))
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252*T(P) + 210*T(P+1)

fXIF=+ (X(P -5y*X(P -4)xX(P -3)x(P -2))+ (x(P  -5yx(P -4)yx(P -3yx(P -1))&

+(X(P -5x(P -4px(P -2*x(P -1)) &
+(x(P -5yx(P -3)x(P -2)x(P -1))&
+(x(P -4yx(P -3)x(P -2)*x(P -1)))

X2F= - (X(P -5)X(P -4)X(P -3)) +(X(P -5*x(P -4yx(P -2))+(X(P  -5)x(P -4yx(P -1))&

HX(P-SX(P -3)%(P -2))+ (x(P -5)X(P -3)x(P -1))&

+(X(P -5)*x(P -2)*x(P -1)) &

+(X(P -4)*)x(P -3)x(P -2))+x(P  -4yx(P -3x(P -1)&

+(X(P -4)x(P -2)*(P -1) &

+(X(P -3)x(P -2)*x(P -1)))

X3F=+ ((x(P  -5*( P-4)+XxP -5**(FP -3)+XxP -5*x(P -2))+x(P
+(X(P -4)yx(P -3+ xP  -4x(P -2))+xX(P -4xP -1)&

+(X(P -3)%(P -2)+xXP -3)xP -1)&

-5 (P -1)) &

- 120*T(P+2) + 45*T(P+3)
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+(X(P -2)*x(P -1)))

fx4F= - (X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P -1))

fx5F=+1

16 - Escrevendo (x -x0) (x - x1)(x -x2)(x -x3)(x -x4)(x -x5)

fx0G= + (x(P -5 x(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P))

x1G= - (X(P -5*(P -4)*x(P -3)*(P -2)*x(P -1))+ x(P -5)%(P -4)*x(P -3)*(P -2)*x(P)) &
+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -3)*x(P -1)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) &

+ (X (P-5)*(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -4)yx(P -3)x(P -2)*x(P -1)*x(P)))

x2G= + ((x(P -5)%x(P -4)*x(P -3)*x(P -2))+ x(P -5)*%(P - 4)*x(P -3)*(P -1))+ (P -5)*%x(P - 4)*x(P -3)*x(P)) &
+(X(P -5)*x(P -4)yx(P -2)*(P -1))+ (x(P -5)*x(P - 4)*x(P - 2)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)*x(P - 1)*x(P))

+(X(P -5)*x(P -3)*x(P -2)*(P -1))+ (x(P -5)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x(P -3)*x(P -1)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*(P -1))+ (x(P -4)*x(P - 3)*)(P - 2)*x(P)) &

+(X(P -4)yx(P -3)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -4)y*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -3)**x(P -2)*x(P -1)*x(P)))

x3G= - ((X(P -5)*x(P -4)*x(P - 3))+(x(P -5*x(P - 4)*x(P -2))+ x(P -5)*(P -4)*(P -1))+ x(P -5)*x(P - 4)*x(P)) &
+(xX(P -5)*x(P -3)*x(P -2))+ (x(P -5*x(P - 3)*x(P -1))+ (x(P -5)*x(P - 3)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x (P-2)*x(P -1))+ (x(P -5)*x(P - 2)*x(P)) &

+ (X(P -5)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -4)y*x(P -3)*x(P -2))+ (x(P -Ayx(P - 3)*x(P -1)) + (x(P -4)*x(P - 3)*x(P)) &

+ (X(P -4)yx(P -2)*x(P -1))+ (x(P -4yx(P - 2)*x(P)) &

+(X(P -4)y*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -3)*)(P -2)*x(P -1))+ (x(P -3*x(P - 2)* x(P)) &

+(X(P -3)*x(P -1)*x(P)) &

+(X(P -2)*x(P -1)*x(P)))

x4G=+((x(P  -5)*x(P -4)) + (x(P -5)*(P - 3))+ (x(P -5)y*(P -2))+ (x(P -5)y*(P -1))+ (x(P - 5)*x(P)) &
+H(X(P -Ayx(P -3+ XP AP -2))+(X(P -4Px(P -1))+(X(P - 4)PX(P)) &

+(X(P -3)*x(P -2))+ (x(P -3)*( P-1)) + (x(P - 3)*x(P)) &

+(X(P -2)*x(P -1))+ (x(P - 2)*x(P)) &

(P -1x(P))

X5G= - (x(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P -1)+x(P))

fx6G=+1

17 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)(x -x2)(x -x3)(x -x4)(x -x5)(X -x6)

XOH= - (x(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P) * x(P+1))

fx1H= + ((x(P -5*x(P - 4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -BxX(P - 4*x(P - 3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)) &
+ (X(P -5)*)(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -1)*x(P) *x(P+1)) &

+ (X(P -5)*)(P -4)y*x(P -2)*x(P -1)*x(P) *x(P+1)) &
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+(X(P -5)*)(P -3)x(P -2)*x(P -1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -4)yx(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P) *x(P+1)))

X2H= - ((X(P -5*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1))+ (x(P -5)%(P - 4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P)) + (x(P -5)*(P - 4)*x(P -3)*(P -
2)*x(P+1)) &

+(X(P -BYX(P -4yx(P -3)x(P -1x(P))+  (X(P -5YX(P - 4yX(P -3)X(P - 1)*x(P+1)) &

+ (X(P -5)*)(P -4)yx(P - 3)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -5)*)(P -4yx(P -2x(P - 1)*x(P)) + (x(P SBxX(P - 4)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)) &
+(X(P -5)*(P -4)yx(P - 2)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -5)*)(P -4)yx(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(x(P -5)*x(P -3)*x (P-2*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -Bx(P - 3)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)) &
+(X(P -5)*%(P -3)*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -5)*x(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -5)*(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -4)x(P -3)x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -4PX(P - 3)x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)) &
+(X(P -4)x(P -3)*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -4)x(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -4)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)))

fx3H=+ ((x(P -5*x(P - 4)*x(P -3)*x(P -2))+ (x(P -5*x(P - 4)*x(P -3)*(P -1))+ (x(P -5*x(P - 4)*x(P - 3) *x(P)) + (x(P -5)*x(P -
A*x(P - 3)*x(P+1)) &

+(X(P -5)x(P -4)yx(P -2)*x(P -1))+ (X(P  -5*x(P -4)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -5)%x(P - 4)x(P - 2)*x(P+1)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -1)*x(P)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P - 1)*x(P+1)) &

+ (X(P -5)*x(P - 4)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -5)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1))+ (x(P -5)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -5)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P+1)) &

+(x(P -5)x(P -3)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -5x(P - 3)*x(P - 1)*x(P+1)) &

+ (X(P -5)*x(P - 3)*x(P) *x(P+1)) &

+ X(P -5)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -5)x(P - 2)*(P - 1)*(P+1)) &

+(x(P -5)x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) &
+(X(P -5)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -4px(P -3)X(P -2*x(P -1))+ (X(P - APx(P -3)X(P - 2*x(P) + (X(P - APx(P -3)X(P - 2)*x(P+1)) &
+(X(P -ayx(P -3)X(P -1x(P) + (x(P - 4yx(P -3)X(P - 1y*x(P+1)) &

+(X(P - 4yx(P - 3)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -ayx(P -2x(P -1x(P) + (x(P - 4yx(P -2)*X(P - 1)*x(P+1)) &

+(X(P - 4yx(P - 2)*x(P) *x(P+1)) &
+(X(P - 4yx(P - 1)*x(P) *x(P+1)) &

+(x(P -3)x(P -2x(P -1x(P) + (x(P -3yx(P -2)*X(P - 1)*x(P+1)) &
+(X(P - 3)x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -3yx(P -1)x(P)*x(P  +1)) &

+(X(P - 2*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)))

fxdH= - (X(P -5)*X(P -4)*x(P -3)) +(X(P  -5yx(P -4Px(P -2)+(X(P  -5)X(P -4x(P -1))+ (x(P  -5*x(P -4)x(P)) + (x(P  -5yx(P -

4)*x(P+1)) &
+(X(P -Byx(P -3)X(P -2)+(X(P  -5)yX(P -3)x(P -1))+(X(P  -5Px(P -3)X(P)+ (x(P  -5)x( P-3)*x(P+1)) &
+(x(P -5x(P -2yx(P -1)+(X(P -5)yX(P -2*x(P) + (x(P -5yx(P - 2)*x(P+1)) &



218

+(X(P -5*%(P - 1)*x(P)) + (x(P -BX(P - 1)*x(P+1)) &

+(X(P - 5)*x(P) *x(P+1)) &

+H(X(P -4Px(P -3)X(P -2))+ (X(P - 4PX(P -3))(P -1)+ (X(P  -4*x(P - 3)*x(P)) + (X(P - 4P - 3)* x(P+1)) &
+(X(P -4Px(P -2)%x(P -1))+ (X(P - 4)*x(P - 2)*x(P)) + (X(P - 4x(P - 2)*x(P+1)) &

+(X(P -4y%x(P - 1)*x(P)) + (x(P - 4P - 1)*x(P+1)) &

+(X(P - 4)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -3%(P -2x(P -1)+(x(P  -3)x(P -2)*x(P)) + (x(P -3)x(P - 2)*x(P+1)) &

+(X(P -3%(P -1(P )+ (X(P  -3x(P - 1)*x(P+1)) &

+(X(P - 3)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P -2*%x(P - 1)*x(P)) + (x(P -2P%(P - 1)*x(P+1)) &

+(X(P - 2)*x(P) *x(P+1)) &

+(X(P - 1)*x(P) *x(P+1)))

XSH=+ (X(P -5X(P -4))+ (X(P  -5*(P -3)+X(P -5*x(P -2)+XP -5*(P -1)+xP  -5)*(P)) + (x(P
+(X(P -4yx(P -3)+(X(P  -4PX(P -2)+ (X(P  -4yx(P -1)+ (X(P - 4)x(P)) + (x(P - 4)*x(P+1)) &

X -3x(P -2+ (x(P =3P -D)+(x(P - 3)x(P)) + (x(P - 3)"x(P+1)) &

+(X(P -2%(P -1+ (X(P - 2)%x(P)) + (x(P - 2)*x(P+1)) &

+(X(P -1x( P+ (X(P - 1)x(P+1)) &

+ (X(P)* x(P+1)))

fx6H= - (X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P -1)+x(P)+x(P+1))

fX7H=+1

18 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)(x -x2)(X -x3)(x -x4)(x -x5)(X -Xx6)(X -X7)

fx0l= + (x(P -5 x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)*x(P+1) * x(P+2))

xll= -((xX(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)*x(P+1))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)*x(P+2))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P+2)* x(P+1))&

t(x(P -5 x(P -4 x(P -3 x(P - 2)* x(P+2) * x(P) * x(P+1))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P+2)* x(P -1) * x(P) * x(P+1))&

+ (X(P -5)*x(P -4)*x(P+2)* x(P -2)*x(P - 1) *x(P) * x(P+1))&

+ (X(P - 5)* x(P+2)* x(P -3 x(P -2)*x(P  -1)*x(P)*x(P+1))&

+ (X(P+2)* x(P -4y x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)*x(P+1)))

fx2I= + ((x(P -5)*x(P - 4) *x(P - 3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -5)*%x(P - 4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P
3)*x(P -2)*x(P -1)*x

(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P) *x
(P+2)) &

+(X(P -5)*X(P -4)y*x(P -3)*X(P -2)*x(P+1)*x( P+2)) &

+ (X(P -5)*)(P -4)y*x(P -3)*x(P -1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P - 3)*x(P - 1)*x(P) *x
(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -3)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x
(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)y*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

- B)*x(P+1)) &

-Byx(P - 4)x(P -



+XxXP -
+(x(P -
+XxXP -
(P+2)) &
+ (x(P
+ (x(P
+ (x(P
+ (x(P
+ (x(P
(P+2)) &
+ (x(P
+ (x(P
+(x(P
+ (x(P
+ (x(P
fx3l=

4*x(P -
+ (x(P
4)*x(P
+ (x(P
4)*x(P
+(x(P
+ (x(P
4)y*x(P
+ (x(P
4)y*x(P
+ (x(P
+ (x(P
4)*x(P
+ (x(P
+ (x(P
+ (x(P
3)*x( P-
+ (x(P
3)*x(P
+ (x(P
+ (x(P
3)*x(P
+ (x(P
+ (x(P
+ (x(P
2)*x(P

-5)*x(P - 4)*x(P - 3)*x(P
-3)*(P - 1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 4)*x(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 3)*x(P) *x(P+2)) &

-5)*x(P - 4)*x(P - 3)*x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 4)*x(P -2)*x(P
-2)*x(P - 1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 4)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 2)*x(P) *x(P+2)) &

-5)*x(P - 4)*x(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 4)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 1)*x(P) *x(P+2)) &

-5)*x(P - 4)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P -3)*)(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P

5P - 4)*(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
5*x(P - 4)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

5Yx(P - 3)X(P - 2)*x(P - 1)*X(P) *x(P+1)) + (x(P

- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2

- 1)*X(P) *X(P+1)*x(P+2)) &
- 1)*x(P) *X(P+1)*x(P+2)) )
-ByX(P -

AP - 2)*%(P+2)) &
- 1)*x(P)) + (x(P

-1 (P)) + (x(P

2)*x(P - 1)*x(P+2)) &

-5)x(P - 3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 2)*x(P) *x(P+2)) &

-5)x(P - 3)*x(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 1)*x(P) *x(P+2)) &

-5)*x(P - 3)*(P - 1)*x(P+1)*x(P+ 2))&
-5)x(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
- 1)*x(P) *x(P+2)) &

5P - 3)X(P - 2)*(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &
-5)%(P - 3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
-5)*x(P - 3)*x(P
-5)*x(P - 2)*x(P
-x(P - 3)X(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

) &

4P -3)*X(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &
-4)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
-4x(P - 3)*x(P
-4)*x(P - 2) *x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
-3)*(P - 2)*x(P
- ((X(P -5)*)(P -4)*x(P -3)**(P -2)*x(P
2)*x(P+1)) + (x(P

-1)) + (x(P

SBYX(P - AyX(P - 3)*X(P

-5yX(P -

- 5)*x(P

-5x(P -

-Byx(P -

- By*x(P

-5*x(P -

-Byx(P -

-5yx(P -

-5)*x(P - 4)*x(P

- ayx(P - 2)*x(P

-3)x(P - 2)*X(P
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SBPX(P - 3)PX(P - 2*x(P - 1)*X(P) *X

-A*x(P -3)*X(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x

-3)*(P - 2)*x(P)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P
- *x(P+1)) + (x(P -5*(P -
LX) (P 5P -
- 1)*x(P+1)) + (x(P -5x(P -

-3)x(P -



+(X(P -5)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &
+ (X(P -5)*)(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
+(x(P -5*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
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+(X(P -4)* xX(P-3)**(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P AP -3)X(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P -4yx(P -

3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P+2)) &

+ (X(P -4)*)x(P -3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -*x(P -
3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+2)) &

+(X(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ X(P -4)*)x(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -*x(P -
3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) &

+ X(P -4)*)x(P -3)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -4)yx(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P -4)y*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -4)*x(P -
2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) &

+ (X(P -4)y*x(P -2)* x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -4)yx(P -2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ X(P -3)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P =3P -
2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) &

+(X(P -3)*)x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x( P+2)) &

+ (X(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)))

fx4l= + (x(P -5%x(P - 4)*x(P -3)*(P -2))+ (P -5%x(P - 4)*x(P -3)*(P -1))+ x(P
A*x(P - 3)*x(P+1)) +

X(P -5)*x(P -4)*x(P - 3)*x(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P -4)*x(P -2)*x(P -1))+ (P -5)x(P - 4P - 2)*(P)) + (x(P - 5)*x(P
X(P -5)*(P -4)y*x(P -2)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P -4)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -5)x(P - 4)*x(P - 1)*x(P+1)) +

X(P -5)*(P -4)y*x(P - 1)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P -4)*x(P) *x(P+1)) + X(P -5)*(P - 4)*(P) *x(P+2)) &

+(x(P -5)X(P - 4 x(P+1)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1))+ (P -5)x(P - 3)*(P - 2)*(P)) + x(P - 5)*x(P
X(P -5)*x(P -3)*x(P -2)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*(P -3)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -5)x(P - 3)*(P - 1)*x(P+1)) +

X(P -5)*(P -3)*(P - 1)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)*x(P - 3)*x(P) *x(P+2)) &

+ X(P -5)*((P -3)*(P+1)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P -5)%(P - 2)*(P - 1)*x(P+1)) +

X(P -5)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)*(P - 2)*x(P) *x(P+2)) &

+ (X(P -5)*x(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) &
+(X(P -5)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5P(P - 1)*x(P) *x(P+2)) &

-5)*(P - 4)*x(P - 3)*x(P)) + (x(P

-4px(P - 2)x(P+1)) +

-3)X(P - 2)*x(P+1)) +

-5*x(P -



+(X(P -5P*X(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &
+ (X(P - 5)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
+(X(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1))+ (x(P

X(P -4)y*x(P -3)*x(P -2)*x(P+2)) &

+ X(P -4)**(P -3)*x(P -1)*x(P)) + (x(P
X(P -4)y*x(P -3)*x(P -1)*x(P+2)) &

+ X(P -4)*x(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+(x(P - 4*x(P - 3)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P -4)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P

X(P -4y (P -2)*x(P - 1)*x(P+2)) &

+ X(P -4)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

+ (X(P -4)yx(P -2)*x(P+1)*x(P+2)) &
+(X(P -4)**x(P -1)*x(P)* x(P+1)) + (x(P
+(X(P - 4yX(P - LPX(P+1)x(P+2)) &

+ (X(P - 4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ X(P -3)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P

X(P -3)*(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)) &
+(X(P - 3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

+(X(P -3)x(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) &
+(X(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+(X(P -3)x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &
+(X(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+(X(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) )

x51=

-((X(P -5)*x(P -4)*(P -3))+(x(P
4y*x(P+1)) + (x(P -

5)*x(P - 4)*x(P+2)) &

+(X(P -5)*x(P -3)*x(P -2))+ (P
5)*x(P - 3)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*(P -2)*x(P -1))+ (P
5*x(P - 2)*x(P+2)) &

+ X(P -5)*x(P - 1)*x(P)) + (x(
5*(P - 1)*x(P+2)) &

+ X(P - 5)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

+ X(P - 5)*x(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P -4)*(P -3)*(P -2))+ x(P
H*x(P - 3)*x(P+2)) &

+(x( P-4yx(P -2*x(P - 1))+ (x(P
Apx(P - 2)*x(P+2)) &

+(x(P - 4)yx(P - 1*x(P)) + (x(P
4px(P - 1)*x(P+2)) &

-4y*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P

- 4yx(P

- Ayx(P

- 4y x(P

- 4yx(P

- ayx(P

- 3)*x(P

- 3)*x(P

- 3)*x(P

- 2)*x(P

- By*x(P

-Bx(P - 3)X(P - 1)) + (X(P

-5 (P - 2)*x(P)) + (x(P

-4px(P -3y x(P - 1)) + (X(P

- 4P - 2)*%(P)) + (X(P
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SAyx(P - 3)X(P - 2)*x(P+1)) +
S3)X(P - 1)*x(P+1)) +

) &

S2)%(P - 1)*x(P+1)) +

- 3)*x(P) *x(P+2

- 2)*X(P) *x(P+2)) &

- 1)*x(P) *x(P+2)) &

S2)%(P - 1)*x(P+1)) +
-2)%(P)  *x(P+2)) &

- 1)*x(P) *x(P+2)) &

- 1)*x(P) *x(P+2)) &

SApX(P -2)+ (X(P -B)PX(P -4PX(P -1)+(X(P -ByX(P - 4)*x(P)) + (x(P

SSPX(P 3P+ (P -5PX(P - 3X(PHL) + (P

-5)*x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P

P-5)x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

- 5)*x(P) *x(P+2)) &

SAx(P - 3)X(P) + (X(P - 4)X(P - 3)*xX(P+1)) + (x(P

-4y (P - 2)*x(P+1)) + (x(P

-4y%x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

-Byx(P -
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+ (X(P - 4)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 4)*x(P) *x(P+2)) &

+(X(P - 4)*x(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P -3)*)(P -2yx(P -1))+(x(P  -3)*x(P -2)*x(P)) + (x(P -3)X(P - 2)*x(P+1)) + (x(P
3Px(P - 2)*x(P+2)) &

+(X(P -3)x(P -1)*x(P)) + (x(P -3)*(P - 1)*x(P+1)) + (x(P
3Px(P - 1)*x(P+2)) &

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 3)*X(P) *x(P+2)) &

+ (X(P - 3)x(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P -2)*(P - 1)*x(P)) + (x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P
2*x(P - 1)*x(P+2)) &

+(X(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+2)) &

+(X(P - 2)X(P+1)*x(P+2)) &

+(X(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) &

+(X(P - 1)X(P+1)*x(P+2)) &

+ (X(P) *x(P+1)*x(P+2)) )

fx6l= + ((x(P -5)*%x(P -4))+ x(P -5)*%x(P - 3))+ x(P -5*%x(P -2))+ x(P - 5)*x(P
5)*x(P+2))&

+(X(P -4yx(P -3+ (X(P  -4yx(P -2)+XP  -4x(P -1)+XP  -4)x(P)) + (x(P
+(X(P -3y%(P -2)) +(x(P -3)x(P -1)+XxP  -3)x(P)) + (x(P - 3*x(P+1)) + (x(P
+(X(P -2)*x(P -1))+ (x(P - 2)*x(P)) + (x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P+2))&
+(X(P - 1)x(P)) + (x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P - *x(P+2))&

+ (X(P)* X(P+1)) + (X(P) *x(P+2))&

+ (X(P+1)*x(P+2)))

x71=  -(X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P -1)+x(P)+x(P+1) + x(P+2))

x8l= 1

19 - Escrevendo (x -x0)(x -x1)(x -x2)(x -x3)(X -x4)(x -x5)(X -x6)(X -X7)(X -x8)

x0J= - (X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)*x(P+1) * x(P+2)* x(P+3))
fx1J=+( (x(P -5 x(P -4)y*x( P-3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)* x(P+2))&
+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -21)*x(P)*x(P+1)* x(P+3))&

+X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P) *x(P+3)* x(P+2))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+3) *x(P+1)* x(P+2))&

+X(P -5)* x(P-4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P+3)* x(P) *x(P+1)* x(P+2))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P+3)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2))&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P+3)* x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2))&

+ X(P - 5)* x(P+3)* x(P -3)*xX(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2))&

+ (X(P+3)* x(P -4 x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2)))

x2J= - ((X(P -5)x(P -4)yx(P -3)*(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1) )&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2) )&

+X(P -5)*)x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+3) )&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x (P-2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2) )&

+X(P -5)*)x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3) )&

+(X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3) )&

+X(P -5)*)x(P -4)*x(P -3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) )&

-1)) + (x(P

- 4)*x(P+1)) + (x(P
- 3)*x(P+2))&

- 5)x(P)) + (x(P

- 5)*x(P+1)) + (x(P

- 4)*x(P+2))&



+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P

- 5)y*x(P
- 5)*x(P
- 5)y*x(P
- 5)*x(P
+X(P - 5)*x(P
+xX(P - 5)*x(P
+( x(P - 5)*x(P
+X(P - 5)*x(P
+(xX(P - 5)*x(P
+X(P - 5)*x(P
+(xX(P - 5)*x(P
+(X(P - 5)*x(P
+(x(P - 5)*x(P
+(X(P - 5)*x(P
+(x(P - 5)*x(P
+(X(P - 5)*x(P
+(x(P - 5)*x(P
+(X(P - 5)*x(P
+(x(P - 5)*x(P
+(X(P - 5)*x(P
+(x(P - 5)*x(P
+(x(P - 4)*x(P
+(x(P - 4)*x(P
+(x(P - 4)*x(P
+X(P - 4)*x(P
+(x(P - 4)*x(P
+(X(P - 4)*x(P
+(x(P - 4)*x(P
+X(P - 3)*x(P
x3J=+((x(P
3)*x(P - 2)*x(P
(P+2)) + (x(P
+ X(P -5)*x(P
(P+2)) + (x(P

+(X(P -5)*x(P
+ (x(P - 5)*(P
+ X(P -5)*x(P

(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ (X(P - 5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ (X(P - 5)*x(P

- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 2)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 2)*x(P
- 2)*x(P
- 5)*x(P

1)*x
- 5)*x(P
- 4)y*x(P
- 5)*x(P
- 4y*x(P
- 4)y*x(P
- 4y*x(P
- 5)*x(P
- 4y*x(P
- 4)y*x(P
- 4y*x(P
- 4)y*x(P
- 4y*x(P

- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P

- 4)*x(P
- 3)*x(P
- 4)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 4)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P

- 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
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- 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+3) )&

- 2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) )&

- 2)*X(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1*x(P) *x(P+1)*x(P+2) )&

- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) )&

- 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) )&

- 1*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&

- 2P -
- 2P -
- 2P -
-2)*x(P -
- 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 2P -
-2)*x(P -
- 2P -
-2)*x(P -
- 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
-2)*x(P -
- 2P -
-2)*x(P -
- 2P -
- 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&
- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) ))
-4yx(P -

1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) )&
1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) )&
1)*x(P) *x(P+2)*x( P+3) )&
1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) )&

1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) )&
1x(P)  *x(P+1)*x(P+3) )&
1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) )&
1)*x(P+1)*X(P+2)*x(P+3) )&

1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) )&
1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) )&
1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) )&
1)*x(P+1)*x(P+2)* x(P+3) )&

3)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P 5P -4x(P -3)*x(P -2)*(P - 1)*x(P+1)) + (x(P - 5)*x(P
3P - 2)*(P - 1)*x(P+3)) &

- 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -5)%x(P - 4)*%x(P - 3)*(P - 2)*x(P) *x

-3)*(P - 2)*x(P) *x(P+3)) &
- 2)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

- 2)*xX(P+2)*x(P+3)) &

- 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
-3)*(P - 1)*x(P) *x(P+3)) &
- 1*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

- 1)*x(P+2)*x(P+3)) &

SB)X(P - AP - 3)X(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)) &
SBYX(P - APX(P - 3)X(P - 1) *x(P) *
Sx(P - AP - 3YX(P - 1)*X(P+1)*X(P+3)) &

SBYX(P - APX(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) &

- 3)*X(P) *x(P+2)*x(P+3)) &
- By x(P+1)*x(P+2)*X(P+3)) &

~ayx(P -



+ X(P -5)*x((P
(P+2)) + (x(P

+ X(P -5)*x((P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x((P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x((P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x((P
+ X(P -5)*x(P
+ (X(P - 5)*x(P
(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 5)*x(P
+ (X(P - 5)*x(P
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-5yx(P - 3)X(P - 2)*x(P+3)) &
-5yx(P - 3)X(P - 1)*x(P+1)) +
-5px(P - 3)x(P - 1)*x(P+3)) &

-5)*x(P - 3)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
-5)*x(P - 3)*x(P+1)*x(P+3) ) &

SB)X(P - 2P*x(P - L)*x(P+1)) +
-5)x(P - 2)x(P - 1)*x(P+3)) &

-5)*X(P - 2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
-5x(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)) &

-BYx(P - 1)*X(P) *x(P+2)) + (X(P
SBYx(P - 1)*x(P+1)*  x(P+3)) &

- B)X(P) X(PHLX(P+3)) &

-4y*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P

- 4px(P - 3yx(P - 2)*x(P+3)) &
-4)yx(P - 3yx(P - 1)*x(P+1)) +
-4px(P - 3yx(P - 1)*X(P+3)) &

-A*x(P - 3)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
-4)*x(P - 3)*x(P+1)*x(P+3)) &

Sapx(P - 2x(P - 1x(P+1))  +
-apx(P - 2%(P - 1*x(P+3)) &

-5)*(P - 4)*x(P -3)*x(P -1))+ x(P

- 5y*x(P

- 5)*x(P

- 5)*x(P

- 5)*x(P

- 5)*x(P

- BY*x(P

- Ayx(P

- 4yx(P

- 3)*x(P
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-5)*(P - 4)*x(P - 3)*x(P)) + (x(P

- 4)x(P - 2)x(P+1)) +

- 4)*x(P) *x(P+3)) &

-2yx(P+D) +

- 3)*x(P) *x(P+3)) &

- 2)*x(P) *x(P+3 ) &

- 1)*x(P) *x(P+3)) &

-3)x( P- 2)*x(P+1)) +

- 3)*x(P) *x(P+3)) &

-5yx(P -



+ (X(P -4)y*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+ X(P -4)*)x(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+ (X(P -4)yx(P - 2)*x(P+2)*x(P+ 3))&
+ X(P -4)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+ (X(P -4)y*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+ X(P -4)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ X(P - 4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ X(P - 4)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) &

+ X(P - 4)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) &
+(X(P -3)*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P

X(P -3)**x(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P
+ X(P -3)*)(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

+(X(P -3)x%(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+(X(P -3)%(P - 2)*x(P+2)*x(P+3)) &
+(X(P -3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+(X(P -3)*x(P -1)*x (P+1)*x(P+2)) + (x(P
+(X(P -3)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) &

+(X(P - 3)X(PHLYX(P+2)*X(P+3)) &
+(X(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P
+(X(P -2)*(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+(X(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ (X(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) &

+(X(P - 2X(P+1)X(P+2)"X(P+3)) &

+ (X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+(x(P - 1)(P) (P+2)*X(P+3)) &

+ (X(P - 1)*)(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ (X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) )
fx6J=
4y*x(P+1)) + (x(P

-((X(P -5)*x(P -4)*(P -3))+(x(P

- 5)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
- 5)*x(P+1)*x(P+3)) &

~Apx(P - 2)*%(P) *x(P+2)) + (x(P
SayX(P - 2 X(P+1)*X(P+3)) &

-4PX(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
-4y%(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) &

- 4)*x(P) *x(P+1)*x (P+3)) &

S3PX(P - 2%(P - 1)*x(P+1)) +
S3%(P - 2%(P - 1)*x(P+3)) &

S3X(P - 2*x(P)  *X(P+2)) + (x(P
S3PX(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)) &

-3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
-3)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) &

- 3y%(P) *X(P+1)X(P+3)) &
- 2)*x( P- 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P
- 2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) &

- 2(P) X(PHLX(P+3)) &

- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) &

-5%x(P -4)yx(P -2))+

- 4)*x(P+3)) &

-5*x(P - 3)*(P -1))+ x(P
- 3)*x(P+3)) &

-5*x(P - 2)*x(P)) + (x(P

- 2)*x(P+3)) &

-5)*%(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

5*(P - 4)*x(P+2)) + (x(P - 5)*x(P

+H(X(P -5)*x(P -3)y*x(P -2))+ x(P

5*x(P - 3)*x(P+2)) + (x(P - 5)*x(P

+(X(P -5)*x(P -2)*x(P -1))+ (x(P

5x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P - 5)*x(P

+(X(P -5)*x(P -1)*x(P)) + (x(P

5*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -5)x(P - 1)*x(P+3)) &
+ (X(P - 5)* x(P) *x(P+1)) + (x(P

+ (X(P - 5)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 5)*x(P+2)*x(P+3)) &

HX(P -4)x(P -3)*x(P -2))+ x(P

-apx(P -3)X(P - 1)) + (X(P

- 5)*x(P) *x(P+3)) &

- 4)x(P

- Ayx(P

- 3)*x(P

- 3)*x(P

- 2)*x(P

(X(P -5)*x(P -4)*x(P

-5)*(P - 3)*x(P)) + (x(P

-5)x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P

-4x(P - 3)*x(P)) + (x(P
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- 2)*x(P) *x(P+3)) &

- 1)*x(P) *x(P+3)) &

- 2)*x(P) *x(P+3)) &

- 1)*x(P) *x(P+3)) &

- 1)*x(P) *x(P+3)) &

- 1) + (x(P -5)*(P - 4)*x(P)) + x(P

-5)*%(P - 3)*x(P+1)) + (x(P

-ayx(P - 3X(P+1)) + (x(P

-Byx(P -
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4*x(P - 3)*x(P+2)) + (x(P - (P - 3)*x(P+3)) &

+X(P -4)*x(P -2)*x(P -1))+ x(P -A*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -*x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P
A*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P - (P - 2)*x(P+3)) &

+ X(P -4)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -4*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

A*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P -1)*x (P+3)) &

+ X(P - 4)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - )*x(P) *x(P+2)) + (x(P - )*x(P) *x(P+3)) &
+ (X(P - 4)y*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 4)*x(P+1)*x(P+3)) &

+ (X(P - 4)*x(P+2)*x(P+3)) &

+X(P -3)*x(P -2)*x(P -1))+ x(P -3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -3)*x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P
3)*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P -3)X(P - 2)*x(P+3)) &

+ X(P -3)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -3)*%(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -3)X(P - 1)*x(P+3)) &

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 3)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 3)*x(P) *x(P+3)) &
+ X(P - 3)*(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 3)*x (P+1)*x(P+3)) &

+ (X(P - 3)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ X(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -2*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P

2)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -2)*x(P - 1)*x(P+3)) &

+ (X(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+3)) &
+ (X(P - 2)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P -2)*x(P  +1)*x(P+3)) &

+ X(P - 2)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ (X(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+3)) &
+ (X(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) &

+ (X(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) &

+ (X(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (X(P) *x(P+1)*x(P+3)) &

+ (X(P) *x(P +2)*x(P+3)) &

+ (X(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) )

x7J=+ ((x(P -5)*x(P - 4)) + (x(P -5*x(P -3)) + (x(P -5*x(P -2))+ (x(P -5)x(P -1))+ (x(P - 5)*x(P)) + (x(P - 5)*x(P+1)) + (x(P
5)*x(P+2)) + (x(P

- 5)*x(P+3)) &

+(X(P -4)yx(P -3))+ x(P -4yx(P - 2)) + (X(P -4x(P - 1))+ (X(P - 4) *x(P)) + (x(P - 4)*x(P+1)) + (x(P - 4y*x(P+2)) + (x(P
4)*x(P+3)) &

+(X(P -3y%(P -2)+(x(P  -3)x)(P -1)+XP  -3)x(P)) + (x(P - 3)"x(P+1)) + (x(P - 3)"x(P+2)) + (x(P

3)*x(P+3)) &

+ X(P -2)*(P -1))+ (P - 2)*x(P)) + (x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P

2)*x(P+3)) &

+ X(P - 1)*x(P)) + x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P

1)*x(P+3)) &

+ (X(P)* x(P+1)) + (x(P) *x(P+2)) + (x(P) *x(P+3)) &

+ (X(P+1)*x(P+2)) + (x(P+1)*x(P+3)) &

+ (x(P+2)*x(P+3)) )

x8J= -(X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P -1)+x(P)+x(P +1) + x(P+2) + x(P+3) )
x9J=1

110 - Escrevendo (x -x0)(X -x1)(x -x2)(x -x3)(X -x4)(x -x5)(x -x6)(X -X7)(x -x8)(x -x9)



fXOK= + (x(P

fxlK= - ((x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P
+ X(P -5)*x(P

+ (x(P+4)* x(P
fx2K = +((x(P

+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P
+(x(P

- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P
- 5)*x(P

- 5)* x(P
-5)* x(P
- 4)* x(P
-4)* x(P
- 4)* x(P
-4)* x(P
- 4)* x(P
- 4)* x(P
-4)* x(P
+4)* x(P
-4)* x(P
-5)*x (P
-4)y*x((P -
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x( P-
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 4)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
- 3)*x(P
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- x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1) *x(P) * x(P+1) * x(P+2)* x(P+3)* x(P+4))
- x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2)* x(P+3))&
-3 x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2)* x(P+4))&
-3)*x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+4)* x(P+3))&
-3 xX(P-2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+4)* x(P+2)* x(P+3))&

23 X(P -2)*x(P - 1)* x(P+4) *X(P+1)* x(P+2)* X(P+3))&
3 X(P - 2)* X(P+4)* X(P) *X(P+1)* X(P+2)* X(P+3))&
3 X(PHA (P - 1)* X(P) *X(P+1)* X (P+2)* X(P+3))&
+H) x(P -2 x(P - 1)* X(P) *X(P+1)* x(P+2)* X(P+3))&

-3 x(P -2)*x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2)* x(P+3))&

-3 x(P -2y x(P - 1)* x(P) *x(P+1)* x(P+2)* x(P+3)))
-4y*xX(P - 3)*)(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1) *x(P+2) )&
3)*X(P - 2)*X(P - 1)*Xx(P) *x(P+1) *x(P+3) )&

=3P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1) *x(P+4) )&
=3P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2) *x(P+3) )&
-3) *x(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2) *x(P+4) )&
-3)x(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+3) *x(P+4) )&
-3X(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2) *x(P+3) )&
-3)x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) )&

(P - 2*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&

=3P - 2)x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
-3)x(P - 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+2) *X(P+3) )&
-3)X(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) )&
-3)*X(P - 2)*X(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&
-3)X(P - 2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
-3)X(P - 2)%(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
-3)X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+3) )&
3P -1(P) (P +1)x(P+2) *x(P+4) )&
-3)X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 3)*X(P - 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
-3)X(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 3)*X(P) *x(P+1)"X(P+2)*X(P+3) *X(P+4) )&
-2)%X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+3) )&
-20%X(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) )&

- 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 2)*%x(P - 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
-2X(P - 1%(P+1)"x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&

- 2)*%x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+3) )&

- 2)"x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) )&
-2)%(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&
-2P%X(P - 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
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+X(P -5)*)x(P - 3)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -5)*)x(P - 3)*x(P -2)* x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+X(P -5)*)x(P - 3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -5)*)x(P - 2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x(P - 3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+3) )&
+X(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x(P -3)*)x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x(P -3)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x(P - 3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x( P-3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+X(P -4)*x(P - 3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -4)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) )&
+(X(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) *x(P+4) ))
x3K= - (X(P -5)*(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)*x(P+1) + x(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2) + x(P
H*x(P - 3)*x(P -
2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+3) + x(P -B5)*x(P - 4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P) *x(P+4) &
+X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2) + x(P -5)*x(P -4)*x( P-3)**(P -
2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3) + x(P -5X(P - 4)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+4) &
+X(P -5)*x(P -4)*x(P -3)*(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3) + x(P -5)*X(P -4)*x(P -3)*)(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+4) &
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+ (X(P -5)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P -5)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+ 4)) &

+ (X(P -5)*x(P - 1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+(x(P - 5)X(P) *X(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 5X(P) *X(P+L)"X(P+3)) + (x(P - 5)x(P) *x(P+1)x(P+4)) &

+ (X(P - 5)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 5)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X(P - 5)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 5)*x(P+1)*x(P+2)* x(P+3)) + (x(P - 5)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &
+ (X(P - 5)*x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 5)*)x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+(X(P -4)yx(P -3)*(P -2)*(P -1))+ x(P -4y*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -4*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P+1)) +

X(P -4)y*x(P -3)*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 3)*x(P - 2)*x(P+3)) + (x(P -4)*x(P - 3)*)(P - 2)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)yx(P -3)*x(P -1)*x(P))+ (x(P -4y*x(P - 3)*x(P - 1)*x(P+1)) +

X(P -4)y*x(P -3)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 3)*x(P - 1)*x(P+3)) + (x(P -4)*x(P - 3)*)(P - 1)*x(P+4)) &

+(X(P - 4yx(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -4PX(P - 3)*x( P) *x(P+2)) + (x(P -4PX(P - 3)*x(P) *x(P+3)) + (X(P -4y x(P - 3)*x(P)
*x(P+4)) &

+(X(P - 4yx(P - 3yx(P+1)*x(P+2)) + (x(P -4yx(P - 3y*X(P+1)*x(P+3)) + (X(P -4Px(P - 3)*x(P+1)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 3)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P -4y x(P - 3)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 3) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -4*x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+1)) +

(X(P -4y x(P -2)x(P - 1)x(P+2)) + (x(P -4y x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+3)) + (x(P -4PxX(P - 2)*x(P - 1)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P -2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -Ayx(P - 2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P -4)*x(P - 2)*x(P)
*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P -2)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P -4y x(P - 2)*x(P+1)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 2)*x(P+2)*x(P+3)) + (X(P -4)y*x(P - 2)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)yx(P -2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P -Ayx(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P -4)*x(P - 1)*x(P)
*x(P+4)) &

+ (X(P -4)*x(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 4P - 1)*x(P+1)*x(P+3) )+ (X(P  -4)*)x(P - 1)*x(P+1)*x(P+4)) &

+ X(P -4)*)(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P -*X(P - 1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X(P -4)y*x(P - 1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ X(P - 4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 4)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P - A)*x(P) *x(P+1)*x(P+4)) &

+ X(P - 4)*x(P) *x(P+2)*x( P+3)) + (x(P - 4)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X(P - 4)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &



+ X(P - 4)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P
+ X(P - 4)*x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 4)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ X(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P)) + (x(P
X(P -3)*x(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P

+ X(P - 3)*x(P
*x(P+4)) &

+ X(P -3)*x(P
+ X(P -3)*x(P
+ X(P -3)*x(P
+ X(P -3)*x(P
*x(P+4)) &

+ (X(P - 3)*x(P
+ (X(P - 3)*x(P
+ (X(P - 3)*x(P

+(x(P - 2)*(P
x(P+4)) &
+(x(P - 2)*x(P

+ (P - 2x(P) *X(P+2)*X(

2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

-2)%x(P +1)*x(P+2)) + (x(P
- 2)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P

- 2)*x(P+3)*x(P+4)) &

- 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

- 1*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
- 1) X(P+2)*x(P+3)) + (X(P
- 1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ X(P - 3)* x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P

+ (X(P - 3)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 3)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P
+ (X(P - 3)*x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 3)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

- 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P

- 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P
+ (X(P -2)*x(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P
+ X(P -2)*x(P - 1)*x(P+3)*x(P+4)) &
+ X(P - 2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P

+ (X(P - 2)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &
+(X(P - 2P X(P+LYX(P+2)"X(P+3)) + (x(P
+ (X(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 2*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &
+(X(P - 1)X(P) *X(P+1)*X(P+2)) + (X(P
+(x(P - 1)%(P) *X(P+2)*x(P+3)) + (x(P
+ (X(P - 1)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &
+(X(P - LPX(P+LYX(P+2)"X(P+3)) + (X(P
+ (X(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P - 1)x(P+ 2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (X(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &
+ (X(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &
+ (X(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &
+ (X(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) )

P+3)) + (x(P
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- 4y X(P+1)*X(P+2)*X(P+4)) &

S3)x(P - 2PX(P - 1)*x(P+1)) +
S3yx(P - 2X(P - 1)*x(P+3)) + (X(P 3PP - 2X(P - 1)*x(P+4)) &

-3)*x(P - 2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P -3)*%(P - 2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P - 3)*x(P
-3)*X(P - 2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P -3)*X(P - 2)*x(P+1)*x(P+4)) &
-3)*x(P - 2)*x(P+2)*x(P+4)) &

-3)*x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P -3)*x(P - 1) *x(P) *x(P+3)) + (x(P - 3)*x(P
-3)*%(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P -3)*X(P - 1)*x(P+1)*x(P+4)) &

3px(P - 1)*x(P+2)*x(P+4)) &

- 3)X(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (X(P - 3)*X(P) *x(P+1)*x(P+4)) &
- 3)X(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

- B)X(P+1)*X(P+2)*x(P+4)) &

S2PxX(P - 1)*x(P) *X(P+2)) + (X(P S2)%X(P - 1)*x(P) *X(P+3)) + (X(P - 2)*x(P

S2Px(P - APX(PHLX(PH3) )+ (X(P - 2*x(P - 1)*X(P+1)*X(P+4)) &
S2px(P - 1)*x(P+2)*X(P+4)) &

- 2)*%(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P - 2)*x(P) *X(P+1)*x(P+4)) &
- 2)x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

- 2P (P+1)*x(P+2)*X(P+4)) &
S1x(P) (P HLX(PH3) + (X(P - 1)*X(P) *X(P+1)*X(P+4)) &
- 1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

- 1)*X(P+1)*X(P+2)*x(P+4)) &

- 2)*x(P)

- 1)*x(P)

- 1)*x(P)
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X7K= - ((X(P -5)*x(P -4)*x(P - 3)) +(x(P -5)%x(P -4)*x(P -2))+ x(P -5)*x(P -4)*x(P -1))+ (P -5*x(P - 4)*x(P)) + (x(P -5)*%(P -
H*x(P+1)) + (x(P -

5)*x(P - 4)*x(P+2)) + (x(P -5)*x(P - 4)*x(P+3)) + (x(P -5)*%x(P - 4)*x(P+4))&

+(X(P -5)*x(P -3)*x(P -2))+ x(P -5)*%(P -3)*(P -1))+ x(P -5)*x(P - 3)*x(P)) + (x(P -5)*x(P - 3)*x(P+1)) + (x(P
5)*x(P - 3)*x(P+2)) + (x(P -5)*x(P - 3)*x(P+3)) + (x(P -5)*x(P - 3)*x(P+4))&

+X(P -5)*(P -2)*x(P -1))+ x(P -5)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -5)*x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P

5)*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P -5)*x(P - 2)*x(P+3)) + (x(P -5)*x(P - 2)*x(P+4))&

+ X(P -5)*(P -1)*x(P)) + (x(P -5 (P - 1)*x(P+1)) + (x(P -

5*(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -5)*x(P - 1)*x(P+3)) + (x(P -5)*x(P - 1)*x(P+4))&

+ X(P - 5)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 5)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 5)*x(P) *x(P+3)) + (x(P - 5)*x(P) *x(P+4))&
+ X(P - 5)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 5)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P -5)x(P+1)*x(P+ 4))&

+ X(P - 5)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 5)*x(P+2)*x(P+4))&

+ (X(P - B5)*x(P+3)*x(P+4))&

+(X(P -4)*x(P -3)*(P -2))+ (P -4x(P - 3)*x(P -1))+ x(P -*x(P - 3)*x(P)) + (x(P - 4P - 3)*x(P+1)) + (x(P
A*x(P - 3)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 3)*x(P+3)) + (x(P -4y (P - 3)*x(P+4))&

+X(P -4)*xP -2)*x(P -1))+ x(P -4yx(P - 2)*x(P)) + (x(P -4)*x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P

A*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 2)*x(P+3)) + (x(P -Ayx(P - 2)*x(P+4))&

+ X(P -4)*x((P -1)*x(P)) + (x(P -4y*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P -

A*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -4)*x(P - 1)*x(P+3)) + (x(P -Ayx(P - 1)*x(P+4))&

+(X(P - 4)x(P) *x(P+1)) + (x(P - 4)X(P) *x(P+2)) + (x(P - 4)X(P) *x(P+3)) + (x(P - 4)"X(P) *x(P+4))&
+ (X(P - 4)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - Ay*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P - A)*x(P+1)*x(P+4))&

+ X(P - 4)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 4)*x(P+2)*x(P+4))&

+ (X(P -4)*x( P+3)*x(P+4))&

+ X(P -3)**(P -2)*x(P -1))+ (P -3)*x(P - 2)*x(P)) + (x(P -3)X(P - 2)*x(P+1)) + (x(P

3)*x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P -3)*x(P - 2)*x(P+3)) + (x(P -3)%(P - 2)*x(P+4))&

+ X(P -3)*(P -1)*x(P)) + (x(P -3)*%(P - 1)*x(P+1)) + (x(P -

3)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P -3)*(P -1)*x (P+3)) + (x(P -3)%(P - 1)*x(P+4))&

+(X(P - 3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 3)"X(P) *x(P+2)) + (x(P - 3)"x(P) *x(P+3)) + (x(P - 3)"X(P) *x(P+4))&
+ (X(P - 3)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 3)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P - 3)*x(P+1)*x(P+4))&

+ X(P - 3)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 3)*x(P+2)*x(P+4))&

+ (X(P - 3)*x(P+3)*x(P+4))&

+ X(P -2)*x(P -1)*x(P)) + (x(P -2*x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P -

2)*x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P - 2)*x(P - 1)*x(P+3)) + (x(P -2)*%(P - 1)*x(P+4))&

+ X(P - 2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P - 2)*x(P) *x(P+4))&
+(X(P - 2yx(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 2)"X(P+1)*x(P+3)) + (x(P - 2) X(P+1)*x(P+4))&

+ (X(P - 2)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 2)*xX(P+2)*x(P+4))&

+ X(P - 2)*x(P+3)*x(P+4))&

+ X(P - 1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+2)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P - 1)*x(P) *x(P+4))&
+ (X(P - 1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P - 1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P - 1)*x(P+1)*x(P+4))&

+ (X(P - 1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P - 1y*x(P+2)*x(P+4))&

+(X(P - 1)*x(P+3)*x(P+4))&
+ (X(P) *X(P+1)*x(P+2)) + (X(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (X(P) *x(P+1)*x(P+4))&
+ (X(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (X(P) *X(P +2)*X(P+4))&
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+ (X(P) *x(P+3)*x(P+4))&

+ (X(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (X(P+1)*x(P+2)*x(P+4))&
+ (X(P+1)*x(P+3)*x(P+4))&

+ (X(P+2)*x(P+3)*x(P+4)))

fx8K=+ ((x(P -5*x(P - 4)) + (x(P -5*x(P - 3)) + (x(P -5*x(P -2))+ (x(P -5*x(P -1)) + (x(P - 5)*x(P)) + (x(P - 5)*x(P+1)) +
5)*x(P+2)) + (x(P

- 5)*x(P+3)) + (x(P - 5)*x(P+4))&

+X(P -4)*P -3))+ (P -4)*x(P -2)) + (x(P -4*x(P -1)) + (x(P - 4)*x(P)) + (x(P - 4)*x(P+1)) + (x(P - 4)*x(P+2)) + (x(P
- A*x(P+3)) + (x(P - 4*x(P+4))&

+X(P -3)*xP -2))+ (P -3)*(P -1))+ (x(P - 3)*x(P)) + (x(P - 3)*x(P+1)) + (x(P - 3)*x(P+2)) + (x(P

- 3)*x(P+3)) + (x(P - 3)*x(P+4))&

+ X(P -2)*x(P -1))+ X(P - 2)*x(P)) + (x(P - 2)*x(P+1)) + (x(P - 2)*x(P+2)) + (x(P

- 2)*x(P+3)) + (x(P - 2)*x(P+4))&

+ X(P - 21)*x(P)) + x(P - 1)*x(P+1)) + (x(P - 1)*x(P+2)) + (x(P

- 1)*x(P+3)) + (x(P - 1) *x(P+4))&

+ (X(P)* x(P+1)) + (x(P) *x(P+2)) + (x(P) *x(P+3)) + (X(P) *x(P+4))&

+ (X(P+1)*x(P+2)) + (x(P+1)*x(P+3)) + (X(P+1)*x(P+4))&

+ (X(P+2)*x(P+3)) + (X(P+2)*x(P+4))&

+ (x(P+3)*x(P+4)) )

XK= - (X(P -5)+x(P -4)+x(P -3)+x(P -2)+x(P - 1)+x(P)+x(P+1)+x(P+2) +X(P+3)+x(P+4))
fx10K= 1

|
IPolinémio P10

fx0= (fxA0*fX0A) + (fFxA1*fx0B) + (fxA2*fx0C) + (fXA3*fx0D) + (fXA4*fXxOE) + (fXA5*fXOF) + (fXA6*fx0G) + (fFxA7*fx0H) +

(fxA8*fx0l) + (fxA9*

fx0J) + (fxA 10*fx0K)

fx1= (fxA1*fx1B) + (fxA2*fx1C) + (fxA3*fx1D) + (fXA4*fx1E) + (fXA5*fx1F) + (fxA6*fx1G) + (fxA7*fx1H) + (fxA8*fx1l) +

(fxA9*

fx1J) + (fxA10*fx1K)

fx2= (fxA2*fx2C) + (fxA3*fx2D) + (fxA4*fx2E) + (fFxA5*fX2F) + (fxA6*fx2G) + (fFxA7*fx2H) + (fFxA8*fx2l) + (fxA9*
x2J) + (fxA10*fx2K)

fx3= (fxA3*fx3D) + (fxA4*fx3E) + (fxA5*fx3F) + (fxA6*fX3G) + (fFXA7*fx3H) + (fFxA8*x3I) + (fxA9*

x3J) + (fxA10*fx3K)

x4= (IXA4*fX4E) + (fFXA5*fx4F) + (fXA6*Tx4G) + (IXA7*fx4H) + (FXxA8*fx4l) + (fxA9*

fx4J) + (fFxA10*fx4K)

fx6=(f  XAB*fx5F) + (fxA6*fX5G) + (fXA7*fx5H) + (fXA8*fx5I) + (fFxA9*

fx5J) + (fFxA10*fx5K)

x6= (fXA6*fx6G) + (fXA7*fx6H) + (fFxA8*x6l) + (fXA9*

fx6J) + (fFxA10*fx6K)

fx7= (fXA7*X7H) + (fxA8*fx7I) + (fFxA9*

fx7J) + (fXAL10*fx7K)

x8= (fxA8*fx8I) + (fxA9*

fx8J) + (fxA 10*fx8K)

x(P -
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fx9= (fxA9*

fx9J) + (fFxA10*fx9K)
fx10=

(fxA10*fx10K)

I

E10= fx10
E9 = fx9
E8 = fx8
E7 = fx7
E6 = fx6
E5 = x5
E4 = fx4
E3 =fx3
E2 = fx2
E1l=1x1
EO = fx0

|
Imétodo de newton rapson

IDELTAX=1.0g12

IERRO=1.0q - 16

1Z=x(P -3)

DELTAX=1.09q12

ERRO=1.0g- 12

Z=x(P -3)

(DO WHILE QABSDELTAX)> ERRO)

wa =( 10*E10*( Z**9)) + (9* E9* (Z**8)) + ( 8* E8* (Z**7) ) + ( 7*E7* (Z**6)) + ( 6*E6* (Z**5)) + (5* E5*( Z**4)) + (4*
E4* (z*

*3)) + (3*E3 *(Z2**2)) + (2*E2* Z) + (E1)

whb =( 90*E10*( Z**8)) + (72* E9* (Z**7)) + (56* E8* (Z**6)) + ( 42*E7* (Z**5)) + (30*E6* (Z**4)) + (20*E5*( Z**3)) +

(12*E4* (Z*

*2) ) + (6*E3 *(2)) + (2*E2)

wc =(720*EL10*( Z**7)) + (504* E9* (Z**6)) + (336* E8* (Z**5)) + ( 210*E7* (Z**4)) + (120*E6* (Z**3)) + (60*ES5*( Z**2)) +

(24*E4*

(2)) + (6*E3)

DELTAX = (wa*wb) / (wb**2) - (wa*wc))

Z=7- DELTAX

ENDDO

R=Z

fx = (E10* (R**10)) + (E9* (R**9)) + (E8* (R**8)) +( E7*( R**7)) + (E6* (R**6)) + (E5*( R**5)) + (E4* (R**4)) +( E3 *(

R**3)) + (E2*( R**

2)) + (E1*R) + EO

open (1, file="saida.txt")
10 format ( 1pe50.40)
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20 format (1pe50.40)

Write (1,*) "TESTE DE POLINOMIO"

Write (1,*) "LEANDRO ALBE RTO NOVAK"
Write (1,*) "h="

Write (1,10) h

Write (1,*) "Fungéo : POLINOMIO GRAU 10"
Write (1,%) "P4n="

Write (1,20) n
Write (1,%)
Write (1,%) "
Write (1,*) "DADOS DE ENTRADA:"
Write (1,* ) "x(0)="

Write (1,10) x(0)

Write (1,*) "x(1)="

Write (1,10) x(1)

Write (1,%) "x(2=)"

Write (1,10) x(2)

Write (1,*) "x(3)="

Write (1,10) x(3)

Write (1,%) "x(4)="

Write (1,10) x(4)

Write (1,*) "x(5)="

Write (1,10) x(5)

Write (1,*) "x(6)="

Write (1,10) x(6)

Write (1,) "x(7=)"

Write (1,10) x(7)

Write (1,*) "x(8)="

Write (1,10) x(8)

Write (1,*) "x(9)="

Write (1,10) x(9)

Write (1,*) "x(10)="

Write (1,10) x(10)

Write (1,%)
Write (1,%)"
Write (1,*) "T(O ="
Write (1,10) T(0)
Write (1,*) "T(1)="
Write (1,10) T(1)
Write (1,%) "T(2)="
Write (1,10) T(2)
Write (1,*) "T(3)="
Write (1,10) T(3)




Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
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(19 "T()="
(1,10) T(4)
(1% "T(5)="
(1,10) T(5)
(14 "T(6)="
(1,10) T(6)
(19 "T(7)="
(1,10) T(7)
(1% "T(8)="
(1,10) T(8)
(19 "T(9)="
(1,10) T(9)
(1,%) "T(10)="
(2,10) T(10)
"
(1,%) "coeficientes A, B, C, D, E:"
(14 "K"

(1,10) fx0

(19"

(1,10) fx1

(@

(1,10) fx2

(1) "H"

(1,10) fx3

(19 "G"

(1,10) fx4

(19 "F"

(1,10) x5

(1) "E"

(1,10) fx6

(19 "D"

(1,10) fx7

(19 "C"

(1,10) fx8

(18"

(1,10) fx9

(149 "A"

(1,10) fx10

("
(1,%) "Ponto critico e coordenada:"
(1,%) "Xmax"

(1,10)z

(1,*) "Tmax"
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Write (1,10) fx

close (1)

VER = SYSTEM("Notepad saida.txt")
end program  DDivididas



