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ICRIAMD LM YETOR
ICOM UMA CONSTAMTE

[EALCULAMDO O TAMANHO DO WETOR LEITURAS]

MEDIA EM FORMA DE WETOR
FARA APARECER UMA RETA

(MO GRAFICD

ALEATORIO P/ SIMULAR.
UM SIMAL LIDOD EM UM
TRANSDLITOR.

e FETRE]
el I ]

- ] ~—FRIER GRAFER]
=

mTD

TEMPERATLIRA MEDIA: 53,5652
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ADVECCAO UNIDIMENSIONAL COM TERMO FONTE PELO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

ADVECCAO/POLINGMID ADYECCAD/EXPONENCIAL MALHAS AB MALHASBC |  MALHAS (D
MODELO MATEMATICO : APROXIMACAD NUMERICA : SOLUCAD DE™
a7 ’) o s @ s Analitica = Makha grossa == Malha fina
o=
dx z "
. SOLUCAD DO SISTEMA DE EQUACTES :
CONDICOES DE CONTORNO :
Tei) = 9--0 J ToMa @ w
MALHA A MALHA B
Nas: J.s ) Aleatdria . Misturar . Aleatdria
. Coordenada da "P" . Coord relativa "W
s . 0
e A _J PONTO "P" | ) ORDEM EFETIVA: |0,511251
@ vistwar @ Aeateria @ vistrar @ Hleatéria @ rovtor @ RAZADREFIND: |1,42529
. Coord relativa "" A Coord relativa "w" o
flos A OICE: L v ]
it 0,9+
—— Makhas Pho "W Pto P J Pro't" 0,3
0,7+
0,67
[t
) Simulagdes
0 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1 — I DD | SAVE I STOP

ADVECCAO/DIFUSAO E ADVECCAO/FONTE UNIDIMENSIONAL PELO METODO DOS VOLUMES FINITOS

MODELO MATEMATICO SOLUCAD MALHAS

ADVEC/DIFUS | ADVEC/FONTE

o

diT

@ wsicos () coscos

MALHA GROSSA REFINDS

a 0,5 1

Razdo refino (q): 9‘3

ORDEM EFETIVA EM X=0,5 )

. 1j2 vol. naface Refinos sucessivas: ’,J']'s

Uniforme:
. — GrOS53 24

1,996859691962 .1,996859593957 IIJSDEQDSD74949
2

5

Aleatdria i e
. Fina Uniforme Lo 1,84

@ com b constante Fina Misturads 1]
— —_— ] = 2 0-!

JPG i1 bEadkeio Fina Linifarme Fina Misturada = Fina Aleatdria

e — rrape i) ——

@ 16 cenirado (MC) —— Fina Centro-Centra (@) FC 1,08705654: |1,996903107209
@ Face centrada (FC) N e 1,75 2]
1,5 1,3
RESET ADD L 1,84
1,7 w7 1= 1,7-

SAYE STOP m— Fina PG (9 w—— Fing Centro-Centro e Fina Centro-Face

INTEGRACAO NUMERICA DE FUNCOES PARA MALHA DE VOLUMES FINITOS

MALHA GROSSA REFINOS MALHAS FUNCAD

Valumes: ',j 11

Razda refino (q): "j 3
@ 2ol naface ;

Refinos sucessivos: ,}|‘1

_J Uniforme
i e Grossa

e Fina Linforms

@ com ' constantz Fina Misturada

. PG, ¢! :J 1 = Fina Aleatdria

w — g
. Mé centrado (HC) Efabeis)
—— Fina Centro-Centro @ FC

. Face centrada {FC) s Fina Centro-Face

INTEGRAL NUMERICA FUNCOES

Integral analitica: |0,00064655409692;

) Integral de x=[0 1 . )(2 e al% 1
@ rreegral de fx=[0; s ] €0 -1 Integral numérica (MG): 0000692517

DRDEM EFETIVA DA INTEGRACAD © )

|1,952953552 |1,988083552 |1,540075415 1,986983552 |1,500872938 |1 08808355

< 3 37

3 37 3

2+ 2 2+ 2] 2 2]

i ik i = i
Fina Uniforme Fina Misturada m— Fing Aleatdria m— Fina PG (rl"q) —Fing C-C — Fing C-F

RESET ' ADD SAYE ' STOP

" H$O (%) "2%) " Q$
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MODELD EEINDII;ﬁES DE MALHA GROSSA E REFIND :
MATEMATICO : CONTORND :
¥ 1 Malha grossa Malha grossa
T dT T =05 e
o it Ay = T @ Maha fina talha Fina
L
3 B ./ C. Contarno = T=0,5°C
MALHA DIRECAD "X": .
) A O Portop —_— T sen R
L
Fie: :J 17 REFIND :
. Unifarme ) Uniforme
_J Aleatéria ‘ AR
@ rcit™
PG, 2]
@6 @ Misturar
MALHA DIRECAD "¥" : ) Sincr "a"
Wes: 2417 REFIND :
@ uniforme _J Uniforme
_J Pleatdria ' A\eat?rla
L
p @ra RESET ADD
@ror ! @ misturar
SAVE STOP

DIFUSAO BIDIMENSIONAL PELO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

SOLUCAD :
T{w0,5) e T(0,5y)

Intensidade

ORDEM EFETIVA EM "P™ | 1,996730584 )

] | I T |
200 400 600 800 1000 1200
Mos na malha fina

MODELD MATEMATICO:

DIFUSAO BIDIMENSIONAL PELO METODO DOS VOLUMES FINITOS

CONTORNO FISICO:

ax®

Volumes: 9‘17
@ iz vol naface

MALHA DIRECAD

@ racecentrada

— Ty = san B
Tity = sen 2

) Yolurne centrada

@ uniforme

) Pleatdria

@ Com b constante
o PG, 1! :j 1

Volumes: U 17
. 1/2 vol. na face

MALHA DIRECAD "Y'

_J R.Urifarme
. R.Aleatdria
@ rrer'lt
. R.Misturar

J sincr 8"

. Face centrada

) Molurne centrado

@ Uniforme

) Aleatdria
@ com b constante

.PG,r: :

J

NOUMERO DE PECLE
Pe Pe

dz g

Yolumes: 3] 17

) /2 vol. ns Fare

MALHA DIRECAD X" :

= T(W,E,5) = 0,50C

Fluxo (N):

MALHAS :

) Malha grossa

APROXIMACAD NUMERICA:

Cantorna:

) ups i@ uos2
D5 i@ ups-2

@ Mahafina
. Cantarng

 T(wi0,5) e T(0,5;%)

SOLUCAD :

Intensidade

_J R.Urifarme
@ R.Aleatsria
1fq i
R.PGIr™) I I 1 1 I |
. BESEL A0, 500 1000 1500 2000 2500 3000
R.Misturar . :
' SAVE STOP Nis na malha fina

T(W,E,5) = 09C
e

@ Face centrada

) Volume centrado

@ Unfarme

) HAleatdria

OPGJr:;)

MALHA DIRECAD "

Yolumes: 2] 17

) 12wl naface

@ com'h" constante

_J Rulnfarme
D R Alsatéria
@ rrarll®
. R Misturar

Y ) Sincr "
. Face centrada

) Walume centrado

@ Unfarme

) Aleatdria
@ Com'h" constants

.PGJr:i,l
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Resumo. Atualmente, para os métodos de diferencas finitas e volumes finitos, o principal
estimador do erro de discretizagcdo é o GCI, que se baseia na extrapola¢do de Richardson.
Para cada variavel de interesse, este estimador usa solucoes numéricas obtidas em duas ou
mais malhas. Um pardmetro importante deste estimador é a ordem do erro de discretizacdo,
que em malhas ndo-uniformes é afetada pelo tipo de refino de malha adotado. No método dos
volumes finitos, um volume de controle pode ser construido de duas formas: com os nos
centrados entre as faces do volume (VNC — volume de no centrado) ou com as faces
centradas entre os nos (VFC — volume de face centrada). O objetivo deste trabalho é
analisar, a partir de malhas com VNC e VFC, que tipos de refino de malhas podem ser
realizados, como estes refinos devem ser feitos, e qual a relacdo entre o tipo de refino
escolhido e a ordem do erro de discretizacdo. Para cinco tipos de refino de malha, verifica-se
se a ordem efetiva (pg) do erro de discretizacdo converge para a ordem assintotica (pr) das
aproximagdes numéricas usadas na discretizacdo do modelo matemdtico. O modelo
matemdatico usado é a advecgdo-difusdo unidimensional de um escalar, resolvido através do
método dos volumes finitos com malhas uniformes e ndo-uniformes, e esquemas de 1° e 2°
ordens de acurdacia. Concluiu-se que as estimativas do erro de discretiza¢do devem ser feitas
com malhas refinadas uniforme e sucessivamente a partir de uma malha base, usando-se trés
tipos de refino definidos no trabalho.

Palavras-chave: Ordem efetiva, extrapolag¢do de Richardson, GCI, erro numérico, CFD.
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1. INTRODUCAO

Algumas fontes da literatura afirmam que quando se empregam malhas ndo-uniformes
com o esquema de diferenca central, a ordem do erro de truncamento degenera do valor dois
para a unidade (Ferziger e Peric, 2001). Isso difere do que se observa através de experimentos
numéricos, nos quais a ordem permanece igual a dois, como mostram outros trabalhos da
literatura (Tannehill et. al., 1997). No presente trabalho, mostra-se que a diferenca entre a
analise tedrica ¢ a verificagdo pratica esta ligada a definicdo da razdo de refino (¢) de malha
(Schneider e Marchi, 2004). O valor de ¢ afeta dirctamente a estimativa do erro de
discretizagdo feita pelos estimadores baseados na extrapolagdo de Richardson, que envolve
mais de uma malha.

Para compreender como a razdo de refino de malha afeta a estimativa do erro de
discretizagdo, ¢ necessario entender o que ¢ o erro numérico ¢ como sdo empregados os
estimadores de erro, como por exemplo o estimador de Richardson, GCI (Roache, 1998) ¢
outros. Para uma varidvel de interesse, o erro numérico verdadeiro (E) ¢ a diferenca entre a
sua solucdo analitica exata (P) e a sua solugdo numérica (¢#). O valor do erro numérico
verdadeiro independe de experimentos ¢ s6 pode ser obtido quando a solucdo analitica do
modelo matematico € conhecida, isto ¢, (Marchi e Silva, 2002)

E(g) = & — ¢ (1)

Quando a solugdo analitica ¢ desconhecida, pode-se obter o erro numérico estimado (U),
que ¢ avaliado pela diferenca entre a solucdo analitica estimada (@) ¢ a solugdo numérica (¢),
ou s¢ja,

Ulg) = ¢ — ¢ 2

Segundo Marchi ¢ Silva (2002), o erro numérico ¢ causado por quatro fontes de erro:
truncamento, iteragdo, arredondamento ¢ programacdo. A primeira fonte origina-se das
aproximacdes numéricas empregadas na discretizacdo de um modelo matematico (Tannehill
et al., 1997; Ferziger ¢ Peric, 2001; Roache, 1998). A segunda ¢ a diferenca entre a solucdo
exata das equagoes discretizadas ¢ a solugdo numérica em uma determinada iteragdo (Ferziger
¢ Peric, 2001). A terceira ocorre principalmente devido a representagéo finita dos nimeros
reais nas computacdes. E a quarta inclui os erros causados por pessoas na implementagdo e no
uso de um programa computacional. Este trabalho considera apenas os efeitos do erro de
truncamento sobre as solu¢des numeéricas. Nesse caso, o erro numérico calculado através da
Eq. (1) passa a ser denominado de “erro de discretizacdo” (Ferziger ¢ Peric, 2001). Considera-
se no presente trabalho que as outras fontes de erro sdo inexistentes ou muito pequenas em
relagdo ao erro de truncamento.

Para se¢ obter uma estimativa do erro de discretizacdo, pode-se empregar o estimador de
Richardson (Roache, 1994; Marchi ¢ Silva, 2002)

Un(dy) = % 3)

onde ¢ e @, sdo solugbes numéricas obtidas em duas malhas com numero diferente de
volumes de controle, ¢ cada uma destas malhas pode ser representada pelo tamanho dos scus
volumes (4), isto &, iy = malha fina e s, = malha grossa; p representa a ordem assintotica ou
formal (p;) do erro de discretizacdo (Roache, 1994); ¢ ¢ ¢ a razdo de refino entre as duas
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malhas. Outra forma de estimar o erro de discretizacdo de solugdes numéricas ¢ através do
estimador GCI (Grid Convergence Index) (Roache, 1994).

A Eq. (3) mostra que a estimativa do erro de discretizagdo depende da razdo de refino de
malha, que ¢ definida usualmente em malhas irregulares (ndo-uniformes, ndo-ortogonais ¢
nao-estruturadas) como (Roache, 1994; Celik, 2004)

\1/D
N
q = [N—f] @

onde Nye N, representam, respectivamente, o niimero de volumes de controle das malhas fina
e grossa, ¢ D é a dimensdo espacial do problema. No caso de malhas unidimensionais a
equagdo acima se reduz a

q9 = — &)
Para um experimento numérico de solugdo analitica conhecida, pode-se obter (Marchi e

Silva, 2000)
_——
log %
O -gr

PE = W (6)

onde pr ¢ a ordem efetiva do erro de discretizagdo, que pode comprovar experimentalmente a
ordem assintética ou formal (p;). Ou seja, quando 4~ — 0, espera-se que pp— p;, Caso a
andlise seja correta.

No método dos volumes finitos, um volume de controle unidimensional pode ser
construido de duas formas (Patankar, 1980): com os nés centrados entre as faces do volume
(VNC - volume de no6 centrado) ou com as faces centradas entre os noés (VFC — volume de
face centrada). A Fig. 1 ilustra as malhas do tipo uniforme e ndo-uniforme com VNC ¢ VFC
que sdo empregadas no presente trabalho.

W W P ¢ E
R e
w W p E
b)l ® I ol —e {
I S| Py E |
o) | * | ] |

Figura 1- Volumes de controle unidimensionais: (a) uniformes, (b) ndo-uniformes de
né centrado, ¢ (¢) ndo-uniformes de face centrada.

No caso da malha ndo-uniforme, o primeiro caso (VNC), Fig. 1b, parece ser mais natural,
pois, ¢ mais facil admitir que no centro do volume esteja armazenado o valor da varidvel de
interesse, seja por uma questdo de simetria ou simplesmente porque este valor deve ser
representativo para todo o volume. Quando observamos as posigoes das faces, o segundo caso
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