Capitulo 3

O ESTIMADOR EMPIRICO

Com base no comportamento apresentado pelo erro de iteracdo, € introduzido neste
capitulo um novo estimador de erro: 0 estimador empirico. Para tanto, inicidmente sdo
apresentadas as caracteristicas do erro iterativo e as defini¢cdes de ordem assintética e efetiva. Em
seguida discute-se sobre a estimativa do erro de iteracdo, onde sdo apresentados o conceito e
expressdes para 0 calculo da ordem aparente da incerteza de solugfes numeéricas e a formulagéo
do estimador.

3.1 CARACTERISTICAS DO ERRO DE ITERACAO

Para exemplificar o efeito dos erros de iteracdo sobre o erro da solugdo numeérica,

considere-se 0 uso do método da iteracdo linear (MIL) (Barroso, 1987) na resolucdo da egquacdo

X?-5x+6=0 (3.1)

A solucdo numérica iterativa da Eq. (3.1) é tratada detalhadamente no capitulo 4. Este exemplo
mostra a caracteristica principa dos erros de iteracdo quando se aumenta o numero de iteragdes.
em geral, seu valor diminui em escala logaritmica e tende a uma inclinagdo constante. 1sso pode
ser observado na Fig. 3.1.
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Figura 3.1 — Erro da solucdo numérica da Eq. (3.1),
causado pelos erros de iteragéo.

Com base no fato de que o erro de iteragdo (E(f,)) apresenta comportamento

exponencia (Roy e Blottner, 2001), conforme ilustrado na Fig. 3.1, na base decimal, tem-se:

Ef,)=C10 ™ (32)

ondep. € a ordem assintética do erro, ou sgja, € ainclinacdo assintética para a qual tende a curva
do erro iterativo quando n® ¥ . Quanto maior é esta inclinagdo, maior é o vaor da ordem e

maior € a taxa de reducéo de E(f ,) com o aumento de n. E ainda, para um mesmo nimero de

iteracBes, menor é o erro.

Roy e Blottner (2001) consideram, por simplificagdo, que para n® ¥, isto é, para um
nimero infinito de iteragdes, o valor do coeficiente C na Eg. (3.2) é constante. Porém, para um
caso praico quaquer, deve-se admitir que a forma geral do erro de iteracdo € dada pela Eqg.
(2.20). No entanto, quando o numero de iteracfes (n) € muito grande, o primeiro termo desta
expressdo é o principal componente, ja que m, é o autovalor dominante da matriz iterativa, ou
sgja, 0 autovalor de maior magnitude (Ferziger e Peric, 1996). 1sso possibilita uma aproximagao
para expressao gera do erro formada por um Unico termo.
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3.1.1 Ordem efetiva
A ordem efetiva (pg) do erro de iteracéo é definida como a inclinagéo local da curva de

E(f ,) versusn num gréfico logaritmico. Matematicamente, a ordem efetiva (pg) € obtida a partir

da Eqg. (3.2), onde C é admitido ser independente de n. Considerando-se duas iteragbes n; e ny,

comm <rp, tem-se:

JE(f,)=C10"

{E(,)=C10 " 83
Do sistema (3.3), tem-se que:
éE(f,) U
e
p,=—2 8 (34)
n,-n

3.2 ESTIMATIVA DO ERRO DE ITERAGAO

Pela Eqg. (1.2), o vaor do erro de iteracdo sO pode ser calculado quando se conhece a
solucdo exata do sistema de equagdes resultante da discretizagdo. Mas em termos préticos i1Sso
ndo é possivel. Conseglientemente € necessario estimar qual € o valor da solucdo exata. A
solucdo exata para o sistema de egquagdes ndo € a solugdo andlitica para a equagcdo que rege 0
problema, pois o sistema € produto da discretizagdo, ou seja, aproximagoes.

A incerteza iterativa (U (f ,)) de uma solucéo numérica é calculada pela diferenca entre a

solugéo exata estimada (f, ) para a variavel de interesse e a sua solugdo numérica em uma

iteragcdon (f ,):

Uf.)=fy-f, (35)

Com base na Eg. (3.2), admite-se que

U(f,)=k10 ™ (36)
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com k sendo constante e py indicando a ordem aparente, cujo vaor explicito pode ser obtido pela

Eqg. (3.9).

3.2.1 Ordem aparente

A ordem aparente (py) é definida como a inclinag&o local da curva de incerteza (Uy) da

solucdo numérica (f ;) versus o nimero de iteragbes (n) num gréfico logaritmico.

O vaor para 0 qua as ordens efetiva e aparente tendem, quando se aumenta 0 nimero de

iteracOes, € aordem assintética do erro iterativo (p). Ela ndo é um resultado conhecido a priori,

ou sgja, € obtida somente através de experimentos numéricos.

Considerando-se as iteragbes n; m; € N3, com n, <n, <n, e as Egs. (3.5) e (3.6),

podemos escrever:

ify-f, =k10™®
| -
ify-f, =kl0"™»

Hy - f, =k10 "™
Supondo que:

mznz' n1:n3- nz

Do sistema de equactes (3.7), tem-se:

0 _ log(y )
Y Dn
onde:
yzfnz_fnl
f -f

3.7)

39

(3.9)

(3.10)



Capitulo 3. O Estimador Empirico 31

3.2.2 Deducéo do estimador empirico
Do sistema de equagdes (3.7), tem- s que:

,=f, +0nlo)

3.11
AT (3.11)

Substituindo este resultado na Eq. (3.5):

(- f0)

3.12
v D) (3.12)

U,)=

Sendo esta a expresséo fornecida para a estimativa do erro de iteracdo na iteracéo n,
através do estimador empirico. Marchi e Silva (2002) demonstraram que estimativas de erro
baseadas em equacbes ®melhantes a Eq. (3.6) ou (3.12) sdo vdlidas apenas para y >1 ou
p, >0. Quando a ordem aparente (py) apresenta valores negativos a utilizagdo do estimador

empirico ndo faz sentido, pois o principio deste estimador estd no comportamento exponencial
apresentado pelo erro de iteracdo, Eq. (3.6), e ao se considerar pu < 0, a magnitude da estimativa
do erro aumenta com o nimero de iteragBes. Isto €, este estimador é vaido apenas para valores
das ordens assintética (o) e aparente (py) maiores do que zero, ou sga, (P, pu) > 0. O
argumento para justificar o uso de ordens positivas € o seguinte: considere-se py < 0 sobre a Eq.

(3.6), isto implica que
U@ ,)=k10"! (3.13)

A partir da Eg. (3.13), verificase que a0 se aumentar o nimero de iteragcOes (n), a incerteza
aumenta. Este resultado € oposto ao esperado para 0 comportamento do erro de iteracéo.

Ao se considerar k como sendo um coeficiente constante na Eq. (3.6), ou sga,
independente de n, tem-se algumas implicagdes, pois k desempenha o mesmo papel de C na Eq.
(3.2). Este fato faz com que na maioria das aplicacOes, a incerteza obtida através desta estimativa
sga diferente do erro de iteracdo; o qudo diferente vai depender da complexidade de cada

problema e do nimero de iteracdes (n) a ser utilizada.
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3.30ESTIMADOR EMPIRICO E O ESTIMADOR FP

Para os casos em que A possui autovalor dominante real, temse dgumas relagbes entre
este estimador e o estimador de Ferziger e Peric (FP), apresentado na segdo 2.3.2. Pelo estimador

FP, para autovalor dominante real e iteragdes n,, n,€ Nz, COM n, <n, <n,, temse:

f, -fo)

—(mm ) (3.14)

U, )=

onde, m, indicao autovalor dominante para matriz iterativa A naiteraco nz, que € dado por:

o, - T,) (3.15)
ml’ = .
O o - Fo)
Comparando as Egs. (3.15) e (3.10), pode-se concluir que:
P (316)
rr!an

Ou sgja, 0 parametroy , adotado na formulag&o do estimador empirico, é o inverso do autovalor
dominante (ng) considerado por Ferziger e Peric (1996) no célculo da estimativa do erro de
iteracd0; no entanto, ndo considerados em uma mesma iteracdo. I1sto €, como estes parametros

sd0 atudizados a cadaiteracdo, y € oinverso de m em uma iteragdo anterior.

3.40ESTIMADOR EMPIRICO E O ESTIMADOR DELTA

Para asiteragbes n, e ng, com n, < ng, avariagd do erro (DE) pode ser analisada através

do valor absoluto da diferenca entre os erros em cada iteragcéo (Roache, 1982):

DE =|E(f - E@) (3.17)
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Conforme definido no capitulo 1, Eq. (1.2), o erro iterativo € dado pela diferenca entre a solugéo

exata e a solugdo numerica na iteracéo corrente (f ). Portanto, a Eq. (3.17) pode ser

reescrita por
DE=|(F-f,)- (F-f,) (3.18)

0 que resultaem

(3.19)

Portanto, analisar a variagdo do erro € equivalente a se anadisar a variagdo da solugdo numeérica
nas respectivas iteragbes. Entdo, a incerteza calculada atraves do estimador Ddta, Eq. (2.14),
esté diretamente relacionada a variagdo do erro entre duas iteragdes.

O céculo da incerteza numérica utilizando o estimador Delta (U,) usa solucoes
numeéricas obtidas em duas iteracbes, ndo levando em conta a razéo de convergéncia (y )

envolvida na formulagdo do estimador empirico. Uma relagdo facilmente verificavel é que a
magnitude do estimador empirico coincide com o resultado do estimador Delta para 0 caso em

quey =2, 0usga

(3.20)

350 ESTIMADOR EMPIRICO E O ESTIMADOR RB

Na secdo 2.3.4 foi apresentado o estimador de Roy e Blottner (RB). Considerando-se

n, <n, <n,, aincerteza de iteracdo na iteragdo nz, (U (f , ) ), obtida atraveés do estimador RB é

dada por:

fo-f f
Uf,)=- fv L R (3.21)
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onde:

v, = (322)

Para se obter uma estimativa de erro utilizando-se o estimador RB, necessita-se da

solugdo numeérica da varidvel de interesse em trés iteragdes sucessivas. Sendo que, somente é
possivel obter a incerteza na iteragdo intermediaria, ou sga, obtémrse U(f ) a partir dos
resultadosde f | ,f  ef .

Através do estimador empirico a estimativa do erro, dada pela Eq. (3.12), também
necessita da solugdo numérica da variavel de interesse em trés iteracGes sucessivas. Portanto,

U(f,,) aravésdo estimador RB éequivalentea U(f, ) pelo estimador empirico, a menos dos
par@metros envolvidos: v ey .

Comrelagdoa Vv ey , comparando as equagdes (3.10) e (3.22), pode-se concluir que:

e (3.23)
v n

Ou sga, 0 pardmetro y , adotado na formulacdo do estimador empirico, € o inverso de

Vv considerado por Roy e Blottner no calculo da estimativa do erro de iteracéo; no entanto, néo
considerados em uma mesma iteragdo. Isto € como estes parametros sdo atualizados a cada
iteracdo,y €oinversode v em umaiteracdo anterior.

3.6 PREVISAO DA CONFIABILIDADE DO RESULTADO OBTIDO PELO
ESTIMADOR DE ERRO

Propbese, aqui, prever as caracteristicas da estimativa de erro naiteragdo n, através dos

resultados numeéricos de f  ,f .f  ,f e pelasolucdo extrapolada f  , onde:
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f -f
fpuz(n3 n2)+fn3
y
y:fnz-fnl

fn3'fnz

com n, <n, <n,<n,.

35

(3.24)

(3.25)

A principal hipotese adotada € que o comportamento de f, comrelacdo a f | se repete

a cada nova extrapolacéo até o limite de N ® ¥ , onde n representa 0 nimero de iteraces. Sao

considerados trés intervalos:

3.6.1Intervalol

Conforme a Fig. 3.2, se a solugdo numérica f, estiver entre a solugdo numerica f, ea

solugdo extrapolada f , , entdo espera-se que a estimativa de erro na iteragdo n; seja confiavel,

isto &,

(3.26)

ue,)

E(.,)

Figura 3.2 Comportamento de f , comrelagdoaf , parao IntervaloI.
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3.6.2 Intervalol|

Conforme aFig. 3.3, seasolucdo extrapolada f |~ estiver entre a solugdo numericaf , e
a solugdo numérica f  , entdo espera-se que a edtimativa de erro na iteragdo n; ndo sga

confiavel, isto €,

0<M%<1p 0<U(f“3)<1 (3.27)
gm'fmé E(fns)
ug,) s
fnl fnz f”a fRJ fn4 F
E(,,)

Figura 3.3 Comportamento de f, comrelagdoa f , parao Intervao Il.

3.6.3Intervalo |1l

Conforme Fig. 3.4, se a solugdo numérica f  estiver entre a solugdo numérica f | ea
solugdo extrapolada f , , entdo espera-se que a estimativa de erro na iteragdo n, tenha sina

oposto ao erro; constitui-se na pior previsdo de erro:

5
Ch _Brco p —(—)<0 (3.28)
%fm_fnaa Efrb
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Ue,) fy

4 N3

E(.,)

Figura 3.4 Comportamento de f,, comrelagdoa f | parao Intervalo I11.

Este método de previsdo (intervalos | a Ill) sO pode ser aplicado se a razéo de
convergéncia(y ) for maior do que 1, o que implica no fato de (py) existir e assumir valores
positivos. A andise dos resultados a0 se aplicar este método é feita através de um gréfico de
confiabilidade (Fg. 3.5), utilizando-se os seguintes critérios:

0P o método ndo se aplica( p, ndo existeou p, <0).

1P o método se aplica e sua previsio é correta, conforme os intervalos|, 11 elll.

-1 P o méodo se aplica e sa previsdo € incorreta.

Confiabilidade

Figura 3.5 Gréfico de confiabilidade do método de previsdo.

Aplicagdes de gréficos de confiabilidade sdo apresentadas nos proximos capitul os.
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3.7 CONSIDERACOESFINAIS

Conforme visto neste capitulo, existem relagdes dretas entre os estimadores de erro de
iteracd0 empirico, delta, Ferziger e Peric, e Roy e Blotner. Portanto, as andlises feitas neste

trabalho se concentram apenas no estimador empirico.



